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DOCTOR POR LA UNIVERSITAT JAUME I

Octubre de 2007
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Anaĺıtica de la Universitat Jaume I,

CERTIFICA:
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Introduction

The earliest studies on confined quantum systems should be traced back
to the beginning of quantum mechanics [1]. Although they were at first in a
purely theoretical field of science, the appearance and fast development in
the last few decades of new experimental techniques aimed at manufacturing
and characterizing semiconductor structures at the mesoscopic and nanos-
copic scales (low dimensional structures) [2, 3, 4] have turned the study of
quantum confinement into one of the fields of utmost technological interest.
Particularly, the need for obtaining smaller and more efficient electronic de-
vices has turned the research in nanocrystals into one of the fastest areas
of development in the field of semiconductors. Semiconductor nanocrystals,
also referred to as quantum dots (QDs), represent, indeed, the final goal
in microelectronics [5, 6, 7]. They are structures with characteristic dimen-
sions of the same order or even smaller than the associated De Debroglie
wavelength of their carriers (electrons and holes), whose properties acquire
therefore a zero-dimensional (discrete) behavior.

The technological interest of these artificial atoms (as they are also re-
ferred to due to the paralelism that the discrete character of their spectrum
holds with natural atoms) lies in the possibility of designing their proper-
ties through their size and shape control during the manufacturing process.
This turns them into very versatile components for designing new and fas-
cinating electronic and opto-electronic devices. The potential application of
these nanostructures covers a wide range of fields, such as nanoelectronics,
communication, biomedicine or optics [8, 9, 10, 11, 12, 13].

Besides its obvious technological appeal, these structures also raise an
interest on fundamental physics. The flexibility they offer to mould their
energetic structure makes them specially attractive for the exploration and
study of novel physics phenomena, since they allow particular conditions
which cannot be found in natural systems to be designed. The study of
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high-correlation electronic regimes [14, 15, 16, 17] or the experimental as-
certainment of the so-called Aharonov-Bohm effect [18, 19] are examples of
their fundamental interest.

Usually, the spatial confinement of charge carriers in the nanocrystal is
the dominating factor that determines its properties. However, there are al-
so other contributions. The energy spectrum and electron and hole charge
density distribution are determined by the joint action of several confining
sources which may appear in the system. We are referring, for instance, to
the electric field produced by ionized impurities, dielectric image potentials,
the presence of external magnetic fields, stress forces, or the different iner-
tia that carriers show in the nanocrystal and in its surrounding medium.
Thus, although the simplest models for the theoretical study of quantum
dots (those which are algebraically solvable) may offer a proper interpreta-
tion of some experimentally observed phenomena, the systematic study of
these structures must employ more reliable methods taking into account the
effects of the different factors conditioning the nanocrystal properties. The
first option should be recurring to ab initio atomistic methods. However,
the huge size of nanocrystals (often containing between 1,000 and 100,000
atoms) impedes their usage. On the other hand, other less computationa-
lly demanding atomistic theories [20, 21] are only able to account for the
smallest quantum dots. Because of this, simpler and computationally more
economical methods are commonly used, such as effective mass theories and
k · p methods in the envelope function approximation (k · p - EFA), which
properly balance feasibility of results and computational cost.

In this Thesis, we build a computational scheme, based on the k ·p - EFA
model, which allows us to describe the effect of different confinement sour-
ces on the energetic structure and properties of zero-dimensional nanoscopic
systems, in a realistic and balanced way and with a reasonable computatio-
nal cost. We use this scheme to solve specific application issues, as well as to
explore new physical phenomena, particularly in cases where the spatial con-
finement is overcome by other confinement sources. We especially stress the
influence of dielectric confinement, generated by the dielectric response mis-
match between the nanocrystal and its surrounding medium. Although this
kind of confinement was widely studied by several groups more than a deca-
de ago, it was not until a few years ago [22] that it was reported a plausible
way to approach the study of dielectric mismatch in quantum dots without
subordinating the results obtained to the validity of non-realistic simplifica-
tions based on the supposedly marginal influence of this confinement source.
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This Thesis report is organized as follows:

In Chapter 1 we briefly describe the basic concepts setting the basis of
the k · p - EFA model in the effective mass approximation for conduction
band electrons, as well as the refinements employed to improve the quanti-
tative description of the studied systems. The corresponding Hamiltonians
in spherical and cylindrical coordinates are given, and the numerical inte-
gration procedures used to solve them are described.

In Chapter 2 we make use of a realistic description of the spatial confi-
ning potential and of the efective mass dependence on energy and position
to investigate the effect of a thin AlAs layer grown in a GaAs matrix on the
energetic structure of a lens-shaped In(Ga)As self-assembled QD [23]. The
presence of the AlAs layer, which acts as a potential barrier, modifies the
QD electronic structure due to the leakage of the electronic density into the
matrix. We study the influence of this AlAs barrier according to its position
and proximity with respect to the QD, and we compare the results obtained
with related experimental works.

Although in the rest of the Thesis we deal with stationary systems, in
Chapter 3 we introduce a simple approach to the dynamic aspects of con-
finement, proposing a computationally economical method to estimate the
intrinsic electron mobility in linear chains of coupled nanocrystals [24].

In Chapter 4 we show the usefulness of magnetic confinement and of
its interplay with spatial confinement as a tool to determine the structural
details of certain nanoscopic systems. On one hand, we provide evidence of
the convenience of magnetization measurements as a technique that allows
to unambiguously determine whether or not the double-connected topology
of self-assembled semiconductor quantum rings is preserved when totally
covered after the synthesis process [25]. On the other hand, we show that
laterally coupled self-assembled quantum rings response to transversal and
axial magnetic fields provides information about the rings coupling regime
and also about the orientation of the formed ’molecule’ [26].

In Chapter 5 we analyze the influence of dielectric confinement on energy,
charge distribution, and optical properties of several nanoscopic systems
charged with one and two electrons [27, 28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36].
First, we tackle the study of the binding energy of a hydrogenic donor impu-
rity randomly distributed within a spherical quantum dot. Our exact (nume-
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ric) resolution method proves the need for a system description accounting
for the effects of spatial and dielectric confinements with the same degree
of detail to properly describe the binding energy dependence on impurity
position. With the same code we also analyze the dependence of the density
of states induced in the energy gap in TiO2 nanostructured samples on tem-
perature. We then explore the possible formation of dielectrically-induced
surface states in nanoporous semiconductor materials, which could be re-
levant to the interpretation of transport in these systems. We also offer a
simple method to elucidate, as a function of the macroscopic parameters of
the host semiconductor, the maximum radius that its pores can reach wit-
hout losing their capability to trap electronic density. Next, we study the
effect of the dielectric environment on interelectronic repulsion in the surface
states of two-electron QDs. We show that the proper design of the QD envi-
ronment can be used to modulate the system dynamics. We also investigate
the effect that a hydrogenic donor impurity and the presence of a hole have
on the stability of surface states in spherical QDs under strong dielectric
mismatch conditions. Finally, we analyze the influence of dielectric confine-
ment on the far-infrared (FIR) absorption spectra of two-electron spherical
QDs. We show that this kind of spectroscopy may be suitable to monitor
the possible formation of dielectrically-induced surface states.

The following list includes the articles already published (or to be pu-
blished inminently) in international scientific journals in the wake of this
Ph.D Thesis project. Copies of these papers are enclosed at the end of this
report:

1. J.L. Movilla, J.I. Climente, and J. Planelles, “Effects of a thin AlAs
layer on InAs quantum dot electronic structure”, J. Appl. Phys. 94,
4515 (2003).1

2. J. Planelles and J.L. Movilla, “Tunneling in chains of quantum dots”,
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3. J.I. Climente, J. Planellesi, and J.L. Movilla, “Magnetization of nanos-
copic quantum rings and dots”, Phys. Rev. B 70, R081301 (2004).2

4. J.L. Movilla y J. Planelles, “Image charges in spherical quantum dots

1Selected for the issue of September 29th, 2003 of the Virtual Journal of Nanoscale
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& Technology, Vol. 10, Issue 8.
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Finally, it is worth mentioning that, despite the huge interest arisen and
the increasing number of publications generated in this field, to date there
are not specific computer packages of extended use to carry out a systematic
study of nanocrystals as the one presented here. Because of this, a significant
part of the Thesis work has been devoted to implementing computational
codes which allow to efficiently solve the equations derived from the models
employed.

6Selected for the issue of September 24th, 2007 of the Virtual Journal of Nanoscale
Science & Technology, Vol. 16, Issue 13.



Introducción

Los primeros estudios sobre sistemas cuánticos confinados aparecen ya
en los albores de la mecánica cuántica [1]. Si bien en sus inicios estos estudios
se enmarcaban en un campo puramente teórico de la ciencia, la aparición y
rápido desarrollo en las últimas décadas de nuevas técnicas experimentales
destinadas a la fabricación y caracterización de estructuras semiconductoras
en la escala meso y nanoscópica (estructuras de baja dimensión) [2, 3, 4]
han convertido el estudio del confinamiento cuántico en uno de los campos
de investigación con mayor proyección e interés tecnológico. En particular,
la necesidad de obtener dispositivos electrónicos cada vez más pequeños y
eficaces ha propiciado que la investigación en nanocristales sea una de las
áreas de desarrollo más veloz en el campo de los semiconductores. Los na-
nocristales semiconductores, también llamados puntos cuánticos (quantum

dots, QDs), representan, de hecho, el reto final de la microelectrónica actual
[5, 6, 7]. Se trata de estructuras de tamaño comparable o incluso menor que
la longitud de onda asociada de De Broglie de sus portadores (electrones y
huecos), lo que conlleva un comportamiento cero-dimensional (discreto) de
sus propiedades.

El interés tecnológico en estos átomos artificiales (como también se les
conoce debido al paralelismo que el carácter discreto de su espectro mantiene
con los átomos naturales) reside en la posibilidad de diseñar sus propieda-
des a través del adecuado control de su forma y tamaño en el proceso de
fabricación, lo que los convierte en componentes muy versátiles que permi-
ten diseñar nuevos y fascinantes dispositivos electrónicos y optoelectrónicos.
La potencial aplicabilidad tecnológica de estas nanoestructuras es enorme,
abarcando campos tan dispares como la nanoelectrónica, la comunicación,
la biomedicina o la óptica [8, 9, 10, 11, 12, 13].

Además del claro atractivo tecnológico, estas estructuras suscitan tam-
bién un gran interés a nivel de f́ısica fundamental. La flexibilidad que ofre-
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cen para moldear a voluntad su estructura energética los hace especialmen-
te atractivos para la exploración y el estudio de fenómenos f́ısicos noveles,
ya que permite el diseño de condiciones únicas que no se encuentran en
sistemas naturales; el estudio de reǵımenes de alta correlación electróni-
ca [14, 15, 16, 17] o la constatación experimental del denominado efecto
Aharonov-Bohm [18, 19] son solo algunos ejemplos de su interés fundamen-
tal.

Generalmente, el confinamiento espacial de los portadores de carga en el
nanocristal es el factor determinante de las propiedades del sistema. Existen,
sin embargo, diversas contribuciones adicionales. La distribución espectral
de enerǵıas y las distribuciones de densidad de electrones y huecos vienen
determinadas por la acción conjunta de varias fuentes de confinamiento que
pueden estar presentes en el sistema. Hablamos, por ejemplo, del campo eléc-
trico producido por impurezas ionizadas, potenciales dieléctricos de imagen,
la presencia de campos magnéticos externos, fuerzas de tensión o la diferente
inercia que presentan los portadores en el nanocristal y en el medio que lo
circunda. Aśı pues, a pesar de que los modelos más simples para el estudio
teórico de puntos cuánticos (los que son algebraicamente solubles) pueden
ofrecer una interpretación adecuada de algunos de los fenómenos observados
experimentalmente, el estudio sistemático de estas estructuras debe hacer
uso de métodos más sofisticados y fiables que tengan en consideración el
efecto de los distintos factores que condicionan las propiedades del nano-
cristal. La primera opción seŕıa recurrir a métodos atomı́sticos ab initio. Sin
embargo, el enorme tamaño de los nanocristales (que contienen t́ıpicamente
entre 1.000 y 100.000 átomos) hace impracticable su uso. Por su parte, otras
teoŕıas atomı́sticas computacionalmente menos pesadas [20, 21] únicamente
son capaces de rendir cuenta de los puntos cuánticos más pequeños. Por ello,
es común el empleo de métodos más simples y computacionalmente trata-
bles, como las teoŕıas de masas efectivas y métodos k · p en aproximación de
función envolvente (k · p - EFA), que conjugan bien robustez de resultados
y coste computacional.

En esta Tesis construimos una herramienta computacional, basada en
el modelo k · p - EFA, que permite describir el efecto de diferentes fuentes
de confinamiento sobre la estructura energética y propiedades de sistemas
nanoscópicos cero-dimensionales de forma conjunta y realista, a cambio de
un coste computacional moderado. Empleamos esta herramienta tanto para
resolver problemas concretos de interés aplicativo como para explorar te-
rrenos de nueva f́ısica, especialmente en los ĺımites en que el confinamiento
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espacial se ve superado en importancia por otras fuentes de confinamiento.
Hacemos especial énfasis sobre la influencia del confinamiento dieléctrico, ge-
nerado por la diferente respuesta dieléctrica del nanocristal y de su entorno.
Aunque este tipo de confinamiento fue ampliamente estudiado por diversos
grupos de investigación hace ya más de una década, no fue hasta fechas
más recientes [22] que se aportó un modo plausible de abordar el estudio
de la discontinuidad dieléctrica en puntos cuánticos sin tener que supeditar
los resultados obtenidos a la validez de simplificaciones poco realistas basa-
das en la influencia supuestamente marginal de esta fuente de confinamiento.

La presente memoria de Tesis Doctoral se estructura del siguiente modo:

En el caṕıtulo 1 planteamos de forma sucinta los conceptos básicos en
que se asienta el modelo k · p - EFA en aproximación de masa efectiva para
electrones de conducción, aśı como los refinamientos con los que se pretende
mejorar la descripción cuantitativa de los sistemas estudiados. Se plantean
también los hamiltonianos correspondientes en coordenadas esféricas y ci-
ĺındricas, y se describe el método de integración numérica empleado para
resolverlos.

En el caṕıtulo 2 se hace uso de una descripción realista del potencial de
confinamiento espacial y de la dependencia de la masa efectiva de los elec-
trones de conducción con la posición y la enerǵıa para investigar el efecto de
una fina capa de AlAs depositada en una matriz de GaAs sobre la estructura
energética de un QD auto-ordenado de In(Ga)As con forma de lente [23].
La presencia de la capa de AlAs, que actúa a modo de barrera de poten-
cial, modifica la estructura energética del QD, debido a la penetración de la
densidad electrónica en la matriz semiconductora. Estudiamos la influencia
de esta barrera en función de su posición y proximidad respecto al QD, y
comparamos los resultados obtenidos con diversos trabajos experimentales
relacionados.

Aunque en el resto del trabajo de Tesis tratamos con sistemas estaciona-
rios, en el caṕıtulo 3 presentamos una aproximación sencilla a los aspectos
dinámicos del confinamiento, proponiendo un método computacionalmente
económico para estimar la movilidad intŕınseca de los electrones en cadenas
lineales de nanocristales acoplados [24].

En el caṕıtulo 4 mostramos la utilidad del confinamiento magnético y
de su interrelación con el confinamiento espacial como herramienta para
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determinar las caracteŕısticas estructurales de determinados sistemas na-
noscópicos. Por un lado, evidenciamos la idoneidad de las medidas de mag-
netización como técnica que permite determinar de forma inambigua si la
topoloǵıa anular de los anillos cuánticos semiconductores auto-ordenados se
mantiene o no al ser completamente recubiertos tras el proceso de śıntesis
[25]. Por otro lado, mostramos que la respuesta de anillos cuánticos lateral-
mente acoplados frente a campos magnéticos axiales y transversales refleja
tanto el régimen de acoplamiento entre los anillos como la orientación de la
“molécula” formada [26].

En el caṕıtulo 5 analizamos la influencia del confinamiento dieléctrico
sobre la enerǵıa, distribución de carga y propiedades ópticas de diversos sis-
temas nanoscópicos cargados con uno y dos electrones [27, 28, 29, 30, 31, 32,
33, 34, 35, 36]. Abordamos en primer lugar el estudio de la enerǵıa de enlace
de una impureza dadora hidrogenoide ubicada aleatoriamente en el seno de
un QD esférico. Nuestro método de resolución exacta (numérica) evidencia
la necesidad de emplear una descripción del sistema que trate con el mis-
mo grado de detalle los efectos de los confinamientos espacial y dieléctrico
para describir de forma adecuada la dependencia de la enerǵıa de enlace
con la posición de la impureza. Con este mismo código analizamos tam-
bién la dependencia con la temperatura de la densidad de estados inducidos
en el gap de enerǵıa en muestras nanoestructuradas de TiO2. Exploramos
a continuación la posible formación de estados superficiales inducidos por
el confinamiento dieléctrico en materiales semiconductores nanoporosos, lo
que podŕıa ser de importancia caudal en la interpretación del transporte en
estos sistemas. Ofrecemos además un método simple para dilucidar, en fun-
ción de los parámetros macroscópicos del semiconductor, el radio máximo
que pueden alcanzar sus poros sin perder su capacidad de atrapar densidad
electrónica. Estudiamos a continuación el efecto del entorno dieléctrico sobre
la repulsión interelectrónica en los estados superficiales de QDs poblados con
dos electrones en su banda de conducción, donde mostramos que el adecuado
diseño del entorno del QD puede emplearse para modular la dinámica del
sistema. Estudiamos también el efecto de una impureza dadora hidrogenoi-
de y la presencia de un hueco sobre la formación de estados superficiales en
QDs sometidos a una fuerte discontinuidad dieléctrica. Finalizamos el caṕı-
tulo analizando la influencia del confinamiento dieléctrico sobre el espectro
de absorción en el infrarrojo lejano de puntos cuánticos esféricos poblados
con dos electrones, donde mostramos que este tipo de espectroscopia puede
resultar adecuado para monitorizar la posible formación de estados superfi-
ciales inducidos por el confinamiento dieléctrico.
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de códigos computacionales para la resolución eficiente de las ecuaciones a
que dan lugar los modelos empleados.

12Seleccionado para el número del 24 de septiembre de 2007 de Virtual Journal of
Nanoscale Science & Technology, Vol. 16, Issue 13.
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5.4.5. Enerǵıa de enlace y potencial confinante . . . . . . . . 100
5.4.6. Densidad de estados electrónicos en el gap de enerǵıa
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Caṕıtulo 1

Fundamentos teóricos

El objetivo del presente caṕıtulo es realizar una breve descripción del
marco teórico en que se inscriben los modelos desarrollados e implementa-
dos en el presente trabajo de Tesis Doctoral. Omitimos entrar en detalles
que pueden encontrarse en los libros y art́ıculos de referencia, y posponemos
aquellos otros a los que hemos contribuido, los cuales se expondrán conve-
nientemente en caṕıtulos posteriores. Aśı pues, presentamos en primer lugar
los fundamentos f́ısicos del método k · p y su aproximación de una banda
(también conocida como aproximación de masa efectiva) para describir los
electrones de conducción, aśı como la aproximación de función envolvente
(EFA) y masa dependiente de la posición para abordar heteroestructuras.
Exponemos a continuación el refinamiento del modelo que supone la con-
sideración de masas efectivas dependientes de la enerǵıa (lo que permite
incorporar el efecto de las interacciones con otras bandas), aśı como la for-
ma que adopta el hamiltoniano cuando se consideran campos magnéticos,
eléctricos y elásticos. Resumimos también los procedimientos matemáticos
seguidos para resolver las ecuaciones diferenciales a que da lugar el modelo;
integración numérica para sistemas monoelectrónicos y el método variacio-
nal de interacción completa de configuraciones de funciones polielectrónicas
(construidas a partir de las funciones monoelectrónicas numéricas obtenidas
anteriormente) para los sistemas multipart́ıcula estudiados. Finalmente, jus-
tificamos la forma que adopta el momento de transición en el marco de la
metodoloǵıa EFA.

1



2 Caṕıtulo 1: Fundamentos teóricos

1.1. Modelo k · p
El modelo k · p parte del hamiltoniano de un electrón en un cristal,

(

− h̄2

2m
∇2 + Vcr(r) −E

)

Φ(r) = 0, (1.1)

donde Vcr(r) es un potencial periódico, Vcr(r) = Vcr(r +
∑

i ni ai). El
hamiltoniano (1.1) presenta pues simetŕıa traslacional, por lo que conmuta
con el operador de traslación, [T̂ , Ĥ] = 0. Por tanto, existe un conjunto
completo de funciones propias comunes a ambos operadores. El método k ·p
hace uso de las funciones propias del hamiltoniano adaptadas a la simetŕıa
traslacional del problema, Φk(r), de modo que

T̂Φk(r) = Φk(r + d) = tΦk(r), (1.2)

donde el autovalor t = eikd es el carácter de las representaciones irreducibles
unidimensionales del grupo de translaciones, d un vector de la red cristalina,
y k el denominado vector de onda, que etiqueta la representación irreducible
y determina la posición de la part́ıcula en el espacio rećıproco del cristal. Por
ser Φk(r) función propia del hamiltoniano (1.1), presenta también números
cuánticos no asociados a propiedades traslacionales, por lo que escribimos
Φnk, donde n representa los mencionados números cuánticos.

El teorema de Bloch permite escribir la función de onda electrónica de
un cristal infinito como producto de una función periódica unk(r) definida en
la celda unidad del cristal (denominada función de Bloch) por una función

envolvente eik r que vaŕıa lentamente a lo largo de la estructura:

Φnk(r) = Neik r unk(r), (1.3)

siendo unk(r +
∑
ni ai) = unk(r). La función de onda electrónica queda

descrita pues por una onda plana eik r modulada en la celda unidad por la
función unk(r), que describe las perturbaciones que la red introduce en el
movimiento de los electrones libres en el cristal.

Sustituyendo Φnk en la ecuación de autovalores (1.1) y premultiplicando
por e−ik r se obtiene:

(

− h̄2

2m
∇2 + Vcr(r) +

h̄2 k2

2m
+
h̄

m
kp − Enk

)

unk(r) = 0, (1.4)
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donde p = −i h̄∇. El hamiltoniano (1.4) se conoce como hamiltoniano k·p, y
describe la función de onda de un electrón libre en un cristal tridimensional
infinito1. Sus soluciones para k = 0 constituyen un conjunto completo de
funciones {un0, n = 1, 2, . . . ,∞}, que nos permiten escribir cualquier función
unk (k 6= 0) en términos de esta base2:

unk(r) =

∞∑

n′

un′0(r) cnn′ (1.5)

El elemento de matriz arbitrario 〈un0 | Ĥkp | un′0〉 del hamiltoniano k · p
en la base {un0} resulta

〈un0 | Ĥkp | un′0〉 =

(

En′0 +
k2

2m

)

δnn′ +
k

m
Pnn′ , (1.6)

siendo Pnn′ = 〈un0 | p | un′0〉 el denominado parámetro de Kane, que se
determina emṕıricamente para cada material.

En los denominados semiconductores de gap directo, la diagonalización
del hamiltoniano k · p proporciona una distribución de niveles energéticos
en los alrededores del centro de la zona de Brillouin (punto Γ, k = 0) t́ıpi-
camente similar a la ilustrada en la figura 1.1. Dicha distribución muestra
una división en bandas de enerǵıa (etiquetadas por el número cuántico n),
entre las cuales aparecen regiones de enerǵıa prohibida (gaps) inducidas por
el potencial periódico de la red. La banda de conducción (BC) se forma
como combinación de orbitales atómicos de tipo s y, por tanto, al contrario
que la banda de valencia (BV), está constitúıda por una única subbanda
(doblemente degenerada si se consideran los grados de libertad de esṕın),
separada de la banda de valencia por la enerǵıa de gap Eg. Cuando Eg es
lo suficientemente elevada, la BC no acopla apreciablemente con la BV, y
la descripción de los electrones de conducción poco excitados puede aproxi-
marse de forma fiable reduciendo el hamiltoniano k·p a una única banda [37].

1En la práctica, la asunción de dimensiones infinitas no desmejora los resultados para
un cristal real, excepto en los ĺımites del mismo.

2Aunque la selección de un k de referencia es arbitraria, k = 0 representa el centro de
la zona de Brillouin, que es generalmente la región de mayor interés para el estudio de
propiedades ópticas y electrónicas en semiconductores de gap directo (véase la figura 1.1).
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∆ SO

Eg

E

Banda de conduccion

Subbandas de valencia k

Modelo de 1 banda

Figura 1.1: Representación esquemática de la estructura de bandas de un semiconductor
de gap directo en las proximidades del punto Γ de la zona de Brillouin.

1.1.1. Aproximación de una banda. Masa efectiva

El modelo k · p más simple es aquél en que tomamos un solo elemento
de la base infinita {un0}. En estas condiciones, la matriz que representa Ĥkp

en la base {un0} se reduce a una matriz 1 × 1:

〈un0 | Ĥkp | un0〉 = En0 +
k2

2m
, (1.7)

ya que 〈un0 | p | un0〉 = 0 por poseer el momento simetŕıa impar. Este
modelo, conocido como modelo de una banda, se mejora mediante teoŕıa de
perturbaciones. Si realizamos la siguiente partición del hamiltoniano,

Ĥkp = Ĥ
︸︷︷︸

Ĥ0

+
k2

2m
+

1

m
kp

︸ ︷︷ ︸

Ĥ′

, (1.8)

podemos escribir Enk hasta segundo orden de perturbación según

Enk = En0 +
∑

α=x,y,z

k2
α

2

[

1

m
+

2

m2

∑

n′

| Pα
nn′ |2

En0 − En′0

]

. (1.9)

El término entre corchetes en la expresión anterior es una constante que
se determina experimentalmente para cada material, y se identifica con la
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inversa de la masa efectiva m∗
α. Aśı pues, la enerǵıa en un punto k 6= 0 de

la zona de Brillouin puede determinarse simplemente como:

Enk = En0 +
∑

α=x,y,z

k2
α

2m∗
α

. (1.10)

El modelo pone de manifiesto que la inclusión de un potencial periódico
sobre el movimiento de una part́ıcula libre se traduce en un cambio en su
masa. Para el caso de un electrón libre, la enerǵıa presenta la siguiente
relación de dispersión:

E(k) =
h̄2

2m
k2, (1.11)

de donde se deduce que la masa, es decir, la inercia de un electrón frente a
la acción de una fuerza, es para el caso del electrón libre una constante, la
cual viene determinada por la curvatura de la relación de dispersión,

1

m
=

1

h̄2

∂2E(k)

∂ k2
. (1.12)

No debemos olvidar que la aproximación de masa efectiva aqúı descrita
únicamente resulta válida en las cercanias de k = 0, debido a su carácter per-
turbacional. De hecho, a medida que nos alejamos de k = 0 la aproximación
parabólica de E(k) deja de ser cierta, por lo que la masa efectiva deja de ser
constante. Aśı, la presencia de un potencial periódico cristalino provoca una
respuesta dinámica del electrón frente a la acción de una fuerza externa. La
inercia no es ahora una constante, sino que vaŕıa con k, puesto que la cur-
vatura de la relación de dispersión tampoco es constante (véase la figura 1.1).

A pesar de su sencillez, este modelo de una banda en aproximación de
masa efectiva (effective mass aproximation, EMA) ha sido ampliamente tes-
tado, y sus resultados han demostrado ser sorprendentemente precisos en la
descripción de electrones de conducción de materiales con enerǵıas de gap

no excesivamente bajas [37, 38], con un ahorro computacional considerable
con respecto a modelos multibanda3.

3El modelo multibanda más completo que se utiliza hoy en d́ıa es el de ocho bandas, que
permite estudiar simultáneamente las bandas de valencia y de conducción, y que considera
además el acoplamiento esṕın-órbita.
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1.2. Heteroestructuras. Aproximación EFA para

una banda

Previamente a su aplicación al estudio de heteroestructuras, el modelo
k · p debe ser modificado para tener en cuenta la pérdida de periodicidad
que la unión de distintos materiales provoca en una o varias direcciones del
sistema. La aproximación que utilizamos para simular la pérdida de la pe-
riodicidad se conoce como aproximación de la función envolvente (envelope

function aproximation, EFA). Esta aproximación asume que los materiales
que componen la heteroestructura cristalizan en la misma estructura crista-
lográfica (zinc-blenda en la mayoŕıa de los casos), que poseen constantes de
red similares, y que la interfaz que los separa está libre de defectos.

Recordemos que el teorema de Bloch [Ec. (1.3)] permite escribir la fun-
ción de onda de un electrón en un cristal como el producto de una función
periódica definida sobre la celda unidad por una función envolvente que la
modula. Si existe simetŕıa traslacional en el cristal, esta función envolvente
[f(r)] adquiere la forma eik r. Ahora bien, si rompemos esta simetŕıa en la
dirección z pero la mantenemos en las direcciones perpendiculares, la envol-
vente queda expresada como [37, 38]

f(r) = eik⊥ r⊥ ψ(z), (1.13)

donde (k⊥, r⊥) se refieren al plano xy, y ψ(z) es la función desconocida que
describe la envolvente en la dirección z.

La aproximación EFA considera iguales las funciones de Bloch en ca-
da uno de los materiales que componen la heteroestructura, debido a que,
como hemos establecido anteriormente, éstos presentan la misma estructura
cristalográfica y constantes de red similares. En el modelo de una banda y
simetŕıa truncada en la dirección z escribimos, por tanto,

Φk(r) = eik⊥ r⊥ ψ(z)u0(r), (1.14)

donde hemos omitido el sub́ındice n que etiqueta a la banda. Sustituyendo
(en sentido variacional) esta expresión en el hamiltoniano (1.1), asumien-
do que la variación de la función envolvente es lenta en comparación con
la rápida variación de la función de Bloch, y tras la pertinente derivación
matemática que omitimos aqúı por brevedad, la formulación EFA para una
banda en el marco de la aproximación de masa efectiva obtiene la función
envolvente desconocida y la enerǵıa aproximada de los estados de la banda
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de conducción como el autosistema de una ecuación diferencial de valores
propios [37],

(

− h̄2

2m∗

d2

dz2
+ V (z) +

h̄2 k2
⊥

2m∗

)

ψ(z) = E ψ(z). (1.15)

La ecuación (1.15) corresponde a un movimiento unidimensional some-
tido a un potencial V (z) de tipo escalón, determinado por la diferencia
energética entre las bandas de conducción de los materiales que componen
la heteroestructura (band offset). Aśı pues, la combinación de materiales con
diferente alineamiento de bandas provoca el confinamiento de los electrones
de conducción en el material cuyo fondo de la BC presenta menor enerǵıa.
En el caso de una estructura de tipo pozo cuántico (ABA), es posible re-
solver anaĺıticamente la ecuación (1.15) fijando k⊥ [39]. Se obtiene aśı una
serie de niveles discretos que, cuando k⊥ = 0, constituyen cada uno el origen
de una subbanda cuya relación de dispersión podemos obtener variando k⊥
(Fig. 1.2).

A A

A B AV

z

B

Figura 1.2: Estructura discreta de una heteroestructura de tipo pozo cuántico en la di-
rección no simétrica y generación de bandas por la periodicidad en las otras direcciones.

La ruptura de la simetŕıa traslacional en dos direcciones (hilo cuánti-
co) supone un potencial confinante en dos dimensiones y la generación de
subbandas por la periodicidad en la tercera dimensión. Por su parte, el con-
finamiento en un punto cuántico es tridimensional (y sus estados, por tanto,
totalmente discretos) debido a la ruptura de la periodicidad en las tres di-
recciones del espacio. En este caso, el hamiltoniano k ·p - EFA para la banda
de conducción del sistema viene dado por

Ĥ = − h̄2

2m∗
∇2 + V (x, y, z). (1.16)
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En resumen; bajo esta aproximación, los detalles microscópicos de la
celda unidad son promediados en forma de una modificación de la masa
del electrón (masa efectiva), y las heterouniones quedan reflejadas en un
potencial confinante de tipo escalón. La ecuación diferencial obtenida es
matemáticamente análoga a la ecuación de Schrödinger4, y emplea la fun-
ción envolvente para describir el comportamiento del electrón en la escala
de la heteroestructura5. La validez de esta aproximación ha sido bien esta-
blecida para nanocristales cuyo tamaño aproximado no sea inferior a 2 nm
[40, 41, 42].

1.3. Masa efectiva dependiente de la posición y la

enerǵıa

Dado que las bandas de conducción de los distintos materiales que con-
forman una heteroestructura no son iguales, tampoco lo son sus masas efec-
tivas. Aśı pues, en una heteroestructura formada por dos materiales A y B,
la masa efectiva es una función de la posición definida como:

m∗(r) =

{
m∗
A si r ∈ A

m∗
B si r ∈ B

(1.17)

Desde los primeros trabajos de Conley et al. [43] y BenDaniel y Duke [44],
el problema de la variación de la masa efectiva a través de la heterounión
se ha tratado extensamente en la literatura [45, 46, 47, 48, 49, 50]. Las con-
diciones de contorno que estos autores derivaron para la función envolvente
exigen la continuidad de ψ(r) y 1

m∗(r)(ψ(r))′ en la heterounión (condiciones

de contorno de BenDaniel-Duke). Para considerar la discontinuidad de m∗

podemos por tanto aplicar el hamiltoniano (1.16) a cada región con diferente
masa efectiva e imponer en la heterounión las mencionadas condiciones a la
función de onda. No obstante, es posible plantear un hamiltoniano, válido
para todo el espacio, que incluya impĺıcitamente las condiciones de contorno
de BenDaniel-Duke. Su construcción se centra en garantizar su hermiticidad,
asegurando aśı autovalores reales y autovectores que satisfagan las adecua-
das propiedades de ortogonalidad. El hamiltoniano (1.16) no resulta válido

4Esta analoǵıa solo es cierta para los electrones de conducción. El acoplamiento entre
las distintas subbandas de valencia hace necesario para huecos el empleo de un hamilto-
niano k · p - EFA consistente en un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas para las
envolventes.

5Por simplicidad, nos referiremos en lo sucesivo a la función envolvente simplemente
como función de onda.
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en su expresión actual, pues el operador de enerǵıa cinética impide el cum-
plimiento de esta condición. El motivo es que, cuando la masa efectiva es
función de la posición, los operadores masa y momento no conmutan, lo que
hace necesario precisar adecuadamente su orden en el término cinético. Ac-
tualmente parece existir consenso en asumir el orden ∇ 1

m∗(r)∇, pues es con

el que se alcanza un mejor acuerdo entre teoŕıa y experimento [49]. La for-
ma de este operador demanda claramente que tanto ψ(r) como 1

m∗(r)(ψ(r))′

sean continuas para evitar singularidades en sus derivadas.

Un refinamiento adicional del modelo consiste en reproducir la falta de
parabolicidad de la banda de conducción. Como se apuntó en la sección
1.1.1, la aproximación de masa efectiva asume una relación de dispersión
E(k) parabólica, cuya curvatura coincide con la inversa de la masa efectiva
en k = 0. No obstante, la fiabilidad de esta aproximación se debilita cuando
consideramos estados cuya separación energética respecto al extremo de la
banda es comparable a la enerǵıa de gap, debido a la creciente importancia
del acoplamiento con bandas próximas. Una estrategia que permite consi-
derar la no parabolicidad de la banda sin necesidad de recurrir a modelos
multibanda consiste en emplear una masa efectiva dependiente de la enerǵıa,
cuya inversa reproduce la curvatura real (variable) de la relación de disper-
sión. La expresión de esta masa efectiva no parabólica, derivada del modelo
multibanda de Kane [51, 52], presenta la forma [38]

m∗(r, E)

m∗(r, 0)
=

[E + Eg(r)] [E + Eg(r) + ∆SO(r)] [Eg(r) + 2
3∆SO(r)]

Eg(r) [Eg(r) + ∆SO(r)] [E + Eg(r) + 2
3∆SO(r)]

, (1.18)

donde m∗(r, 0) es la masa efectiva del electrón en el extremo de la banda
(k = 0), Eg(r) es la enerǵıa de gap y ∆SO(r) es la enerǵıa de split-off (véase
la Fig. 1.1). Puesto que tratamos con heteroestructuras formadas por dife-
rentes materiales, estas magnitudes dependen a su vez de la posición r.

Como resultado de la Ec. (1.18), la masa efectiva aumenta con la ener-
ǵıa, lo que conduce a una ligera estabilización de los estados electrónicos con
respecto al caso parabólico, mayor cuanto más excitado es el estado consi-
derado [53, 54]. Aunque este efecto no repercute cualitativamente sobre las
propiedades de las nanoestructuras semiconductoras, resulta en ocasiones
crucial para el acuerdo cuantitativo entre el modelo de masa efectiva y mo-
delos microscópicos más sofisticados y fiables [55, 56].
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En sistemas con simetŕıa esférica, la consideración de las dependencias de
la masa efectiva con la enerǵıa y la posición (tomando la expresión adecuada
del operador de enerǵıa cinética) en el hamiltoniano k · p - EFA de una
banda conduce a la siguiente ecuación diferencial para el movimiento de los
electrones de conducción, expresada en unidades atómicas (u.a.)6 y en la que
se ha integrado anaĺıticamente las coordenadas esféricas angulares (θ, φ):

[

−1

2

(
1

r2
∂

∂r

(
r2

m∗(En,l; r)

∂

∂r

)

− l(l + 1)

r2m∗(En,l; r)

)

+V (r) − En,l]ψn,l(r) = 0, (1.19)

donde n es el número cuántico principal y l el número cuántico asociado
al momento angular del electrón. Análogamente, para sistemas con simetŕıa
ciĺındrica y tras integrar la coordenada angular φ se obtiene:

[

−1

2

(
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ

m∗(En,mz ; ρ, z)

∂

∂ρ

)

+
∂

∂z

1

m∗(En,mz ; ρ, z)

∂

∂z

− m2
z

ρ2m∗(En,mz ; ρ, z)

)

+ V (ρ, z) − En,mz

]

ψn,mz(ρ, z) = 0, (1.20)

donde mz es la proyección z del momento angular.

Cuando se consideran los efectos derivados de la no parabolicidad de la
banda, las ecuaciones (1.19) y (1.20) dependen impĺıcita y expĺıcitamente
de la enerǵıa, lo que obliga a adoptar un método iterativo para determi-
nar la enerǵıa de forma auto-consistente. Sin embargo, puesto que integra-
mos la ecuación diferencial correspondiente siguiendo un procedimiento de
diagonalización matricial (sección 1.6), el proceso iterativo sólo asegura la
convergencia para el estado fundamental de cada simetŕıa (l ó mz). Para
estados excitados empleamos en su lugar un método alternativo basado en
el conocimiento del aumento de la masa efectiva con la enerǵıa. Una pri-
mera integración de la ecuación diferencial utilizando como masa efectiva
la correspondiente al extremo de la banda [m∗(r, 0), la menor de toda la
banda y la única de cuyo valor experimental disponemos] nos ofrece una
cota superior de la enerǵıa exacta. Una segunda integración en que toma-
mos la masa efectiva correspondiente a esta cota superior [obtenida a partir

6h̄ = |e| = m0 = ε0 = 1, siendo m0 la masa del electrón libre, e su carga y ε0 la
permitividad dieléctrica del vaćıo. En lo sucesivo trabajaremos con estas unidades, por lo
que m∗ y ε harán referencia a la masa efectiva y constante dieléctrica relativas.
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de (1.18)] nos permite obtener una cota inferior. Una vez acotado el valor
de la enerǵıa exacta, un sencillo procedimiento de escaneo hace posible su
determinación con la tolerancia deseada [57].

1.4. Aplicación de un campo magnético externo

En presencia de un campo magnético externo, el operador momento ci-
nemático p̂ se sustituye por p̂− eA, donde p̂ es ahora el momento canónico
conjugado, e la carga de la part́ıcula sometida al campo y A el potencial
vector (B = ∇ ∧ A) [58]. Aśı pues, el hamiltoniano de un electrón libre en
un cristal semiconductor y en presencia de un campo magnético externo es,
en unidades atómicas,

Ĥ =
1

2
(p̂+ A)2 + Vcr(r). (1.21)

Estrictamente, el modo correcto de introducir la acción del campo mag-
nético en el hamiltoniano k · p - EFA debe partir de la ecuación (1.21),
efectuando la integración de las funciones de Bloch una vez se ha realizado
la sustitución p̂→ p̂− eA. No obstante, ya desde el trabajo pionero de Lut-
tinger [59], la mayoŕıa de autores realizan esta sustitución tras la integración.
Aunque existen diferencias entre los resultados de uno y otro procedimien-
to, Planelles y Jaskólski [60] demostraron que, para la aproximación de una
banda, ambos convergen cuando el campo es homogéneo y el sistema presen-
ta simetŕıa axial. Puesto que este caso es el que nos interesa, efectuaremos la
inclusión del campo magnético partiendo del hamiltoniano k · p - EFA, que
reescribimos en unidades atómicas teniendo en cuenta el orden adecuado del
operador de enerǵıa cinética:

Ĥ =
1

2
(p̂+ A)

1

m∗(r)
(p̂+ A) + V (r). (1.22)

Expandiendo la Ec. (1.22) se obtiene

Ĥ =
1

2

[

p̂
1

m∗(r)
p̂+

A2

m∗(r)
+

1

m∗(r)
Ap̂+

1

m∗(r)
p̂A +

(

p̂
1

m∗(r)

)

A

]

+V (r).

(1.23)

Definimos nuestro potencial vector como A = (−1
2y,

1
2x, 0)B (gauge si-

métrico), el cual cumple la condición de Coulomb ∇A = 0 y proporciona un
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campo magnético axial homogéneo B = (0, 0, B). Bajo estas condiciones, es
sencillo comprobar que la Ec. (1.23) adquiere la forma

Ĥ =
1

2

[

p̂
1

m∗(r)
p̂+

1

m∗(r)
Ap̂+

A2

m∗(r)

]

+ V (r), (1.24)

donde

Ap̂ =
1

2
BL̂z, (1.25)

A2 =
1

4
B2ρ2. (1.26)

Llevando (1.25) y (1.26) a (1.24) se obtiene

Ĥ =
1

2
p̂

1

m∗(r)
p̂+

B

2m∗(r)
L̂z +

B2

8m∗(r)
ρ2 + V (r). (1.27)

Aśı pues, la presencia del campo magnético genera dos nuevos términos
en el hamiltoniano: un término lineal en B, que predomina a bajas intensi-
dades, y una componente cuadrática que cobra importancia a campos más
altos.

La inclusión del esṕın electrónico incorpora dos términos adicionales a
(1.27): la enerǵıa del efecto Zeeman, gµBσB (donde g es el factor de Landé y
µB el magnetón de Bohr), y el término de interacción esṕın-órbita. Este últi-
mo término suele despreciarse, ya que la banda de conducción está formada
esencialmente por funciones de tipo s y, por tanto, esta débil interacción
no rompe degeneraciones [6]. Reescribiendo la Ec. (1.27) en coordenadas ci-
ĺındricas, considerando la dependencia de la masa efectiva con la posición
y la enerǵıa, incluyendo el efecto Zeeman de esṕın electrónico e integrando
anaĺıticamente la coordenada φ del electrón llegamos a:

[

−1

2

(
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ

m∗(En,mz ; ρ, z)

∂

∂ρ

)

+
∂

∂z

1

m∗(En,mz ; ρ, z)

∂

∂z

− m2
z

ρ2m∗(En,mz ; ρ, z)

)

+
B mz

2m∗(En,mz ; ρ, z)
+

B2ρ2

8m∗(En,mz ; ρ, z)

+
1

2
g(En,mz ; ρ, z)µBBσ + V (ρ, z) − En,mz

]

ψn,mz(ρ, z) = 0, (1.28)



1.5 Potenciales monopart́ıcula adicionales 13

donde g(En,mz ; ρ, z) es el factor de Landé dependiente de la posición y la
enerǵıa [61]:

g(En,mz ; ρ, z) = 2

(

1 − 1

m∗(En,mz ; ρ, z)

× ∆SO(ρ, z)

3
[

En,mz + Eg(ρ, z) − V̂ (ρ, z)
]

+ 2∆SO(ρ, z)



 . (1.29)

1.5. Potenciales monopart́ıcula adicionales

Hasta el momento hemos descrito la forma general del hamiltoniano k ·p
- EFA de una banda considerando masas efectivas dependedientes de la po-
sición y la enerǵıa, aśı como la presencia de un campo magnético externo
axial. No obstante, los electrones de conducción de las nanoestructuras semi-
conductoras pueden verse sometidos en ocasiones a la acción de potenciales
adicionales. En primer lugar, las diferencias de constante de red entre los ma-
teriales que forman una heteroestructura semiconductora orginan fuerzas de
tensión que, a su vez, pueden ejercer una influencia notable sobre la estruc-
tura de bandas [37]. Este efecto es ineludible en el caso de puntos cuánticos
auto-ordenados, cuyo crecimiento es inducido precisamente por estas fuer-
zas de tensión. El campo de tensiones origina un potencial de deformación
elástica que en la banda de conducción puede escribirse simplemente como
[37]

Vdef = ac(r)εhid(r), (1.30)

donde ac es el potencial de deformación del material semiconductor y εhid
la deformación hidrostática, que en la presente tesis calculamos en el marco
de la aproximación elástica isotrópica [7, 62]. Las nanoestructuras auto-
ordenadas estudiadas en esta memoria presentan simetŕıa axial, por lo que,
con la inclusión de este potencial, el hamiltoniano [Ec. (1.28)] queda

[

−1

2

(
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ

m∗(En,mz ; ρ, z)

∂

∂ρ

)

+
∂

∂z

1

m∗(En,mz ; ρ, z)

∂

∂z

− m2
z

ρ2m∗(En,mz ; ρ, z)

)

+
B mz

2m∗(En,mz ; ρ, z)
+

B2ρ2

8m∗(En,mz ; ρ, z)

+
1

2
g(En,mz ; ρ, z)µBBσ+V (ρ, z)+ac(ρ, z)εhid(ρ, z)−En,mz

]

ψn,mz(ρ, z) = 0.

(1.31)
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Debe indicarse que el efecto de este potencial sobre los electrones de
conducción puede ser incluido de manera efectiva mediante un aumento de
la enerǵıa de gap y de la masa efectiva del semiconductor tensionado [63],
aproximación que ha demostrado dar buenos resultados [64, 65].

Si los materiales adyacentes en la heteroestructura presentan diferente
respuesta dieléctrica se origina adicionalmente un potencial Vs(r) derivado
de la interacción entre el electrón de conducción y las cargas de imagen que
éste induce en la heterounión. Este potencial, conocido como potencial de
autopolarización, suele ignorarse en estructuras auto-ordenadas, debido a
la similitud entre las constantes dieléctricas de los semiconductores que las
integran. Sin embargo, la consideración de sus efectos se hace necesaria en
el caso de nanocristales sintetizados mediante técnicas de qúımica húmeda
[66]. La obtención de este potencial no es trivial, y será tratada con detalle
en el caṕıtulo 5 para nanoestructuras con simetŕıa esférica.

Un último potencial monoelectrónico cuyo efecto se investiga en esta me-
moria (secciones 5.4 y 5.5.4) es el originado por la presencia de una impureza
dadora de tipo hidrogenoide en el seno de puntos cuánticos esféricos some-
tidos a una fuerte discontinuidad dieléctrica. Cuando la impureza se sitúa
en el centro del QD, el sistema preserva la simetŕıa esférica, y el potencial
culómbico VI(r) que origina (el cual incluye también los efectos derivados
de la polarización superficial) presenta una expresión simple [Ec. (5.21)]. El
hamiltoniano k · p - EFA (1.19) para estos sistemas esféricos en condiciones
de discontinuidad dieléctrica queda, por tanto,

[

−1

2

(
1

r2
∂

∂r

(
r2

m∗(En,l; r)

∂

∂r

)

− l(l + 1)

r2m∗(En,l; r)

)

+V (r) + Vs(r) + Z VI(r) − En,l]ψn,l(r) = 0, (1.32)

donde Z = 1 (0) en presencia (ausencia) de la impureza central. Por contra,
cuando la ubicación de la impureza en el QD es aleatoria, la simetŕıa del sis-
tema disminuye de esférica a axial, y el potencial culómbico VI(r) adquiere
una expresión más compleja. Esta expresión se expondrá en la sección 5.4
junto a un análisis detallado de los términos que la componen.
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1.6. Integración numérica del hamiltoniano k · p -

EFA de una banda

Los hamiltonianos desarrollados en las secciones anteriores únicamen-
te poseen solución anaĺıtica en casos muy espećıficos. Por este motivo los
integramos numéricamente, escogiendo para ello el método de las diferen-
cias finitas con derivadas centradas, que aproximamos mediante fórmulas de
tres puntos7. La ecuación diferencial a integrar se discretiza en un mallado
homogéneo, que tomamos lo suficientemente denso como para alcanzar la
precisión deseada. Éste se extiende más allá del sistema estudiado, hasta
que la ubicación de su frontera deja de afectar a las enerǵıas y funciones
de onda de los estados ligados en que estamos interesados. En sistemas con
masa efectiva dependiente de la posición, tomamos la precaución de reali-
zar la discretización sin expandir previamente las derivadas en el término
de enerǵıa cinética [véase, e.g., la Ec. (1.32)], alcanzando de este modo la
robustez del método incluso para grandes variaciones de masa efectiva [39].

Imponemos a continuación las condiciones de contorno de Dirichlet y
Neumann sobre la función de onda en los extremos del mallado. En el caso
de sistemas con simetŕıa esférica, éste es unidimensional, y las mencionadas
condiciones de contorno toman la forma

ψ(rmax) = 0, (1.33)

ψ(0) =

{
0 si l 6= 0,

ψ(h), ∂ψ(0)
∂r = 0 si l = 0,

(1.34)

donde rmax es el mayor valor de r en el mallado, y h el paso de discretización.
Cuando el sistema presenta simetŕıa axial, el mallado es bidimensional, y las
condiciones de contorno sobre ψ(ρ, z) quedan

ψ(ρmax, z) = ψ(ρ,−zmax/2) = ψ(ρ, zmax/2) = 0, (1.35)

ψ(0, z) =

{

0 si mz 6= 0,

ψ(h, z), ∂ψ(0,z)
∂ρ = 0 si mz = 0,

(1.36)

donde ρmax es el mayor valor de ρ en el mallado y zmax su dimensión en la
dirección z. Las condiciones (1.33) y (1.35) son evidentes para los estados

7La exploración de fórmulas de cinco puntos basadas en la extrapolación de Richard-
son [67] no produjo una mejora en la precisión que no pudiera obtenerse aumentando
ligeramente la densidad del mallado de discretización.
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ligados del sistema, mientras que las condiciones (1.34) y (1.36) derivan de
la necesidad de que la ecuación diferencial correspondiente se cumpla en los
ĺımites r → 0 y ρ→ 0, respectivamente.

La discretización de las ecuaciones diferenciales conduce a problemas de
autovalores con matrices poco densas, asimétricas y de gran dimensión, que
se diagonalizan mediante el algoritmo iterativo de Arnoldi [68], implemen-
tado en la libreŕıa Fortran de libre distribución ARPACK [69].

1.6.1. Sistemas bielectrónicos

En las secciones 4.1 y 5.5 se estudian los efectos de la repulsión inter-
electrónica en sistemas nanoscópicos cargados con dos electrones. El hamil-
toniano correspondiente es

Ĥ2e(r1, r2) = Ĥ(r1) + Ĥ(r2) + Vc(r1, r2), (1.37)

donde Ĥ es el hamiltoniano monoelectrónico desarrollado en las secciones
previas y Vc el potencial de repulsión culómbica.

El sistema estudiado en la sección 4.1 está constituido por nanoestructu-
ras auto-ordenadas con simetŕıa axial, en las que la discontinuidad dieléctrica
entre los distintos semiconductores que las conforman es escasa, y por tanto
ignorada. En este caso, el potencial Vc toma la forma clásica, en unidades
atómicas

Vc(r1, r2) =
1

ε |r1 − r2|
, (1.38)

donde ε es la constante dieléctrica relativa del medio, que suponemos idéntica
en todo el sistema8. Para resolver (1.37) empleamos un método de interac-
ción de configuraciones [70] (full CI), en el que la función de onda bielec-
trónica es proyectada sobre una base de determinantes de Slater generados
a partir de las soluciones numéricas del hamiltoniano monoelectrónico. La
simetŕıa axial del problema permite, mediante el adecuado cambio de varia-
bles, reducir de séxtuple a qúıntuple la integral involucrada en la determi-
nación de los elementos de la matriz de interacción culómbica [57], integral
que obtenemos mediante algoritmos basados en métodos Monte Carlo [71].

8La expresión 1.38 asume impĺıcitamente la validez de la electrodinámica clásica en la
escala nanoscópica de la heteroestructura, asunción que será discutida en la sección 5.1.
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Tras la diagonalización de la matriz CI, un sencillo análisis de la función de
onda posibilita la discriminación entre estados con diferente multiplicidad
de esṕın (singuletes y tripletes).

En la sección 5.5 se estudian nanoestructuras esféricas sometidas a una
fuerte discontinuidad dieléctrica con su entorno. En estos sistemas, el tér-
mino de interacción culómbica es más complejo, ya que presenta contribu-
ciones adicionales derivadas de la interacción de un electrón con las cargas
de polarización superficiales inducidas por el otro electrón (sección 5.3). La
presencia de esta interacción adicional impide obtener una expresión com-
pacta del potencial culómbico, que se escribe ahora como suma de infini-
tos términos [Ecs. (5.11)-(5.16)]. No obstante, las restricciones de simetŕıa
limitan a una cantidad finita el número de términos que presentan una con-
tribución no nula al elemento correspondiente de la matriz de interacción.
Tales restricciones surgen de forma natural tras la integración anaĺıtica de
las coordenadas angulares, que reduce además la integral numérica de séx-
tuple a doble. Mejoramos en este caso el método CI proyectando la función
de onda bielectrónica sobre un espacio de configuraciones convenientemente
adaptadas a las simetŕıas angular y de esṕın. De este modo aumentamos la
rapidez del procedimiento, pues en general estamos interesados únicamente
en el estado fundamental, cuya simetŕıa (1Sg)

9 conocemos de antemano [72].

1.7. Transiciones intrabanda

En la sección 5.5.5 calculamos el espectro de absorción en el infrarrojo
lejano (FIR) de puntos cuánticos esféricos cargados con dos electrones en
su banda de conducción. La intensidad de las absorciones (correspondientes
a transiciones intrabanda) presenta, en aproximación dipolar y a T = 0
K (a la que únicamente el estado fundamental está poblado), la siguiente
proporcionalidad [38, 73]:

α(E) ∝ |E 〈n|p|0〉|2 δ(E − E0n), (1.39)

donde E es el vector campo eléctrico de la radiación electromagnética, |0〉
9Empleamos aqúı la notación espectroscópica estándar 2S+1Lg/u para los estados mul-

tielectrónicos de sistemas con simetŕıa esférica, donde L (S) representa el número cuántico
asociado al momento angular espacial (de esṕın) total, y g/u denota la simetŕıa de inver-
sión (gerade/ungerade). Eventualmente añadimos a la notación un último número cuántico
N = 1, 2, 3, . . . (N 2S+1Lg/u) para etiquetar el N-ésimo estado de cada simetŕıa.
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y |n〉 los estados inicial y final de la transición, E0n la diferencia energética
entre estos estados, y 〈n|p|0〉 el momento de transición.

La función de onda de los estados implicados en la transición es la resul-
tante del producto de una función de Bloch por una función envolvente. Esta
última vaŕıa lentamente con respecto a la primera, lo que permite escribir

〈n|p|0〉 = 〈un|p|u0〉〈Ψn|Ψ0〉 + 〈un|u0〉〈Ψn|p|Ψ0〉. (1.40)

Para transiciones entre estados pertenecientes a la misma banda, el pri-
mer sumando de (1.40) se anula por simetŕıa, y el momento de transición
implica únicamente a las funciones envolventes:

〈n|p|0〉 = 〈Ψn|p|Ψ0〉. (1.41)

Para evitar tener que calcular la derivada de nuestra función envolvente
numérica reemplazamos el operador momento de transición por el operador
momento dipolar [37],

〈Ψn|p|Ψ0〉 =
im0

h̄
E0n〈Ψn|r|Ψ0〉, (1.42)

y calculamos el coeficiente de absorción

Γn = |〈Ψn|r|Ψ0〉|2, (1.43)

el cual es proporcional a la intensidad de la absorción entre los estados |Ψ0〉
y |Ψn〉. Nótese que en sistemas con Ne electrones r =

∑Ne
i=1 ri, donde ri es

el vector de posición del i-ésimo electrón.

En función de los números cuánticos que etiquetan a los estados bielec-
trónicos en simetŕıa esférica, la expresión (1.43) puede escribirse como

Γn = |〈Nn LnMn
z p

n | r | N0 L0M0
z p

0〉〈Sn Snz |S0S0
z 〉|2, (1.44)

donde Li y M i son los números cuánticos asociados al momento angular
espacial total y a su proyección z, Si y Siz sus homólogos en las coordenadas
de esṕın, pi etiqueta la paridad de la función de onda (g/u), y Ni = 1, 2, 3, . . .
el N -ésimo estado de la simetŕıa considerada. Teniendo en cuenta que el
vector r presenta la misma simetŕıa que los orbitales p (L = 1, Mz = 0,±1,
u) y que el estado fundamental bielectrónico es 1Sg (S = Sz = L = Mz = 0,
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g) [72], las reglas de selección espectroscópicas para las transiciones desde el
estado fundamental son fácilmente deducibles:

∆L = 1,∆Mz = 0,±1,∆S = ∆Sz = 0, g → u, (1.45)

por lo que únicamente están permitidas las transiciones a estados con sime-
tŕıa 1Pu (S = Sz = 0, L = 1,Mz = 0,±1, u). Dada la triple degeneración
(Mz = 0,±1) de los estados de esta simetŕıa, las autofunciones (y, por tanto,
los coeficientes de absorción) se calculan para un único valor de Mz. Poste-
riormente, la aplicación del teorema de Wigner-Eckart [74] permite obtener
el coeficiente de absorción total

ΓN =
∑

Mz=−1,0,1

|〈N Mz|r|0〉|2. (1.46)
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Caṕıtulo 2

Confinamientos espacial y

másico

El empleo de la aproximación de masa efectiva en el estudio de puntos
cuánticos ha sido ampliamente criticado debido a las importantes discre-
pancias que surgen cuando sus predicciones son comparadas con aquellas
obtenidas mediante cálculos microscópicos más sofisticados y fiables, espe-
cialmente cuando los portadores se encuentran en régimen de confinamiento
fuerte. Weller et al. [75] y Kayamuna y Momiji [76] concluyeron que un mo-
tivo importante de esta discrepancia era la restricción demasiado extrema
impuesta por el uso de barreras confinantes infinitas, que impiden que las
funciones de onda de los portadores tengan presencia más allá del material
que conforma el QD. Es más, Ferreyra y Proetto [77] mostraron que el efecto
de la diferente masa efectiva de los portadores en el QD y en el medio ex-
terno (del que el modelo de barrera infinita no puede rendir cuenta) jugaba
también un papel notable en el acuerdo entre la EMA y cálculos micros-
cópicos más sofisticados. Aśı pues, estos estudios pusieron de manifiesto la
necesidad de un modelo que incluyese una descripción más adecuada del
potencial confinante espacial, con el propósito de considerar correctamente
los band offsets (finitos) de los materiales implicados en la heterostructura,
aśı como el efecto de las discontinuidades de masa efectiva.

Los trabajos anteriores asumen el modelo parabólico para la relación de
dispersión de las bandas de enerǵıa de los materiales que conforman el QD.
Sin embargo, Franceschetti y Zunger [55] mostraron que, junto a los refina-
mientos de barrera finita y masa dependiente de la posición, la contribución
de la no parabolicidad de las bandas es necesaria para el acuerdo cuantita-

21
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tivo entre la EMA y modelos microscópicos más fiables, conclusión que ha
sido ratificada por diversos autores [78, 79, 56].

La discontinuidad másica (masa efectiva dependiente de la posición) no
ejerce estrictamente el mismo efecto que un potencial confinante. De hecho,
no interviene en el hamiltoniano como tal, sino como una modificación en
el término de enerǵıa cinética. No obstante, es ĺıcito considerarla como una
fuente más de confinamiento, dado que es igualmente capaz de alterar la
distribución de la densidad de carga de los portadores en el QD. La figura
2.1 pretende ilustrar este hecho. En ella se representa la densidad de proba-
bilidad de un electrón confinado en una caja monodimensional de longitud
L con barreras de potencial infinitas, pero en que la masa del electrón en
la región −L/2 < x < 0 es σ veces mayor que en la región 0 < x < L/2.
Para minimizar su enerǵıa total, el electrón se distribuye mayoritariamente
en la región de mayor masa, pues de este modo reduce su enerǵıa cinética.
Aśı pues, en lo que respecta a la distribución de la densidad electrónica, el
efecto de la discontinuidad másica es similar al que originaŕıa una barrera
de potencial, de mayor altura cuanto mayor es σ, ubicada en la región de
menor masa.

(x
)

φ2

σ = 1

σ = 25

L/2−L/2
x
0

σ = 5

Figura 2.1: Densidad electrónica en una caja monodimensional de longitud L con paredes
infinitas. En la región −L/2 < x < 0, la masa del electrón es σ veces mayor que en la
región 0 < x < L/2.

Aunque en ocasiones el modelo de barrera infinita puede ofrecer esti-
maciones cualitativamente correctas, no es capaz de dar explicación a de-
terminados fenómenos, como la formación de moléculas artificiales [80], la
conducción a través de superredes de QDs [80, 81] o la localización de la
densidad de carga en estructuras multicapa [82, 84, 83]. Ello se debe a que
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esta aproximación asume impĺıcitamente que el QD constituye un univer-
so aislado, de modo que en general no es posible incluir en su descripción
los efectos derivados de la alteración de su entorno. El sistema estudiado
en este caṕıtulo representa un ejemplo más en que el modelo de barrera
infinita resulta insuficiente para dar interpretación (ni siquiera cualitativa)
a los experimentos. Éste está compuesto por QDs auto-ordenados de InAs
crecidos sobre matrices de GaAs, y afectados por la presencia de finas capas
de AlAs (que actúan a modo de barreras de potencial) depositadas en sus
proximidades (véase la Fig. 2.2). Como se ampliará posteriormente, diversos
estudios experimentales muestran que la frecuencia de resonancia funda-
mental del espectro de fotoluminiscencia del sistema sufre un corrimiento
al azul cuando se hacen crecer estas barreras en la matriz que circunda al
QD. Para dar explicación a este fenómeno se hace por tanto necesario el uso
de potenciales confinantes realistas (finitos) que permitan dar cuenta del
solape entre la función de onda de los portadores y la barrera de potencial
situada en la matriz. Intentaremos lograr un acuerdo cuantitativo con los
experimentos, por lo que incluimos además los refinamientos de masa efec-
tiva dependiente de la posición y de la enerǵıa. Puesto que m∗

InAs < m∗
GaAs,

la discontinuidad másica favorece la penetración de la densidad electrónica
en la matriz, aumentando la influencia de las barreras de AlAs sobre la es-
tructura energética del QD. A pesar de ello, en determinadas condiciones
nuestras predicciones teóricas subestiman enormemente el efecto de estas
barreras. En base a nuestro modelo propondremos para estas situaciones
una interpretación alternativa de los resultados experimentales.

InAs

GaAs GaAs GaAs

AlAsV

Figura 2.2: Perfil esquemático del potencial de confinamiento espacial en un sistema for-
mado por un QD de InAs en una matriz de GaAs en presencia de una barrera de AlAs en
sus cercańıas.
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2.1. Puntos cuánticos de InAs en matrices de GaAs

afectados por capas finas de AlAs

Cuando se hace crecer epitaxialmente un cristal semiconductor sobre un
material sustrato cuya constante de red difiere del primero en 1 - 10 %, el
material depositado forma una capa epitaxial de buena calidad, pero sujeta
a fuertes tensiones elásticas. La tensión aumenta a medida que crece el es-
pesor de la capa depositada, de modo que cuando ésta alcanza un espesor
cŕıtico (del orden de unas pocas monocapas) el crecimiento planar cesa y
empiezan a formarse pequeñas islas del material depositado sobre una fina
capa humectante residual (wetting layer, WL). Ésta es la denominada tran-
sición de fase Stranski-Krastanow. Posteriormente, las islas se recubren por
una nueva capa de material, generalmente el mismo que el sustrato. Si este
material posee mayor enerǵıa de gap que el material depositado, las islas
actuarán como QDs, conocidos como QDs auto-ordenados.

Este tipo de QDs presenta excelentes propiedades para su aplicación
como medios activos en láseres [5, 85] o detectores en el infrarrojo [86, 87, 88].
El sistema auto-ordenado más ampliamente estudiado para la segunda de
estas aplicaciones es el formado por QDs de InAs en matrices de GaAs
(InAs/GaAs). Éste presenta un pico de fotoluminiscencia alrededor de 1050
nm [89], correspondiente a la transición fundamental interbanda. Sin embar-
go, para extender la aplicabilidad de este sistema auto-ordenado es necesario
poder desplazar su pico de absorción o emisión hacia diferentes longitudes
de onda.

Una técnica que permite obtener menores longitudes de onda de emisión
consiste en aumentar el confinamiento de los portadores en el QD mediante
la modificación del material que constituye la matriz [90]. Las matrices de
AlxGa1−xAs son la elección más común [91, 92], ya que la constante de red
es similar a la del GaAs y, por tanto, las tensiones elásticas implicadas en
la formación de los QDs de InAs son similares [93]. Mediante el uso de ma-
trices de AlxGa1−xAs se han obtenido aumentos de la enerǵıa de emisión de
hasta 612 meV [90]. Estos sistemas presentan además beneficios prácticos,
como son una mayor estabilidad térmica [90, 94] y una mayor densidad de
QDs [95, 96]. Sin embargo, no están exentos de algunas desventajas. Las
más importantes son la reducción de la intensidad de emisión [97] y el en-
sanchamiento de las señales espectrales [90] en comparación con QDs de
InAs/GaAs.
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Recientemente se ha introducido una nueva técnica que incorpora la ma-
yoŕıa de las ventajas del uso de matrices de AlxGa1−xAs a la vez que elude
sus inconvenientes. Ésta se basa en el crecimiento de QDs de InAs en ma-
trices de GaAs con una [98, 99, 100] o más [101, 102] capas finas de AlAs
depositadas en las proximidades del QD. Alterando la posición de las capas
de AlAs puede controlarse el desplazamiento de la señal de fotoluminiscen-
cia. Se han obtenido mediante esta técnica corrimientos al azul del orden de
los 500 meV [102], aśı como numerosos beneficios; por ejemplo, una mayor
densidad de QDs [99] y una mayor uniformidad de sus tamaños [100].

Investigamos teóricamente la influencia que ejerce una capa de AlAs de
1 nm de espesor sobre la estructura energética de un electrón de conducción
en un QD de In(Ga)As/GaAs, en función de la distancia entre ambos [23].
Empleamos la aproximación de masa efectiva con un potencial confinante
finito de tipo escalón similar al esquematizado en la figura 2.2, e incluimos
los refinamientos de masa efectiva dependiente de la posición y la enerǵıa. La
validez de este modelo ha sido ya establecida para el estudio de QDs auto-
ordenados [64]. El hamiltoniano electrónico empleado responde por tanto
a la ecuación (1.20). No incluimos expĺıcitamente en el cálculo efectos de
tensión elástica sobre los electrones de conducción. Éstos se promedian en
forma de un aumento de la enerǵıa del gap y de la masa efectiva del InAs ten-
sionado [63], aproximación que ha demostrado dar buenos resultados [64, 65].

z

ρ

GaAs

In(Ga)As1 nm

AlAs

A

z

ρ

d1 nm AlAs

GaAs

In(Ga)As

B

z

ρ
C

In(Ga)As

d1 nm

AlAs

GaAs

Figura 2.3: Representación esquemática de los tres sistemas bajo estudio.

La figura 2.3 muestra los tres sistemas estudiados, que denominamos A,
B y C. Los QDs presentan forma de lente (cuya sección en el plano ρz mo-
delizamos mediante una semielipse), y el espesor de la capa de AlAs es de
1 nm en todos los casos. Los parámetros empleados en el cálculo se recogen
en la tabla 2.1. Como veremos posteriormente, cada uno de estos sistemas
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ha sido investigado experimentalmente. No obstante, no se dispone de in-
formación completa acerca de las dimensiones de los QDs y sus WL, por lo
que estudiamos cuatro modelos diferentes (véase la tabla 2.1). QD1 y QD2
son puntos cuánticos con radios idénticos a los observados en la Ref. [98], el
primero crecido sobre GaAs y el segundo crecido directamente sobre AlAs.
Asumimos que estos QDs presentan una baja relación altura/radio [93] (la
misma en ambos casos), lo que hace aumentar la penetración de la densidad
electrónica en el exterior del punto cuántico, ensalzando aśı el efecto de la
barrera de AlAs sobre los estados electrónicos. QD3 y QD4 presentan una
relación altura/radio igual a la unidad. QD3 es un punto cuántico volumino-
so común, mientras que QD4 corresponde a un QD ideal para fotodetección
en el infrarrojo lejano1. El espesor hWL de la WL es de 0.5 nm para QD1 y
QD3. Para QD2 elegimos un valor menor, 0.3 nm, para simular la reducción
de la WL cuando el QD se hace crecer directamente sobre AlAs [95, 98].
Para QD4 tomamos el mismo valor, para simular condiciones ideales de cre-
cimiento.

Cuando el material que conforma el QD se deposita sobre AlAs asumi-
mos una composición de InAs puro. Sin embargo, durante el crecimiento
sobre GaAs se produce la difusión de galio desde el sustrato hacia el QD
[95, 104]. Puesto que la concentración de Ga difundido disminuye con la
distancia al sustrato, modelizamos el potencial confinante mediante el per-
fil mostrado en la figura 2.4. Éste presenta seis dominios de composición
In1−xGaxAs en los que x decrece linealmente desde x = 0.5 en la base del
QD hasta x = 0 en el extremo superior, a intervalos de ∆x = 0.1. Este perfil
de composición desplaza la densidad electrónica hacia la parte superior del
QD, aumentando el efecto de la barrera de AlAs cuando ésta se situa en las
capas de recubrimiento. Los parámetros correspondientes a las aleaciones en
cada uno de los dominios anteriores se derivan a partir de los datos de la
tabla 2.1 siguiendo el procedimiento de interpolación descrito en la Ref. [105].

El sistema A ha sido estudiado experimentalmente por Arzberger et al.
[100]. Cuando la śıntesis se llevaba a cabo a 480◦C (una temperatura a la

1Esto se debe a que QD4 presenta un fuerte confinamiento lateral y únicamente dos
estados ligados. El estado excitado está desocupado incluso a temperaturas moderadas,
por lo que la absorción es máxima [103]. Además, está próximo en enerǵıa a la banda de
conducción del GaAs, lo que permite generar fotocorrientes a voltajes bajos, mejorando
aśı la detectividad del dispositivo [87]. Por su parte, el fuerte confinamiento lateral mejora
la detección de radiación lateral, que es una de las ventajas de los QDs sobre los pozos
cuánticos para la fotodetección en el infrarrojo [88].
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Tabla 2.1: Parámetros de los materiales empleados y geometŕıas de los QD estudiados.
Todos los datos de materiales se han tomado de la Ref. [105], excepto * (Ref. [106]) y **
(Ref. [65]).

InAs GaAs AlAs

Eg (eV) 0.785* 1.519 3.1
∆SO (eV) 0.39 0.34 0.28

m∗(En,mz = 0) 0.051 0.067 0.15
V0 (eV) 0.0 0.513 1.08**

altura (nm) radio (nm) hWL (nm)

QD1 2 10 0.5
QD2 1.65 8.25 0.3
QD3 6 6 0.5
QD4 4 4 0.3

que los efectos de difusión no son aún significativos), se observaba que la
muestra recubierta por la capa de AlAs mostraba un corrimiento al azul
(blueshift) de 27 meV con respecto a la muestra en la que no se hab́ıa incor-
porado AlAs. El blueshift se atribuyó por tanto al mayor confinamiento que
provoca la barrera de AlAs. En principio, este aumento del confinamiento re-
percute tanto en los niveles energéticos de electrones como en los de huecos.
Sin embargo, el efecto es mucho mayor sobre los electrones de conducción
[102]. Este hecho concuerda con nuestros cálculos exploratorios de la enerǵıa
de los niveles de huecos: empleando un modelo simple de una banda para
los primeros estados de huecos, observamos que su enerǵıa es poco sensible
a la barrera de AlAs. Por tanto, en adelante estimaremos el blueshit de los
espectros de fotoluminiscencia únicamente en base a cambios energéticos de
los niveles electrónicos de la banda de conducción.

La tabla 2.2 presenta los cambios de enerǵıa de los estados electrónicos
fundamental (n = 1, mz = 0) y primer excitado (n = 1, |mz |= 1) produ-
cidos por la adición de una capa de AlAs que recubre los QDs (sistema A,
Fig. 2.3). Se observa un buen acuerdo de la estimación del blueshift en QD1
con el resultado experimental de la Ref. [100], lo que muestra que la altura
asumida debe ser similar a la de los QDs en la muestra experimental.

Puesto que los estados de una lente pueden identificarse cualitativamen-
te con los estados de simetŕıa (l +mz) impar de una esfera, resulta sencillo
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Figura 2.4: Perfil esquemático del potencial confinante para los electrones cuando el QD
crece sobre GaAs.

Tabla 2.2: Variaciones de enerǵıa de los estados electrónicos fundamental y primer excitado
para diferentes modelos de QD cuando éstos se recubren con una capa de AlAs de 1 nm
de espesor (sistema A).

∆Eg.s. (meV) ∆E1er exc. (meV)

QD1 21 23
QD3 4 11
QD4 11 31

inferir que el estado fundamental (l = 1, mz = 0) reparte su densidad
electrónica direccionalmente a lo largo del eje z (dirección de crecimiento),
mientras que el primer excitado (l = 2, mz = 1) lo hace entre el eje z y la
base del QD. En conclusión, mientras que el blueshift del estado fundamen-
tal está determinado fundamentalmente por la intensidad del confinamiento
vertical (cuanto más bajo es el QD, más grande es el blueshift), el corres-
pondiente al primer estado excitado depende en similar medida tanto del
confinamiento vertical como del lateral. Este diferente comportamiento del
estado fundamental y el excitado puede ser útil para modular a voluntad la
diferencia energética entre estos dos estados mediante el recubrimiento del
QD con capas de AlAs [107].

En la figura 2.5 se muestran los cambios de enerǵıa de los estados elec-
trónicos fundamental y primer excitado en función de la distancia d entre
extremo superior del QD y una fina capa de AlAs crecida en el material de
recubrimiento (sistema B, Fig. 2.3). En este caso, la capa de AlAs solapa
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exclusivamente con la densidad electrónica que penetra en el exterior del
QD en las proximidades de su extremo superior. En consecuencia, se obtie-
nen diferencias pequeñas entre los blueshifts correspondientes a los estados
fundamental y primer excitado. Es más, en este caso únicamente el confi-
namiento vertical es relevante para determinar la magnitud de la variación
de enerǵıa, de modo que QD1 (el QD más bajo) es el que experimenta un
mayor blueshift.

QD4
QD3

QD1

estado fundam.

1er excitado

∆Ε
(m

eV
)

0.5 1.5 2.5 3.0
0
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Figura 2.5: Variaciones de enerǵıa ∆E de los estados electrónicos fundamental (ĺıneas
continuas) y primer excitado (ĺıneas discontinuas) de QD1, QD3 y QD4 en función de la
distancia d entre extremo superior del QD y una fina capa de AlAs crecida en el material
de recubrimiento (sistema B).

Kim et al. [98] investigaron experimentalmente las variaciones de la ener-
ǵıa de fotoluminiscencia de QDs de InAs/GaAs en función de la distancia d
entre la WL y una fina capa de AlAs de 1 nm de espesor ubicada en el sustra-
to (sistema C, Fig. 2.3). El espectro de fotoluminiscencia reflejaba blueshifts

de hasta 171 meV, con intensidades, anchos de banda y forma de los QDs
similares a los obtenidos en ausencia de la capa de AlAs2. Calculamos las
variaciones de enerǵıa producidas por la capa de AlAs sobre los estados elec-
trónicos fundamental y primer excitado de QDs del mismo diámetro que los
obtenidos experimentalmente en la Ref. [98]. Para ello empleamos QD1 para
simular los QDs crecidos sobre GaAs, y QD2 para simular los crecidos sobre

2A excepción del caso en que los QDs se hacen crecer directamente sobre la capa de
AlAs, donde se encontró una pequeña reducción del tamaño lateral del QD y del espesor
de la WL. El motivo es que en este caso la difusión del material del sustrato al QD es
mucho menor que cuando el QD se hace crecer sobre GaAs. En este último caso, la difusión
reduce la tensión en la capa de material depositado, haciendo necesario un mayor espesor
de la misma para producir la transición de fase Stranski-Krastanow [108].
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AlAs. Estos modelos consideran los espesores de WL más comunes en cada
caso, y asumen pequeñas alturas del QD para ensalzar el efecto de la capa
de AlAs.

Los resultados experimentales [98] y las predicciones de nuestro mode-
lo se resumen en la tabla 2.3. Se aprecia en ella un importante desacuerdo
entre teoŕıa y experimento3. La gran magnitud de esta discrepancia junto
con el buen acuerdo que ofrece nuestro modelo con sistemas experimenta-
les similares (sistema A) nos lleva a concluir que el efecto de la barrera de
AlAs (incluyendo la reducción del tamaño del QD cuando d = 0) no es la
única causa del fuerte blueshift observado experimentalmente. Ni siquiera
empleando un conjunto de parámetros poco realista aunque más favorable
(incluyendo una masa efectiva para el InAs en ausencia de tensiones elásti-
cas, una composición homogénea del QD y un band offset entre las bandas
de conducción de InAs/GaAs reducido) se logra mejorar sustancialmente el
acuerdo con el experimento.

Tabla 2.3: Variaciones de enerǵıa del pico de fotoluminiscencia experimental y de los
estados electrónicos fundamental y primer excitado en el sistema C, en función de la
distancia d entre la WL y una capa de AlAs de 1 nm de espesor ubicada en el sustrato.

modelo de QD d (nm) ∆EPL exp. (meV) ∆Eg.s. (meV) ∆E1er exc. (meV)

QD1 2 25 1 2
QD1 1 55 5 6
QD2 0 171 41 55

La incorporación de pequeñas cantidades de Al en QDs de InAs ha sido
identificada como un mecanismo dominante del blueshift obtenido en algunos
sistemas de QDs [94, 109]. Sugerimos por tanto que la difusión de pequeñas
cantidades de Al puede desempeñar un papel importante en este caso. Este
mecanismo permitiŕıa explicar el fuerte blueshift experimental del pico de
fotoluminiscencia [98] como derivado del aumento de la enerǵıa de gap del
material que conforma el QD. Cuando los QDs crecen directamente sobre la
capa de AlAs, la WL puede albergar cationes de Al que pueden incorporarse

3La barrera de AlAs presenta un efecto despreciable sobre la enerǵıa de los primeros
niveles de huecos. Sin embargo, cuando los QDs crecen directamente sobre la capa de AlAs
(d = 0 nm) debe incluirse un incremento adicional del blueshift de 30 meV, derivado del
efecto de la reducción del tamaño del QD sobre los niveles de huecos. A pesar de ello, la
predicción teórica del blueshift sigue estando muy por debajo del experimento.
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al QD durante el cambio de fase Stranski-Krastanow [95]. No obstante, la
explicación es menos obvia cuando la capa de AlAs se sitúa a 1 o 2 nm de
distancia de la WL, y más teniendo en cuenta la baja movilidad del catión
Al. Sin embargo, cuando la śıntesis tiene lugar a temperaturas superiores a
los 420◦C, las islas de InAs crecen tomando material no sólo de la WL, sino
también del sustrato [104]. En el experimento de Kim et al. [98], el sustrato
se haćıa crecer a 580◦C, lo que permitiŕıa una difusión moderada de Al desde
la barrera de AlAs hacia la WL. Posteriormente, los QDs se haćıan crecer a
440◦C, con lo que posiblemente éstos drenasen, desde el sustrato y la WL,
pequeñas cantidades del Al difundido previamente.

Esta interpretación está de acuerdo con otros estudios experimentales en
los que también interveńıan finas capas de AlAs. Rebohle et al. [101] sinteti-
zaron una muestra similar al sistema C con d = 1 nm, pero en esta ocasión
el sustrato fue depositado a una temperatura de 485◦C con el objetivo de
reducir la difusión de Al, Ga e In. El blueshift observado fue de tan solo
33 meV, considerablemente menor que el obtenido por Kim et al. [98] para
este mismo caso, aunque aún muy superior al que obtenemos teóricamente
atendiendo exclusivamente a efectos de confinamiento. Además, estructuras
similares en que el sustrato se depositó a 610◦C generaron enerǵıas de tran-
sición mucho mayores [102].

Nuestras estimaciones indican que el blueshift del pico de fotoluminis-
cencia observado en la Ref. [98] cuando el QD se hace crecer directamente
sobre la capa de AlAs es consistente con una composición promedio del QD
de aproximadamente In0,93Al0,07As. Aśı pues, proponemos la difusión de Al
como responsable del gran blueshift observado experimentalmente. Puesto
que la presencia de Al en QDs de InAs auto-ordenados produce cambios
cinéticos en la formación del QD [109], su presencia podŕıa ser confirmada
mediante estudios de difracción de electrones de alta enerǵıa (RHEED).
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Caṕıtulo 3

Confinamiento periódico

Cuando el movimiento libre de un electrón se ve sometido al potencial
periódico de una red cristalina de extensión infinita, algunas de sus enerǵıas
traslacionales dejan de ser accesibles, lo que conduce a la apertura de regio-
nes prohibidas (gaps) en su espectro continuo de enerǵıas. La imposición de
restricciones adicionales al movimiento libre del electrón reduce el número
de estados permitidos de enerǵıa. Por ejemplo, el confinamiento del electrón
en dos de las tres dimensiones del espacio (hilo cuántico) sólo permite su
propagación en la dirección que mantiene la periodicidad de la red crista-
lina. En el plano perpendicular, sin embargo, los estados de propagación
del electrón quedan reducidos a un conjunto de estados discretos localizados
[110].

En este caso (periodicidad unidimensional), la banda de conducción del
semiconductor aún mantiene su entidad, en el sentido que conserva una es-
tructura energética continua de estados con simetŕıa traslacional. La aproxi-
mación de masa efectiva trata el movimiento del electrón de conducción en
la dirección periódica como el de una pseudo-part́ıcula (de igual carga pero
distinta masa) que se propaga libremente. No obstante, si se trunca esta
simetŕıa mediante el confinamiento del electrón también en esta dirección,
la estructura energética continua se pierde, y el sistema revela una organi-
zación de niveles discretos. Este escenario es el que se contempla en el caso
de puntos cuánticos aislados. Existe, sin embargo, una situación intermedia:
Si el potencial que restringe el movimiento del electrón en la dirección axial
presenta a su vez propiedades periódicas (como es el caso constituido por
cadenas de puntos cuánticos interactuantes), la estructura energética de la
banda de conducción no pierde totalmente su continuidad. Este potencial

33
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periódico afecta al electrón en la banda de conducción del mismo modo en
que el potencial de la red cristalina afecta al electrón libre. En consecuencia,
no todas las enerǵıas traslacionales del electrón en la banda de conducción
son accesibles. Aśı pues, el confinamiento periódico provoca la apertura de
minigaps (y, por tanto, de minibandas) en el continuo de enerǵıas de la ban-
da de conducción de la red cristalina1.

Los sistemas de puntos cuánticos acoplados pueden estar integrados por
nanocristales esféricos sintetizados mediante técnicas de qúımica húmeda,
es decir, mediante crecimiento coloidal de nanopart́ıculas aisladas. Estas
técnicas no solo permiten la śıntesis de nanocristales esféricos uniformes,
sino también la fabricación de estructuras multicapa, compuestas por ca-
pas concéntricas de tamaño y composición finamente controlados durante el
proceso de śıntesis [111, 8, 112, 113, 114, 115, 116]. Debido a su simetŕıa, los
nanocristales presentan una fuerte tendencia a empaquetarse densamente,
formando un mallado tridimensional [117, 118, 119, 120]. Sin embargo, em-
pleando estrategias de śıntesis adecuadas es posible obtener super-redes de
menor dimensión [117]. De hecho, los métodos actuales de qúımica húmeda
hacen posible la obtención de largas cadenas de nanopart́ıculas (tanto metá-
licas [121, 122] como semiconductoras [123]) con una dispersión de tamaños
inferior al 5 %, lo que favorece la formación de estados extendidos en la su-
perestructura [124, 125, 126]. Si el acoplamiento entre los nanocristales de
la cadena es débil, las minibandas serán estrechas y los minigaps amplios,
formando una estructura energética próxima a la de los nanocristales aisla-
dos. Por el contrario, un acoplamiento fuerte producirá minibandas anchas
y minigaps estrechos. Los gaps entre las minibandas dependen fuertemente
del diseño de los nanocristales individuales (forma, tamaño y composición),
mientras que la anchura de las minibandas puede controlarse mediante la
densidad de nanocristales.

Las caracteŕısticas experimentales del transporte electrónico a través de
cadenas lineales de QDs reflejan la formación de minibandas en su estruc-
tura energética [127, 128]. La corriente eléctrica es de hecho un flujo de
electrones, los cuales presentan en conjunto un momento neto no nulo. Sin
embargo, debido a la simetŕıa de la dispersión de enerǵıas de las minibandas
(Ek = E−k), por cada estado electrónico ocupado φk existe otro estado ocu-
pado φ−k. Aśı pues, cada electrón con momento h̄k resulta compensado por

1Aunque esta argumentación intuitiva se centra sobre la banda de conducción, es apli-
cable igualmente al resto de bandas.
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otro con momento −h̄k, generando un momento neto (y por tanto un flujo
de electrones) nulo. No obstante, bajo la aplicación de un campo eléctrico
externo los estados φk y φ−k pierden su degeneración, de modo que aquellos
estados correspondientes al movimiento en la dirección de menor potencial
presentan menor enerǵıa. Resulta posible entonces la conducción. Ésta de-
pende del voltaje aplicado, pero también de la movilidad intŕınseca de los
electrones en el medio, es decir, del tiempo de tunneling τ que requiere un
electrón inicialmente localizado en una determinada celda de la super-red
para desplazarse hasta la siguente.

Aunque el problema teórico de la conducción en super-redes ha recibido
una atención extensa [129], en este caṕıtulo presentamos una aproximación
sencilla a los aspectos dinámicos de la f́ısica de los puntos cuánticos, propo-
niendo un método matemática y computacionalmente económico para esti-
mar la movilidad electrónica en cadenas lineales de nanocristales acoplados
[24]. Para ello estudiamos la evolución de un electrón no estacionario inicial-
mente localizado en un determinado nanocristal de la cadena. Puesto que las
funciones de Wannier son aquellas que permiten una máxima localización de
la densidad electrónica [130, 131], modelizamos este electrón mediante una
función de Wannier no estacionaria que evoluciona con el tiempo. Como ve-
remos, el comportamiento de la movilidad electrónica frente a los parámetros
de diseño de la red es radicalmente distinto según consideremos cadenas de
puntos cuánticos homogéneos o multicapa.

3.1. Funciones de Wannier

Las funciones de Wannier son combinaciones lineales localizadas de todas
las ondas estacionarias de Bloch φn,k de una banda dada,

ω(n, r) = (
b

2π
)1/2

∫ π/b

−π/b
φn,k(r)dk, (3.1)

donde n = 1, 2, 3, . . . etiqueta la banda, k ∈ [−π/b, π/b] es la etiqueta de los
estados pertenecientes a una misma banda y b es la constante de la super-
red. En adelante consideramos una única banda determinada, y omitimos
por tanto su etiqueta n.

Puesto que las ondas de Bloch están definidas salvo un factor de fa-
se arbitrario, la Ec. (3.1) no proporciona una definición completa de ω(r).
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Asumiremos impĺıcitamente el criterio de Kohn [130] para dicho factor de
fase, criterio que asegura una localización espacial máxima de las funciones
de Wannier en el caso de redes periódicas unidimensionales [131]. Con este
criterio, la Ec. (3.1) representa un estado localizado centrado en la celda de
referencia “0”, hecho que resaltaremos añadiendo a la función de Wannier
una etiqueta adicional referente a la celda en la que está centrada, ω0(r) en
este caso.

Podemos, sin embargo, centrar la función de Wannier en otra celda G
aplicando una traslación t̂G:

t̂G ω0(r) = ω0(t̂−1
G r) = ω0(r− iGb) ≡ ωG(r). (3.2)

Puesto que si aplicamos traslaciones a las ondas de Bloch obtenemos

t̂G φk(r) = φk(t̂
−1
G r) = e−ikGb φk(r), (3.3)

empleando la Ec. (3.1) podemos escribir

ωG(r) = ω0(t̂−1
G r) = ω0(r − iGb) = (

b

2π
)1/2

∫ π/b

−π/b
e−ikGbφk(r)dk, (3.4)

ecuación que relaciona la función de Wannier localizada en la celda G con
el conjunto de ondas de Bloch φk(r).

Las ondas de Bloch están definidas en todo el espacio, pero por no ser
cuadráticamente integrables se normalizan en la celda unidad:

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

∫ x=b/2

x=−b/2
φk(r)∗φk′(r)dv =

b

2π
δk,k′ , (3.5)

donde b/2π representa el volumen de celda. Integradas a todo el espacio
están normalizadas al delta de Dirac:

∫ ∞

−∞
φ∗kφk′dv =

∑

H

∫ b/2+Hb

−b/2+Hb
φ∗kφk′dv =

∑

H

b

2π
δk,k′ = δ(k − k′). (3.6)

A partir de las ecuaciones (3.4) y (3.6) puede derivarse que las funciones
de Wannier están normalizadas a la unidad en todo el espacio:

∫ ∞

−∞
ωG(r)∗ωG′(r)dr = δG,G′ . (3.7)
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3.1.1. Función de Wannier dependiente del tiempo

Una función de Wannier no es autofunción del hamiltoniano periódico,
sino una combinación lineal de autovectores cuyo valor expectación de la
enerǵıa es el promedio de la banda:

EG =

∫ ∞

−∞
ωG(r)∗ Ĥ ωG(r)dr

=
b

2π

∫ π/b

−π/b

∫ π/b

−π/b
dk dk′ eiG(k−k′)b E(k′)

∫ ∞

−∞
dr φk(r)∗ φk′(r)

=
b

2π

∫ π/b

−π/b
E(k)dk

=
1

2π

∫ π

−π
E(k)dk (3.8)

Este estado no estacionario evoluciona con el tiempo como sigue:

ωG(r, t) = (
b

2π
)1/2

∫ π/b

−π/b
e−ikGbe−iE(k)t/h̄φk(r) dk, (3.9)

de modo que la Ec. (3.4) es el caso particular para t = 0 de la Ec. (3.9).

En el caso de red vaćıa (es decir, en el caso en que el potencial periódico
del cristal es simplemente una constante), las ondas de Bloch tienen la forma
φk(r) = ( 1

2π )1/2eikr. Por tanto, definiendo

c(k) =

{
=

√
b e−ikGb si − π

b ≤ k ≤ π
b

= 0 en otro caso
(3.10)

podemos identificar formalmente la Ec. (3.9) con un paquete de ondas

W (x, t) =

∫ ∞

−∞
c(k) e−iE(k)t/h̄ eikx dk. (3.11)

Sin embargo, en un paquete de ondas, c(k) es una función gaussiana
[c(k) = (2σ2

0π
3)−1/4e−(k−k0)2/σ2

], en lugar de un factor de fase como en la
Ec. (3.9). Por tanto, no podemos esperar la misma evolución temporal de
estos dos estados no estacionarios, aunque śı algunas similitudes.

Un paquete de ondas es una función gaussiana con un máximo en x =
h̄k0t/m, y una anchura media σ(t) = |σ0 + ih̄σ0

2m t| que se desplaza a una
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velocidad constante x = h̄k0/m. Aśı pues, el paquete de ondas se desplaza y
simultáneamente se dispersa con el tiempo. Sin embargo, el valor expectación
de su momento lineal permanece constante. Como veremos posteriormente,
una función de Wannier también se dispersa casi linealmente con el tiempo.
Ahora bien, los estados Wannier no presentan momento neto; éste es cero
para cualquier tiempo.

3.1.2. Movilidad electrónica

A pesar de que las funciones de Wannier no se desplazan (presentan un
valor promedio del momento lineal nulo), podemos emplearlas para estimar
la movilidad intŕınseca del electrón en una super-red dada. Supongamos
para este propósito que inicialmente (t = 0) inyectamos un electrón en una
determinada celda G (es decir, localizamos el electrón en la celda G). La
Ec. (3.4) proporciona la distribución inicial de la densidad electrónica, y la
Ec. (3.9) su correspondiente evolución temporal. Es posible observar cómo el
electrón viaja a lo largo de la dirección periódica mediante la representación
de la evolución temporal de |ωG(r, t)|2. Además, el tiempo de tunneling τ que
requiere el electrón (inicialmente localizado en la celda G) para desplazarse
hasta otra celda G′ puede estimarse como el tiempo requerido para que el
solape

|c(t)|2 = |〈ωG′(r, 0)|ωG(r, t)〉|2 (3.12)

alcance su primer máximo. De hecho, a partir de la ortogonalidad de las
funciones de Wannier [Ec. (3.7)] resulta evidente que si G 6= G′, el solape
a t = 0, c(0), es cero. Sin embargo, a medida que transcurre el tiempo su
valor viene dado por

c(t) = 〈ωG′(r, 0)|ωG(r, t)〉

=
b

2π

∫ π/b

−π/b

∫ π/b

−π/b
dk1 dk2 e

ik1G′be−ik2Gbe−iE(k2)t/h̄ ×
∫ ∞

−∞
dr φk1(r)∗ φk2(r)

=
1

2π

∫ π

−π
ei[(G−G′) k−E(k)t/h̄]dk. (3.13)
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3.2. Evolución temporal en modelos simples

Consideramos en esta sección dos de los modelos más simples para la
relación de dispersión E(k) de la banda: el modelo parabólico,

Ep(k) = α

(
k b

π

)2

(3.14)

y el senoidal2,

Es(k) = α sin2(
k b

2
), (3.15)

en los que α es la anchura de la banda y b la constante de red.

El primer modelo corresponde a la red vaćıa. El segundo es muy similar
al primero, pero otorga a la relación dispersión una derivada nula en los
extremos de la banda que simula el modo en que la apertura de los gaps de
enerǵıa por el potencial periódico de la red produce alteraciones severas en
la curvatura de E(k) en los extremos de las bandas.

El solape dependiente del tiempo [Ec. (3.13)] en estos dos casos toma la
forma

cp(t) =
1

2π

∫ π

−π
ei[(G−G′) k−α( k

π
)2t/h̄] dk (3.16)

y

cs(t) =
1

2π

∫ π

−π
ei[(G−G′) k−α sin2(k

2
)t/h̄] dk (3.17)

respectivamente. Ambos modelos producen representaciones similares de c(t)
frente al tiempo, y similares tiempos de tunneling τ . Como ejemplo se mues-
tra en la figura 3.1 la evolución temporal del solape cp(t) entre las funciones
de Wannier ωG′(r, 0) y ωG(r, t), correspondientes a una banda parabólica
con una anchura ∆E = α = 0.1 unidades atómicas (u.a.) y donde G−G′ = 5.

En la tabla 3.1 se incluye, para ∆G = 5, el tiempo τ5 que tarda |cp(t)|2
en alcanzar su primer máximo para diferentes valores de ∆E. Los valores de
τ5 son muy similares a los obtenidos con el modelo senoidal. Otros modelos,

2Escribimos sin kb
2

en lugar de la forma más común cos kb porque nuestra celda está
definida en [−b/2, b/2] en lugar de en [0, b].
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Figura 3.1: Evolución temporal del solape cp(t) [Ec. (3.16)] entre ωG′(r, 0) y ωG(r, t) (con
G − G′ = 5) para una banda parabólica de anchura ∆E = α = 0.1 u.a.

Tabla 3.1: Tiempo de tunneling τ5 requerido por un electrón en una banda parabólica
para alcanzar la quinta celda, considerando diferentes anchuras ∆E de la banda.

∆E (u.a.) τ5 (u.a.)

0.1 125.0
1 12.5
10 1.25
25 0.50

como por ejemplo E(k) = α(k bπ )4, muestran sin embargo una mayor discre-
pancia.

Esta tabla evidencia una relación inversa entre el tiempo de tunneling τ
y la anchura de la banda ∆E. Por su parte, la densidad de estados de la
banda (density of states, DOS) también influye sobre el valor de τ , pues los
diferentes modelos para la relación de dispersión de una banda de anchura
fijada generan diferentes tiempos de tunneling.

Finalmente, en la figura 3.2 se ilustra el modo en que una función de
Wannier se dispersa con el tiempo, y en la figura 3.3 se representa el tiempo
que requiere el electrón para alcanzar celdas consecutivas (es decir, el tiempo
τG transcurrido hasta que |c(t)|2 alcanza su primer máximo en la G-ésima
celda), en función de G y para diferentes modelos de E(k). Esta figura revela
que la función de Wannier se dispersa con el tiempo de forma aproximada-
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mente lineal, del mismo modo que la anchura media de un paquete de ondas
gaussiano.
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Figura 3.2: Representaciones de la distribución de la densidad electrónica en un estado
Wannier dependiente del tiempo para diferentes valores del tiempo t (en u.a.).

Para finalizar la sección, estudiamos la influencia que ejerce la periodi-
cidad sobre el tiempo de tunneling τ . Para ello consideramos inicialmente
un doble pozo aislado. Si la barrera central es alta y ancha, encontramos un
estado fundamental y un primer excitado casi degenerados, cuyas funciones
de onda Ψ+ y Ψ− muestran simetŕıa par e impar respectivamente (véase la
Fig. 3.4). A medida que la barrera se reduce, el estado par sufre una esta-
bilización mayor que el impar, produciéndose aśı una diferencia energética
∆E = E− − E+ no despreciable entre ambos. Podemos escribir funciones
localizadas en un pozo dado a un tiempo arbitrario t = 0 como combinación
lineal de los autovectores anteriores:

ΨI =
1√
2

(Ψ+ + Ψ−), (3.18)

ΨD =
1√
2

(Ψ+ − Ψ−). (3.19)

Sin embargo, éstas no permanecen localizadas con el paso del tiempo.
Por ejemplo, escribiendo expĺıcitamente la dependencia de ΨI con el tiempo
tenemos:
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Figura 3.3: Tiempo de tunneling τG que requiere un electrón para alcanzar la celda G
(definido como el tiempo necesario para que |c(t)|2 [Ec. (3.13)] alcance su primer máximo
en la celda G), en función de G y para diferentes modelos de E(k). En todos los casos,
∆E = 25 u.a. También se incluye la estimación de τG mediante la ecuación (3.22) (Ec.

teórica en la figura).

ΨI =
1√
2

(Ψ+e
−iE+t/h̄ + Ψ−e

−iE−t/h̄) (3.20)

y, por tanto,

|ΨI |2 =
1

2
(|Ψ+|2 + |Ψ−|2 + 2Ψ+Ψ− cos

∆E t

h̄
). (3.21)

A t= 0, esta densidad presenta un máximo en el pozo izquierdo, |ΨI(x, 0)|2 =
1
2 |Ψ+ + Ψ−|2. Pero a un tiempo

ψ−

ψ+ ∆ E

Figura 3.4: Representación esquemática del perfil de potencial de un doble pozo unidi-
mensional y de sus dos estados de menor enerǵıa.
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τ =
πh̄

∆E
, (3.22)

la densidad electrónica es |ΨI(x, τ)|2 = 1
2 |Ψ+ − Ψ−|2, es decir, presenta un

máximo en el pozo derecho. Por tanto, podemos considerar τ como el tiempo
de tunneling.

En el caso de un pozo triple aislado todav́ıa es posible obtener una fór-
mula simple para τ . Consideramos que la reducción de las barreras induce
una ruptura simétrica de la cuasidegeneración del estado fundamental, ob-
teniéndose enerǵıas E+, E0 y E− para los tres estados más estables de modo
que E− − E0 = E0 − E+ = E. Sin pérdida de generalidad, podemos situar
el origen de enerǵıas de forma que E0 = 0. El estado inicialmente localizado
en el pozo izquierdo es (a excepción de un factor independiente del tiempo),

ΨI = Ψ+e
−iEt/h̄ + aΨ0 + Ψ−e

iEt/h̄, (3.23)

donde a es el coeficiente apropiado para localizar al electrón en el pozo iz-
quierdo a t = 0. Si t = τ = πh̄/2E, |ΨI |2 muestra un máximo en el pozo
central. Podemos reescribir τ = πh̄

∆E , donde ∆E = E− −E+, al igual que en
el caso anterior. De nuevo pues, τ estima el tiempo de tunneling.

Cuando el número de pozos aumenta no es posible la obtención de fór-
mulas simples para τ , aunque puede asumirse que la Ec. (3.22) es aproxima-
damente válida independientemente del número de pozos. Puesto que en el
ĺımite de infinitos pozos ∆E representa la anchura de la banda, esta asun-
ción concuerda con la dependencia inversa entre el tiempo de tunneling y la
anchura de la banda expuesta con anterioridad a partir de los resultados de
la tabla 3.1.

El aumento del número de pozos conlleva un aumento de ∆E, por lo que
concluimos que la periodicidad reduce el tiempo de tunneling3. Sin embar-
go, τ no depende exclusivamente de ∆E. Como ya se indicó previamente en
esta sección, la densidad de estados también afecta al tiempo de tunneling.
La tabla 3.2 reune diversos valores de τ calculados mediante la Ec. (3.22),
τ = πh̄

∆E = π
∆ω , aśı como a través del solape dependiente del tiempo para

los dos modelos de dispersión de la banda considerados: Ep(k) [Ec. (3.14)] y
Es(k) [Ec. (3.15)]. Como puede observarse, la Ec. (3.22) puede resultar útil

3Por ejemplo, ∆E toma valores que van desde ∆E = 2β en el etileno hasta ∆E = 4β
en el poliacetileno, siendo β la integral de resonancia emṕırica.
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Tabla 3.2: Tiempos de tunneling τ (requeridos para alcanzar la celda contigua) calculados
a través de las Ecs. (3.16) y (3.17) (correspondientes a los modelos parabólico y senoidal
para la dispersión de la banda) y también mediante la Ec. (3.22).

∆ω = ∆E/h̄ (u.a.) π/∆ω (u.a.) τp (u.a.) τs (u.a.)

0.05 62.8 83 74
0.1 31.4 41.5 36.7
1 3.1 4.1 10.7
10 0.3 0.4 1.1

para obtener un orden de magnitud aproximado de τ .

Para entender con mayor profundidad la influencia de la densidad de
estados, estudiamos el tiempo de tunneling para diversos modelos de banda
con la misma anchura ∆E pero con diferente DOS. El modelo lineal, definido
por

El(k) = α

∣
∣
∣
∣

kb

π

∣
∣
∣
∣
, (3.24)

presenta una DOS constante, mientras que el modelo parabólico, Ec. (3.14),
y el modelo de dispersión de potencia n,

En(k) = α

(
kb

π

)n

, (3.25)

presentan DOS proporcionales a k−1 y a k−(n−1), respectivamente.

La figura 3.3 representa, para los modelos anteriores y para una anchura
arbitraria de la banda ∆E = 25 u.a., el tiempo de tunneling τG que requiere
el electrón para alcanzar celdas consecutivas. Se incluyen además los resul-
tados para el modelo de dispersión senoidal [Ec. (3.15)] y la estimación de
τG ofrecida por la Ec. (3.22). Como puede apreciarse, los resultados de la
Ec. (3.22) y del modelo lineal son casi indistinguibles. Este comportamiento
tan similar puede entenderse recordando que la Ec. (3.22) no incluye la DOS
en la estimación de τG, y que la DOS es simplemente una constante en el
modelo lineal.

La linealidad aproximada de τG frente a G (Fig. 3.3) sugiere la siguiente
generalización de la Ec. (3.22):
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τG =
a

∆E/h̄
G, (3.26)

donde a = π cuando la DOS es constante [Ec. (3.22)] y a ≈ 2 para una
relación de dispersión parabólica ideal.

3.3. Tiempo de tunneling en cadenas de puntos

cuánticos

Consideramos en esta sección dos tipos de cadenas; (i) una cadena forma-
da por puntos cuánticos esféricos de InAs inmersos en una matriz de GaAs
(QDs homogéneos), y (ii) una cadena de anti-puntos cuánticos esféricos de
GaAs/InAs (es decir, nanocristales compuestos por un núcleo de GaAs que
actúa a modo de barrera y una capa externa de InAs que actúa a modo de
pozo) inmersos en una matriz de GaAs (véase la Fig. 3.5). Mientras que en
el primer sistema (QDs homogéneos) la densidad electrónica se encuentra
distribuida en la región central de la heteroestructura, en el segundo siste-
ma (anti-QDs) se distribuye en la capa externa. Por tanto, podemos esperar
comportamientos diferentes de la movilidad electrónica en estos dos tipos de
estructuras.

z

d

d

z

b

InAs GaAs

(a)

(b)

Figura 3.5: Cadenas de nanocristales consideradas en la presente sección: (a) QDs homo-
géneos de InAs inmersos en una matriz de GaAs. (b) Anti-QDs de GaAs/InAs inmersos
en GaAs. El InAs actúa como pozo de potencial.

El perfil del potencial que confina a los electrones en el interior de los na-
nocristales es de tipo escalón, cuya altura viene dada por la discontinuidad
energética entre las bandas de conducción del InAs y el GaAs. Ésta es de
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0.94 eV [114]. Por simplicidad, no consideramos aqúı efectos de confinamien-
to másico. Aśı, puesto que la densidad electrónica reside mayoritariamente
en el material que actúa como pozo de potencial, asumiremos que los elec-
trones presentan en toda la estructura la masa efectiva correspondiente al
InAs (m∗ = 0.024 [114]).

Cuando los nanocristales aislados se disponen en una red unidimensional
más o menos densa, interaccionan entre śı, de forma que sus estados energé-
ticos discretos desarrollan minibandas a medida que se forma la super-red.
Paralelamente, la simetŕıa del sistema se reduce de esférica a axial, por lo
que empleamos coordenadas ciĺındricas (ρ, z) para resolver numéricamente
el hamiltoniano electrónico [Ec. (1.20)]. El mallado de integración abarca
las dimensiones de la supercelda, sobre la que se imponen las condiciones de
contorno periódicas φ(ρ, z+b) = eikbφ(ρ, z) en la dirección z. En la expresión
anterior, b es la constante de la super-red y 0 < k < π/b. Las condiciones
de contorno impuestas en la dirección ρ son las habituales para los estados
ligados de sistemas no periódicos (sección 1.6).

Una vez obtenida la relación de dispersión para las minibandas forma-
das, calculamos mediante la Ec. (3.13) el tiempo de tunneling requerido por
un electrón localizado en un determinado nanocristal (y por tanto descrito
por la correspondiente función de Wannier no estacionaria) para alcanzar
otro nanocristal de la cadena.

La tabla 3.3 presenta los valores de τ5 calculados para tres cadenas dis-
tintas de nanocristales: una cadena formada por QDs homogéneos de InAs
con 8 nm de radio (QD8), una cadena de QDs homogéneos de InAs con 6.5
nm de radio (QD6.5) y una cadena de anti-QDs con un núcleo de GaAs de 8
nm de radio y una capa de InAs de 2 nm de espesor (A-QD). Se consideran
en la tabla tres distancias distintas entre los QDs [d = 0 (QDs en contacto),
d = 1.5 nm y d = 3 nm], y el cálculo se realiza para las tres minibandas de
menor enerǵıa (B1, B2 y B3) con simetŕıa mz = 0. La tabla incluye además
las correspondientes anchuras de banda ∆E.

La cadena formada por nanocristales homogéneos pequeños (QD6.5) pre-
senta menores valores de τ5 (y por tanto mayores movilidades electrónicas)
que la cadena de nanocristales homogéneos grandes (QD8). La tabla muestra
también que la movilidad electrónica en estas cadenas de QDs homogéneos
aumenta con la densidad de nanocristales. Sin embargo, en la cadena de
anti-QDs la movilidad electrónica aumenta con la densidad, alcanza un má-
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Tabla 3.3: Tiempos de tunneling τ5 (en unidades atómicas, u.a.) calculados en las tres
cadenas de nanocristales especificadas en el texto. Se incluyen los cálculos para las tres
minibandas de menor enerǵıa con simetŕıa mz = 0 y para tres valores de la distancia d
entre los nanocristales de la cadena.

d = 0.0 nm d = 1.5 nm d= 3.0 nm

∆E (meV) τ5 ∆E (meV) τ5 ∆E (meV) τ5

B1 17.39 20024 5.36 65097 1.74 200738
QD8 B2 84.36 4194 30.07 11620 11.01 31710

B3 136.78 2556 61.05 5694 26.60 13112

B1 34.63 10035 11.23 31079 3.78 92450
QD6.5 B2 155.83 2298 61.52 5690 24.73 14122

B3 186.81 1777 101.22 3343 54.39 6351

B1 6.15 56695 21.15 16090 15.47 22158
A-QD B2 32.69 10745 68.67 5908 41.48 8997

B3 59.97 6051 103.82 4010 56.84 6475

ximo para un valor dado de la distancia d entre los nanocristales (la cual
es similar, aunque no idéntica, para las diferentes bandas estudiadas), y fi-
nalmente decrece a medida que éstos se sitúan más próximos entre śı. El
motivo es que la anchura ∆E de las minibandas refleja este mismo compor-
tamiento, condicionado por el hecho de que éstas se entrecruzan cuando d
es inferior a un determinado valor umbral. Para densidades próximas a este
valor, la estructura revela un carácter semimetálico en el rango de enerǵıas
de la banda de conducción [126]. Sin embargo, cuando los nanocristales con-
tinúan aproximándose las minibandas comienzan a solapar, lo que provoca
la apertura de nuevos minigaps en los puntos de cruzamiento y la estruc-
tura pierde el carácter semimetálico adquirido. La figura 3.6, extráıda de la
Ref. [126], ilustra este fenómeno para el caso de una cadena de anti-QDs de
ZnS/CdS.

En general, la movilidad electrónica en la minibanda fundamental 1B es
menor que en las minibandas excitadas 2B y 3B, dado que de las tres es la
más estrecha. La relación de dispersión de las bandas calculadas es aproxi-
madamente parabólica con derivadas nulas en los extremos, de modo que
en la mayoŕıa de los casos τ5 puede aproximarse mediante la Ec. (3.26) con
valores de a cercanos a 2. No obstante, en ocasiones la densidad de estados
juega un papel clave. Se observa en la tabla 3.3 que la anchura de la banda
3B de la cadena QD6.5 con d = 1.5 nm es similar a su homóloga en el caso
A-QD (101.22 y 103.83 meV, respectivamente). Podŕıa esperarse por tanto
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Figura 3.6: Estructura de minibandas de simetŕıa mz = 0 en cadenas de anti-QDs de
ZnS/CdS en función de la distancia d entre los nanocristales. (a) Núcleo de ZnS de 2.5
nm de radio y capa externa de CdS de 0.5 nm de espesor. (b) Núcleo de ZnS de 5 nm de
radio y capa externa de CdS de 1 nm de espesor. De [126].

que el tiempo de tunneling para la cadena A-QD, τ5(A-QD), fuese ligera-
mente inferior a τ5(QD6.5), pues ∆E(A-QD) es algo mayor. Sin embargo,
τ5(A-QD) es bastante superior a τ5(QD6.5). Este resultado puede explicar-
se mediante la comparación de las correspondientes densidades de estados.
Mientras que la dispersión en el caso de la cadena QD6.5 es casi parabólica
[τ5(QD6.5) se ajusta a la Ec. (3.26) si a ≈ 2.03], en el caso de la cadena
A-QD es casi lineal. De hecho, τ5(A-QD) se ajusta a la Ec. (3.26) si a ≈
2.93, valor próximo al valor π correspondiente a una dispersión lineal ideal.



Caṕıtulo 4

Confinamiento magnético

La investigación de los efectos de campos magnéticos externos sobre na-
nocristales resulta de interés porque tanto la masa efectiva de los portadores
de carga como el confinamiento espacial al que se ven sometidos son menores
que en la f́ısica atómica convencional, lo que posibilita la observación de fe-
nómenos que en átomos naturales requeriŕıan campos magnéticos órdenes de
magnitud superiores a los que pueden obtenerse hoy en d́ıa en el laboratorio.
De hecho, se ha evidenciado que, en estructuras nanoscópicas multicapa, el
confinamiento magnético da lugar a alteraciones importantes no solo en la
estructura energética de los portadores, sino también en la distribución de
su densidad de carga [83].

Las estructuras nanoscópicas más estudiadas en relación a su comporta-
miento frente a campos magnéticos son sin duda los anillos cuánticos (QRs).
Durante las últimas dos décadas ha tenido lugar un impresionante desarro-
llo experimental hacia la consecución de estructuras anulares más y más
pequeñas [19], y con las técnicas más recientes se ha logrado la śıntesis de
anillos semiconductores nanoscópicos que contienen únicamente unos pocos
electrones [132, 133, 134]. Uno de los principales atractivos que conlleva la
disminución del tamaño de estas estructuras múltiplemente conexas hasta
alcanzar el ĺımite cuántico es la obtención de un marco adecuado para la
constatación experimental del efecto Aharonov-Bohm [135, 19, 136]. Este
efecto puramente mecano-cuántico fue enunciado por Aharonov y Bohm en
1959 [18], quienes señalaron que cuando un campo magnético penetra un
sistema cuántico múltiplemente conexo, la función de onda correspondiente
resulta alterada aún cuando la fuerza de Lorentz que actúa sobre él sea nula.

49
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Para mostrar las consecuencias que nos interesan de este efecto conside-
remos un flujo magnético que atraviesa un QR poblado con electrones de
tal modo que el campo magnético B (perpendicular al plano del anillo) es
cero más allá de su radio interno a y constante en su agujero interior, región
ésta inaccesible para los electrones que constituyen nuestro sistema. Éste
puede conseguirse escogiendo el siguiente potencial vector, que expresamos
en coordenadas ciĺındricas:

A = Aφuφ =

{
1
2 B ρuφ 0 < ρ < a
Ba2

2ρ uφ a ≤ ρ <∞ (4.1)

A cumple el gauge de Coulomb (∇A = 0), y genera un flujo magnético
Φ = πa2B a través del agujero central del anillo. Sin embargo, el campo
magnético en el seno del anillo, donde está confinada la carga, es nulo. Con
este potencial vector, el hamiltoniano que se obtiene para un electrón en el
anillo equivale a realizar la sustitución formal

∂

∂φ
→ ∂

∂φ
− i eB a2

2 h̄
=

∂

∂φ
+ i

Φ

Φ0
(4.2)

en el hamiltoniano en ausencia de campo [135]. En la expresión (4.2), Φ0 =
2πh̄/|e| es el cuanto de flujo. Puesto que el sistema presenta simetŕıa axial, la
función de onda puede escribirse como Ψ(ρ, z)eimzφ, donde mz es el número
cuántico asociado a la proyección z del momento angular. Aśı, la presencia
del campo magnético derivado del potencial vector (4.1) implica simplemen-
te la sustitución mz → mz + Φ

Φ0
en el conjunto de ecuaciones diferencia-

les Ĥmz(ρ, z)Ψ(ρ, z) = Emz Ψ(ρ, z) obtenidas tras integrar anaĺıticamente la
coordenada φ del electrón, ecuaciones que proporcionan las enerǵıas Emz del
sistema. Es inmediato inferir por tanto que, siempre que el campo magnético
cumpla Φ = nΦ0, n = 1, 2, 3 . . . , las enerǵıas obtenidas serán equivalentes a
las correspondientes a campo cero.

En el caso simple constituido por un electrón en un anillo unidimensional
de radio a, el hamiltoniano se expresa, en unidades atómicas, como

Ĥ = − h̄2

2m∗a2

(
∂

∂φ
+ i

Φ

Φ0

)2

, (4.3)

y sus correspondientes enerǵıas como

Emz =
1

2

(

mz +
Φ

Φ0

)2

, (4.4)
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donde m∗ es la masa efectiva del electrón, y mz = 0± 1± 2 . . . La represen-
tación de Emz frente a Φ [Fig. 4.1(a)] muestra intersecciones periódicas de
la enerǵıa y cambios en la simetŕıa mz del estado fundamental del electrón,
que alcanza mı́nimos de enerǵıa a valores enteros de Φ/Φ0 (efecto Aharonov-
Bohm).

m   = 1z m   = −3z

m   = −2z

m   = −1z

m   = 0z

Φ/Φ
0

0.5 1.0 1.5 2.00

Φ/Φ
0

0.5 1.0 1.5 2.00

Φ/Φ
0

0.5 1.0 1.5 2.00

(a) (b) (c)

Figura 4.1: Diagrama cualitativo de los niveles de enerǵıa en función del flujo magnético
en un anillo unidimensional con (a) un electrón, (b) dos electrones interaccionantes, y
(c) dos electrones que interaccionan según un modelo que simula la disminución de la
interacción cuando el QR no es perfectamente unidimensional [135]. En (b) y (c) las ĺıneas
continuas denotan estados singulete, y las discontinuas estados triplete.

En el caso de N electrones interaccionantes en el mismo anillo unidi-
mensional, la periodicidad del espectro energético no se produce a intervalos
Φ0 del flujo magnético, sino a intervalos Φ0/N (efecto Aharonov-Bohm frac-
cionario [135, 19, 137]1) En el caso bielectrónico, esta periodicidad alterna
estados fundamentales singuletes y tripletes a intervalos idénticos de flujo
Φ0/2 [Fig. 4.1(b)]. No obstante, la interacción culómbica en este modelo
unidimensional está sobreestimada. Aproximaciones más realistas de esta
interacción [135] predicen que, a pesar de que los estados tripletes siguen
siendo fundamentales a valores fraccionarios de Φ/Φ0, sus enerǵıas son más
altas y sus dominios más estrechos que los correspondientes a los singuletes
[Fig. 4.1(c)].

Las oscilaciones Aharonov-Bohm del estado fundamental generan alte-
raciones caracteŕısticas en el espectro de magnetización de anillos cuánticos
[139, 140, 141]. Sin embargo, en experimentos reales el campo magnético pe-

1La observación experimental de esta periodicidad fraccionaria se ha logrado reciente-
mente en QRs extremadamente delgados [138].
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netra en la región del anillo, de modo que, aunque se observan reminiscencias
de las oscilaciones Aharonov-Bohm, éstas son aperiódicas [134, 142, 143], y
el espectro de magnetización requiere de modelos menos simplificados para
ser interpretado [25, 140].

En este caṕıtulo mostramos la utilidad del confinamiento magnético y de
su interrelación con el confinamiento espacial como herramienta para deter-
minar las caracteŕısticas estructurales de determinados sistemas nanoscópi-
cos. Por un lado, evidenciamos la idoneidad de las medidas de magnetización
como técnica para determinar de forma inambigua si se mantiene la topo-
loǵıa de los nanocristales semiconductores auto-ordenados al ser enterrados
tras el proceso de śıntesis para su aplicación tecnológica (sección 4.1). Por
otro lado, empleamos un modelo simplificado para analizar por primera vez
el efecto de campos magnéticos axiales y transversales sobre la estructura
energética y distribución de la densidad electrónica en QRs acoplados la-
teralmente (sección 4.2), con el que mostramos que la respuesta magnética
del sistema es capaz de reflejar tanto el régimen de acoplamiento entre los
anillos como la orientación de la “molécula” formada.

4.1. Magnetización de puntos y anillos cuánticos

Los anillos cuánticos (QRs) auto-ordenados se obtienen por medio de
una variación en el proceso de crecimiento de QDs auto-ordenados. Se ha-
cen crecer QDs utilizando la transición de fase Stranski-Krastanow (sección
2.1) y, posteriormente, en lugar de recubrirlos completamente con nuevas ca-
pas de sustrato, se recubren solo parcialmente. La fina sobrecapa de mayor
enerǵıa de gap origina un cambio en el balance de la enerǵıa libre superfi-
cial, creando una fuerza que redistribuye el material depositado. El resultado
es una estructura con morfoloǵıa anular [144, 145]. Ahora bien, los anillos
auto-ordenados, al igual que los puntos, deben ser en última instancia recu-
biertos completamente con nuevas capas de material para ser aplicables en
dispositivos prácticos. No obstante, la cuestión de si la estructura mantiene
la geometŕıa anular o si sufre alguna alteración durante el recubrimiento
no es fácilmente abordable. Para clarificar este punto se han llevado a cabo
experimentos de magneto-absorción en el infrarrojo lejano de QRs nanomé-
tricos poblados con uno y dos electrones [134, 142]. Sin embargo, aunque
los resultados parecen estar de acuerdo con las predicciones teóricas para
estructuras anulares [134, 142, 146], la baja resolución de los espectros de
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absorción obtenidos hace deseable disponer de alguna técnica experimental
complementaria capaz de confirmar la topoloǵıa de nanoestructuras enterra-
das.

Las medidas de magnetización ya han demostrado su utilidad en el es-
tudio de la estructura energética de QDs, donde en ocasiones resultan más
eficientes que las técnicas de absorción en el infrarrojo o experimentos de
transporte [147, 148, 149]. Por ejemplo, en QDs parabólicos poblados con
pocos electrones, el teorema de Kohn generalizado (sección 5.5.5) impide el
reflejo de los efectos de interacción electrónica en el espectro de absorción en
el infrarrojo [6]. En cambio, estudios de magnetización han permitido obser-
var algunos de estos efectos, tales como las transiciones esṕın-singulete-esṕın-
triplete en el estado fundamental de QDs bielectrónicos [139]. Recientemente
se ha hecho notar la utilidad de la magnetización como herramienta para
determinar la reducción de simetŕıa en QDs [150, 141, 151]. En esta sección
mostramos [25] que la magnetización también revela de forma inambigua la
topoloǵıa de nanoestructuras auto-ordenadas.

Calculamos la magnetización de puntos y anillos cuánticos de InAs in-
mersos en una matriz de GaAs, y poblados con uno y dos electrones. Los
QDs tienen forma lenticular, y los QRs presentan la misma sección pero
con una cavidad central. Las secciones transversales de estas estructuras (a
las que otorgamos forma de casquete esférico) pueden verse en los pane-
les internos de la figura 4.2. En acuerdo con medidas experimentales [152],
tomamos una altura máxima de 4.5 nm y un radio exterior de 60 nm pa-
ra ambas estructuras. Los parámetros empleados para el InAs (GaAs) son:
masa efectiva en el fondo de la banda de conducción m∗ = 0.028 (0.067),
enerǵıa de gap Eg = 0.42 (1.52) eV, split-off ∆SO = 0.38 (0.34) eV y poten-
cial de deformación hidrostática ac = -6.66 (-9.3) eV [105, 153]. Finalmente,
la altura del potencial confinante (diferencia energética entre el fondo de
las bandas de conducción del GaAs y el InAs) se ha tomado V0 = 0.77 eV
[154]. La magnitud finita de este potencial permite la presencia de densi-
dad electrónica en la cavidad interna del anillo, de modo que la transición
entre topoloǵıas simplemente y doblemente conexas no se produce de for-
ma abrupta al introducir la cavidad interna, sino más bien de forma gradual.

La magnetización total de un punto o un anillo cuántico a temperatura
T = 0K se define como

M = −∂Etot
∂B

, (4.5)
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donde Etot es la enerǵıa total para un sistema de N electrones. En el caso
de un único electrón de conducción Etot se calcula integrando numéricamen-
te la Ec. (1.31), empleando diferencias finitas en un mallado bidimensional
(ρ, z). Puesto que los efectos de correlación e intercambio influyen consi-
derablemente sobre la magnetización de QDs con electrones interactuantes
[147, 155], empleamos el método de interacción de configuraciones descrito
en la sección 1.6.1 para obtener las enerǵıas del sistema bielectrónico2.
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Figura 4.2: Niveles de enerǵıa frente al campo magnético axial de un electrón en un QD
(a) y en un QR con Rin = 5 nm (b). Las ĺıneas continuas indican niveles con esṕın ↑, y
las discontinuas niveles con esṕın ↓. Los paneles interiores muestran la sección transversal
del QD (panel izquierdo) y del QR (panel derecho) estudiados.

La figura 4.2 muestra la variación de los niveles monoelectrónicos de me-
nor enerǵıa frente a un campo magnético axial en nanocristales con (a) Rin
= 0 y (b) Rin = 5 nm. Las ĺıneas continuas representan niveles con esṕın
↑, y las discontinuas niveles con esṕın ↓. Puede apreciarse en la figura que
la presencia de la cavidad interna del anillo reduce significativamente la dis-
tancia energética entre niveles azimutales consecutivos (mz = 0,±1,±2, ...)
a B = 0. Como consecuencia, la componente z del momento angular del
estado fundamental del anillo cambia de mz = 0 a mz = −1 a B = 2.8 T y
de mz = −1 a mz = −2 a B = 8.6 T, reflejando claramente oscilaciones de
tipo Aharonov-Bohm. Debe notarse no obstante que estas oscilaciones son
aperiódicas, debido a la penetración del campo magnético en la región del
anillo [140, 156]. Sin embargo, el estado fundamental del QD mantiene la

2El cálculo incluye todos los estados monoelectrónicos hasta 35 meV por encima del
estado fundamental para las estructuras anulares, y hasta 50 meV para el QD. El empleo de
bases mayores no altera de forma significativa los estados bielectrónicos de menor enerǵıa
en el rango de campo magnético estudiado.
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Figura 4.3: Magnetización de un electrón en nanoestructuras con radio interior creciente.
De abajo a arriba, las curvas corresponden a Rin = 0, 1, 2, 5 y 10 nm. Las curvas han
sido separadas verticalmente 1 meV/T.

simetŕıa mz = 0 en todo el rango de B estudiado (0-20 T). De hecho, estos
cambios de momento angular en el estado fundamental nunca ocurren en
QDs monoelectrónicos, en los que los niveles más bajos convergen al primer
nivel de Landau sin cruzamientos [110].

En el caso de QRs, a mayor radio interno Rin, menor es el valor B
del campo magnético al que comienzan a producirse los cruzamientos. Tı́-
picamente, los anillos cuánticos presentan radios internos entre 10 y 15 nm
[152, 134], por lo que las diferencias entre QRs y QDs se hacen patentes a
campos relativamente bajos. Esto se aprecia en la figura 4.3, donde se mues-
tra la magnetización de un electrón en diversos nanocristales con Rin = 0, 1,
2, 5 y 10 nm. Las curvas de magnetización han sido separadas verticalmente
1 meV/T para mayor claridad. En el ĺımite de un QD (Rin = 0), la mag-
netización es continua sobre todo el rango de campo magnético estudiado.
Sin embargo, un radio interno tan pequeño como 1 nm basta para provocar
la aparición de un salto o discontinuidad en la magnetización a B = 11.3
T. Éste es consecuencia del cambio en el momento angular del estado fun-
damental en el anillo. Al aumentar el radio interno, el escalón se desplaza
a campos más bajos a la vez que aumenta en altura. Esto se debe a que la
pendiente de los niveles energéticos respecto al campo aumenta al reducirse
el espesor del anillo [61]. Un radio interno de 5 nm proporciona en el rango
estudiado dos escalones, que pueden observarse a 2.8 y 8.6 T. Estos escalo-
nes corresponden a los cruzamientos en la enerǵıa del estado fundamental
que se muestran en la figura 4.2(b). Finalmente, para Rin = 10 nm aparecen
tres escalones, a 2, 6.2 y 10.6 T. La figura muestra además que los escalones
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Figura 4.4: Magnetización de dos electrones en nanoestructuras con radio interior cre-
ciente. De abajo a arriba, las curvas corresponden a Rin = 0, 1, 2, 5 y 10 nm. Las curvas
han sido separadas verticalmente 1 meV/T.

presentan menor altura a medida que crece el campo, lo que se debe a los
menores cambios de pendiente en los cruzamientos de enerǵıa [Fig. 4.2(b)].
En conclusión, la magnetización de un electrón en un QD es marcadamente
distinta a la de un anillo cuántico, por lo que la topoloǵıa de la nanoestruc-
tura puede ser diferenciada por medio de medidas de magnetización. Estas
diferencias pueden observarse a valores del campo magnético relativamente
bajos, incluso para anillos con cavidades tan pequeñas como Rin = 1 nm.

Es sabido que la repulsión interelectrónica desplaza los escalones de la
magnetización hacia valores menores del campo magnético [155]. Calculamos
pues la magnetización de QDs y QRs poblados con dos electrones para in-
vestigar si es posible detectar la topoloǵıa del potencial confinante a campos
más débiles que en el caso monoelectrónico. Los resultados correspondientes
se ofrecen en la figura 4.4, que muestra los mismos casos que la figura 4.3. Al
igual que en esta última, las diferentes curvas se han desplazado verticalmen-
te 1 meV/T. Una primera diferencia con respecto al caso monoelectrónico
es la presencia de un escalón en la magnetización del QD (Rin = 0) a 11.15
T. El origen de este nuevo escalón es la transición de esṕın singulete a es-
ṕın triplete inducida por la enerǵıa de intercambio en el estado fundamental
bielectrónico [157]. Estas oscilaciones de esṕın son las que provocan en QRs
que los saltos en la magnetización aparezcan a campos sensiblemente más
débiles que en el caso monoelectrónico. Nuestros resultados sugieren por
tanto que el análisis de la magnetización a campos bajos es capaz de reve-
lar inambiguamente la topoloǵıa de nanocristales cubiertos de InAs/GaAs
poblados con uno o dos electrones. La morfoloǵıa anular viene determinada
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por la presencia y posición de los escalones de la magnetización, que apare-
cen a campos muy inferiores al de un QD, incluso para cavidades internas
pequeñas. El estudio de la topoloǵıa mediante la magnetización puede ser
complementado con estimaciones de la simetŕıa circular de la nanoestructu-
ra, ya que la asimetŕıa conduce a variaciones en la altura de los escalones,
aunque no en su posición [150, 151].

Para clarificar la influencia de la interacción culómbica sobre la magne-
tización de anillos cuánticos, se muestran en la figura 4.5 las curvas corres-
pondientes a uno y dos electrones en un QR con Rin = 5 nm, aśı como
las de un QD para su comparación. Las figuras 4.5(a) y 4.5(b) representan,
respectivamente, la magnetización de un electrón en un QD y un QR, y las
figuras 4.5(c) y 4.5(d) la magnetización de dos electrones en un QD y un
QR. En las figuras 4.5(c) y 4.5(d) se emplean ĺıneas continuas para repre-
sentar la magnetización de electrones interactuantes, y ĺıneas discontinuas
para electrones no interactuantes.

La magnetización de dos electrones no interactuantes puede obtenerse a
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Figura 4.5: Magnetización de un electrón en un QD (a), un electrón en un QR con Rin

= 5 nm (b), dos electrones en un QD (c) y dos electrones en un QR con Rin = 5 nm (d).
En (c) y (d) las ĺıneas continuas representan electrones interactuantes, y las discontinuas
electrones no interactuantes.
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partir de los niveles monoelectrónicos de la Fig. 4.2, simplemente asumiendo
la ocupación de los dos esṕın-orbitales de menor enerǵıa (que no se encuen-
tran degenerados por efecto del desdoblamiento Zeeman) a cada valor del
campo magnético. Por tanto, la magnetización del QD para electrones no
interactuantes es igual que en el caso monoelectrónico, aunque aproximada-
mente el doble en magnitud. Únicamente cuando se incluye la interacción
electrónica puede observarse un escalón en la curva de magnetización, origi-
nada por las oscilaciones singulete-triplete del estado fundamental. Además,
se observa que la interacción culómbica hace aumentar la magnitud de la
magnetización en la región B < 11 T. El motivo es que la repulsión in-
terelectrónica aumenta la extensión espacial del estado fundamental, siendo
por tanto su enerǵıa más sensible a variaciones del campo magnético que en
el caso no interactuante [155].

La magnetización de dos electrones en el caso de QRs es claramente di-
ferente que en el caso monoelectrónico incluso en ausencia de interacción
culómbica. Este hecho puede entenderse atendiendo a la contribución del
término Zeeman atómico sobre la enerǵıa monoelectrónica. En ausencia de
este término, los estados σ ↑ y σ ↓ en la figura 4.2(b) estaŕıan degenerados,
y la magnetización de los electrones no interactuantes seŕıa similar a la de
un único electrón, aunque de mayor magnitud. Sin embargo, el término Zee-
man atómico rompe la degeneración entre los estados σ ↑ y σ ↓ a valores de
B 6= 0. Este hecho origina estrechos dominios de campo magnético en que
el estado fundamental bielectrónico es triplete [alrededor de 2 y 8 T en la
Fig. 4.2(b)]. Estos estados triplete son los que dan lugar a los escalones de
magnetización adicionales que no aparecen en el caso de un solo electrón.
Asimismo, los dominios triplete se ensanchan a medida que crece el campo
magnético, debido a la mayor contribución del término Zeeman a la enerǵıa
monoelectrónica.

La inclusión de la interacción culómbica produce cambios importantes
en la magnetización del QR. La posición de los escalones es muy diferente
al caso de electrones no interactuantes, lo que se debe a variaciones en el
espaciado energético entre niveles y a las interacciones de intercambio, que
favorecen la configuración triplete del estado fundamental. En conclusión,
tanto el desdoblamiento Zeeman atómico (que es normalmente ignorado en
cálculos de anillos cuánticos en base a su escasa contribución a la enerǵıa
[134, 158, 159, 160, 161]) como la repulsión interelectrónica son esenciales
para lograr una descripción realista de las propiedades magnéticas de anillos
cuánticos nanoscópicos.
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4.2. Acoplamiento lateral de anillos cuánticos

La estructura energética generada por el acoplamiento de dos nanocrista-
les es cualitativamente similar a la que exhiben las moléculas diatómicas, en
el sentido que es posible interpretar el enlace entre los nanocristales en tér-
minos de la formación de orbitales moleculares enlazantes y antienlazantes.
Es por ello que los sistemas de nanocristales acoplados reciben el nombre de
moléculas artificiales. Aunque las moléculas artificiales formadas por puntos
cuánticos acoplados han sido estudiadas intensamente durante la última dé-
cada [162, 106, 163, 164, 11, 165, 166, 167], hace solo unos pocos años que ha
comenzado a llevarse a cabo una investigación exhaustiva sobre las propie-
dades de estas moléculas cuando los constituyentes son anillos cuánticos. Se
ha estudiado (teórica y experimentalmente) sistemas formados por QRs aco-
plados tanto verticalmente [168, 169, 170, 171] como de forma concéntrica
[172, 173, 174, 175, 176], pero hasta la fecha de publicación del trabajo ex-
puesto en la presente sección [26] no exist́ıa en la literatura una descripción
de la estructura energética de QRs acoplados lateralmente. No obstante, es-
te problema resulta de interés: por un lado, el acoplamiento lateral de QRs
conforma moléculas artificiales con una topoloǵıa única (dos QRs acopla-
dos lateralmente pueden formar una estructura triplemente conexa), lo que
podŕıa reflejarse en un espectro energético también único. Por otro lado, la
formación de pares de QRs con este tipo de acoplamiento en la śıntesis de
QRs autoensamblados resulta evidente [177, 178].

En esta sección investigamos el efecto de campos magnéticos axiales y
transversales sobre la estructura electrónica del sistema formado por dos
QRs de GaAs acoplados lateralmente e inmersos en una matriz semicon-
ductora de Al0,3Ga0,7As. Puesto que únicamente estamos interesados en
una descripción cualitativa del efecto del campo externo obviamos los re-
finamientos de masa dependiente de la posición y la enerǵıa, aśı como los
términos de deformación elástica e interacción esṕın-campo. Empleamos un
hamiltoniano de masa efectiva y función envolvente bidimensional que des-
cribe el movimiento del electrón en el plano (x, y) de los anillos. Éste supone
impĺıcitamente que, como sucede en los anillos que experimentalmente se
sintetizan, el confinamiento vertical del electrón en la molécula de QRs es
mucho mayor que el lateral, y que por tanto la dinámica de los estados de
menor enerǵıa del sistema viene determinada por el movimiento del electrón
en el plano3. En unidades atómicas, el hamiltoniano electrónico del sistema

3Modelos similares han sido empleados con éxito para describir la f́ısica fundamental
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puede escribirse como

H =
1

2m∗
(p + A)2 + V (x, y), (4.6)

donde V (x, y) representa el potencial escalonado de altura finita V0 que
confina al electrón en la estructura formada por los dos anillos. Definimos x
como la dirección de disociación de la molécula de QRs. A es el potencial
vector, cuya expresión depende de la orientación del campo magnético. La
elección de A está limitada por el requerimiento de hacer posible la separa-
ción de las coordenadas (x, y) de la coordenada z en el hamiltoniano [181].
Asumiendo el gauge de Coulomb, para un campo aplicado en la dirección
z esta condición se cumple, por ejemplo, con ABz = (−y, x, 0)1

2B, y para
un campo aplicado en la dirección x [y] se cumple, por ejemplo, con ABx

= (0, 0, y)B [ABy = (0, 0,−x)B]. Reemplazando estos valores del potencial
vector en el hamiltoniano (4.6) se obtiene

H(Bz) =
p̂2
‖

2m∗
+

B2
z

8m∗
(x2 + y2) − i

Bz
2m∗

(x
∂

∂y
− y

∂

∂x
) + V (x, y), (4.7)

H(Bx) =
p̂2
‖

2m∗
+

B2
x

8m∗
y2 + V (x, y), (4.8)

H(By) =
p̂2
‖

2m∗
+

B2
y

8m∗
x2 + V (x, y), (4.9)

hamiltonianos que integramos numéricamente en un mallado de discretiza-
ción (x, y). Empleamos una masa efectiva m∗ = 0.067 y una altura de poten-
cial confinante V0 = 0.262 eV [182], y consideramos que los QRs que forman
la molécula artificial presentan un radio interno Rin = 12 nm y un radio ex-
terno Rout = 16 nm. Como veremos posteriormente, la respuesta magnética
de la molécula de QRs puede interpretarse en función de la distribución de
carga en el sistema a campo cero. Por ello, estudiamos en primer lugar la
distribución de la función de onda monoelectrónica en ausencia de campo
magnético en función la distancia d entre los centros de los anillos. A medida
que d aumenta, el sistema transita desde un régimen de acoplamiento fuerte
a un régimen de acoplamiento débil, transición a la que en lo sucesivo nos
referiremos como proceso de disociación de la molécula de QRs. La figura
4.6 ilustra las funciones de onda de los tres estados electrónicos de menor

de QRs en presencia de campos magnéticos axiales [110, 179, 180, 134, 158].
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enerǵıa a campo B = 0 para varios valores de d. Los perfiles correspondientes
del potencial confinante vienen representados mediante ĺıneas discontinuas.
Cuando los QRs se encuentran fuertemente acoplados (d = 12 nm), es po-
sible identificar un estado fundamental tipo σ y dos estados excitados tipo
π. Los dos primeros estados se distribuyen sobre los brazos del sistema de
QRs acoplados, con una ligera concentración adicional de carga en la región
en que los anillos solapan. Un primer aumento de d hace que esta región de
solape se incremente. Esto provoca la localización del estado fundamental y
del primer excitado en esta región (d = 20 nm), hasta el punto en que estos
estados se comportan como las soluciones simétrica y antisimétrica de un
doble pozo cuántico (d ≈ 26 nm). Incrementos adicionales de d conllevan la
formación de un brazo interno en el sistema de QRs, región en la que tiende a
localizarse el estado fundamental. Finalmente, para valores mayores de d los
QRs comienzan a separarse. Cuando éstos permanecen cercanos entre śı, el
efecto túnel entre ambos es significativo, y el estado fundamental permanece
localizado mayoritariamente en la región central del sistema (d = 36 nm).
No obstante, pronto evoluciona hacia el estado fundamental correspondiente
a dos QRs aislados, con un efecto túnel que representa simplemente una pe-
queña perturbación (d = 38 nm). Durante todo el proceso de disociación, el
segundo estado excitado permanece relativamente insensible a los cambios
de d, dada su mayor enerǵıa cinética.

d = 12 nm

d = 20 nm

d = 26 nm

d = 28 nm

d = 36 nm

d = 38 nm

Figura 4.6: Curvas de nivel a B = 0 de las funciones de onda correspondientes a los
tres estados de menor enerǵıa (de izquierda a derecha) del sitema formado por dos anillos
cuánticos acoplados lateralmente con diferentes distancias d entre los centros de los QRs.
Las ĺıneas discontinuas representan el perfil del potencial confinante.
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Figura 4.7: Sistema de dos QRs acoplados lateralmente. Niveles electrónicos de menor
enerǵıa en función de un campo magnético axial para diferentes valores de la distancia d
entre los centros de los anillos.

La figura 4.7 muestra la variación frente a un campo magnético axial
Bz de los niveles de más baja enerǵıa del sistema, para las mismos valo-
res de d que en la figura 4.6. Para d = 12 nm, el comportamiento frente
al campo magnético recuerda el espectro Aharonov-Bohm t́ıpico de QRs
aislados [19, 181], salvo por la aparición de anticruzamientos entre grupos
consecutivos de dos niveles. Estos anticruzamientos son debidos a que los
estados electrónicos poseen simetŕıa C2, y no la simetŕıa circular C∞ propia
de los QRs aislados. Aśı pues, los pares de autovalores que se cruzan entre
śı pertenecen a las dos representaciones irreducibles del grupo de simetŕıa
C2. A medida que d aumenta, la diferencia energética entre estados que se
anticruzan es mayor. Adicionalmente, los dos estados de menor enerǵıa que
tienden a comportarse como las soluciones par e impar de un doble pozo
cuántico presentan una cuasidegeneración, por lo que la amplitud de las os-
cilaciones energéticas se reduce (véase el panel correspondiente a d = 20 nm
en la Fig. 4.7). En una siguiente etapa (alrededor de d = 28 nm), el estado
fundamental se localiza en el brazo interno de la estructura, presentando un
perfil simplemente conexo y preservando por ello una respuesta magnética
similar a la de un QD. En una última etapa, cuando los QRs se separan y el
estado fundamental comienza a deslocalizarse entre las dos estructuras (d =
36-38 nm), la respuesta magnética es esencialmente la de un QR individual,
aunque con una perturbación (que disminuye rápidamente con d) derivada
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del efecto túnel entre los anillos. Se observa en la figura que, en este ĺımite
de acoplamiento débil, el periodo de las oscilaciones de Aharonov-Bohm es
mayor que en el ĺımite de acoplamiento fuerte. El motivo es la menor área
que posee la cavidad interna de los QRs individuales en comparación con la
correspondiente a la estructura de QRs fuertemente acoplados.
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Figura 4.8: Sistema de dos QRs acoplados lateralmente. Niveles electrónicos de menor
enerǵıa en función de un campo magnético orientado según el eje de disociación y para
diferentes valores de la distancia d entre los centros de los anillos. Los paneles internos
muestran las funciones de onda de los dos estados electrónicos de menor enerǵıa (de iz-
quierda a derecha) para B = 20 T.

Las figuras 4.8 y 4.9 muestran la estructura energética del sistema en
presencia de campos magnéticos orientados según las direcciones x e y, res-
pectivamente. Bx se aplica a lo largo del eje de disociación, y tiende a com-
primir la función de onda electrónica en la dirección y, mientras que By la
comprime en la dirección x. En ambos casos, cuando los QRs están fuer-
temente acoplados (d = 12-20 nm), el efecto del campo magnético es el de
formar pares de niveles degenerados. Éstos son las soluciones par e impar
de dobles pozos cuánticos generados en la dirección longitudinal (Bx) o en
la transversal (By) de la estructura, tal como se ilustra en los paneles in-
ternos de las figuras para los dos estados de menor enerǵıa. La formación
de este tipo de estados bajo campos magnéticos moderados en el plano de
la estructura ya ha sido pronosticada para QRs nanoscópicos aislados [181].
No obstante, el caso de QRs acoplados lateralmente es más complejo, dado
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que el confinamiento asimétrico en las direcciones x e y conduce a una res-
puesta magnética anisotrópica. En consecuencia, se observa por ejemplo que
los valores del campo a los que se obtiene soluciones de doble pozo cuántico
son notablemente menores cuando el campo se aplica en la dirección y que
cuando se aplica en la dirección x. Aśı, el valor del campo By necesario para
que los dos estados de menor enerǵıa resulten degenerados cuando d = 12
nm es de aproximadamente 5 T, mientras que Bx debe alcanzar aproxima-
damente 8 T para conseguir el mismo efecto. Otra diferencia en el espectro
energético es la presencia de cruzamientos entre determinados niveles cuan-
do el campo se aplica en la dirección x (por ejemplo, entre el primer estado
excitado y el segundo), lo que no ocurre para By. El motivo es que, debido a
la excentricidad del sistema de QRs fuertemente acoplados, estos dos esta-
dos tipo π no están degenerados a campo cero, por lo que, dependiendo de
la dirección del campo aplicado, éste puede revertir su estabilidad relativa.
Cuando el acoplamiento entre los QRs es intermedio (d ≈ 26), los estados
que a B = 0 presentan funciones de onda simplemente conexas se comportan
como en QDs, es decir, son relativamente insensibles al campo externo. Por
el contrario, los estados doblemente conexos mantienen el comportamiento
propio de QRs aislados, es decir, tienden a formar soluciones de doble pozo
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Figura 4.9: Sistema de dos QRs acoplados lateralmente. Niveles electrónicos de menor
enerǵıa en función de un campo magnético orientado en el plano de la molécula y para
diferentes valores de la distancia d entre los centros de los anillos. La dirección del campo
es perpendicular al eje de disociación. Los paneles internos muestran las funciones de onda
de los dos estados electrónicos de menor enerǵıa (de izquierda a derecha) para B = 20 T.
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cuántico. Finalmente, en el caso de QRs débilmente acoplados (d ≈ 38),
se alcanzan ĺımites diferentes dependiendo de la dirección de aplicación del
campo magnético. Un campo By favorece el efecto túnel entre los dos QRs,
de modo que los estados de menor enerǵıa se localizan en las proximidades
de la región central del sistema (véanse los paneles correspondientes en la
Fig. 4.9). Contrariamente, el campo Bx localiza alternativamente la densi-
dad de carga en la región interna y en la externa de la estructura.

En resumen, la localización electrónica a B = 0 cambia sustancialmente
en función del nivel de acoplamiento entre los QRs, lo que otorga diferentes
caracteŕısticas magnéticas al sistema para acoplamientos fuertes, interme-
dios y débiles. Además, la respuesta magnética en el plano es fuertemente
anisotrópica. Estos resultados sugieren que el análisis espectroscópico de la
respuesta magnética de electrones de conducción en este tipo de estructuras
puede proporcionar información sobre el nivel de acoplamiento y la orienta-
ción de la molécula de QRs.
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Caṕıtulo 5

Confinamiento dieléctrico

Los protocolos de śıntesis coloidal (también conocidos como métodos
de qúımica húmeda) posibilitan la obtención de puntos cuánticos en forma
de nanocristales semiconductores aproximadamente esféricos, con muy baja
densidad de defectos y extremadamente monodispersos [183, 8]. El elevado
control que hoy en d́ıa se tiene sobre sus parámetros de diseño hace que esta
v́ıa de śıntesis sea la que consigue los QDs de menor tamaño, y por tanto los
que experimentan un mayor confinamiento tridimensional de sus portadores
[8, 42, 112, 9]. Sus numerosas aplicaciones potenciales abarcan campos tan
dispares como la comunicación [10, 11], la óptica [12], e incluso la biome-
dicina, debido a la posibilidad de integrar dispositivos nanoelectrónicos en
entornos biológicos [8, 13, 184].

Los puntos cuánticos coloidales suelen obtenerse inmersos en diversos
tipos de matrices, como materiales v́ıtreos, orgánicos o biológicos, o sim-
plemente en aire o vaćıo [13, 184, 185]. Una caracteŕıstica peculiar de estos
entornos es la muy distinta respuesta dieléctrica que presentan en compara-
ción con los semiconductores inorgánicos que más comúnmente constituyen
los QDs. La polarización del medio conlleva por tanto la aparición de altas
densidades de carga de polarización en la frontera del punto cuántico, que
pueden influir notablemente sobre el confinamiento y distribución de sus
portadores. Desde el trabajo pionero de Brus [186], un gran número de pu-
blicaciones ha tenido como objetivo la comprensión del papel que desempeña
el confinamiento dieléctrico sobre la estructrura energética y las propiedades
ópticas de las nanoestructuras semiconductoras, e incluso se han llevado a
cabo esfuerzos experimentales para tratar de incluir el diseño del entorno
dieléctrico como una variable más en el control de sus propiedades [187].

67
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Desde un punto de vista microscópico, un medio dieléctrico no es más
que electrones y núcleos en el vaćıo. No obstante, en lo que concierne a las
aproximaciones de masa efectiva y función envolvente (donde los detalles
microscópicos de la celda unidad son integrados), la interacción de los elec-
trones de conducción con los electrones internos y los núcleos atómicos es
promediada en forma de una interacción con un medio continuo capaz de ser
polarizado. En otras palabras, la aproximación de masa efectiva recupera la
visión macroscópica de la interacción culómbica.

La pregunta que se sucede es si la validez del tratamiento macroscópico
del apantallamiento electrostático prevalece cuando se aplica al estudio de
la interacción entre portadores confinados en un sistema de tamaño nanos-
cópico. Aunque en un principio surgieron dudas y controversias al respecto,
como se verá en la sección 5.1 existen en la actualidad pruebas concluyen-
tes de que esta descripción de la interacción culómbica puede ser aplicada
al estudio de nanoestructuras sin más restricciones que las inherentes a las
aproximaciones de masa efectiva y función envolvente. Aśı pues, la EMA
proporciona una descripción conveniente del papel de la discontinuidad die-
léctrica en sistemas nanoscópicos, muy cercana a la intuición y el lenguaje
macroscópicos.

Dentro del marco de la electrodinámica clásica, la enerǵıa de interacción
culómbica entre dos cargas puntuales q1 y q2 en el seno de un semiconductor
continuo, homogéneo e isótropo con constante dieléctrica ε1 es

W =
q1q2

ε1|r1 − r2|
, (5.1)

donde ε1 resume el apantallamiento de la interacción culómbica mediante la
polarización macroscópica del medio.

En presencia de una interfaz que separa dos medios con diferente cons-
tante dieléctrica, deben tomarse en consideración los efectos adicionales de
la polarización superficial sobre la interacción culómbica. Este problema pre-
senta solución anaĺıtica en ciertos casos simples. Por ejemplo, una carga Q
situada en el centro de una esfera de radio R y constante dieléctrica ε1 in-
mersa en un medio infinito de constante dieléctrica ε2 produce un potencial
en la posición r dado por:

V (r) =







Q
ε2 r

, r > R

Q
R ( 1

ε2
− 1

ε1
) + Q

ε1 r
, r ≤ R

(5.2)
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Más complicado pero también anaĺıticamente soluble es el caso de dos
cargas puntuales situadas en posiciones arbitrarias en el interior de la es-
fera anterior [186]. Sin embargo, otros problemas con menor simetŕıa solo
admiten soluciones numéricas de la ecuación de Poisson,

∇r(ε(r) ∇rV (r′, r)) = −4πρ(r′), (5.3)

con las adecuadas condiciones de contorno.

Si la enerǵıa electrostática W de un sistema de cargas puntuales (que
podŕıamos considerar como la discretización de una distribución continua de
carga) situadas en un medio homogéneo se escribe como

W =
1

2

∑

i,j

qi qj
ε rij

, (5.4)

debeŕıamos excluir de forma expĺıcita los términos infinitos de autoenerǵıa

ĺım
rii→0

q2i
ε rii

, (5.5)

de modo que no exista autointeracción de las cargas consigo mismas. Sin
embargo, en presencia de polarización superficial sobrevive una contribución
finita de la autoenerǵıa. Ésta deriva de la interacción de cada carga con su
propia carga imagen. Aśı, por ejemplo, una carga puntual Q en un medio
uniforme de constante dieléctrica ε1 a una distancia d de un plano infinito
que la separa de otro medio de constante dieléctrica ε2 genera un potencial
en cada punto R1 del medio en que está situada (véase la Fig. 5.1) dado por

R1

R2

q

Q

d

d

Figura 5.1: Carga puntual Q en un medio uniforme de constante dieléctrica ε1 a una
distancia d de un plano infinito que la separa de otro medio de constante dieléctrica ε2,
su correspondiente carga imagen q y un punto arbitrario del medio donde Q está ubicada.
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V (R1) =
1

ε1

(
Q

R1
+

q

R2

)

, (5.6)

donde q = ε1−ε2
ε1+ε2

Q. La expresión (5.6) puede ser obtenida a partir de un
análisis elemental de electrostática clásica.

En el ĺımite R1 → 0, después de sustraer la autoenerǵıa infinita corres-
pondiente a una part́ıcula clásica puntual y de multiplicar, como en (5.4),
por un factor 1/2 para considerar la enerǵıa electrostática almacenada por
el sistema, se obtiene una autoenerǵıa finita remanente dependiente de la
posición,

Vs =
1

ε1

ε1 − ε2
ε1 + ε2

Q

4 d
. (5.7)

Este problema académico ejemplifica un comportamiento caracteŕıstico
del potencial de autopolarización. A medida que Q se aproxima a la interfaz,
Vs diverge. Este resultado, f́ısicamente incoherente, deriva de la asignación
de la polarización superficial a una interfaz infinitamente delgada. Tampoco
esta asunción es f́ısicamente coherente, pues en realidad la interfase de se-
paración entre dos medios dieléctricos presenta un espesor finito en el que
tiene lugar una transición progresiva entre los valores de las constantes die-
léctricas ε1 y ε2 de uno y otro medio. Abordaremos este tema con mayor
profundidad a lo largo del caṕıtulo.

En resumen; de acuerdo con la electrodinámica de los medios continuos,
una carga situada en las proximidades de la interfaz que separa dos medios
continuos, homogéneos e isótropos con distinta respuesta dieléctrica induce
cargas de polarización superficiales. Como consecuencia, aparecen dos nuevas
contribuciones a la enerǵıa de los portadores: Por un lado, una contribución
de part́ıcula independiente, derivada de la interacción entre los portadores y
sus propias cargas de imagen (enerǵıa de autopolarización). Por otro lado, la
contribución multipart́ıcula proveniente de la interacción de un portador con
las cargas inducidas por el resto (polarización de la interacción culómbica).

En este caṕıtulo estudiamos teóricamente la influencia del confinamiento
dieléctrico sobre la enerǵıa, distribución de carga de los portadores y pro-
piedades ópticas de diversos sistemas nanoscópicos cargados con uno y dos
electrones, empleando para ello la descripción macroscópica del apantalla-
miento electrostático. En la sección 5.1 analizaremos las evidencias teóricas
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acerca de la validez de este tratamiento en el estudio de las interacciones en-
tre portadores confinados nanoscópicamente. En las dos siguientes secciones
se revisan los problemas que conlleva el uso de esta descripción macroscópica,
aśı como los diferentes modelos f́ısicos y matemáticos que se han empleado
para soslayar las dificultades computacionales surgidas. La sección 5.4 está
dedicada al estudio del comportamiento de impurezas dadoras hidrogenoi-
des en QDs, y cómo sus propiedades se ven afectadas por la discontinuidad
dieléctrica. Finalmente, en la sección 5.5 mostraremos que en el régimen de
fuerte discontinuidad dieléctrica el confinamiento dieléctrico puede competir
con el confinamiento espacial, conduciendo bajo las condiciones adecuadas
a la formación de estados superficiales en los que la polarización de la inter-
acción culómbica domina la dinámica del sistema. Finalizaremos la sección
analizando el espectro teórico de absorción en el infrarrojo lejano de QDs
poblados con dos electrones, lo que nos permitirá proponer este tipo de
espectroscopia como una herramienta adecuada para confirmar experimen-
talmente la formación de estados superficiales inducidos por el confinamiento
dieléctrico.

5.1. Validez de la electrodinámica de los medios

continuos en nanocristales

En su inicio, el estudio de las interacciones culómbicas en QDs dentro
del marco de las aproximaciones de masa efectiva y función envolvente fue
llevado a cabo con cierto escepticismo, debido a las razonables dudas acerca
de la aplicabilidad del tratamiento macroscópico del apantallamiento elec-
trostático a la escala nanoscópica. Tal controversia ha sido fuente de intenso
debate en los últimos años, motivando no pocos esfuerzos dirigidos a clarifi-
car este punto. En esta sección revisaremos brevemente si es válido emplear,
en sistemas nanoscópicos, la electrodinámica clásica y los parámetros ma-
croscópicos que caracterizan la respuesta dieléctrica del medio, o si por el
contrario, tales parámetros deben ser modificados y por tanto debe estable-
cerse para QDs un marco de aplicabilidad más restrictivo que el establecido
para la EFA.

Trabajos pioneros en el tratamiento teórico de la constante dieléctrica
en sistemas cuánticos confinados mostraron que ésta sufre una reducción
significativa en pozos cuánticos con un espesor menor de 2 nm [188, 189].
Posteriormente, Tsu y Babić [190] concluyeron que la reducción de la cons-
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tante dieléctrica supone solo un efecto menor sobre la enerǵıa de enlace de
impurezas hidrogenoides en QDs de pequeño tamaño en comparación con
el mayor efecto provocado por las cargas de polarización en la frontera del
QD cuando éste presenta una fuerte discontinuidad dieléctrica con el medio
en que está inmerso. Este análisis entra en contradicción con estudios más
recientes (discutidos más adelante), que asocian la aparente reducción de la
constante dieléctrica al efecto de las cargas de polarización inducidas por la
discontinuidad dieléctrica entre el QD y su entorno. No obstante, podemos
encontrar de nuevo la misma doble inclusión de efectos en otros trabajos
contemporáneos [191].

Todos los estudios anteriores emplean la aproximación de masa efectiva
y, por tanto, presuponen que la electrodinámica de los medios continuos es
aplicable al estudio de los efectos culómbicos en QDs. En el mismo año, Wang
y Zunger [192] llevaron a cabo cálculos de pseudopotencial para clústers de
Si en un rango de 100 hasta 1300 átomos, cubriendo aśı tamaños de QD des-
de 0.4 hasta 2 nm. La comparación con resultados experimentales permitió
concluir que, efectivamente, la constante dieléctrica disminuye a medida que
lo hace el tamaño del QD. Sin embargo, estos trabajos asumen la validez
del concepto de constante dieléctrica en QDs, a pesar de no haber sido ra-
tificada en base a cálculos microscópicos autoconsistentes. Esto fue llevado
a cabo al año siguiente por Lannoo et al. [193], quienes corroboraron ade-
más que la reducción de la constante dieléctrica es originada por las cargas
de polarización. Más recientemente, los mismos autores [194] demostraron
por medio de cálculos atomı́sticos que, independientemente del tamaño del
QD, localmente se recupera la función dieléctrica del bulk, excepto en una
fina capa superficial del orden de la distancia interatómica. Conclusiones
similares han sido obtenidas muy recientemente por medio de cálculos DFT
en aproximación LDA [195, 196], atribuyendo de nuevo la disminución del
apantallamiento dieléctrico a las cargas de polarización inducidas sobre la
superficie del QD. En 2006, Ninno et al. [197] confirmaron la conclusión an-
terior, obteniendo además un modelo anaĺıtico para la dependencia con la
posición de la función dieléctrica en un QD con una impureza hidrogenoide
central.

De los estudios anteriores se desprende que:

La descripción macroscópica del apantallamiento electrostático es apli-
cable al estudio de las interacciones culómbicas entre portadores con-
finados en QDs independientemente del tamaño de éstos, y por tanto,
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las aproximaciones de masa efectiva y función envolvente pueden em-
plearse a tal propósito sin mayores restricciones que las propias.

Localmente, la constante dieléctrica a considerar es justamente la del
bulk del material en que se encuentra la carga fuente, excepto en una
fina capa superficial del orden de la distancia interatómica.1

5.2. Interacciones culómbicas en puntos cuánticos

confinados por barreras infinitas

El modelo más simple que podemos adoptar para la descripción de esta-
dos confinados en puntos cuánticos en el marco de la EMA consiste en asumir
un confinamiento perfecto de los portadores en el QD. Para ello empleamos
barreras de potencial de altura infinita localizadas en la frontera del QD.
La versatilidad de este modelo reside en la obtención de soluciones anaĺıti-
cas para los estados estacionarios del QD cuando éste presenta geometŕıas
simples. Éste fue el modelo que empleó Brus [186] para estudiar los efectos
de la interacción culómbica (incluyendo aquellos derivados de la disconti-
nuidad dieléctrica) sobre el espectro energético excitónico y bielectrónico de
pequeños nanocristales esféricos. Debido a la restricción impuesta por la ba-
rrera infinita, los portadores permanecen necesariamente en el interior del
volumen del QD. Por tanto, el potencial electrostático a determinar es aquél
generado entre cargas situadas en el mismo medio, aunque modificado por el
efecto de las cargas de imagen superficiales inducidas por la discontinuidad
dieléctrica entre el QD y su entorno. De acuerdo con los conceptos de la
electrostática clásica, estas cargas tendrán el mismo signo que la carga in-
ductora si la constante dieléctrica del QD (εdot) es mayor que la del entorno
(εout), y el signo opuesto si εdot < εout.

El perfil de función dieléctrica que Brus empleó presentaba una discon-
tinuidad de tipo escalón en la frontera del QD, asumiendo impĺıcitamente
un espesor nulo para la interfaz dieléctrica. Tal elección respond́ıa a crite-
rios de simplicidad, puesto que éste es uno de los pocos casos en que es
posible obtener soluciones anaĺıticas de la ecuación de Poisson. El potencial

1Como se verá en la sección 5.3, el modelo de función dieléctrica empleado en la presente
Tesis para el cálculo del potencial de autopolarización resulta coherente con esta restric-
ción. Este modelo otorga a la interfase dieléctrica entre el QD y su entorno un espesor, del
orden de la distancia interatómica, en el que la función dieléctrica vaŕıa suavemente entre
los valores del bulk de los materiales implicados.
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electrostático aśı obtenido en el interior del QD tiene la forma, en unidades
atómicas (u.a.),

V (r1, r2) = ± 1

εdot|r1 − r2|
+ Vs(r1) + Vs(r2) ± P (r1, r2), (5.8)

donde, fijado el origen de coordenadas en el centro del QD,

Vs(ri) =

∞∑

l=0

εdot − εout
2R εdot

l + 1

εout(l + 1) + εdot l

(ri
R

)2l
(5.9)

y

P (r1, r2) =
∞∑

l=0

εdot − εout
R εdot

l + 1

εout (l + 1) + εdot l

(r1r2
R

)l
Pl

(
r1r2

r1r2

)

, (5.10)

siendo Pl(x) el polimonio de Legendre de orden l y R el radio del QD. El
primer término de la parte derecha de la Ec. (5.8) corresponde a lo que de
ahora en adelante denominaremos bare Coulomb o Coulomb directo, i.e.,
la interacción culómbica entre portadores supuesta la ausencia de discon-
tinuidad dieléctrica. Vs [Ec. (5.9)] etiqueta al potencial monopart́ıcula de
autopolarización, derivado de la interacción de cada portador con su propia
carga inducida, y P [Ec. (5.10)] representa la interacción entre un portador
y las cargas de imagen inducidas por el otro. Resulta inmediato comprobar
que en ausencia de discontinuidad dieléctrica los dos últimos términos se
anulan, reduciendo aśı la Ec. (5.8) a la interacción culómbica en el bulk del
material que constituye el QD. Si ambas cargas presentan signos opuestos, el
signo negativo prevalece en la Ec. (5.8), mientras que el signo será positivo
si las cargas son del mismo signo.

En el caso excitónico (interacción entre un electrón de la banda de con-
ducción y un hueco de la de valencia) puede apreciarse que los términos P
y Vs presentan signos opuestos, y que el término l = 0 de P (el más im-
portante) se cancela con los términos l = 0 de Vs(r1) y Vs(r2). Es más, los
términos residuales (l ≥ 1) de P y los de [Vs(r1) + Vs(r2)] tienen, en pro-
medio, valores absolutos similares [193, 186, 198]. Este hecho cancela casi
totalmente la influencia de la discontinuidad dieléctrica sobre la interacción
electrón-hueco. Tal y como mostraron Bolcatto y Proetto [199], esta cance-
lación no se restringe únicamente al caso de geometŕıas esféricas, sino que
también es efectiva en QDs con forma cúbica.
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Aunque el espectro energético excitónico no resulta alterado por efec-
tos de polarización, otras propiedades excitónicas pueden verse afectadas
profundamente. Fonoberov et al. [198] predijeron que la enerǵıa de enlace
excitónica se duplica en nanocristales de CdS cuando éstos están inmersos
en un medio dieléctrico con ε=1.78, y Ferreyra y Proetto [200] mostraron
que el aumento de la enerǵıa de enlace era incluso más pronunciado en el
caso de QDs inhomogéneos.

El caso de cargas interactuantes del mismo signo resulta más complejo,
debido principalmente a:

Los potenciales de polarización [Ec. (5.10)] y de autopolarización [Ec.
(5.9)] no se compensan, puesto que ahora presentan el mismo signo,
conduciendo a un aumento (disminución) de la interacción culómbica
cuando εdot > εout (εdot < εout).

La repulsión provocada por el bare Coulomb [primer término de la
parte derecha de la Ec. (5.8)] aproxima a los portadores a la superficie
del QD, aumentando aśı los efectos de las cargas de imagen.

Bajo estas circunstancias (cargas del mismo signo), el espectro energéti-
co del QD puede variar considerablemente a medida que lo hace su entorno
dieléctrico [186]. De hecho, en el ĺımite de una fuerte discontinuidad die-
léctrica, la interacción entre portadores está dominada por los efectos de
polarización superficial [201], que pueden incluso provocar reconstrucciones
de estados multipart́ıcula excitados [202]. Propiedades ópticas y de trans-
porte también pueden verse afectadas por las cargas de imagen. Aśı, por
ejemplo, Franceschetti et al. [201] y Orlandi et al. [202] observaron un im-
portante aumento de las enerǵıas de adición cuando los QDs están inmersos
en un medio de baja constante dieléctrica.

Es importante recordar que todos los cálculos referenciados en esta sec-
ción asumen un confinamiento total de las cargas en el interior del QD.
Discutiremos en la próxima sección las dificultades que surgen cuando mo-
delos más realistas del potencial de confinamiento espacial se combinan con
discontinuidades dieléctricas.



76 Caṕıtulo 5: Confinamiento dieléctrico

5.3. Barreras confinantes finitas e interfases die-

léctricas. Ĺımite de la electrodinámica clásica

Como se ha evidenciado en caṕıtulos anteriores, la condición de barrera
infinita resulta a menudo demasiado restrictiva para describir adecuada-
mente la f́ısica de los puntos cuánticos. Dicha restricción no es inherente a
la EMA, y puede ser modificada para incluir el efecto de la penetración de
la densidad de carga de los portadores en la región de la barrera. En tal
caso, las ecuaciones (5.8)-(5.10) obtenidas por Brus para el potencial elec-
trostático en el interior del QD deben ser ampliadas para incluir el caso en
que los portadores se encuentren en el medio externo, aśı como el caso en
que se sitúen en medios diferentes. Bolcatto y Proetto [22] obtuvieron tales
ecuaciones, generalizándolas para un número indeterminado N de interfases
dieléctricas concéntricas que delimitan N + 1 regiones de diferente respuesta
dieléctrica. Aśı, el potencial de interacción culómbica entre dos portadores
se expresa, en u.a.,

V i,m
c (r1, r2) = ± 1

εm

∞∑

l=0

Pl

(
r1r2

r1r2

)
Fim,l(r1, r2)

(1 − pm,lqm,l)
, (5.11)

donde el signo positivo (negativo) prevalece si ambas cargas son del mismo
(opuesto) signo. El supeŕındice i (m) indica que la part́ıcula con coordenada
r1 (r2) está situada en la región i (m). Con i y m tomando valores entre
0 y N , el potencial Vc queda definido en todo el espacio. Las funciones
Fim,l(r1, r2) se expresan como

Fim,l(r1, r2) =
[

pm,lr
l
> + r

−(l+1)
>

] [

rl< + qi,lr
−(l+1)
<

]m−1∏

j=i

1 + qj+1,lR
−(2l+1)
j

1 + qj,lR
−(2l+1)
j

(5.12)
si i < m,

Fim,l(r1, r2) =
[

pm,lr
l
> + r

−(l+1)
>

] [

rl< + qm,lr
−(l+1)
<

]

(5.13)

cuando i = m, y

Fim,l(r1, r2) =
[

pi,lr
l
> + r

−(l+1)
>

] [

rl< + qm,lr
−(l+1)
<

] i∏

j=m+1

1 + pj−1,lR
2l+1
j−1

1 + pj,lR
2l+1
j−1

(5.14)
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si i > m. En las ecuaciones anteriores, r> (r<) corresponde al mayor (menor)
valor entre r1 y r2, y Ri al radio de la interfaz dieléctrica entre las regiones
i e i + 1. Los coeficientes qi,l se definen de modo que q0,l = 0 (∀l), y para
0 < i ≤ m se expresan mediante la siguiente expresión recurrente:

qi,l =
l(εi − εi−1)R2l+1

i−1 + qi−1,l(εil + εi−1(l + 1))

εi(l + 1) + εi−1l + qi−1,l(l + 1)(εi − εi−1)R
−(2l+1)
i−1

. (5.15)

De modo similar, los coeficientes pi,l se definen de modo que pN,l = 0
(∀l) y, para m ≤ i < N ,

pi,l =
(l + 1)(εi − εi+1)R

−(2l+1)
i + pi+1,l(εi(l + 1) + εi+1l)

εi+1(l + 1) + εil + pi+1,ll(εi − εi+1)R2l+1
i

. (5.16)

La interacción entre portadores obtenida mediante las expresiones ante-
riores puede descomponerse como suma de dos contribuciones, que corres-
ponden a interacciones part́ıcula-part́ıcula (término rl</r

l+1
> ) y a interaccio-

nes part́ıcula-carga inducida por la otra part́ıcula (términos proporcionales
a qi,l, a pm,l y al producto qi,lpm,l). Aśı pues, el potencial de autopolarización

puede obtenerse a partir de V i,m
c (r1, r2) tomando r1 = r2 = r, eliminando de

(5.13) la contribución directa (término rl</r
l+1
> ) y dividiendo entre 2 como

corresponde a una autoenerǵıa. La expresión aśı obtenida para el potencial
de autopolarización en la región m es

V m
s (r) =

1

2εm

∞∑

l=0

1

(1 − pm,lqm,l)

[

pm,lr
2l + pm,lqm,lr

−1 + qm,lr
−2(l+1)

]

,

(5.17)

que en la región m = 0 coincide con la expresión obtenida por Brus [Ec.
(5.9)] cuando N = 1.

Las expresiones anteriores permiten, como hemos dicho, el estudio de in-
teracciones culómbicas en puntos cuánticos esféricos en la situación general
en que los portadores de carga pueden penetrar en la región de la barrera
merced a la consideración de barreras confinantes de altura finita. No obs-
tante, la combinación de un barreras finitas y discontinuidades de la función
dieléctrica en la superficie del QD no está exenta de problemas. Como se vió
al comienzo del caṕıtulo [Ec. (5.7)], el potencial de autopolarización diverge
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a medida que la carga inductora se acerca a la interfaz dieléctrica, divergen-
cia que reencontramos en el problema esférico. Ésta puede observarse en la
figura 5.2(b), donde se ha representado el perfil radial del potencial de auto-
polarización particularizando la expresión (5.17) para el caso de una única
interfaz. El empleo de barreras infinitas de potencial presenta la ventaja
práctica de conducir a funciones de onda de los portadores que se anulan en
la superficie del QD, eludiendo de este modo la singularidad que alĺı presen-
ta el potencial de autopolarización. Sin embargo, cuando la densidad de los
portadores es no nula en la superficie del QD (como ocurre al considerar ba-
rreras confinantes finitas) la singularidad resulta no integrable2. Varias han
sido las estrategias propuestas para sobrepasar esta dificultad sin renunciar
al empleo de barreras confinantes de altura finita [203, 204, 205, 206]. Por
ejemplo, Bányai et al. [206, 207] propusieron un potencial de autopolariza-
ción ’regularizado’, consistente en una interpolación lineal que sustituye al
potencial real en una fina capa superficial con un espesor del orden de la
distancia interatómica [véase la Fig. 5.2(c)]. La asunción subyacente es que
la descripción electrostática clásica de la interfaz entre medios dieléctricos
falla a distancias comparables a la distancia interatómica, y que la anterior
interpolación es un buen promedio de lo que en este dominio ocurre. De este
modo se evita la divergencia, aunque como contrapartida el potencial aśı
obtenido no escala adecuadamente con el tamaño.

Un rasgo común de las propuestas citadas anteriormente es que éstas
no siguen ninguna argumentación f́ısica, sino simplemente emplean un ardid
matemático que posibilita el cálculo eludiendo la divergencia (f́ısicamente
inconsistente) del potencial de autoimagen. La ráız de esta divergencia es
la asunción (de nuevo f́ısicamente inconsistente) de una interfaz dieléctrica
infinitamente delgada, puesto que en tal caso la carga superficial inducida no
tiene extensión espacial. La carga real y la inducida pueden coincidir en la
misma posición cuando se considera el confinamiento parcial de las cargas en
el QD, y en consecuencia la autoenerǵıa diverge. Por tanto, una descripción
más apropiada del potencial de autopolarización debeŕıa tener en cuenta el
espesor finito de la interfase dieléctrica. Esta fue la idea que llevó a Perram
y Barber [208] y a Stern [209] (en el caso de pozos cuánticos) y a Bolcatto y
Proetto [22] (en el caso de puntos cuánticos) a sugerir un modelo alternativo
para el potencial de autopolarización que elude cualquier divergencia y ade-

2El potencial de interacción part́ıcula-carga inducida por la otra part́ıcula (polarización
de la interacción culómbica) presenta también una divergencia cuando r1 y r2 tienden a
R simultáneamente, pero ésta es integrable y no causa dificultades numéricas.
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Figura 5.2: (a) Perfil de la función dieléctrica tipo escalón. (b) Sección radial del potencial
de autopolarización correspondiente a la función dieléctrica tipo escalón. (c) Estrategia de
regularización propuesta por Bányai et al. [206]. (d) Variación continua de la función die-
léctrica en la interfase de espesor δ. La linea continua corresponde al perfil cosenoidal,
y la discontinua al lineal. (e) Esquema del resultado de la discretización del perfil con-
tinuo de la función dieléctrica. (f) Esquema de la estrategia de cálculo del potencial de
autopolarización en la interfase.
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más presenta un escalado correcto con el tamaño. Este modelo reemplaza
la función dieléctrica de tipo escalón por una variación cont́ınua de la cons-
tante dieléctrica en una fina capa superficial con un espesor del orden de la
distancia interatómica [véase la Fig. 5.2(d)], obteniendo como resultado un
potencial de autopolarización integrable.

El modelo de variación continua de la función dieléctrica encuentra su
justificación en que: (i) La interfase entre dos medios dieléctricos (e incluso
entre un medio dieléctrico y el vaćıo) nunca es perfectamente abrupta como
asume el modelo de función dieléctrica discontinua. (ii) Los resultados obte-
nidos por Delerue et al. [194] mostraron que, aunque la respuesta dieléctrica
a considerar en QDs es la correspondiente al bulk del material en que se
encuentra la carga fuente, ésto deja de ser cierto en una fina capa superficial
del orden de la distancia interatómica.

5.3.1. Implementación computacional del potencial de auto-

polarización

De acuerdo con Bolcatto y Proetto [22], la resolución anaĺıtica de la ecua-
ción de Poisson para una variación cont́ınua de la constante dieléctrica no
es sencilla. En su lugar, resulta más conveniente explotar la solución exacta
del caso discont́ınuo [Ecs. (5.11)-(5.17)]. Aśı, el perfil continuo original de la
función dieléctrica se aproxima mediante otro consistente en N+1 escalones
[véase la Fig. 5.2(e)], de modo que cuando N → ∞ se recupera la solución
exacta de la ecuación de Poisson.

No obstante, la implementación computacional de este método exige el
uso de un número finito de intervalos de discretización, con lo que surge de
nuevo el problema de un potencial de autopolarización divergente, esta vez
en las N nuevas interfases. Sin embargo, estas nuevas divergencias numé-

ricas pueden evitarse siguiendo una adecuada estrategia de discretización.
Como mostramos en la Ref. [27], cada nueva interfaz dieléctrica en la fina
capa superficial se elige de modo que su radio equidiste de dos puntos de la
discretización radial en que se evalúa el potencial [véase la Fig. 5.2(f)]. De
este modo evitamos el cálculo en las interfases, obteniendo aśı un potencial
de autopolarización finito para todo punto del mallado y que mantiene a su
vez el adecuado escalado con el tamaño.

Otra dificultad a la que nos enfrentamos deriva de la necesidad de es-
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tablecer un valor de corte finito del ı́ndice l del sumatorio implicado en la
Ec. (5.17)3. La lenta convergencia de esta suma obliga a alcanzar valores
elevados de l, para los que se observa una falta importante de precisión
numérica. Esta falta de precisión proviene de los errores de redondeo acu-
mulados en la obtención de los coeficientes pm,l y qm,l; para valores mode-
radamente grandes de l (aunque mucho menores que el valor lconv necesario
para obtener la convergencia), pm,l llega a ser extremadamente pequeño, y
qm,l extremadamente grande. La simple inspección visual de la Ec. (5.17)
permite observar que la dimensionalidad de estos coeficientes depende de (y
aumenta con) el valor de l, motivo de su comportamiento. Para evitar los
errores de redondeo, proponemos pues [27] una reescritura computacional-
mente más adecuada de los coeficientes pm,l y qm,l (y por ende del potencial
de autopolarización) forzando su adimensionalidad para todo valor de l:

q̃m,l =







l(ǫm−ǫm−1)+q̃m−1, l (l ǫm+(l+1)ǫm−1)(
Rm−2
Rm−1

)2l+1

(l+1)ǫm+lǫm−1+q̃m−1, l (l+1)(ǫm−ǫm−1)(
Rm−2
Rm−1

)2l+1
si m > 0

0 si m = 0

(5.18)

p̃m,l =







(l+1)(ǫm−ǫm+1)+p̃m+1, l ((l+1) ǫm+lǫm+1)(
Rm

Rm+1
)2l+1

(l+1)ǫm+1+lǫm+p̃m+1, l l (ǫm−ǫm+1)(
Rm

Rm+1
)2l+1

si m < N

0 si m = N
(5.19)

donde R−1 = 0 y RN+1 = ∞.

En términos de estos nuevos coeficientes, la expresión (5.17) se reescribe
como

V m
s (r) =

1

2 r ǫm

∞∑

l=0

1

1 − p̃m,lq̃m,l(
Rm−1

Rm
)2l+1

× (5.20)

[

p̃m,l(
r

Rm
)2l+1 + p̃m,lq̃m,l(

Rm−1

Rm
)2l+1 + q̃m,l(

Rm−1

r
)2l+1

]

.

Empleando las ecuaciones (5.18)-(5.21) es posible calcular con precisión
términos con l > 4000, valor superior al necesario para alcanzar la conver-

3Este problema no se presenta en la obtención de los elementos de la matriz Vc de
interacción culómbica entre portadores, pues ciertos condicionantes de simetŕıa hacen que
solamente unos pocos valores de l en la Ec. (5.11) presenten una contribución no nula en
el cálculo (véase la sección 1.6.1).
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gencia.

Una clara ventaja de la aproximación multiescalón al perfil continuo
de la función dieléctrica es que las expresiones obtenidas para el potencial
electrostático son válidas para cualquier perfil dieléctrico. De este modo se
evita la necesidad de resolver la ecuación de Poisson para cada perfil de
la función dieléctrica estudiado, lo que en muchos casos resulta tedioso y
computacionalmente costoso por no presentar el problema solución anaĺı-
tica. La siguiente cuestión que se plantea es determinar cuál debe ser la
función dieléctrica particular a emplear. En la Ref. [22] se estudiaron dos
posibles perfiles para la variación de la constante dieléctrica en la interfase:
lineal y cosenoidal. Según esta referencia, el modelo cosenoidal parece ser el
más robusto f́ısicamente, puesto que da lugar a un potencial de autopola-
rización bien definido en todo punto. Por contra, el modelo lineal presenta
singularidades (aunque integrables) alĺı donde la derivada de ε(r) no es con-
tinua. En cualquier caso, aunque no existen argumentos f́ısicos sólidos para
establecer el perfil más adecuado, se ha comprobado que ambos ofrecen re-
sultados similares. Es más, los efectos producidos por los correspondientes
potenciales de autopolarización sobre el espectro energético y distribución
de la densidad electrónica de los sistemas estudiados resultan ser muy poco
sensibles a pequeños cambios del grosor de la capa interfacial [22, 30, 34].

Mediante el empleo de barreras de potencial finitas en presencia de dis-
continuidades dieléctricas (asumiendo una variación cosenoidal de la cons-
tante dieléctrica en la capa interfacial), Bolcatto y Proetto [210] estudiaron
la corrección excitónica al band gap óptico de part́ıculas independientes (in-
cluyendo la contribución de la autoenerǵıa) en puntos cuánticos coloidales
de CdSe enterrados en una matriz polimérica. Comparando sus resultados
con datos experimentales [211] encontraron que la corrección excitónica era
sobrestimada cuando no se teńıan en cuenta los efectos de la discontinuidad
dieléctrica. Sin embargo se lograba un buen acuerdo entre teoŕıa y experi-
mento cuando se consideraban todas las contribuciones electrostáticas. Aśı
pues, de este trabajo pueden extraerse dos importantes conclusiones: (i) En
general, la influencia de los efectos de polarización sobre la enerǵıa excitónica
no se cancela como predice el modelo de barrera infinita. (ii) En consecuen-
cia, estos resultados enfatizan la importancia de considerar el confinamiento
parcial de los portadores en el QD (barreras finitas) junto con interfases
dieléctricas de espesor no nulo para la correcta descripción de la f́ısica de
puntos cuánticos en presencia de discontinuidades dieléctricas.
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Figura 5.3: Perfil radial del potencial de autopolarización para un QD de radio R = 5 nm
y constante dieléctrica εdot = 4 en aire o vaćıo (εout = 1), obtenido según el modelo de
variación cosenoidal de la constante dieléctrica en una interfa se de espesor δ = 0.3 nm.
La ĺınea discontinua vertical indica la frontera del QD.

En las siguientes secciones investigaremos el efecto del confinamiento
dieléctrico sobre la estructura energética y las distribuciones de densidad
de carga de nanoestructuras esféricas sometidas a una fuerte discontinuidad
dieléctrica, tanto en condiciones de barrera finita como infinita. En todos
los casos hacemos uso del perfil cosenoidal para modelizar la variación con-
tinua de la constante dieléctrica en la capa interfacial, que asumimos de un
grosor δ = 0.3 nm. El número de regiones de respuesta dieléctrica uniforme
en que se divide esta capa interfacial ha sido optimizado a 500, y el valor
máximo empleado del ı́ndice l a 1000, parámetros con los que se consigue la
precisión deseada sin un coste computacional excesivo. Un ejemplo concreto
del potencial de autopolarización aśı obtenido puede verse en la figura 5.3,
correspondiente al sistema formado por un QD de radio 5 nm y constante
dieléctrica εdot = 4 en aire o vaćıo (εout = 1). Una caracteŕıstica a destacar
de este potencial es que puede ser tanto atractivo como repulsivo. Si la carga
fuente se sitúa en el medio de mayor constante dieléctrica, la carga inducida
presenta su mismo signo, y la interacción es repulsiva. En caso contrario,
la carga inducida es de signo opuesto, y la interacción resulta atractiva. Es
importante notar la fuerte asimetŕıa entre las capacidades de atracción y
repulsión de este potencial. Mientras que la desestabilización generada en
la zona repulsiva cercana a la frontera es relativamente suave, éste no es
el caso al otro lado de la interfase, donde el potencial presenta un estrecho
pero profundo pozo atractor. Como veremos con posterioridad, este pozo
de potencial tendrá un papel clave sobre las distribuciones de densidad de
carga y propiedades de las nanoestructuras bajo estudio.
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5.4. Impurezas dadoras hidrogenoides en puntos

cuánticos

Durante la segunda mitad del pasado siglo, el dopaje con impurezas en
semiconductores extendidos pasó de ser una fuente de irreproduciblidad de
ciertas propiedades semiconductoras a convertirse en una tecnoloǵıa útil y
reproducible que ha sido empleada para controlar las propiedades eléctricas
y ópticas de un amplio espectro de dispositivos semiconductores. Transis-
tores, celdas solares o diodos de unión son algunos ejemplos de aplicación
de esta tecnoloǵıa [212]. Sin embargo, la progresiva miniaturización de los
dispositivos semiconductores conduce a la aparición de nuevos problemas, y
exige una mayor integración de las impurezas como elemento de control y
un mayor dominio del dopaje [212, 213]. En concreto, con la aparición de las
estructuras de baja dimensión (pozos, hilos y puntos cuánticos) emergieron
nuevas perspectivas en el arte del dopaje con impurezas, aunque también
una mayor complejidad en su comportamiento [190, 66]. Sin embargo, es
precisamente esta complejidad, originada por la presencia de nuevas fuentes
de confinamiento superpuestas a la propia de las impurezas, la que les otorga
la versatilidad óptima para su uso tecnológico.

Nuestro interés particular reside no sólo en la evidente importancia tec-
nológica, sino también en el hecho que el sistema formado por un electrón de
conducción en presencia de una impureza es el que permite iniciar de forma
más sencilla el estudio de la influencia de la discontinuidad dieléctrica sobre
las interacciones culómbicas en puntos cuánticos. El motivo es que una de las
cargas implicadas (la impureza) permanece fija en su posición. Centraremos
nuestro estudio sobre aquellas impurezas conocidas como hidrogenoides, en
particular en las de tipo dador. Esta clase de impurezas suele nacer de la
sustitución de un átomo de la red cristalina por otro que presenta en su capa
de valencia un electrón más que el átomo sustituido. Formalmente podemos
contemplar este nuevo átomo como la suma del electrón extra que aporta a
la red cristalina y el catión monovalente del átomo dopante, cuya capa de
valencia es isoelectrónica con la del sustituido. La mayor carga formal de
este ion es responsable de la aparición de estados electrónicos localizados de
enerǵıa menor a la del fondo de la banda de conducción del semiconductor
huésped, y que por tanto se sitúan en el gap de enerǵıa entre sus bandas de
valencia y de conducción.

Las impurezas de tipo hidrogenoide pueden definirse como aquellas cu-
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yos estados ligados se extienden más allá de unas pocas celdas unidad de
la red cristalina [212]. Ello permite su estudio mediante la aproximación de
masa efectiva [38], y su descripción mediante el modelo de átomo hidroge-
noide. Este modelo (ampliamente validado por un vasto número de estudios
ópticos y eléctricos [214]) describe a la impureza dadora como un átomo de
hidrógeno, con un electrón enlazado a un núcleo positivo, aunque con dos
modificaciones fundamentales. En primer lugar, la masa del electrón es susti-
tuida por su masa efectiva en la banda de conducción del semiconductor, m∗.
En segundo lugar, el potencial de atracción culómbica se ve reducido en la
medida dictada por la constante dieléctrica del material, ε. En consecuencia,
la estructura energética y la extensión espacial de los estados electrónicos de
la impureza dadora son equivalentes a las del átomo de hidrógeno, aunque
escaladas en virtud de estos dos parámetros. La enerǵıa de enlace entre el
electrón y el núcleo de la impureza resulta Eb = m∗

ε2
IH , donde IH = 13.6 eV

es el potencial de ionización (o enerǵıa de enlace) del átomo de hidrógeno,
y el radio efectivo de Bohr se expresa como a∗0 = ε

m∗a0, donde a0 = 0.53 Å
es el radio de Bohr.

Debido a este escalado, la enerǵıa de enlace en la mayoŕıa de semiconduc-
tores extendidos experimenta una reducción de varios órdenes de magnitud
con respecto a la del átomo de hidrógeno. De hecho, en estas condiciones,
incluso la enerǵıa térmica a temperatura ambiente puede promocionar al
electrón desde los estados localizados del gap al continuo de enerǵıa (es decir,
a los estados deslocalizados de la banda de conducción del semiconductor),
habilitando por tanto la conductividad extŕınseca. Sin embargo, el confina-
miento espacial al que se ve sometido este electrón en un cristal nanoscópico
puede afectar en gran medida a la capacidad de la impureza para retenerlo
[190]. Un mayor confinamiento del electrón hace aumentar su densidad de
carga en las proximidades del núcleo de la impureza, aumentando a su vez
la atracción culómbica entre ambos y por ende la enerǵıa de enlace. Ahora
bien, el propio confinamiento espacial provoca que el fondo de la banda de
conducción del semiconductor no sea por lo general accesible, con lo que
la definición de la enerǵıa de enlace Eb debe ser revisada. Es comúnmente
aceptado que la enerǵıa de enlace se tome en puntos cuánticos como la di-
ferencia energética entre los estados electrónicos fundamentales del sistema
en ausencia y presencia de la impureza.

En puntos cuánticos esféricos, la extensión del efecto del potencial con-
finante sobre Eb depende de la relación entre el radio R del QD y el radio
efectivo de Bohr de la impureza. Suele distinguirse entre dos reǵımenes de
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confinamiento: débil (cuando R > a∗0) y fuerte (cuando R < a∗0). A medida
que transitamos desde el primero al segundo, el confinamiento afecta más
intensamente a la densidad electrónica, provocando el aumento de la enerǵıa
de enlace.

Sin embargo, un régimen de confinamiento espacial débil no asegura va-
lores de Eb próximos a los del sólido extendido. Esto se debe a que, en na-
noestructuras, una contribución importante a Eb proviene del confinamiento
dieléctrico. Tomemos como ejemplo el caso de una impureza dadora situada
en el centro de un punto cuántico. El potencial VI generado por la impureza
presenta en este caso una expresión sencilla. En unidades atómicas,

VI(r) =







− 1
εdotr

−
(

1
εout

− 1
εdot

)
1
R si r ≤ R,

− 1
εoutr

si r > R.
(5.21)

El término proporcional a 1/R en (5.21) es el llamado potencial de po-
larización, efecto de las cargas inducidas por la impureza sobre la interfaz
dieléctrica. Cuando εdot > εout (cargas inducidas del mismo signo que el ion
dador), este término provoca una estabilización adicional del electrón en el
QD dopado, incrementando apreciablemente Eb. Si εdot < εout se cumple lo
contrario. Analizando la expresión (5.21) es inmediato concluir que: (i) El
efecto del confinamiento dieléctrico aumenta a medida que disminuye R. (ii)
Este efecto será máximo cuando la constante dieléctrica del medio externo
sea la unidad, es decir, cuando el QD considerado se encuentre en aire o vaćıo.

Otro factor que influye notablemente sobre la enerǵıa de enlace es la
posición relativa de la impureza dentro de la nanoestructura [215, 216, 217].
Sin embargo, hasta la fecha de publicación del trabajo expuesto en la pre-
sente sección, la investigación teórica de este efecto no hab́ıa sido trata-
da de forma exhaustiva en la literatura. Los estudios llevados a cabo so-
bre dadores hidrogenoides en nanocristales empleaban aproximaciones va-
riacionales en las que los efectos dieléctricos eran normalmente ignorados
[216, 217, 218, 190, 219, 191, 220, 221, 222, 223, 224, 225, 226], o, alternati-
vamente, métodos perturbacionales limitados a reǵımenes de confinamiento
fuerte [193, 227, 228, 229, 230]. La obtención de soluciones exactas del sis-
tema quedaba relegada al caso de impurezas centradas [231, 232, 233, 234].
Todos estos trabajos predicen la disminución de Eb con el descentrado del
dador, que se atribuye a la mayor desestabilización que sufre el electrón a
medida que la impureza atrae la densidad electrónica hacia la barrera de
potencial confinante. Por su parte, las cargas de polarización simplemente
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modulan el orden de enerǵıas de enlace en que este efecto tiene lugar.

La investigación expuesta a continuación aporta por primera vez solucio-
nes exactas (numéricas) al problema de la dependencia de Eb con la posición
del dador en QDs esféricos [27, 28], incluyendo los efectos de la discontinui-
dad dieléctrica con el entorno, la penetración de la densidad electrónica en
la región de la barrera, y la diferente masa efectiva del electrón en los me-
dios implicados. Sin embargo, se ha obviado el efecto de la no parabolicidad
de la banda de conducción, debido a que únicamente incorpora correcciones
cuantitativas y a que no estamos interesados en caracterizar materiales con-
cretos más allá de la descripción de tendencias cualitativas generales. Para
limitar el número de variables puestas en juego, seleccionamos como mate-
rial externo del QD aire o vaćıo (εout = m∗

out = 1), pues éstos son los medios
en que se espera que los efectos dieléctricos alcancen su mayor relevancia.
Mostraremos que, en general, la combinación de las diferentes fuentes de
confinamiento es fuertemente no aditiva, pudiendo conducir a situaciones en
que la enerǵıa de enlace no es máxima en el centro del QD como se predećıa
hasta el momento. Discutiremos además el porqué de esta discrepancia con
las aproximaciones más comúnmente empleadas. Finalizaremos la sección
analizando la densidad de estados (DOS) en el gap inducida por la presen-
cia de impurezas en las regiones cercanas a la superficie de nanocristales de
TiO2 [29], de importancia caudal en la interpretación del transporte en estas
nanoestructuras.

5.4.1. Método

El Hamiltoniano electrónico dentro de la aproximación de masa efectiva
y función envolvente es, para un QD en presencia de una impureza dadora
y en unidades atómicas,

H(r0, r) = −1

2
▽
(

1

m∗(r)
▽
)

+ V (r) + VI(r0, r) + Vs(r). (5.22)

donde r0 denota las coordenadas fijas del ion dador. Para QDs esféricos, el
potencial de autopolarización Vs(r) (cuya expresión se explicita en la sección
5.3), la masa efectiva del electrón m∗(r) y el potencial confinante espacial
V (r) dependen exclusivamente de la coordenada radial del electrón:

m∗(r) =

{
mdot si r ≤ R
mout si r > R

(5.23)
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V (r) =

{
0 si r ≤ R
V0 si r > R

(5.24)

donde V0 coincide en nuestro caso (QD en aire o vaćıo) con la electroafinidad
del material semiconductor. Sin embargo, la ubicación aleatoria del ion dador
en el QD rompe la simetŕıa esférica del problema. Sin pérdida de generalidad
podemos restringir su ubicación al semieje +z, en la posición relativa zI =
z0/R (donde z0 es la distancia de la impureza al centro del QD), y escribir VI
en términos de las coordenadas ciĺındricas (ρ,z) del electrón. Para obtener
la expresión de VI particularizamos las ecuaciones (5.11)-(5.16) al caso de
dos regiones i,m = 1, 2, y las reescribimos de un modo que resultará más
conveniente para su análisis:

V 1,1
I (z0; ρ, z) = φA + φB + φC r ≤ R, (5.25)

V 1,2
I (z0; ρ, z) = φD + φE r > R, (5.26)

donde

φA = − 1

ǫdot

∞∑

l=0

Pl

(

z
√

z2 + ρ2

)(
r<
r>

)l 1

r>
, (5.27)

φB = −
(

1

ǫout
− 1

ǫdot

)
1

R
, (5.28)

φC = − 1

ǫdot

∞∑

l=1

Pl

(

z
√

z2 + ρ2

){
(l + 1)(ǫdot − ǫout)

ǫout(l + 1) + ǫdotl

1

R

(r>
R

r<
R

)l
}

,

(5.29)

φD = − 1

ǫout

1

r>
, (5.30)

φE = − 1

ǫout

∞∑

l=1

Pl

(

z
√

z2 + ρ2

)

1

r>

(
r<
r>

)l{

1 +
l(ǫout−ǫdot)

ǫout(l + 1) + ǫdotl

}

,

(5.31)
siendo r> (r<) el mayor (menor) valor entre

√

ρ2 + z2 y z0 . En el interior
del punto cuántico, φA es el término culómbico directo (bare Coulomb), φB
es el potencial de polarización correspondiente a una impureza centrada [ver
Ec. (5.21)], y φC es la correción al término de polarización por efecto del
descentrado. En el medio externo, φD representa el potencial culómbico de
una impureza centrada, y φE su corrección debida al descentrado.
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El cálculo exacto (numérico) exige evaluar los sumatorios de las expresio-
nes anteriores hasta la convergencia. Ésta se alcanza sobradamente con un
valor máximo de l = 500. Para asegurar la precisión del método, los polino-
mios de Legendre Pl(x) se evalúan mediante la siguiente fórmula recurrente
[235]:

Pl(x) =
2l − 1

l
xPl−1(x) − l − 1

l
Pl−2(x). (5.32)

Finalmente, el primer término de la Ec. (5.22) es el operador hermı́tico
de enerǵıa cinética propuesto por BenDaniel y Duke [44], cuya expresión en
coordenadas ciĺındricas ya ha sido expuesta en la sección 1.3 [Ec. (1.20)].

La integración numérica del hamiltoniano (5.22) en un mallado de dis-
cretización (ρ,z) permite obtener la enerǵıa y función de onda del estado
fundamental electrónico para cada posible posición zI de la impureza en el
punto cuántico.

5.4.2. Fuentes de confinamiento

Con el objetivo de alcanzar un entendimiento más profundo de la depen-
dencia de la enerǵıa de enlace con la ubicación de la impureza en el punto
cuántico, dedicaremos esta sección al análisis del efecto que las distintas
fuentes de confinamiento puestas en juego ejercen de forma aislada.

Como ya se expuso en el caṕıtulo 2, el efecto más notable de la presencia
de discontinuidades másicas es el de aumentar la densidad electrónica en
aquella región de mayor masa efectiva. Lo que nos interesa en esta sección
es la fuerza inductora de este efecto: la estabilización energética originada en
esta zona por la menor enerǵıa cinética del electrón. En nuestro caso, esta
zona es la región externa del QD (aire o vaćıo), pues, para la gran mayoŕıa
de los semiconductores, m∗

dot < m∗
out = 1. A medida que la impureza se sitúa

más cerca de la frontera del QD, la cantidad de densidad electrónica que pe-
netra en el medio externo es mayor, y por tanto la estabilización del estado
fundamental electrónico por efecto de la discontinuidad másica aumenta. En
otras palabras, la discontinuidad másica favorece el aumento de la enerǵıa
de enlace con el descentrado.

Un razonamiento similar (ya expuesto anteriormente) permite concluir
que el confinamiento espacial determinado por la electroafinidad del semi-
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conductor inestabiliza el estado fundamental del sistema a medida que zI
aumenta, contribuyendo a la disminución de la enerǵıa de enlace con el des-
centrado.

La influencia del confinamiento dieléctrico requiere un análisis más ex-
haustivo. Para llevar a cabo este análisis nos apoyamos en cálculos, obtenidos
mediante la metodoloǵıa expuesta en la sección anterior, en los que se ha su-
primido artificialmente los confinamientos espacial y másico. Consideramos,
pues, un QD con m∗ = 0.2, R = 3 nm y electroafinidad EA = 0 eV en un
medio externo con la misma masa efectiva y con εout = 1, y calculamos la
enerǵıa del estado fundamental electrónico en función de la constante die-
léctrica del semiconductor εdot para diferentes valores del descentrado zI de
la impureza. Los resultados se muestran en la Fig. 5.4, donde las diferentes
series corresponden a cálculos que incluyen, por un lado, Coulomb directo
más polarización (S0), y por otro lado, la totalidad de los efectos dieléctri-
cos, es decir, Coulomb directo, polarización y autopolarización (S1).

S0

S1

z  = 0I

z  = 0.9I

ε dot

4 8 10 12 14 16 18 2062

−1.0

−0.2

−0.6

−1.4

E
 (

eV
)

Figura 5.4: Enerǵıa del estado fundamental electrónico en función de la constante dieléc-
trica εdot de un QD esférico con R = 3 nm y m∗

dot = 0.2 en aire o vaćıo (εout = 1) en
presencia de una impureza dadora y para diferentes descentrados de la misma (de arriba
hacia abajo, zI = 0.0, 0.5, 0.7 y 0.9). El origen de enerǵıas se ha situado en el fondo de la
banda de conducción. Las ĺıneas continuas (discontinuas) corresponden a cálculos en los
que se incluye (excluye) los efectos de autopolarización. En todos los casos se han ignorado
los efectos del confinamiento espacial y de la discontinuidad másica.

La convergencia de las enerǵıas correspondientes a todos los valores de zI
considerados (tanto en la serie S1 como en la S0) hacia un mismo valor en el
ĺımite εdot = 1 deriva del hecho que, en este ĺımite, εdot = εout. Por tanto, los
términos de polarización y autopolarización se anulan, y únicamente resta
el potencial culómbico directo en el vaćıo, que conduce en todos los casos a



5.4 Impurezas dadoras hidrogenoides en puntos cuánticos 91

E = -13.6m∗ = -2.72 eV.

La enerǵıa también es independiente del descentrado en el otro ĺımite,
i.e., εdot = ∞, aunque en este caso las series S0 y S1 convergen hacia di-
ferentes valores debido a que el potencial de autopolarización no se anula
en este ĺımite. La tendencia monotónica hacia este ĺımite ya fue observada
en QDs bajo régimen de confinamiento fuerte [229]. Cuando εdot → ∞, el
punto cuántico se comporta como un conductor. La carga q de la impureza
resulta totalmente apantallada, mientras que la misma cantidad de carga q
se distribuye uniformemente sobre la superficie esférica del QD. Por tanto,
independientemente de la posición de la impureza, el potencial culómbico es
constante en todo punto del interior del QD (V 1,1

I = q
εoutR

), y en el medio ex-

terno es análogo al producido por una impureza central (V 1,2
I = q

εoutr
)4. En

otras palabras, un valor elevado de εdot conduce a un potencial que presenta
una baja sensibilidad al descentrado de la impureza, con un ĺımite εdot → ∞
en el que la insensibilidad es total.

La región central de la Fig. 5.4 suscita mayor interés, pues es aqúı donde
se encontrarán los casos reales. En ésta se observa que el descentrado de la
impureza estabiliza la enerǵıa del sistema. Por motivos de claridad expositi-
va, obviamos de momento la influencia del potencial de autopolarización, y
nos concentramos en la serie S0 y en las expresiones (5.25)-(5.31) correspon-
dientes al potencial generado por la impureza. Las correcciones a la enerǵıa
provenientes de los términos φC y φE [Ecs. (5.29) y (5.31) respectivamente]5

son negativas (estabilizantes), y su acción aumenta con el descentrado. |φE |
decrece monotónicamente con εdot, mientras que |φC | alcanza un máximo
en las proximidades de εdot = 3. La combinación de ambas contribuciones
produce un máximo en las diferencias de enerǵıa entre los casos de impureza
centrada y descentrada para constantes dieléctricas cercanas a εdot = 3. Con
objeto de mostrar cómo el descentrado produce una estabilización efectiva
del estado electrónico, se ha representado en la figura 5.5 la sección ρ = 0
del potencial culómbico (excluyendo φA) para una impureza centrada (zI =
0) y una descentrada (zI = 0.7).

La autopolarización aumenta las diferencias de enerǵıa entre impurezas

4Estas expresiones pueden obtenerse como ĺımite de las ecuaciones (5.25)-(5.31), para
las que se obtiene φA = φC = φE = 0, φB = − 1

εoutR
y φD = − 1

εoutr
.

5Es importante recordar que estos términos son los que modifican el potencial de po-
larización por efecto del descentrado.
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Figura 5.5: Sección ρ = 0 del potencial culómbico [Ecs. (5.25)-(5.26)], excluyendo φA,
correspondiente a una impureza centrada (zI = 0, ĺınea discontinua) y a una descentrada
(zI = 0.7, ĺınea continua) en un QD esférico con R = 3 nm, εdot = 4 en aire o vaćıo (εout

= 1).

centradas y descentradas (serie S1 de la Fig. 5.4). A medida que zI au-
menta, también lo hace la cantidad de densidad electrónica presente en la
región externa, donde ejerce su influencia el pozo estabilizante del potencial
de autopolarización. Estas diferencias se verán incrementadas si tomamos en
consideración la discontinuidad másica. La figura 5.6(a) muestra este efecto,
producido al emplear una masa efectiva más realista para el medio externo
(m∗

out = 1). Sin embargo, estos efectos pueden verse reducidos drásticamente
por el confinamiento espacial, debido a que éste limita la capacidad de la
función de onda para promocionar densidad electrónica a la región externa
(véase la Fig. 5.7). En otras palabras, los efectos del potencial de autopola-
rización, de la discontinuidad másica, y del potencial confinante espacial son
altamente no aditivos. Las consecuencias de esta falta de aditividad serán
expuestas en las siguientes secciones.

Para finalizar esta sección, es conveniente hacer un último comentario
acerca de las condiciones en que la capacidad de estabilización por efecto
del descentrado será mayor. La figura 5.6(b) es análoga a la figura 5.4, pero
en este caso se ha disminuido la masa efectiva del elecrón en el QD hasta
m∗
dot = 0.05. Aunque el potencial culómbico es el mismo en ambas figuras,

una masa efectiva menor provoca una mayor extensión de la función de onda
en el QD, debido a que aumenta el radio efectivo de Bohr. Esto reduce el
efecto estabilizante de φC y φE sobre la enerǵıa total, y en consecuencia
disminuyen las diferencias de enerǵıa entre impurezas centradas y descen-
tradas. El efecto es el mismo al que conduce el aumento de εdot, lo que nos



5.4 Impurezas dadoras hidrogenoides en puntos cuánticos 93

permite concluir que el tránsito desde un régimen de confinamiento débil a
uno fuerte, bien debido a la disminución de m∗

dot, bien al aumento de εdot,
reduce la capacidad de estabilización por efecto del descentrado.
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Figura 5.6: Misma representación que en la figura 5.4 pero tomando (a) m∗

out = 1, y (b)
m∗

dot = m∗

out = 0.05. En las posiciones indicadas por la flecha auxiliar, las diferentes ĺıneas
S0 y S1 corresponden, de arriba hacia abajo, a zI = 0.0, 0.7 y 0.9.
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Figura 5.7: Misma representación que en la figura 5.4 pero tomando una altura del po-
tencial confinante espacial V0 = 1 eV. En la posición indicada por la flecha auxiliar, las
ĺıneas continuas (cálculos S1) corresponden, de arriba hacia abajo, a zI = 0.0, 0.5, 0.7 y
0.9, y las ĺınea discontinuas (cálculos S0) a los mismos valores de zI pero en oden inverso.
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5.4.3. Descentrado de una impureza hidrogenoide en un na-

nocristal de SiO2: Un caso paradigmático de régimen

de confinamiento débil

Como se apuntó al comienzo de la sección, la literatura contempla nume-
rosos cálculos de las enerǵıas del estado fundamental y de enlace de impu-
rezas dadoras (centradas y descentradas) en puntos cuánticos, modelizados
mediante potenciales confinantes de tipo parabólico y escalón (tanto con
barrera finita como infinita) [216, 217, 218, 220, 221, 222, 223, 225]. To-
dos estos trabajos abordan sistemas en que las discontinuidades dieléctricas
son pequeñas, razón por la que ignoran los efectos de polarización y auto-
polarización. Otra caracteŕıstica común de estos trabajos es que incluyen
situaciones en que los sistemas bajo estudio se encuentran en régimen de
confinamiento débil, donde los métodos perturbacionales no son adecuados,
de modo que la aproximación variacional es una buena alternativa.

La conclusión general obtenida de estos estudios es la disminución de Eb
con el descentrado de la impureza, atribúıda al efecto desestabilizante del
potencial confinante espacial. Sin embargo, las evidencias presentadas en la
sección 5.4.2 hacen sospechar que determinados sistemas podŕıan presentar
una tendencia opuesta. Véıamos que, para un nanocristal dopado en aire o
vaćıo, los confinamientos dieléctrico y másico promueven la estabilización
del estado fundamental electrónico con el aumento de zI (sobre todo en ré-
gimen de confinamiento débil), y que la mayor variación de enerǵıa frente a
zI se produce para valores de la constante dieléctrica εdot ≈ 3. Por tanto, el
estudio de un nanocristal de SiO2 (de constante dieléctrica εdot = 4 [228])
puede resultar de interés. Consideramos por tanto un QD esférico de SiO2

en aire, con R = 3 nm, masa efectiva m∗
dot = 0.5 [236] y electroafinidad EA

= 0.9 eV [237]. El radio efectivo de Bohr es por tanto a∗0 = ε
m∗ a0 = 4.2 Å

≪ R, por lo que el régimen de confinamiento es claramente débil.

La figura 5.8(a) muestra los resultados obtenidos de enerǵıa de enlace
frente a zI para el sistema considerado. Al igual que en la sección 5.4.2,
llevamos a cabo dos series de cálculos de Eb en función de zI : S0, que ex-
cluye el efecto del potencial de autopolarización, y S1, que considera la
totalidad de los efectos dieléctricos. En estos cálculos se ha asumido que la
altura de la barrera de potencial coincide con la electroafinidad del material
[238, 239]. Como se sospechaba, la figura evidencia un aumento de Eb con el
descentrado, justamente el comportamiento opuesto al generalmente acep-
tado. A pesar del efecto desestabilizante del potencial confinante espacial,
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Figura 5.8: (a) Enerǵıa de enlace Eb frente al descentrado zI de la impureza correspon-
diente a un QD esférico de SiO2 con R = 3 nm en aire o vaćıo (m∗

out = εout = 1). Los
cálculos se han realizado tanto considerando (S1, ĺıneas continuas) como ignorando (S0,
ĺıneas discontinuas) la contribución de la autopolarización. Los parámetros del SiO2 se
especifican en el texto. (b) Igual que (a) pero para V0 = 10 eV.

su interrelación con los confinamientos másico y dieléctrico conduce a una
estabilización con el aumento de zI .

Podŕıa pensarse que el valor relativamente pequeño de la electroafinidad
del SiO2 (EA = 0.9 eV) y, por tanto, de la altura de la barrera de potencial
confinante, puede ser la razón del comportamiento anómalo de Eb frente a
zI obtenido. Aśı pues, repetimos los cálculos anteriores, pero esta vez incre-
mentamos artificialmente la barrera de potencial hasta 10 eV (muy superior
a la de la mayoŕıa de los semiconductores). Los resultados, mostrados en la
figura 5.8(b), revelan que el comportamiento de Eb en este caso sigue siendo
cualitativamente distinto al obtenido en trabajos anteriores. Desde zI = 0
hasta zI ≈ 0.7, Eb aumenta (la densidad electrónica apenas siente la barrera
en este intervalo), mientras que para valores mayores de zI disminuye. En la
sección 5.4.5 discutiremos con mayor detalle la interrelación de los distintos
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factores que determinan Eb.

5.4.4. Régimen de confinamiento fuerte: Cálculo exacto fren-

te a la aproximación perturbacional

Nanocristales de pequeño tamaño constituidos por materiales con al-
ta constante dieléctrica y baja masa efectiva se encuentran en régimen de
confinamiento fuerte (R < a∗0). Para el cálculo de enerǵıas de enlace en
estos nanocristales, Ferreyra et al. [228, 230] desarrollaron la denominada
aproximación de confinamiento fuerte (strong confinement approach, SCA)6,
que tiene en consideración la influencia del confinamiento dieléctrico. Dichos
autores estudiaron la enerǵıa de enlace en QDs dopados con impurezas cen-
tradas y descentradas, empleando dos modelos distintos de confinamiento
espacial infinito: parabólico y de tipo escalón. Sus estudios muestran que la
aproximación de confinamiento fuerte proporciona buenos resultados en to-
dos los casos estudiados, para los que se obtiene la misma tendencia que en
los cálculos variacionales citados en la sección anterior: Eb decrece a medida
que la impureza se sitúa más próxima a la superficie del QD.

Tratamos a continuación de testear si la SCA es susceptible de ser genera-
lizada al caso (más realista) de potenciales de confinamiento espacial finitos
de tipo escalón. Llevamos a cabo los mismos cálculos que en la sección an-
terior (SiO2 en vaćıo o aire), pero en esta ocasión reducimos artificialmente
la masa efectiva a m∗

dot = 0.05 para entrar en el régimen de confinamiento
fuerte. Los resultados se muestran en la figura 5.9(a). Si el cálculo exacto
se realiza excluyendo la autoenerǵıa (serie S0), Eb resulta casi insensible al
descentrado, lo que no ocurre cuando se incluyen los efectos de autopolari-
zación (serie S1). Esto se debe a que, para valores de zI > 0.7, el pozo del
potencial de autopolarización atrae parte de la densidad electrónica hacia śı,
estabilizando la enerǵıa del QD dopado y provocando por tanto un aumen-
to sustancial de Eb. Las diferencias encontradas entre los cálculos S0 y S1,
junto con el hecho que la enerǵıa de enlace exacta aumente con zI , auguran
que la estimación perturbacional a primer orden que propone la SCA no será
apropiada en este caso. Por una parte, el potencial de autopolarización Vs no
contribuye al valor de Eb a primer orden de perturbación y, por otra parte,
el término culómbico VI siempre conduce a una reducción de Eb frente al

6Básicamente, esta aproximación consiste en una estimación perturbacional de primer
orden de Eb, que emplea el estado fundamental 1s del QD sin impureza (y en ausencia del
potencial de autopolarización) como función de onda de orden cero.
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Figura 5.9: (a) Cálculo exacto y estimación perturbacional a primer orden de la enerǵıa de
enlace Eb frente al descentrado zI para un QD esférico con R = 3 nm en aire o vaćıo (m∗

dot

= 0.05, m∗

out = 1 εdot = 4, εout = 1 y V0 = 0.9 eV). Los cálculos S1 (ĺıneas continuas)
incluyen la contribución de la autopolarización, mientras que los S0 (ĺıneas discontinuas)
la excluyen. Las funciones de orden cero empleadas en los cálculos perturbacionales corres-
ponden a las del punto cuántico libre de impureza en presencia y ausencia del potencial
de autopolarización, respectivamente. (b) Igual que (a), pero con V0 = 10 eV y εdot = 4.
(c) Igual que (a) pero con V0 = 10 eV y εdot = 8.
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descentrado bajo esta aproximación [228, 229]. Esta última predicción puede
explicarse del siguiente modo: En la aproximación de confinamiento fuerte,
Eb se calcula como el valor expectación, con signo contrario, del potencial
VI [Ecs. (5.25)-(5.31)] en el estado fundamental 1s del QD sin impureza.
La parte angular de la función de onda correspondiente es simplemente una
constante Y 0

0 (θ, φ) = 1/
√

4π, por lo que, en la integral a evaluar, únicamente
los términos Pl de VI contienen las variables angulares (θ, φ). Considerando
que los polinomios de Legendre pueden expresarse como [235]:

Pl

(

z
√

z2 + ρ2

)

=
4π

2l + 1

m=l∑

m=−l

Y m
l (θ0, φ0)∗ Y m

l (θ, φ), (5.33)

donde (θ0, φ0) son las coordenadas angulares (fijas) de la impureza, y que

1√
4π

〈Y m
l (θ, φ)〉 = 〈lm|00〉 = δl,0δm,0, (5.34)

se obtiene que

〈Pl
(

z
√

z2 + ρ2

)

〉 = 4πδl,0δm,0. (5.35)

Aśı pues, únicamente los términos l = 0 de las ecuaciones (5.25)-(5.31)
contribuyen a la estimación perturbacional a primer orden de Eb. El resul-
tado es análogo al que se obtendŕıa si VI se redujese a

V 1,1
I (l = 0) = − 1

ǫdotr>
−
(

1

ǫout
− 1

ǫdot

)
1

R
, r ≤ R (5.36)

V 1,2
I (l = 0) = − 1

ǫoutr>
, r > R (5.37)

donde r> = r si r > z0 y r> = z0 si r < z0, siendo r la coordenada ra-
dial del electrón y z0 la de la impureza. En otras palabras, únicamente V 1,1

I

depende de la posición de la impureza, y esta dependencia (menor |V 1,1
I |

cuanto mayor es z0) conduce siempre a una disminución de Eb frente a zI .
La figura 5.10, que representa de forma esquemática el potencial efectivo
expresado por las ecuaciones (5.36)-(5.37), permite inferir de forma visual
este resultado.

El razonamiento anterior también ayuda a entender porqué la aproxi-
mación perturbacional funciona adecuadamente para impurezas centradas
(zI = 0), mientras que se deteriora con el aumento de zI [ver figura 5.9(a)].
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De hecho, si zI = 0, las ecuaciones (5.25)-(5.31) se reducen a las ecuaciones
(5.36) y (5.37), de modo que el cálculo del valor expectación no desprecia en
este caso ningún término proveniente de mayores órdenes de perturbación.
Este no es el caso si zI 6= 0.

Podemos describir los resultados de la figura 5.9(a) como un balance en-
tre los efectos del potencial de polarización (estabilizante) y del potencial
confinante espacial (desestabilizante), de modo que Eb resulta prácticamen-
te insensible al descentrado [ver serie S0 en la figura 5.9(a)]. Sin embargo,
cuando la autoenerǵıa (estabilizante) entra en juego el efecto neto es un au-
mento de Eb frente a zI . Esta situación podŕıa invertirse incrementando el
potencial confinante espacial. Este es el caso mostrado en la figura 5.9(b),
donde se ha tomado una barrera de potencial de 10 eV, suficientemente ele-
vada como para que el estado fundamental la sienta como infinita. En estas
condiciones, la aproximación de confinamiento fuerte funciona bien incluso
para valores de zI cercanos a la unidad. Se observa además que la autoener-
ǵıa apenas tiene efecto sobre Eb.

La función de onda numérica muestra que la elevada barrera del potencial
confinante impide la presencia de densidad electrónica más allá de la fronte-
ra del QD. Aśı, dos efectos estabilizantes quedan anulados: por un lado, el
producido por el pozo del potencial de autopolarización y, por otro lado, el
resultante de la discontinuidad másica. Por tanto, las pequeñas diferencias
observadas entre los cálculos exactos y perturbacionales de Eb provienen del
término de corrección a la polarización por efecto del descentrado φC , ecua-
ción (5.29), cuya contribución a Eb a primer orden de perturbación es cero,
pero que, obviamente, ejerce una contribución no nula a la enerǵıa de enlace
exacta si zI 6= 0.
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En la sección 5.4.2 se mostró que la sensibilidad de Eb a un cambio en zI
es máxima en torno a εdot = 3, lo que está conectado con el hecho que
|φC | presenta también un máximo en torno a este valor. Puesto que en los
cálculos anteriores εdot = 4, es de esperar que un valor mayor de εdot se
traduzca en un valor menor de |φC | y, por tanto, en una mayor exactitud
de la aproximación perturbacional. Este hecho se muestra en la figura 5.9(c).

5.4.5. Enerǵıa de enlace y potencial confinante

En las secciones anteriores se han mostrado tres perfiles diferentes de Eb
frente a zI . Aunque la alta no aditividad de los factores que determinan Eb
no nos permite establecer tendencias universales, en esta sección mostrare-
mos que los mencionados perfiles corresponden a los tres posibles reǵımenes

de comportamiento que podemos encontrar en función de la altura de la
barrera de potencial confinante. Nos referiremos a ellos como reǵımenes de
comportamiento bajo, medio y alto, aunque los ĺımites entre reǵımenes con-
secutivos (i.e., la altura de la barrera de potencial correspondiente) dependen
en gran medida del resto de factores (las constantes dieléctricas εdot y εout,
y las masas efectivas m∗

dot y m∗
out).

Para disminuir el número de variables puestas en juego fijamos la ma-
sa efectiva del QD a m∗

dot = 0.2, y llevamos a cabo tres series de cálculos,
cada una de ellas para un valor distinto de la constante dieléctrica del QD:
εdot = 16 (elevada, como εGe), εdot = 8 (media, como εZnO), y εdot = 4
(baja, como εSiO2). Representamos Eb frente a la altura V0 de la barrera
de potencial confinante espacial, desde valores cercanos a cero hasta 4 eV
(lo que cubre la mayoŕıa de los semiconductores), para diferentes valores del
descentrado (zI = 0, 0.4, 0.6, 0.8 y 0.9). Finalmente, y con el objetivo de
estudiar el efecto de la autoenerǵıa, llevamos a cabo dos series de cálculos:
la serie S0, que excluye el potencial de autopolarización, y la S1, que incluye
todos los efectos dieléctricos. El radio del nanocristal, al igual que en las
secciones previas, lo fijamos a R = 3 nm.

La figura 5.11(a) muestra los resultados para εdot = 4, donde pueden
verse los reǵımenes de comportamiento mencionados. En el rango 0 < V0 <
1.6 eV Eb(zI) es una función creciente, en el rango V0 > 2.5 eV Eb(zI) es
decreciente y, finalmente, en la región intermedia 1.6 < V0 < 2.5 eV, Eb
crece con zI , alcanza un máximo y luego decrece. Esta figura también revela
que la autopolarización es crucial para determinar las regiones con distinto
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régimen de comportamiento. Aśı, los cálculos S0 predicen una región baja
entre 0 < V0 < 2.2 eV y una media que se extiende desde 2.2 hasta V0 > 4
eV, el mayor de los potenciales incluidos en nuestros cálculos.

Es importante notar que la masa efectiva m∗
dot = 0.2 y la constante die-

léctrica εdot = 4 empleadas en los cálculos representados en la figura 5.11(a)
proporcionan un radio efectivo de Bohr a∗0 = 10.5 Å, por lo que nos encon-
tramos en régimen de confinamiento débil. Aun aśı, encontramos aqúı los
tres posibles reǵımenes de comportamiento.

Las siguientes dos series de cálculos (para εdot = 8 y εdot = 16) repre-
sentan un tránsito hacia el régimen de confinamiento fuerte (a∗0 = 2.1 nm y
a∗0 = 4.2 nm frente a R = 3 nm, respectivamente). Los resultados se mues-
tran en las figuras 5.11(b) y 5.11(c). De nuevo se obtienen los tres reǵımenes
de comportamiento. Como caracteŕıstica más destacable encontramos que
al aumentar εdot se produce una contracción de la región intermedia. Para
valores elevados de εdot prácticamente desaparece, convirtiéndose casi en un
punto entre los reǵımenes de comportamiento bajo y alto. Aśı pues, para
constantes dieléctricas elevadas es posible encontrar un potencial V0 para el
que Eb es independiente de zI . Este resultado puede resultar de utilidad en
aplicaciones tecnológicas; puesto que las propiedades electrónicas dependen
de la localización de las impurezas en el QD, y puesto que éstas aparecen
en principio distribuidas al azar, su presencia es más bien una molestia que
una variable de control tecnológico. Sin embargo, el dopaje con impurezas
en un sistema cuyas propiedades son independientes del descentrado puede
ser de gran utilidad en el diseño de dispositivos nanoelectrónicos.

Por último, conviene subrayar otro resultado de interés que se hace pa-
tente en las figuras 5.11(a)-(c): el potencial de autopolarización ejerce una
gran influencia sobre Eb en el régimen de comportamiento bajo, mientras
que su influencia es pequeña para potenciales altos. Esto significa, desde un
punto de vista práctico, que no deben emplearse estimaciones perturbaciona-
les de la autoenerǵıa en los reǵımenes de comportamiento bajo y medio, con
la dificultad adicional de que, en general, las fronteras de estas regiones no
pueden ser establecidas. La fiabilidad de las estimaciones perturbacionales
a primer orden de Eb publicadas hasta la fecha está conectada con el escaso
papel que desempeña la autoenerǵıa sobre Eb cuando se emplean modelos
de confinamiento espacial infinito [193, 227, 228, 229, 230].
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5.4.6. Densidad de estados electrónicos en el gap de enerǵıa

inducidos por impurezas en puntos cuánticos de TiO2

Las nanoestructuras compuestas por óxidos cristalinos porosos han susci-
tado un gran interés en los últimos años debido a sus numerosas aplicaciones
tecnológicas. Uno de los sitemas mas estudiados está basado en ensamblajes
de nanopart́ıculas de TiO2 que forman finas peliculas porosas. Estas estruc-
turas destacan como posibles componentes esenciales de una gran variedad
de dispositivos. Celdas solares, sensores o fotocatalizadores son algunas de
sus aplicaciones potenciales [240, 241]. Puesto que estas aplicaciones impli-
can transporte electrónico a través de la red semiconductora, el entendi-
miento en detalle de la distribución y naturaleza de sus estados electrónicos
resulta de extrema importancia [242].

Aunque los métodos más avanzados de śıntesis de nanocristales permi-
ten un riguroso control sobre su forma y tamaño, las aplicaciones citadas
anteriormente no demandan un control tan exigente. Aśı pues, la estructura
energética discreta que caracteriza al confinamiento cero-dimensional resulta
dif́ıcilmente detectable en estas estructuras debido a la inherente dispersión
de tamaños y a la presencia de impurezas [243, 244], ambas estrechamente
vinculadas a los métodos de śıntesis empleados. Es por ello que la densi-
dad de estados (density of states, DOS) en estos sistemas presenta un perfil
aparentemente continuo, cuyos detalles son clave en la descripción de las
propiedades de transporte (y por tanto en el rendimiento) de los disposi-
tivos de los que forman parte [245, 246]. Diversos estudios experimentales
[247, 245, 246, 248, 249, 242] coinciden en la existencia de una distribución
exponencial de estados en el gap de enerǵıa (band tailing) de la forma

g(E) =
N

E0
exp

(
E

E0

)

, (5.38)

donde E representa la enerǵıa, que se toma igual a cero en el fondo de la
banda de conducción del TiO2 y decrece a medida que nos adentramos en
el gap, N corresponde a la densidad total de estados en el gap, y E0 deter-
mina la anchura de la distribución. E0 suele tomar valores entre 30 y 100
meV [249, 247, 245], y N resulta del orden de 1019 - 1020 cm−3 [249, 242].
Este tipo de distribución de estados en el gap ha sido extensamente uti-
lizado en la interpretación de las caracteŕısticas del transporte electrónico
[250, 251, 252], aunque su naturaleza es todav́ıa objeto de debate [253, 254].

Una propiedad de estos sistemas nanoestructurados de TiO2 que carece
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aún de explicación teórica es la dependencia de su DOS con la temperatura.
De hecho, se ha observado que la anchura E0 de la distribución de estados
del gap aumenta con la temperatura [255, 256, 257, 242]. Este hecho expe-
rimental hace pensar que la DOS podŕıa ser afectada por variaciones de los
parámetros subyacentes, tales como las constantes dieléctricas del TiO2 y el
medio externo, inducidas por el cambio de temperatura. Cabe decir que la
fuerte dependencia de la permitividad del TiO2 con la temperatura es un
fenómeno bien conocido [258].

En el seno de semiconductores extendidos, las impurezas pueden indu-
cir band tailing como consecuencia de las interacciones culómbicas locales
y dislocaciones de la red [259]. A continuación analizamos la influencia del
confinamiento nanométrico y la dispersión de tamaños sobre la distribución
de la densidad de estados en el gap de enerǵıa de nanocristales esféricos de
TiO2 en aire, afectados por la presencia de impurezas en las proximidades
de su superficie7. Incorporamos además el efecto de la temperatura a través
de la variación de la constante dieléctrica del TiO2 [258].

Los tamaños caracteŕısticos de las particulas empleadas en las aplicacio-
nes citadas anteriormente estan en el rango de 10 a 40 nm [242]. Por tanto,
fijamos para nuestros cálculos un diámetro representativo de estas part́ıculas
de 20 nm. La figura 5.12 muestra la zona de baja enerǵıa del espectro elec-
trónico del nanocristal (concretamente los estados cuya enerǵıa se localiza
en la región del gap) en presencia de una impureza dadora hidrogenoide y
en función de la constante dieléctrica del punto cuantico εT iO2. La impureza
se ha situado en las proximidades de la superficie, a 9 nm del centro del QD.
El origen de enerǵıas se ha fijado en el fondo de la banda de conducción del
TiO2, y los valores de constante dieléctrica cubren un rango que va desde
εT iO2 = 6 (correspondiente a un régimen de alta temperatura) hasta 60 (ba-
ja temperatura) [258, 260]. La masa efectiva del TiO2 empleada es m∗

T iO2
=

1 [261], y la altura del potencial confinante espacial V0 se ha asumido igual
a la electroafinidad del semiconductor, EA = 3.9 eV [237].

La constante dieléctrica del TiO2 disminuye al incrementar la tempe-
ratura. En consecuencia, la capacidad estabilizante del potencial culómbico
aumenta, provocando una mayor penetración de los estados electrónicos en

7Los métodos de śıntesis empleados en la obtención de TiO2 nanoestructurado favorecen
la generación de impurezas cercanas a la superficie de los nanocristales. En cualquier caso,
aunque la generación de impurezas fuese equiprobable en todo el volumen de la part́ıcula,
el dopaje superficial seŕıa estad́ısticamente el predominante.
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Figura 5.12: Niveles de enerǵıa monoelectrónica de un nanocristal esférico de TiO2 de 10
nm de radio con una impureza dadora hidrogenoide situada a 9 nm de su centro, en función
de la constante dieléctrica del QD. Los paneles muestran la representación logaŕıtmica de
la densidad de estados (en cm−3 eV −1) en las proximidades de la banda de conducción
para una distribución estad́ıstica de QDs (radio medio 10 nm, dispersión 10% y porosidad
de la muestra 50%) y dos valores diferentes de εTiO2

. En todos los casos, el medio externo
es aire o vaćıo.

el gap (véase la figura 5.12). La representación de las funciones de onda
correspondientes muestra que, en general, la densidad de carga asociada a
estos estados del gap se extiende sobre todo el volumen del QD. Únicamente
en el caso de los estados de más baja enerǵıa (y sólo para constantes die-
léctricas menores a 15 aproximadamente) la densidad de carga se localiza
en unas pocas celdas unidad alrededor de la posición de la impureza. Esta
observación podŕıa tener implicaciones importantes sobre el problema del
transporte electrónico en peĺıculas de TiO2 nanoestructurado. La desloca-
lización de la densidad electrónica sobre el volumen del QD sugiere que el
movimiento de largo alcance del electrón podŕıa estar determinado princi-
palmente por discontinuidades energéticas entre part́ıculas vecinas, más que
por efectos asociados a desplazamientos internos en el QD.

La estructura energética no muestra cambios apreciables en la región
de constantes dieléctricas superiores a 25. De hecho, para valores de εT iO2

tan altos como 60, todav́ıa un gran número de estados penetra en el gap de
enerǵıa. El campo eléctrico generado por una carga en un sistema dieléctrico
puede ser descrito formalmente por aquél producido por una distribución de
carga efectiva en el vaćıo. En nuestro caso, la carga efectiva localizada en
la posición de la impureza (responsable del término de Coulomb directo)
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es proporcional a 1/εT iO2 , mientras que la carga inducida en la superficie
(relacionada con los términos de polarización) escala como 1 − 1/εT iO2 . Aśı
pues, podemos entender el efecto del aumento de la constante dieléctrica del
QD como una transferencia de carga efectiva desde la posición de la impu-
reza hasta la superficie del QD. A medida que εT iO2 aumenta, la capacidad
del término de Coulomb directo para localizar al electrón en las cercańıas
de la impureza disminuye, y con ella la estabilización energética de los es-
tados asociados. Sin embargo, el aumento de las cargas de polarización aún
puede estabilizar los estados electrónicos, haciéndolos penetrar en el gap de
enerǵıa. Puesto que las cargas de polarización se distribuyen sobre toda la
superficie del QD, estos estados se extienden sobre todo su volumen, en lugar
de localizarse en los alrededores de la impureza.

La diferente penetración de los estados en el gap de enerǵıa también se
refleja en el perfil de la densidad de estados. Las inclusiones de la figura 5.12
muestran la DOS calculada para εT iO2 = 6 (alta temperatura, panel izquier-
do) y para εT iO2 = 60 (baja temperatura, panel derecho)8. Se ha asumido en
estos cálculos una distribución estad́ıstica de QDs esféricos con un radio me-
dio de 10 nm y una dispersión del 10 %, en una muestra con una porosidad
del 50 % (parámetros usuales en aplicaciones tecnológicas). En ambos casos
(εT iO2 = 6 y εT iO2 = 60), la densidad de estados muestra un máximo en las
proximidades del fondo de la banda de conducción. Éste es consecuencia de
la competición entre dos tipos distintos de confinamiento: el confinamiento
espacial del QD y el confinamiento culómbico de la impureza. Los estados
más profundamente localizados en el gap están influenciados mayoritaria-
mente por los términos culómbicos, generando una DOS que aumenta con
la enerǵıa. Por el contrario, los estados más excitados están dominados por
el confinamiento espacial, con lo que la situación se revierte: la DOS decrece
con la enerǵıa. El rango de enerǵıas caracterizado por el máximo de la DOS
podŕıa ser entendido como la región de transición entre ambos reǵımenes.

Resulta evidente que los perfiles calculados en el gap de enerǵıa no se
ajustan a una ley exponencial [Ec. (5.38)], si bien son similares a los ob-
servados experimentalmente en las proximidades del fondo de la banda de
conducción [249]. El modelo exponencial [Ec. (5.38)] permite caracterizar
la distribución de estados mediante un parámetro constante E0, inversa-

8Ambos paneles muestran la DOS en un rango de enerǵıas desde -0.1 hasta 0.1 eV.
Aunque la figura 5.12 muestra que para εTiO2

= 6 existen estados de menor enerǵıa, el
carácter extremadamente discreto de esta región no nos permite hablar con propiedad de
DOS para enerǵıas inferiores a -0.1 eV.
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mente proporcional a la pendiente de la representación logaŕıtmica de la
densidad de estados. Sin embargo, en nuestro caso no es una constante, sino
que depende de la enerǵıa. Aún aśı, es posible observar que la inversa de la
mencionada pendiente aumenta con la temperatura para cualquier valor de
enerǵıa del gap (véase la Fig. 5.12). Esta observación está de acuerdo con
el aumento de E0 con la temperatura que encontramos en la bibliograf́ıa
para el caso de QDs en aire o vaćıo [257]. Asimismo, los valores caracte-
ŕısticos de E0 y el número de estados en el gap, ambos inferibles desde la
figura 5.12, son del mismo orden que los determinados experimentalmente
[242, 249, 247, 245]. En resumen, el efecto conjunto de los distintos términos
culómbicos (Coulomb directo y polarización superficial) derivados de la pre-
sencia de impurezas en estas nanoestructuras podŕıa explicar la presencia y
los detalles de la DOS en el gap de enerǵıa, aśı como su dependencia con la
temperatura.

5.5. Estados superficiales inducidos por el confi-

namiento dieléctrico

Por lo general, el confinamiento espacial es el principal condicionante de
las propiedades f́ısicas de los nanocristales semiconductores, como la existen-
cia de un espectro energético discreto o los efectos derivados del denominado
quantum size effect9. Sin embargo, bajo determinadas circunstancias otras
fuentes de confinamiento pueden imponerse, conduciendo a una f́ısica marca-
damente diferente. Tal vez la competición más conocida entre distintas fuen-
tes de confinamiento es la que tiene lugar entre los confinamientos espacial
y magnético. Cuando a un punto cuántico se le aplica un campo magnético
externo de intensidad creciente, el sistema sufre una transición gradual des-
de un estado fundamental no degenerado (consecuencia del confinamiento
espacial) hacia un caso ĺımite de degeneración infinita (los llamados niveles
de Landau), correspondiente a un confinamiento magnético puro [262].

Menos conocida es la competición entre los confinamientos espacial y
dieléctrico, si bien el estudio expuesto en la sección anterior ya ha puesto
de relieve que el segundo de estos confinamientos puede invertir las tenden-
cias impuestas por el primero. A este respecto, resulta de especial interés la
gran influencia que ejerce el potencial de autopolarización sobre la enerǵıa

9El aumento del band gap óptico o de la enerǵıa de enlace de impurezas hidrogenoides
con la reducción del tamaño del nanocristal son ejemplo de estos efectos.
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de enlace de impurezas dadoras hidrogenoides cuando la altura del poten-
cial confinante es relativamente baja (véase la Fig. 5.11, sección 5.4.5). El
responsable es el estrecho (aunque profundo) pozo atractor del potencial de
autoenerǵıa presente en la cara externa de la superficie del QD, capaz de
localizar alĺı buena parte de la densidad electrónica. Este efecto pone de ma-
nifiesto que el confinamiento dieléctrico es capaz de alterar sustancialmente
la distribución de la densidad de carga en el sistema, atrapando densidad
electrónica en el medio externo pese al impedimento que supone rebasar la
barrera impuesta por el confinamiento espacial.

Es posible encontrar en la literatura evidencias tanto teóricas como expe-
rimentales de cargas atrapadas en la superficie de nanoestructuras sometidas
a una fuerte discontinuidad dieléctrica [263, 264, 202, 206]. Aunque estos tra-
bajos tratan el problema de forma tangencial, revelan que bajo las condicio-
nes adecuadas el confinamiento dieléctrico se impone al espacial, provocando
la aparición de estados superficiales en la nanoestructura inducidos por el
potencial de autopolarización. No existe, sin embargo, una descripción de-
tallada de la f́ısica de estos estados superficiales, previsiblemente distinta a
la de los volumétricos debido a que los portadores se encuentran sometidos
a un régimen de confinamiento dominado por los efectos de la polarización
dieléctrica.

La investigación expuesta en la presente sección está dedicada al estudio
de la f́ısica que acompaña a la formación de estados fundamentales de tipo
superficial inducidos por el confinamiento dieléctrico en diversos sistemas
nanoscópicos [30, 31, 32, 34, 33, 36]. Nos centraremos en el análisis de las
condiciones que inducen su aparición, aśı como en el estudio de las interac-
ciones culómbicas entre portadores en estos estados. Intuitivamente, podŕıa
pensarse que las interacciones culómbicas aumentan considerablemente con
respecto a las que tienen lugar en los estados volumétricos, ya que la dimen-
sionalidad del sistema se reduce al pasar de un confinamiento tridimensional
a otro aproximadamente bidimensional. Sin embargo, veremos que la situa-
ción es más compleja, pues el confinamiento dieléctrico no sólo induce la
aparición de estados superficiales. Además, y dependiendo de la permitivi-
dad del entorno, modula la dinámica del sistema, llevándola desde situa-
ciones en que las cargas se comportan casi como part́ıculas independientes
hasta situaciones donde la fuerte interacción provoca localizaciones de tipo
Wigner [32]. Finalizaremos la sección analizando la influencia de los efectos
dieléctricos sobre el espectro de absorción en el infrarrojo lejano de puntos
cuánticos cargados con dos electrones, donde mostraremos que este tipo de
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espectroscopia puede resultar adecuada para monitorizar la formación de
estados superficiales [36].

5.5.1. El potencial de autopolarización

En el caso de nanoestructuras con simetŕıa esférica, el radio de la interfaz
dieléctrica y las permitividades de los medios implicados son las variables
que determinan la intensidad y el alcance de la interacción entre los porta-
dores y sus propias cargas de imagen. Puesto que la formación de estados
superficiales está ı́ntimamente ligada a la capacidad del pozo del potencial
de autopolarización para localizar densidad de carga, analizaremos en esta
sección su dependencia con estos parámetros.

Constantes dieléctricas

Para describir la relación entre el potencial de autopolarización y las
constantes dieléctricas de las que depende, nos apoyaremos en el caso más
simple: el formado por una interfaz dieléctrica plana. De este modo evitamos
la complejidad de las expresiones del caso esférico [Ecs. (5.18)-(5.21)], cuya
dependencia con los parámetros del sistema no resulta evidente. Esto nos
permitirá a su vez aislar el efecto de la curvatura de la interfaz, que será
analizada más adelante. Cabe remarcar, no obstante, que las conclusiones
aqúı obtenidas son aplicables a ambas geometŕıas.

El potencial de autoimagen de una carga Q = e en un sistema formado
por dos medios dieléctricos 1 y 2 separados por una superficie plana infinita
es, en unidades atómicas,

V (i)
s =

qi
4 εi d

, i = 1, 2, (5.39)

donde d representa la distancia de la carga a la interfaz, q1 = ε1−ε2
ε1+ε2

es la

imagen de la carga Q cuando ésta se sitúa en el medio 1, y q2 = ε2−ε1
ε1+ε2

cuando lo hace en el medio 2 (figura 5.1). Los valores absolutos de q1 y q2
coinciden, de modo que la carga imagen no depende, a excepción del signo,
del medio en que esté situada la carga real. Sin embargo, la interacción entre
Q y su imagen resulta apantallada por la constante dieléctrica del medio en
que se encuentra Q [Ec. (5.39)]. Esto explica la asimetŕıa entre las regiones
atractiva y repulsiva del potencial (véase la Fig. 5.3). Puesto que la región
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atractiva se presenta siempre en el medio de menor constante dieléctrica
(sección 5.3), la interacción sufre un apantallamiento menor, y |Vs| resulta
mayor que en la zona repulsiva.
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Figura 5.13:
q1
ε1

(proporcional a V
(1)

s ) en función de ε2 para distintos valores de ε1 [Ecs.
(5.39)].

La figura 5.13 muestra el valor de q1
ε1

(proporcional a V
(1)
s ) en función de

ε2 para distintos valores de ε1. En todos los casos representados, el medio 1
es el de menor respuesta dieléctrica, y por tanto aquél en el que Vs < 0. Para

un valor dado de ε1, V
(1)
s se hace más estabilizante a medida que aumenta

ε2, debido a que aumenta la magnitud de la carga imagen q1. Sin embargo,
como se aprecia en la figura, el valor de q1 no tarda en saturarse, alcanzando
rápidamente valores próximos a su ĺımite asintótico (q1 = 1). Cuando esto
ocurre, la estabilidad de V 1

s depende casi exclusivamente del valor que haya
tomado ε1 (la menor de las constantes dieléctricas), pues es la que apantalla
la interacción entre Q y q1. Es por esto que, cuando ε1 = 1 (aire o vaćıo),
e independientemente del valor que tome ε2 (a excepción de los casos en
que éste sea extremadamente bajo), la intensidad de Vs en la región atrac-
tiva es mayor que para cualquier otra combinación de medios (figura 5.13)10.

En otras palabras, podemos decir que la región estabilizante del poten-
cial de autopolarización presentará un pozo más profundo (y por tanto una

10Por ejemplo, para obtener un valor de V
(1)

s similar al generado por (ε1 = 1, ε2 = 3),
en un sistema en que ε1 = 2 necesitaŕıamos que el medio 2 fuese un conductor (ε2 → ∞).
Si ε2 > 3 (lo que ocurre en la gran mayoŕıa de los semiconductores) y ε1 = 1, el valor

obtenido de V
(1)

s no puede ser nunca alcanzado cuando ε1 = 2, independientemente de
cuál sea el otro medio.
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mayor capacidad para inducir estados superficiales) cuando uno de los me-
dios implicados sea aire o vaćıo. Como puede verse en el ejemplo de la figura
5.14, esta capacidad aumentará con la constante dieléctrica del otro medio,
debido al aumento de las cargas inducidas en la interfase.

εdot   = 8

εdot   = 4

s
(e

V
)

V

−6

−4

−2

0

2

r (nm)
0 1 2 63 4 5

Figura 5.14: Potencial de autopolarización Vs correspondiente a un QD esférico con R =
3 nm en aire o vaćıo (εout = 1) para dos valores distintos de la constante dieléctrica del
QD, εdot = 4 (ĺınea discontinua) y εdot = 8 (ĺınea continua). La ĺınea punteada indica la
frontera del punto cuántico.

Radio de la interfaz

El potencial de autoimagen para el caso de una única interfaz dieléctrica
esférica de radio R puede ser expresado en unidades atómicas como

Vs(r < R) =
1

ε1

ε− 1

2

∞∑

l=0

l + 1

1 + l (ε+ 1)

r2l

R2l+1
, (5.40)

Vs(r > R) = − 1

ε2

ε− 1

2

∞∑

l=0

l

1 + l (ε+ 1)

R2l+1

r2l+2
, (5.41)

donde ε1 es la constante dieléctrica del medio delimitado por la interfaz,
ε2 la constante dieléctrica del medio externo, y ε = ε1

ε2
. Su ĺımite para el

caso de una esfera conductora en aire (ε1 → ∞, ε2 = 1) es bien conocido
[265]: Vs(r < R) = 0, Vs(r > R) = −R3/[2r2(r2−R2)]. Este potencial decae
asintóticamente como −1/r4, y por tanto mucho más rápidamente que el
correspondiente a una interfaz plana [−1/d, ver Ec. (5.39)]. Los electrones
en los estados de imagen sienten la fuerza atractiva de la carga inducida en
el material incluso lejos de la superficie (interacción de largo alcance), por
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lo que, aparentemente, las superficies planas enlazan electrones en estados
superficiales más fuertemente que las esféricas. Es más, como puede verse
en la figura 5.15, la fuerza del enlace va disminuyendo a medida que lo hace
el radio de la superficie esférica.

Figura 5.15: Potencial de autopolarización en el exterior de una esfera sólida con ε1 =
1000 en aire o vaćıo [Ec. (5.41)], en función de la distancia r − Rc a la interfaz de radio
Rc (en unidades atómicas) y para distintos valores de Rc. Se ha incluido, por motivos de
comparación, el caso correspondiente a una interfaz plana. De [266].

Posiblemente, el anterior sea uno de los motivos por los que no ha habido
una investigación intensa sobre estados superficiales en nanoesferas, a pesar
la enorme cantidad de estudios existentes sobre estos estados de imagen en
superficies planas, sobre todo de metales [267, 268, 269, 270, 271, 272]. A la
luz de la figura 5.15, su curvatura y su escaso radio las hace poco adecuadas
para estabilizar electrones en su superficie. Sin embargo, esta comparación
entre superficies planas y esféricas se basa exclusivamente en el alcance del
potencial, lo que es posible gracias a que ambos casos comparten el limite
Vs → −∞ alcanzado en la interfase. Como ya se ha mostrado en secciones
anteriores, este ĺımite deriva de la asunción de una interfaz dieléctrica infini-
tamente delgada, y es f́ısicamente inaceptable. Las figuras 5.16(b) y 5.16(c)
muestran los potenciales de autopolarización calculados con el modelo de
interfase de espesor finito para dos nanoesferas de SiO2 en aire con R = 5 y
25 nm, respectivamente. Se aprecia que, al igual que en el modelo de interfaz
infinitamente delgada, la parte atractiva del potencial decae más rápidamen-
te a medida que disminuye R. Sin embargo, puesto que en esta ocasión la
profundidad del pozo es finita, un decaimiento más rápido proporciona un
pozo más profundo. Como podrá constatarse en la siguiente sección, entre
ambos factores, la profundidad del pozo es el predominante sobre la esta-
bilidad de los estados superficiales, lo que sitúa a las nanoesferas, por su
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pequeño tamaño, como los sistemas óptimos para albergar estados superfi-
ciales inducidos por el potencial de autoimagen.
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Figura 5.16: Potencial de autopolarización Vs correspondiente a: (a) una cavidad esférica
de radio R = 5 nm en una matriz de SiO2; (b) una nanoesfera de SiO2 con R = 5 nm en
aire; y (c) una nanoesfera de SiO2 con R = 25 nm en aire.

5.5.2. Electrones atrapados en burbujas de aire: materiales

nanoporosos

Debido a la simetŕıa del problema de interfaz plana, la permutación de
los medios implicados no altera el perfil de Vs más que en una reflexión
especular. El caso esférico es menos obvio, pues la permutación implica in-
tercambiar los medios confinado y confinante. La figura 5.16(a) muestra el
perfil de Vs correspondiente al sistema formado por una cavidad esférica
(burbuja de aire) de radio R = 5 nm en una matriz de SiO2, y la figura
5.16(b) el correspondiente a una nanoesfera de SiO2 del mismo radio en
aire. A pesar de que ambos sistemas comparten los mismos parámetros, la
estabilización es bastante más efectiva cuando el medio oclúıdo es el aire.
Este hecho puede explicarse atendiendo, en uno y otro caso, a la carga neta
inducida en la interfase cuando la carga real se sitúa en la región que ocupa
el aire (la correspondiente a Vs < 0). Cuando el aire es el medio externo, el
principio de electroneutralidad obliga a que la carga neta inducida sea nula,
lo que no ocurre cuando el aire es el medio oclúıdo. Por tanto, la interacción
carga real-carga inducida es mayor en este último caso.

En lo que respecta al potencial de autopolarización, la propiedad anterior
convierte a los materiales nanoporosos en firmes candidatos a poseer estados
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electrónicos fundamentales de tipo superficial. Este tipo de materiales ha re-
cibido gran atención en los últimos años por razones tecnológicas. La incesan-
te miniaturización de los dispositivos electrónicos ha propiciado la necesidad
de desarrollar e integrar una nueva generación de materiales de baja constan-
te dieléctrica, y la estrategia más prometedora para obtenerlos consiste en la
introducción de poros en materiales conocidos [273, 274, 275, 276, 277, 278].
Su integración en dispositivos microelectrónicos demanda además una baja
interconexión entre los poros y un tamaño de poro extremadamente peque-
ño, que los obliga a situarse en el rango nanométrico [273, 274]. Hoy en d́ıa,
es común la obtención de tamaños de poro que oscilan entre un nanometro
y varias decenas de ellos [273, 277, 278, 279].

La figura 5.17 muestra un ejemplo concreto del potencial de autopolari-
zación y de la densidad radial de carga del estado fundamental electrónico
φ1s para un poro de radio R = 5 nm generado en un material semiconductor
con constante dieléctrica ε = 10, masa efectiva m∗ = 0.5 y electroafinidad
V = 1.8 eV. El efecto estabilizante del pozo del autopotencial compite con
el efecto desestabilizante de la barrera de potencial confinante, que alcanza
una altura igual a la electroafinidad del semiconductor en el interior del na-
noporo. Se pueden dar por tanto dos situaciones opuestas. Si el efecto de la
barrera desestabilizante es el factor dominante, es decir, si la electroafinidad
V del semiconductor es suficientemente alta, el nanoporo actúa como una
barrera, y la densidad electrónica se dispersa en la matriz semiconducto-
ra. Por el contrario, si el confinamiento dieléctrico domina, la enerǵıa del
estado fundamental electrónico aparece por debajo del fondo de la banda
de conducción del semiconductor, y su función de onda se localiza mayo-
ritariamente en el interior del poro. Nos referiremos a estos estados como
estados de trapping (trapping states), a menos que una cantidad superior al
30 % de la densidad electrónica total resida en el semiconductor. Este es el
caso del ejemplo mostrado en la figura 5.17, el cual prueba por tanto que,
a pesar de la barrera impuesta en el aire por la electroafinidad del mate-
rial de la matriz, el confinamiento dieléctrico es capaz de atrapar electrones
de conducción en nanoporos esféricos de matrices semiconductoras11. Aśı

11Como puede verse en la figura, la densidad electrónica en el estado superficial sufre
una fuerte localización radial en una corona esférica de espesor no superior a 2 nm. Se hace
pues necesario el uso de un mallado de discretización denso, para lo que se han empleado
500 puntos/nm, más que suficiente para garantizar la precisión deseada. Sin embargo, esta
fuerte localización radial podŕıa hacer pensar que la aplicabilidad de la EMA no es fiable
en esta situación. Se ha demostrado no obstante que la EMA ofrece buenos resultados en
QDs multicapa en que la densidad electrónica se localiza en coronas esféricas tan delgadas
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pues, dependiendo del tamaño del poro y de las propiedades f́ısicas del se-
miconductor, los nanoporos pueden comportarse como centros de dispersión
o como centros capaces de atrapar electrones (centros de trapping), lo que
conlleva implicaciones opuestas en el transporte a través de estas estructuras.
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Figura 5.17: Panel superior: densidad de probabilidad radial del estado fundamental de
un electrón atrapado en una burbuja de aire de radio R = 5 nm en un semiconductor
con ε = 10, m∗ = 0.5 y V = 1.8 eV. Panel inferior: potencial de autopolarización Vs

correspondiente a este sistema. La ĺınea vertical punteada indica el borde del nanoporo.

La figura 5.18 representa la máxima electroafinidad del semiconductor
(Vmax) que permite el atrapado del electrón en función del logaritmo natural
de su constante dieléctrica. En la figura 5.18(a) se muestra Vmax para un
valor fijo de la masa efectiva del semiconductor (m∗ = 0.5) y distintos radios
del poro (desde 2 hasta 20 nm), y en la figura 5.18(b) para un valor fijo del
radio del poro (R = 5 nm) y distintas masas efectivas del semiconductor
(desde 0.03 hasta 1, lo que incluye a la mayoŕıa de los semiconductores).

Varios son los factores que determinan Vmax. Por un lado (ver Fig. 5.18),
Vmax aumenta con la constante dieléctrica del semiconductor, debido a que
el pozo del autopotencial se hace más profundo, y por tanto aumenta el
valor máximo de la altura de la barrera que admite la localización de elec-
trones. El radio del poro también afecta a Vmax [Fig. 5.18(a)]. Como se vió
en la sección anterior, el pozo del potencial de autopolarización es más pro-
fundo a menores radios, de modo que la disminución del tamaño del poro

como una simple monocapa de átomos [280, 281].
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Figura 5.18: (a) Valor máximo de la electroafinidad del semiconductor que permite la
localización de electrones en nanoporos en función del logaritmo natural de la constante
dieléctrica del semiconductor. El cálculo se ha realizado para m∗ = 0.5 y diferentes radios
R del poro. Las ĺıneas representan regresiones lineales de los datos obtenidos. Los puntos
evaluados (19 en cada serie) se han calculado con una precisión de 0.1 eV, y han sido
omitidos por motivos de claridad. (b) Igual que (a) pero para R = 5 nm y diferentes
valores de la masa efectiva de la matriz semiconductora.

hace aumentar su capacidad para atrapar electrones (en adelante capacidad
de trapping). Finalmente, la masa efectiva del semiconductor también jue-
ga un papel en el valor de Vmax, porque parte de la densidad electrónica
del estado atrapado se extiende fuera del poro. Por tanto, una disminución
de m∗ repercute en un aumento de la enerǵıa cinética, lo que supone una
desestabilización energética del electrón. En otras palabras, a medida que
m∗ disminuye, se atenúa la capacidad del poro para atrapar electrones [Fig.
5.18(b)]12.

Las ĺıneas representadas en la figura 5.18 son regresiones lineales de los
puntos evaluados, con coeficientes de regresión superiores a 0.99 en todos los
casos. Este comportamiento lineal sugiere la siguiente ley exponencial para
la relación entre Vmax y ε:

12Un factor adicional que puede modificar la capacidad de un poro para localizar elec-
trones es la existencia de un electrón atrapado previamente. Para analizar la magnitud
de la interacción culómbica y su influencia sobre Vmax se ha llevado a cabo un cálculo de
interacción de configuraciones (CI) sobre el sistema formado por dos electrones atrapados.
Los resultados muestran que la contribución de la interacción culómbica a la enerǵıa es de
tan solo 0.1 eV, por lo que Vmax apenas resulta modificado por la existencia de un electrón
previamente atrapado en el poro. Los detalles del cálculo CI, junto con un análisis más
exhaustivo de las interacciones culómbicas en estos sistemas será expuesto en la sección
5.5.3.
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1

ε
= A exp

(

−Vmax
V0

)

, (5.42)

donde V0 es la pendiente de las ĺıneas representadas en la figura 5.18. Como
se mostrará más adelante, V0 sólo depende de R, de modo que este paráme-
tro resume la influencia del tamaño del poro sobre su capacidad de trapping,
independientemente del semiconductor considerado. A es un segundo pará-
metro (independiente de R) que dictamina la dependencia de la capacidad
de trapping con la masa efectiva del semiconductor. La comparación de las
pendientes de las regresiones de la figura 5.18(b) evidencia que V0 no depen-
de de m∗, mientras que el cambio de pendiente entre los distintos valores
de R para m∗ fija [Fig. 5.18(a)] revela su dependencia con R. Las ĺıneas
de esta última figura interceptan en el mismo punto al eje de abscisas, de
donde se deduce que A no depende de R, mientras que la figura 5.18(b)
muestra su dependencia con m∗. Representaciones similares a las de la figu-
ra 5.18(a) para diferentes masas efectivas, y a las de la figura 5.18(b) para
diferentes valores de R confirman el significado y las dependencias de V0 y A.
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Figura 5.19: V0 [ver Ec. (5.42)] en función del radio R del nanoporo. La ĺınea conti-
nua corresponde a la regresión lineal de los puntos representados, con un coeficiente de
correlación de 0.9974. Los datos empleados corresponden a m∗ = 0.5, aunque se obtiene
esencialmente el mismo ajuste cuando se emplean otros valores de m∗.

En el rango de radios y masas efectivas estudiados, V0 presenta una
dependencia lineal decreciente con R (véase la Fig. 5.19), mientras que la
relación entre A y m∗ se ajusta a la siguiente ecuación:

A(m∗) = 0,83(m∗)0,13. (5.43)
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Es posible definir un parámetro t, caracteŕıstico del bulk de cada semi-
conductor y que depende de su masa efectiva m∗, su constante dieléctrica ε,
y su electroafinidad V , del siguiente modo:

t =
Ln(Aε)

V
, (5.44)

donde A = A(m∗) incorpora la dependencia de t con m∗. La ecuación (5.44)
permite reescribir la ecuación (5.42) como sigue:

Vmax
V0

1

V
= t. (5.45)

La capacidad de trapping de un poro de radio R en una matriz semicon-
ductora con valores determinados de m∗ y ε depende de su electroafinidad
V . La condición V = Vmax define la frontera entre dos comportamientos dis-
tintos del poro frente al electrón: como centro de dispersión o como centro
de trapping. En este ĺımite (V = Vmax), t determina V0, y por tanto el radio
Rmax correspondiente a esta frontera. En otras palabras, el parámetro de

trapping t (una propiedad intŕınseca del bulk del semiconductor) determina
el radio máximo Rmax que un poro puede alcanzar sin perder su capacidad
para atrapar electrones. Si el radio R del poro es mayor que Rmax, actuará
por contra como un centro de dispersión13.

La figura 5.20 presenta la relación entre este parámetro de trapping t y
Rmax, el máximo radio de poro con capacidad de trapping. Como ilustración,
se han inclúıdo en la figura varios ejemplos de semiconductores concretos: Si,
SiO2 y TiO2. Los parámetros empleados de estos materiales y los correspon-
dientes valores de t obtenidos se muestran en la tabla 5.1. Se puede observar
que, debido a la alta electroafinidad del Si, los poros en este material son
incapaces de localizar la densidad electrónica independientemente de su ta-
maño. Sin embargo, el SiO2 poroso presenta capacidad de trapping en poros
de hasta 13 nm de radio.

13Conviene remarcar que estos resultados están limitados a los valores de R para los
que las aproximaciones de masa efectiva y función envolvente son aplicables. En un poro
de radio extremadamente pequeño se espera que su reducido volumen produzca un gran
aumento de la enerǵıa cinética del electrón atrapado, y por tanto una disminución de su
capacidad de trapping en comparación a poros de radio mayor. Sin embargo, dentro del
modelo que aqúı se emplea, este comportamiento se produce para valores de R meno-
res a 1 nm en todos los casos estudiados, rango en el que no es posible confiar en las
aproximaciones de masa efectiva y función envolvente.
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Figura 5.20: Radio máximo de poro Rmax que permite atrapar electrones en función del
parámetro de trapping t de la matriz semiconductora. Se incluye como ejemplo los casos
de matrices de Si, SiO2 y TiO2.

Tabla 5.1: Parámetros empleados y valores de t calculados [Ec. 5.44] para Si, SiO2 y TiO2.
Para representar los reǵımenes de baja (T↓) y alta (T↑) temperatura en el caso del TiO2

se han empleado dos constantes dieléctricas distintas.

V (eV ) m∗ ε t (eV −1)

Si 4.0 a 0.26 b 12 a 0.53
SiO2 0.9 a 0.5 c 4 b 1.22
TiO2 3.9 a 1.0 d 100 (T↓) 1.13

30 (T↑) 0.82

a Ref. [237], b Ref. [227], c Ref. [236], d Ref. [261].

Un caso particularmente interesante es el del TiO2, debido, como ya se
sabe (sección 5.4.6), a la fuerte influencia que ejerce la temperatura sobre
su permitividad [258]. En la bibliograf́ıa podemos encontrar valores de cons-
tantes dieléctricas que oscilan entre 6 y más de 150 [258, 260]. Consideramos
aqúı los valores ε = 100 y ε = 30 como representativos de dos reǵımenes
distintos de temperatura (baja y alta, respectivamente). Los resultados obte-
nidos (Fig. 5.20) muestran que, a baja temperatura (ε = 100), la capacidad
de trapping se mantiene hasta valores de R cercanos a 7 nm. Sin embargo,
esta capacidad desaparece al aumentar la temperatura (véase el caso de ε
= 30 en la Fig. 5.20). Es importante remarcar que esta dependencia con la
temperatura del carácter dispersivo/atractivo de los poros en el TiO2 puede
inducir cambios relevantes en el transporte electrónico frente a la tempera-
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tura en muestras nanoporosas de este semiconductor.

Nanoesferas huecas de SiO2

La localización de la densidad electrónica en la superficie de los nanopo-
ros o su dispersión en la matriz semiconductora depende en última instancia
de cuál sea la situación en que el sistema es más estable. Hasta el momento
hemos considerado que la matriz semiconductora tiene una extensión infi-
nita, de modo que la enerǵıa de los electrones dispersos en su seno coincide
con el fondo de su banda de conducción. Evidentemente, esto no deja de
ser cierto en muestras reales (finitas) de semiconductor, pues los electrones
no sienten los ĺımites macroscópicos de la matriz. Sin embargo, cuando el
tamaño de ésta se ve reducido a la escala nanoscópica, la enerǵıa de sus
estados electrónicos resulta discretizada, y superior a la del fondo de la ban-
da de conducción del material extendido. En consecuencia, el confinamiento
nanométrico de la matriz semiconductora aparece como un factor adicional
capaz de alterar la capacidad de trapping de sus poros.

Un ejemplo concreto de esta situación lo constituye el sistema formado
por una nanoesfera hueca en aire o vaćıo. Los métodos de qúımica húme-
da permiten la śıntesis de nanoestructuras compuestas por capas concén-
tricas de distintos materiales (estructuras multicapa) con un elevado con-
trol sobre el tamaño y composición de las capas. No obstante, en la úl-
tima década se han desarrollado diversas técnicas experimentales para el
post-procesamiento de estas estructuras, que mediante calcinación, méto-
dos qúımicos o fotoqúımicos hacen posible la obtención de esferas huecas
[282, 283, 284]. Éstas han adquirido especial relevancia debido a sus nume-
rosas aplicaciones potenciales en campos tan dispares como el análisis qúı-
mico, la biomedicina o la catálisis [285, 286, 287, 288, 289]. En particular,
las esferas huecas compuestas por SiO2 parecen ser las más prometedoras,
debido a la sencillez de su śıntesis, a su bajo coste y a su compatibilidad
biológica. Además, los procesos de śıntesis retienen el tamaño y la morfolo-
ǵıa de la estructura precursora, por lo que hoy en d́ıa se obtienen micro y
nanoesferas huecas de SiO2 con tamaños y espesores de capa controlados de
forma muy precisa [290].

La figura 5.21 muestra el perfil del potencial de autopolarización corres-
pondiente a una nanoesfera hueca de SiO2 con un radio interno Rin = 5 nm
y un espesor de la capa de material d = 20 nm en aire o vaćıo. El potencial
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Figura 5.21: Potencial de autopolarización Vs correspondiente a una nanoesfera hueca
de radio interno Rin = 5 nm y espesor d = 20 nm en aire o vaćıo. Las ĺıneas punteadas
verticales indican los ĺımites de la estructura.

presenta un doble pozo, y coincide de forma aproximada con la superposi-
ción de dos tipos de autopotencial: el correspondiente a una nanocavidad de
5 nm de radio en una matriz extendida de SiO2 [Fig. 5.16(a)] y el corres-
pondiente a una nanoesfera de 25 nm de radio de este mismo material [Fig.
5.16(c)]. Queda claro pues (sección 5.5.1) que el pozo interno es mucho más
atractivo que el externo, de modo que la densidad electrónica del estado
fundamental tiende a localizarse preferentemente en la superficie interna de
la part́ıcula (véase la figura 5.22)14. La situación es por tanto similar al ca-
so de un nanoporo en una matriz extendida de SiO2, el cual es capaz de
atrapar la densidad electrónica siempre que su radio sea inferior a 13 nm
aproximadamente (Fig. 5.20). Esta localización se produce porque la enerǵıa
del electrón confinado en el pozo del autopotencial es menor que la del fondo
de la banda de conducción del SiO2, que es la que poseeŕıa si se dispersase
en la matriz. Sin embargo, en el caso de nanoesferas huecas el confinamiento
superficial no compite energéticamente con la dispersión en la matriz, sino
con el confinamiento en el volumen delimitado por la capa de SiO2. En con-
secuencia, la capacidad de trapping del pozo interno del autopotencial puede
aumentar con respecto al caso de la nanocavidad en la matriz extendida, ya
que en esta ocasión la enerǵıa que debe alcanzar el electrón para escapar de
la superficie es superior a la del fondo de la banda de conducción del material.

El diagrama de fases representado en la figura 5.23 confirma el argu-

14Únicamente en situaciones en que d es extremadamente pequeño (del orden de 1-2
nm) la densidad electrónica del estado fundamental se reparte entre ambos pozos.
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Figura 5.22: Distribución radial de la densidad electrónica del estado fundamental 1s en
una nanoesfera hueca de SiO2 con Rin = d = 10 nm en aire o vaćıo. Las ĺıneas punteadas
verticales indican los ĺımites de la capa de SiO2.

mento anterior. La ĺınea continua, que separa la región en que el estado
fundamental electrónico es superficial (S) de aquella en que es volumétri-
co (V), muestra que si d es suficientemente pequeño el radio máximo que
admite la localización de la densidad electrónica en la superficie interna de
la nanopart́ıcula puede llegar a ser muy superior al correspondiente a una
nanocavidad en la matriz extendida. Puesto que no existe una definición
cuantitativa de estado superficial, para la representación de la figura 5.23 se
ha asumido el siguiente criterio: Si la cantidad de densidad electrónica en la
región [Rin−∆, Rin+∆] (donde ∆ = 0.15 nm) es menor a 0.3 (es decir, si el
70 % o más de la densidad electrónica se encuentra en las proximidades de la
superficie), el estado se define como superficial. El diagrama muestra que la
capacidad para atrapar electrones en la superficie es mayor a medida que el
radio interno y el espesor de la nanoesfera disminuyen. Un menor radio in-
terno proporciona un pozo más profundo del potencial de autopolarización,
lo que produce una mayor estabilización energética de los estados superfi-
ciales. Por su parte, espesores menores de la capa de SiO2 generan un mayor
confinamiento, desestabilizando en mayor medida los estados volumétricos.
La figura 5.23 revela además que cuando d ≥ 10 nm el ĺımite entre las dos
fases (S y V) no cambia apreciablemente por mucho que aumente d. En otras
palabras, un mayor espesor de la capa de SiO2 no produce un aumento signi-
ficativo de la estabilización de los estados volumétricos. Llegamos por tanto
al ĺımite en que la capacidad de la esfera hueca para atrapar electrones en su
superficie interna es similar a la de un poro en una matriz extendida de SiO2.



5.5 Estados superficiales inducidos por el confinamiento dieléctrico 123
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Figura 5.23: Diagrama de fases para la distribución de la densidad electrónica en una
nanoesfera hueca de SiO2 cargada con uno (ĺınea continua) y dos electrones (ĺınea discon-
tinua), en función del radio interno Rin y el espesor d de la capa de SiO2. Buena parte
de las nanoesferas huecas de SiO2 sintetizadas experimentalmente poseen valores de Rin

y d dentro del rango representado [290, 291, 292]. S (V) etiqueta la región en que el esta-
do electrónico fundamental es superficial (volumétrico), según el criterio explicitado en el
texto.

El diagrama de fases incluye también el ĺımite de separación entre esta-
dos fundamentales volumétricos y superficiales cuando el sistema se carga
con un segundo electrón (ĺınea discontinua). La figura revela que los dia-
gramas de fases para uno y dos electrones son casi indistinguibles. Como
veremos en la siguiente sección, la repulsión interelectrónica en este tipo de
estados superficiales es intensa, y los electrones se encuentran fuertemente
correlacionados. Aún aśı, el segundo electrón no es expulsado al volumen ni
al pozo externo del autopotencial15, y la densidad bielectrónica se concentra
en la superficie interna de la estructura bajo aproximadamente las mismas
condiciones de Rin y d en que lo hace la densidad monoelectrónica. La figura
5.23 ilustra por tanto el predominio de los efectos monoelectrónicos sobre
los de interacción culómbica en la formación de estados superficiales.

15Únicamente encontramos este tipo de situaciones en el caso de estados excitados del
sitema bielectrónico.
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5.5.3. Efecto del entorno dieléctrico: part́ıculas independien-

tes y localización Wigner

Una propiedad de los puntos cuánticos que ha despertado gran interés es
la versatilidad que ofrecen para modular, mediante sus parámetros de diseño,
el grado de correlación entre sus electrones de conducción. Esto los hace espe-
cialmente atractivos para el estudio de reǵımenes de alta correlación inexis-
tentes en los átomos naturales. Un modo de aumentar la correlación consiste
en diluir la densidad electrónica del sistema, lo que hace disminuir la enerǵıa
cinética de los electrones en relación a su enerǵıa de repulsión mutua. Desde
el trabajo pionero de Bryant [14], muchos estudios han pronosticado que, a
medida que esto ocurre, el sistema electrónico transita desde una fase ĺıquida

(ĺıquido de Fermi), en que la dinámica del sistema está controlada mayorita-
riamente por efectos cinéticos, a una fase cristalizada (molécula Wigner), en
que los electrones se localizan para crear una estructura espacial ordenada
que minimiza las repulsiones electrostáticas [15, 16, 293, 294, 17, 295].

Una estrategia alternativa para alterar la relación entre los efectos ci-
néticos y los de repulsión electrostática podŕıa consistir en modular estos
últimos mediante el adecuado diseño del entorno dieléctrico del QD. Como
se apuntó en la sección 5.2, las cargas de polarización generadas por la dis-
continuidad dieléctrica no solo interaccionan con la carga que las induce
(autopolarización), sino también con cualquier carga adicional presente en
el sistema (polarización de la interacción culómbica). Debido a esta inter-
acción, las propiedades multipart́ıcula de un mismo punto cuántico pueden
verse profundamente alteradas por su entorno dieléctrico [186, 201, 202], ya
que el signo y la cuant́ıa de las cargas inducidas dependen en gran medida
de la capacidad de polarización del medio externo. Dedicaremos esta sección
a analizar la influencia del entorno dieléctrico sobre la correlación electróni-
ca en puntos cuánticos nanoscópicos sometidos a una fuerte discontinuidad
dieléctrica, particularmente en aquellas situaciones en que el potencial de
autopolarización induce estados superficiales.

La figura 5.24 muestra los potenciales de autopolarización y las distri-
buciones radiales de la densidad de carga del estado fundamental monoelec-
trónico (1s) correspondientes a los dos sistemas estudiados en esta sección:
un punto cuántico de radio R = 5.35 nm inmerso en un medio de alta cons-
tante dieléctrica (εout = 80, caso A), y el mismo QD inmerso en un medio
de baja constante dieléctrica (εout = 1, caso B). Los parámetros escogidos
para el material del QD se ajustan a los del SiO2 (m∗

dot = 0.5, εdot = 4),
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mientras que los del material externo se han tomado (a excepción de la cons-
tante dieléctrica) igual a los del aire en ambos casos (m∗

out = 1, V0 = 0.9 eV).
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Figura 5.24: Potencial de autopolarización (panel inferior) para un QD con R = 5.35 nm
y εdot = 4 inmerso en un medio con (a) εout = 80 (caso A en el texto), y (b) εout = 1
(caso B en el texto). La densidad radial de los correspondientes estados monoelectrónicos
φ1s para m∗

dot = 0.5, m∗

out = 1, V0 = 0.9 eV se muestran en los paneles superiores. Las
ĺıneas verticales punteadas indican la frontera del QD.

Mientras que el sistema A presenta el pozo del autopotencial en la cara
interna de la interfase, el sistema B lo hace en el medio externo. Sin embargo,
ambos pozos concentran radialmente la densidad de carga monoelectrónica,
generando un estado fundamental de tipo superficial16. Esta localización no
es exclusiva del estado 1s (n = 1, l = 0), sino que también caracteriza a va-
rios de los estados excitados que carecen de nodo radial (n = 1, l 6= 0). Por
contra, los estados excitados con nodos radiales permanecen en el volumen
del QD, con lo que garantizan su ortogonalidad con los estados n = 1 de su
misma simetŕıa angular sin sufrir un incremento desmesurado de su enerǵıa
cinética.

Para estudiar los efectos de la repulsión interelectrónica en estos dos

16Conviene apuntar que la formación de estados superficiales en el caso B está supe-
ditada a la relación entre la electroafinidad del material y la profundidad del pozo del
autopotencial. Como se estudió en las secciones previas, una electroafinidad excesivamen-
te alta eclipsaŕıa la localización de la densidad electrónica en el medio externo, impidiendo
la formación del estado superficial.



126 Caṕıtulo 5: Confinamiento dieléctrico

sistemas consideramos la introducción de un segundo electrón en el QD17.
A partir de la función de onda bielectrónica Ψ(r1, r2) definimos la densidad

radial del par electrónico R(r1, r2),

R(r1, r2) = 2

∫

|Ψ(r1, r2)|2r21r22 sin θ1 sin θ2dφ1dφ2dθ1dθ2, (5.46)

con la que podremos distinguir correlaciones radiales. Adicionalmente, la
densidad de correlación angular Z(θ),

Z(θ) = NZ |Ψ((rmax, 0, 0), (rmax , θ, 0))|2, (5.47)

nos permitirá estudiar correlaciones angulares. En (5.47), rmax corresponde
a las coordenadas r1 = r2 del máximo de R(r1, r2), y NZ representa el factor
de normalización apropiado.

En la figura 5.25 se ha representado R(r1, r2) [Ec. (5.46)] para el estado
fundamental bielectrónico 1Sg de los dos casos bajo estudio. Por motivos de
comparación se ha incluido además un tercer caso [Fig. 5.25(b)], que corres-
ponde al mismo nanocristal pero inmerso en un entorno que no produce
efecto dieléctrico alguno (εout = εdot = 4). Como se observa en la figura,
tanto en el sistema A como en el B los electrones se encuentran confinados
en el estrecho pozo del potencial de autopolarización, al igual que ocurre
en el caso monoelectrónico. Sin embargo, como se verá a continuación, la
interacción culómbica y los efectos de correlación son muy distintos en cada
sistema.

Analizaremos en primer lugar el sistema A (εout = 80). Una estrategia
para cuantificar la interacción culómbica y los efectos de correlación consiste
en comparar la enerǵıa E(1Sg) del estado fundamental bielectrónico con la
enerǵıa E(1s2) correspondiente a la configuración fundamental del sistema
en ausencia de interacción (electrones independientes). El resultado obteni-
do en este caso (véase la tabla 5.2) es ∆E = E(1Sg) − E(1s2) = 0.005 eV,
que resulta aparentemente sorprendente en comparación con el valor ∆E =

17Tanto en esta sección como en las posteriores, el hamiltoniano bielectrónico, Ec. (1.37),
se integra siguiendo la metodoloǵıa CI descrita en la sección 1.6.1. Las distintas confi-
guraciones, convenientemente adaptadas a las simetŕıas angular y de esṕın, se obtienen
como combinación de productos de las autofunciones del hamiltoniano monoelectrónico
Ec. (1.32). En todos los casos, la base empleada consta de las n autofunciones de menor
enerǵıa de cada simetŕıa l, donde n = 4, 4, 3, 3, 3, 3, 2, 2 y 2 para l = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7
y 8, respectivamente.
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Figura 5.25: Densidad radial del par electrónico R(r1, r2) del estado fundamental bielec-
trónico para un QD con εdot = 4, m∗

dot = 0.5, m∗

out = 1, V0 = 0.9 eV en tres medios
dieléctricos diferentes: (a) εout = 80, (b) εout = 4 (QD no polarizado), y (c) εout = 1. Las
ĺıneas punteadas indican la frontera del QD.

0.083 eV que se obtiene para el sistema no polarizado (εout = 4). Puesto
que la densidad bielectrónica en el sistema A se caracteriza por distribuirse
prácticamente en su totalidad en el material que constituye el punto cuán-
tico [figura 5.25(a)], es posible estimar por separado las contribuciones de
la interacción directa (bare Coulomb) y de la polarización superficial. Para
ello eliminamos artificialmente el potencial de polarización, y calculamos la
enerǵıa del estado fundamental EBC(1Sg) considerando que los electrones
interaccionan exclusivamente a través del término de Coulomb directo (con
ε = εdot = 4). La diferencia de enerǵıa EBC(1Sg) −E(1s2) asciende en este
caso a 0.049 eV. Podemos concluir por tanto que la interacción culómbica
directa es considerable, pero está casi totalmente apantallada por las cargas
positivas (estabilizantes) de polarización. Como resultado, los efectos ciné-
ticos dominan la dinámica del sistema, los efectos de correlación se tornan
despreciables y los electrones se comportan como part́ıculas casi indepen-
dientes18. El análisis de los coeficientes de la expansión CI (Tabla 5.2) lo
confirma: el mayor de los coeficientes corresponde a la configuración 1s2, y
asciende a 0.956. La siguiente configuración en importancia es la 1p2, con
un coeficiente de 0.287, mientras que la contribución del resto de configura-
ciones es prácticamente nula.

En el caso B (mismo QD en aire o vaćıo), las funciones mono y bie-

18No usamos aqúı la definición quimico-cuántica para la enerǵıa y los efectos de corre-
lación. En la presente Tesis se entiende la correlación como la contribución de las con-
figuraciones excitadas a la función de onda exacta en comparación con la configuración
fundamental 1s2.
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Tabla 5.2: Enerǵıa total del estado fundamental bielectrónico ETOT , la misma enerǵıa
excluyendo los términos de polarización en el potencial de interacción electrón-electrón
EBC , y enerǵıa de la configuración 1s2 (eV) para un QD con R = 5.35 nm, εdot = 4 y
m∗

dot = 0.5 inmerso en tres medios dieléctricos diferentes (εout). El origen de enerǵıas se
ha tomado en el fondo de la banda de conducción del semiconductor que constituye el QD.
También se incluyen los coeficientes de la expansión CI más relevantes.

εout
80 4 1

ETOT -0.287 0.128 0.447
EBC -0.243 0.128 0.395
E1s2 -0.292 0.045 0.236

c0(1s2) 0.956 0.856 0.637
c1(1p2) 0.287 0.445 0.672
c2(1d2) - - 0.281
c3(1s2s) - 0.261 0.228

lectrónica están fuertemente localizadas en el estrecho pozo del potencial
de autopolarización, al igual que en el caso anterior. Sin embargo, en esta
ocasión la interacción culómbica total, ∆E = 0.211 eV, es mucho mayor19.
La estimación por separado de los efectos de polarización no es tan secilla
en este caso como en el anterior. Esto se debe a que un amplio porcenta-
je de la densidad electrónica se encuentra localizada en el medio externo,
donde εout 6= εdot [véase la Fig. 5.25(c)]. Podemos, sin embargo, calcular
EBC(1Sg) introduciendo εout en el término de Coulomb directo. La diferen-
cia de enerǵıa obtenida, EBC(1Sg) − E(1s2) = 0.159 eV, permite estimar
una desestabilización adicional de 0.052 eV provocada por las cargas super-
ficiales de polarización. Al contrario de lo que ocurŕıa en el caso A, en esta
ocasión el efecto de las cargas de imagen es desestabilizante (hace aumentar
la interacción culómbica directa en lugar de apantallarla), y la correlación
no es en absoluto despreciable. Los coeficientes CI de mayor relevancia (Ta-
bla 5.2) muestran que la contribución más importante a la función de onda
deriva de la configuración 1p2, aunque seguida muy de cerca por la configu-
ración 1s2. El resto de contribuciones, en cambio, son mucho más pequeñas.

19El aumento de la interacción culómbica en sistemas inmersos en medios de baja permi-
tividad es un fenómeno bien conocido [207, 186, 198]. Sin embargo, en este caso el aumento
es extremadamente elevado, debido a que la densidad electrónica está confinada de forma
intensa en una delgada corona esférica en el medio externo del QD, donde la constante
dieléctrica es la unidad.
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Puesto que los orbitales 1s y 1p se encuentran confinados en el estrecho pozo
del autopotencial, las configuraciones 1s2 y 1p2 deben provocar una fuerte
correlación angular. Este efecto puede observarse en la figura 5.26, donde
se ha representado la densidad de correlación angular Z(θ) [Ec. (5.47)] para
los casos A y B, y adicionalmente para el caso no polarizado (εout = εdot
= 4). La figura muestra una localización angular progresiva de la densidad
electrónica. En el caso A (εout = 80), Z(θ) alcanza valores considerables en
casi todo el dominio de θ, lo que refleja la dinámica independiente de los
electrones. El caso correspondiente al punto cuántico no polarizado supone
una transición hacia el caso B. Finalmente, en este último caso (εout = 1),
la densidad angular es nula o muy pequeña para valores de θ bajos e in-
termedios, lo que puede interpretarse como una localización de tipo Wigner
en un régimen de alta densidad electrónica. Es importante remarcar que la
localización de la densidad electrónica es extremadamente intensa en este
caso, pues no hay que olvidar que ésta sufre además una fuerte localización
radial inducida por el potencial de autopolarización.20

La formación de fases Wigner ha sido pronosticada e incluso confirmada
experimentalmente [295] en condiciones ĺımite de baja densidad electrónica
o, lo que es lo mismo, en puntos cuánticos de gran tamaño. La acción de un
campo magnético externo, por otra parte, favorece la cristalización, de modo
que ésta puede tener lugar en QDs de tamaño medio [15, 296, 297, 298, 299].
Sin embargo, parece existir consenso en que este tipo de localización elec-
trónica no puede darse en los QDs de menor tamaño (de unos pocos nano-

20También se ha realizado una exploración del efecto del entorno dieléctrico sobre la
formación de estados superficiales excitónicos (pares electrón-hueco) [33]. Para ello se
ha tomado el modelo de una banda tanto para electrones como para huecos, y se han
llevado a cabo cálculos CI empleando una base de funciones monopart́ıcula de la misma
dimensión que en el caso bielectrónico. Cuando el QD está inmerso en aire o vaćıo, la
elevada barrera de potencial confinante del hueco impide que éste presente densidad de
carga en el exterior del QD. El confinamiento del electrón en el pozo externo del potencial
de autopolarización conlleva por tanto una fuerte disminución del solape entre las funciones
de onda del electrón y el hueco, que se traduce en un fuerte decaimiento de la intensidad
de absorción/emisión excitónica. En cambio, cuando el QD está inmerso en un medio de
alta constante dieléctrica, la separación electrón-hueco (y, por tanto, la reducción de la
intensidad de absorción/emisión) tiene lugar o no dependiendo de la relación m∗

h/m∗

e entre
sus masas efectivas. La altura de la barrera de potencial no es ahora un impedimento, y
ambas part́ıculas son atráıdas hacia el pozo del autopotencial. Si sus masas efectivas son
similares, la formación del estado superficial excitónico tiene lugar sin apenas alteración
del solape entre ambos. No obstante, cuando la masa del hueco es considerablemente mayor
que la del electrón, su localización en el pozo del autopotencial es mucho más intensa, lo
que hace disminuir el solape entre las dos part́ıculas.
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Figura 5.26: Densidad de correlación angular Z(θ) correspondiente a los mismos casos
que en la figura 5.25.

metros), pues el fuerte confinamiento al que se ven sometidos los electrones
ocasiona que las propiedades del sistema estén dominadas por efectos de
part́ıcula independiente [295, 300]. No obstante, nuestros resultados predi-
cen que, si el entorno del QD es el adecuado, este tipo de localización puede
llegar a producirse incluso en condiciones de alta densidad electrónica y pe-
queños tamaños de QD.

En resumen:

Cuando se impone al confinamiento espacial, el confinamiento dieléc-
trico no sólo afecta a la distribución de la densidad electrónica, sino
que además controla la dinámica del sistema.

Mediante el adecuado diseño de las propiedades del entorno del QD,
es posible conducir al sistema desde situaciones en que los electrones
de conducción se comportan casi como part́ıculas independientes hasta
situaciones donde la fuerte correlación angular provoca localizaciones
de tipo Wigner.

Nuestro modelo predice, por tanto, que este tipo de localización puede
llegar a producirse incluso en condiciones de alta densidad electrónica
y pequeños tamaños de QD.

Polarización superficial y correlación electrónica

La fuerte correlación angular que conduce a la localización Wigner se de-
be a que la densidad electrónica en el correspondiente estado superficial se
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concentra mayoritariamente en el medio externo, donde el término culómbico
de interacción directa presenta un apantallamiento nulo en su denominador
(ε = 1). Esta interacción es pues independiente del valor de la constante die-
léctrica del QD, por lo que εdot únicamente puede influir sobre la correlación
electrónica a través del término de polarización (Vpol), es decir, a través de
su efecto sobre las cargas inducidas en la interfase. Analizaremos a continua-
ción con mayor detalle la influencia que ejerce la capacidad de polarización
del QD sobre la correlación electrónica en este tipo de estados superficiales.

Consideramos un sistema análogo al B [Fig. 5.24(b)], pero en el que
variamos εdot desde 1 hasta ∞ para hacer variar a su vez el potencial de
polarización21 Vpol desde cero hasta su valor valor máximo. Desde el punto
de vista cualitativo, no ocurren cambios significativos a partir de valores
de εdot = 40-80, por lo que limitamos el estudio a este rango de constantes
dieléctricas.

En el caso que nos ocupa, la transición del estado fundamental 1Sg desde
el volumen a la superficie se produce a valores de εdot ligeramente inferiores
a 4. Como es de esperar, un aumento adicional de εdot vendrá acompañado
de un aumento de la localización radial. Este efecto es básicamente mono-
electrónico: a medida que la discontinuidad dieléctrica aumenta, el pozo del
potencial de autopolarización se hace más profundo (ver e.g. la Fig. 5.14), y
por tanto localiza de forma más efectiva la densidad electrónica. Por este mo-
tivo, cualquier cambio en la correlación del sistema debe ser de tipo angular.

La polarización del punto cuántico por un electrón externo puede enten-
derse como una distribución de cargas superficiales de signo positivo en su
región más cercana y de signo negativo en la más lejana. Podemos concluir
por tanto que la polarización ejerce un efecto contrario al de la interacción
directa, pues trata de aproximar los electrones entre śı. Esta visión simplifi-
cada de la polarización de la interacción culómbica queda cuantitativamente
confirmada en la figura 5.27, donde se representa la sección transversal de
Vpol(r1, r2) a lo largo del eje z. Para realizar esta figura se ha fijado el pri-
mer electrón en la posición (x, y, z) = (0, 0, rmax) (donde rmax corresponde
al máximo de la densidad electrónica), y se ha permitido el movimiento del
segundo electrón en el eje z. Los perfiles representados corresponden a εdot
= 4 y εdot = 80. La figura revela que: (i) Vpol es fuertemente atractivo cerca

21Este potencial es el que resulta de eliminar en las Ecs. (5.11)-(5.14) el término de
interacción directa (término proporcional a rl

</rl+1
> ).
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Figura 5.27: Sección transversal en el eje z del potencial de polarización Vpol generado por
las cargas inducidas en la interfase por un electrón situado en (0, 0, rmax), correspondiente
al máximo de la densidad electrónica en el pozo del potencial de autopolarización. El
sistema corresponde a un QD de radio R = 5.35 nm en aire o vaćıo, y el perfil se representa
para dos valores distintos de su constante dieléctrica εdot. Las ĺıneas punteadas verticales
representan la frontera del QD. La flecha auxiliar indica la posición del electrón que genera
el potencial.

de z = R = 5.35 nm y repulsivo en las proximidades de z = −R = -5.35
nm, donde, de acuerdo con el razonamiento anterior, encontramos cargas de
polarización positivas y negativas respectivamente. (ii) Cuanto mayor es la
capacidad de polarización del QD, más relevante es el efecto de Vpol. Una
consecuencia inmediata es que la correlación angular debe disminuir a me-
dida que εdot aumenta. Este efecto se ilustra en la figura 5.28, donde se ha
representado la densidad de correlación angular Z(θ) [Ec. (5.47)] para los
mismos valores de εdot que en la figura 5.27. En conclusión, la localización
Wigner se difumina a medida que aumenta la capacidad de polarización del
punto cuántico.

Como ya se mencionó con anterioridad, en la presente memoria entende-
mos la correlación como la contribución de las configuraciones excitadas a la
función de onda exacta del estado fundamental 1Sg en comparación con la
configuración fundamental 1s2. La cuantificación de esta correlación puede
expresarse por tanto como ccorr = 1 − (c1s2)2, donde c1s2 es el coeficiente
de la configuración 1s2 en la expansión CI. Emplearemos este parámetro
para entender en mayor profundidad la influencia de la polarización sobre
la dinámica del sistema.
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Figura 5.28: Densidad de correlación angular Z(θ) correspondiente a un QD con R = 5.35
nm, m∗

dot = 0.5 y V0 = 0.9 eV en aire o vaćıo, para dos constantes dieléctricas diferentes
del QD.

La figura 5.29 muestra ccorr en función de la constante dieléctrica del QD
(serie etiquetada como P1). Inicialmente ccorr decrece exponencialmente con
εdot. En este rango de constantes dieléctricas (1 < εdot < 3) el estado fun-
damental es volumétrico, y la discontinuidad dieléctrica es todav́ıa pequeña.
Por tanto, la disminución de ccorr se debe al aumento del apantallamiento en
el término culómbico de interacción directa22. El posterior aumento abrupto
de ccorr refleja la transición de estados volumétricos a superficiales. Con ella,
el apantallamiento del termino de interacción directa cambia repentinamen-
te desde εdot a εout = 1, con el correspondiente aumento de la repulsión
interelectrónica que conlleva a su vez un aumento brusco de la correlación.
Como se mostró en la sección anterior, únicamente unas pocas configuracio-
nes excitadas presentan coeficientes relevantes en la expansión CI, siendo la
1p2 la más importante con diferencia. Este hecho queda reflejado en serie
etiquetada como |c1p2 |2 en la figura 5.29, que muestra que la evolución de la
contribución de la configuración 1p2 frente a εdot transcurre casi paralela a
ccorr.

Una vez ha tenido lugar la transición de fase, ccorr muestra una dis-
minución progresiva frente a εdot. El término de repulsión directa no puede
contribuir a este efecto, pues es aproximadamente independiente de εdot. Por

22En estos estados, los electrones están confinados casi totalmente dentro del volumen
del QD. Por tanto, la constante dieléctrica que afecta al término de interacción directa es
εdot.
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Figura 5.29: Punto cuántico poblado con dos electrones en aire o vaćıo. ccorr = 1− (c1s2)2

y cuadrado del coeficiente CI de la configuración excitada más relevante, 1p2, en función
de la constante dieléctrica del QD εdot. La serie P1 (P0) representa ccorr en presencia
(ausencia) del término de polarización Vpol. Las ĺıneas solo son una gúıa visual.

tanto, esta disminución de la correlación debe venir motivada por la crecien-
te relevancia del potencial de polarización, el cual ejerce una influencia sobre
la correlación contraria a la que provoca el término de interacción directa.
También esto queda reflejado en la Fig. 5.29, donde se ha determinado ccorr
en una serie de cálculos en que se ha eliminado artificialmente la influencia
del potencial de polarización (serie etiquetada como P0).

En la sección 5.5.2 comparábamos los perfiles del potencial de auto-
polarización correspondientes a un QD en aire y a una nanocavidad en una
matriz semiconductora, con objeto de determinar en cuál de los dos sistemas
la capacidad del pozo del autopotencial para formar estados superficiales es
mayor. Encontrábamos diferencias entre ambos casos, originadas por la dife-
rente carga neta inducida en la interfase en uno y otro caso. Para completar
el estudio expuesto en la presente sección, seŕıa de interés por tanto la com-
paración de la correlación en los estados superficiales de estos dos sistemas.
Para ello consideramos una nanocavidad (εC = m∗

C = 1) de radio R = 5.35
nm en una matriz semiconductora con electroafinidad V0 = 0.9 eV, masa
efectiva m∗

M = 0.5 y diferentes valores de εM ≥ 4, lo que asegura un estado
fundamental localizado en el pozo del autopotencial.

La descripción simplificada de la polarización del semiconductor por un
electrón ubicado en la nanocavidad prevé la aparición de cargas de pola-
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rización positivas en la superficie de la cavidad (más intensas en las pro-
ximidades de su posición), y negativas en la región del semiconductor más
lejana al electrón, es decir, en el infinito. Estas cargas negativas no afectarán
al segundo electrón, por lo que es de esperar en este caso un potencial de
polarización Vpol más intenso que en QDs y sin carácter repulsivo alguno. La
figura 5.30 muestra la sección transversal de Vpol para este caso, donde los
perfiles representados corresponden a las mismas constantes dieléctricas del
semiconductor que en la figura 5.27. Como se puede apreciar, Vpol es siempre
negativo (atractivo), y de mayor magnitud que el correspondiente a un QD
en aire. Podemos esperar por tanto que la correlación entre los electrones en
la nanocavidad presente tendencias similares a las obtenidas para un QD en
aire, aunque reforzadas. Tal similitud se refleja en la figura 5.31, análoga a
la Fig. 5.29 para este caso. La diferencia estriba en que únicamente se han
realizado cálculos en la región εM ≥ 4, puesto que para εM < 4 el estado
fundamental bielectrónico se encuentra deslocalizado en la matriz.

En la región donde la comparación puede llevarse a cabo se observan las
mismas tendencias en nanocavidades que en QDs. Aśı, el cálculo completo
P1 revela una disminución de la correlación con εM , y la serie de cálculos
P0 muestra una correlación casi constante. Cuando solo se tiene en cuenta
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Figura 5.30: Sección transversal en el eje z del potencial de polarización Vpol generado por
las cargas inducidas en la interfase por un electrón situado en (0, 0, rmax), correspondiente
al máximo de la densidad electrónica en el pozo del potencial de autopolarización. El siste-
ma corresponde a una nanocavidad de radio R = 5.35 nm en una matriz semiconductora,
y el perfil se representa para dos valores distintos de εM . Las ĺıneas punteadas verticales
representan la superficie de la cavidad. La flecha auxiliar indica la posición del electrón
que genera el potencial.
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Figura 5.31: Dos electrones atrapados en una nanocavidad de una matriz semiconductora.
ccorr = 1−(c1s2)2 y cuadrado del coeficiente CI de la configuración excitada más relevante,
1p2, en función de la constante dieléctrica de la matriz εM . La serie P1 (P0) representa
ccorr en presencia (ausencia) del término de polarización Vpol. Las ĺıneas solo son una gúıa
visual.

la interacción directa (P0), el acuerdo entre nanocavidades y QDs es cuan-
titativo. Sin embargo, cuando se tienen en cuenta todas las contribuciones
(P1) las nanocavidades muestran una correlación menor, lo que se debe al
mayor efecto de la polarización en este caso. Puesto que la correlación en es-
tos estados es mayoritariamente de tipo angular, debemos esperar aqúı una
menor localización angular de los electrones que en el caso correspondiente
a QDs.

5.5.4. Interacción electrónica e impurezas hidrogenoides. Fa-

ses de correlación

La investigación anterior pone de relieve que las localizaciones de tipo
Wigner inducidas por el confinamiento dieléctrico requieren bajas constantes
dieléctricas del QD para su formación. Esto exige a su vez barreras de po-
tencial (i.e., electroafinidades del material del QD) relativamente pequeñas,
pues la discontinuidad dieléctrica es escasa y el pozo del autopotencial no
posee por tanto la suficiente profundidad como para contrarrestar el efecto
desestabilizante de una barrera de potencial considerable. Adicionalmente,
en este rango de bajas constantes dieléctricas las interacciones culómbicas
en el interior del QD están poco apantalladas, por lo que la presencia de
impurezas puede alterar notablemente la distribución y correlación electró-
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nicas.

En el seno de un QD en aire o vaćıo, el potencial atractor de una im-
pureza dadora se debilita a medida que εdot aumenta. Este comportamiento
es contrario al que experimenta el pozo del potencial de autopolarización,
el cual adquiere mayor profundidad cuanto mayor es εdot (sección 5.5.1).
Podemos esperar por tanto diferentes fases de correlación en función de la
constante dieléctrica del QD, que determinará en cada caso qué potencial
impone su dominio sobre la dinámica del sistema.

El sistema formado por dos electrones enlazados a una impureza dado-
ra hidrogenoide en el seno de un semiconductor es conocido como centro o
ion D−, por analoǵıa con el ion hidruro H− en f́ısica atómica [301, 302]. El
problema del confinamiento de este sistema en puntos cuánticos ha sido ya
abordado por varios autores [302, 303, 304, 305, 306, 307], si bien nunca en
presencia de discontinuidades dieléctricas.

Consideramos un ion D− situado en el centro de un QD esférico inmerso
en aire o vaćıo. El potencial generado por la impureza viene dado en este
caso por la Ec. (5.21). Para posibilitar la comparación, elegimos los mismos
parámetros que en la sección previa (R = 5.35 nm, m∗

dot = 0.5, V0 = 0.9
eV), y estudiamos la correlación electrónica en el estado fundamental (1Sg)
del sistema en función de la constante dieléctrica del QD. Los resultados
se muestran en la figura 5.32. En ella pueden distinguirse tres fases mar-
cadamente diferentes, que denominamos de acuerdo con su tendencia f́ısica
predominante: fase de impureza (1 < εQD < 4.3), fase Wigner de correlación
radial (4.3 < εQD < 5.5) y fase Wigner angular (εQD > 5.5).

La figura 5.33(a) muestra la densidad radial del par electrónico R(r1, r2)
[Ec. (5.46)] para εdot = 4, cuyo ejemplo es representativo de las propiedades
de la fase de impureza. El régimen de confinamiento es débil (R ≫ a∗0),
ambos electrones se encuentran fuertemente atraidos por el potencial de la
impureza y el sistema está apenas influenciado por la barrera de potencial
confinante23.

En lo que respecta a la correlación entre los electrones, ccorr disminuye

23El caso particular representado en la figura 5.33(a) corresponde al SiO2. La presen-
cia de impurezas impide por tanto la formación de estados superficiales en QDs de este
material, y en consecuencia la localización Wigner pronosticada en la sección 5.5.3.
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Figura 5.32: Punto cuántico en aire o vaćıo poblado con dos electrones y en presencia
de una impureza dadora central. ccorr = 1 − (c1s2)2 y cuadrado de los coeficientes CI de
las configuraciones excitadas más relevantes en función de la constante dieléctrica del QD
εdot. Como referencia se han incluido los valores de ccorr del sistema libre de impureza.
Las ĺıneas solo son una gúıa visual.

con el aumento de εdot (Fig. 5.32) como consecuencia del progresivo apan-
tallamiento del término de interacción directa. La diferencia más notable en
comparación con el sistema libre de impureza (Fig. 5.29) la encontramos en
que la configuración excitada más relevante en la expansión CI no es en este
caso la 1p2, sino la 1s2s. Esta configuración soporta casi la totalidad de la
correlación electrónica en el estado fundamental.

Cuando la constante dieléctrica supera el valor 4.3, el sistema transita
a la fase Wigner de correlación radial. Esta transición se refleja en la figura
5.32 mediante un aumento brusco de ccorr, que alcanza valores próximos a
la unidad que se mantienen durante toda la fase. La transición viene acom-
pañada por una reconstrucción del estado fundamental 1Sg: la configuración
dominante de este estado pasa de ser la 1s2 a ser la 1s2s, que adquiere un
coeficiente CI superior a 0.99. Esta reconstrucción implica a su vez un au-
mento extremo de la correlación radial, como puede observarse en la figura
5.33(b). La separación radial de la densidad electrónica puede describirse
como un electrón enlazado fuertemente a la impureza en el centro del QD y
el otro electrón localizado en el pozo del potencial de autopolarización. En
otras palabras, la densidad electrónica en esta fase experimenta una locali-
zación radial de tipo Wigner.24

24Si bien la correlación radial en esta fase es grande, la correlación angular es prácti-
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r  (nm)1

r 
 (

nm
)

2

640 2 640 2 640 2

dotε    = 6

r  (nm)1 r  (nm)1

dotε    = 4 dotε    = 5

0

4

2

6 (c)(b)(a)

Figura 5.33: Densidad radial del par electrónico R(r1, r2) para el estado fundamental de
un QD en aire o vaćıo poblado con dos electrones y en presencia de una impureza dadora
central. R(r1, r2) se muestra para tres valores distintos de la constante dieléctrica del QD:
(a) εdot = 4, (b) εdot = 5, y (c) εdot = 6. Las ĺıneas punteadas indican la frontera del QD.

La última transición se produce cuando εdot = 5.6 (Fig. 5.32), y da lugar
a la fase Wigner angular. En esta fase se recupera el dominio de la configu-
ración 1s2, y la 1p2 se convierte en la configuración excitada más relevante.
Estas cualidades son similares a las del sistema libre de impureza, como
se aprecia a través de la comparación de ccorr en presencia y ausencia de
impureza (Fig. 5.32). De hecho, la distribución de la densidad electrónica
experimenta una fuerte localización radial en el pozo del autopotencial [Fig.
5.33(c)], que viene acompañada por una intensa correlación angular.

En resumen, un QD en aire o vaćıo con dos electrones y una impureza
dadora central puede experimentar tres fases distintas, dependiendo de la
capacidad de polarización del material que lo constituye. Bajas constantes
dieléctricas proporcionan la fase de impureza, en que ésta es el elemento que
controla la dinámica del sistema. Valores intermedios de εdot conducen a la
fase Wigner de correlación radial. En ella la impureza todav́ıa desempeña un
papel importante, atrapando fuertemente uno de los electrones en el centro
del QD. Este par electrón-impureza es visto como una entidad neutra por el
segundo electrón25, que por tanto se comporta como un electrón aislado en

camente nula, pues la configuración dominante 1s2s (que únicamente implica correlación
radial) constituye más del 99% de la función de onda total.

25En la fase Wigner de correlación radial la enerǵıa de repulsión interelectrónica es
aproximadamente independiente de εdot, y puede ser estimada con precisión mediante
1/εoutrmax. Este mismo valor pero con signo opuesto corresponde a la interacción atrac-
tiva entre la impureza y el electrón superficial. Por tanto, la cancelación de estas dos



140 Caṕıtulo 5: Confinamiento dieléctrico

un QD libre de impureza (eligiendo el pozo del potencial de autopolariza-
ción como la localización más estable). Finalmente, valores mayores de εdot
se asocian con la fase Wigner angular, en que la impureza juega un papel
minoritario y el sistema se comporta como si no estuviese dopado.

Enerǵıas orbitales y de enlace

Para entender en mayor profundidad la naturaleza de estas tres fases es
conveniente analizar la estructura energética monoelectrónica del sistema, y
cómo ésta se ve influenciada por la discontinuidad dieléctrica. El estudio de
la enerǵıa de enlace del centro D− nos ofrecerá información adicional sobre
su estabilidad en cada fase.

La figura 5.34 muestra la evolución energética de los estados monoelec-
trónicos 1s, 2s y 1p frente a εdot. Para delimitar el rango de existencia de
cada fase se ha resaltado en la figura la región de constantes dieléctricas
correspondiente a la fase Wigner de correlación radial. A valores bajos de
εdot, el espectro energético se corresponde con el de una impureza dadora
en un medio extendido: el orbital 1s es mucho más estable que los orbitales
1p y 2s, que aparecen prácticamente degenerados. A medida que εdot au-
menta, el potencial de la impureza se debilita, y el pozo del autopotencial
se hace más profundo. En la región intermedia de valores de εdot los orbi-
tales 1p y 2s son estabilizados por el pozo del autopotencial, convirtiéndose
en estados superficiales. Esta estabilización los aproxima energéticamente al
orbital 1s, que todav́ıa es un estado volumétrico. A continuación tiene lugar
un anticruzamiento entre orbitales de la misma simetŕıa: el orbital 1s pasa
a concentrarse mayoritariamente en el pozo del autopotencial y el 2s vuelve
a ocupar el volumen del QD. Finalmente, los orbitales 1s y 1p alcanzan casi
la degeneración, mientras que el 2s permanece desestabilizado.

Un factor clave que determina la existencia de reconstrucciones y fuer-
tes correlaciones es la distancia energética entre orbitales interactuantes.
Aśı pues, la fase Wigner de correlación radial aparece en la región en que
los orbitales 1s y 2s están próximos en enerǵıa. Puesto que estos orbitales
presentan una distribución espacial muy distinta (el 1s se concentra en el
centro del QD mientras que el 2s lo hace en el pozo del autopotencial), la
interacción culómbica es relativamente pequeña, y la reconstrucción desde

interacciones provoca que el segundo electrón se sienta libre en la región en que se encuen-
tra confinado.
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Figura 5.34: Enerǵıa de los orbitales 1s, 2s y 1p correspondientes a un QD en aire o vaćıo
en presencia de una impureza dadora central, en función de εdot. La región correspondiente
a la fase Wigner de correlación radial se ha resaltado para delimitar las fronteras entre las
distintas fases. Las ĺıneas son solo una gúıa visual.

la configuración 1s2 a la 1s2s resulta favorable. Del mismo modo, la fase
Wigner angular tiene lugar en la región en que los orbitales 1s y 1p son cua-
sidegenerados, lo que favorece la formación de una molécula Wigner angular
(combinación casi exclusiva de las configuraciones 1s2 y 1p2) que minimiza
la repulsión culómbica.

La figura 5.34 evidencia que la fase Wigner de correlación radial tiene
lugar en un rango estrecho de constantes dieléctricas (4.3 < εdot < 5.5 cuan-
do R = 5.35 nm, m∗

dot = 0.5 y V0 = 0.9 eV). No obstante, nuestros cálculos
prueban que la fase es robusta en un amplio intervalo de tamaños del QD.
En particular, si εdot = 5 la separación radial se conserva para valores de
R desde 4 hasta más de 20 nm. También se ha estudiado la influencia de la
barrera de potencial sobre la estabilidad de esta fase. A este respecto, cabe
recordar que una barrera más elevada exige valores mayores de εdot para for-
mar estados superficiales. Pero a medida que εdot aumenta el potencial de la
impureza se debilita, el potencial confinante comienza a ejercer su influencia
sobre la estructura energética y el orbital 1p se estabiliza con respecto al 2s.
Como consecuencia, si el aumento de εdot es considerable puede tener lugar
una transición de fase difusa caracterizada por el aumento simultáneo de las
correlaciones radial y angular en un intervalo muy estrecho de constantes
dieléctricas. En otras palabras, la fase Wigner de correlación radial puede
ser reemplazada por una transición difusa de la primera fase a la tercera.

La estabilidad del centro D− puede cuantificarse mediante su enerǵıa de
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enlace. Ésta se define como [303, 302]

Eb(D
−) = E0 + E(D0) − E(D−), (5.48)

donde E0 es la enerǵıa del estado fundamental monoelectrónico del sistema
en ausencia de la impureza, mientras que E(D0) y E(D−) corresponden res-
pectivamente a las enerǵıas fundamentales mono y bielectrónicas del sistema
en presencia de la impureza. F́ısicamente Eb(D

−) representa la enerǵıa ne-
cesaria a aportar para trasladar uno de los electrones desde el QD dopado
hasta un QD libre de impurezas situado a una distancia infinita del primero.
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Figura 5.35: Enerǵıa de enlace Eb(D
−) en función de εdot incluyendo (rombos) y exclu-

yendo (cuadrados) los efectos de la discontinuidad dieléctrica. La región correspondiente
a la fase Wigner de correlación radial se ha resaltado para delimitar las fronteras entre las
distintas fases. Las ĺıneas son solo una gúıa visual.

La enerǵıa de enlace Eb(D
−) correspondiente al sistema bajo estudio se

representa en la figura 5.35 en función de εdot. Como referencia se incluye
además la enerǵıa de enlace correspondiente al mismo sistema pero en ausen-
cia de discontinuidad dieléctrica (εout = εdot). En este último caso, Eb(D

−)
disminuye de forma monótona a medida que aumenta εdot, como resulta-
do del progresivo apantallamiento de la interacción entre los electrones y la
impureza. Sin embargo, cuando se tienen en consideración los efectos die-
léctricos la enerǵıa de enlace se cancela en el rango de existencia de la fase
Wigner de correlación radial. Por tanto, esta fase puede considerarse como
la superposición de un electrón en el estado fundamental del QD dopado
y otro electrón en el estado fundamental de un QD con las mismas carac-
teŕısticas pero libre de impurezas [Ec. (5.48)]. El motivo subyacente es que
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el potencial culómbico (incluyendo los términos de polarización) generado
por el electrón interno 1s se cancela casi por completo con el que genera
la impureza, lo que produce un efecto neto nulo sobre el electrón externo.
Dicho de otro modo, el primer electrón bloquea el efecto de la impureza, y
el sistema se comporta entonces como un QD no dopado y vaćıo frente al
segundo electrón de conducción.

5.5.5. Confinamiento dieléctrico y espectro de absorción in-

trabanda

Interacción electrónica y espectro de absorción

El teorema de Kohn generalizado afirma que los efectos de interacción
electrónica en un QD confinado por un potencial parabólico no pueden ser
observados mediante espectroscopia en el infrarrojo lejano (FIR), siempre
que la interacción culómbica dependa exclusivamente de las distancias rela-
tivas entre los electrones [6]. Esta es una generalización del resultado previo
obtenido por Kohn [308], quien mostró que bajo ciertas condiciones las fre-
cuencias de resonancia ciclotrónicas de un sistema electrónico no dependen
de la forma del potencial de interacción. Alentados por los resultados expe-
rimentales de Sikorski y Merkt [309], diversos autores [310, 311, 312] demos-
traron que esta insensibilidad del espectro FIR a las interacciones culómbicas
cuando el potencial confinante es parabólico deriva de la separabilidad entre
el movimiento del centro de masas (MCM) y el movimiento relativo (MR) en
el hamiltoniano polielectrónico. Aśı, puesto que el operador dipolar conmuta
con el hamiltoniano del movimiento relativo, la radiación FIR solo provoca
excitaciones del centro de masas, el cual presenta un espectro de excitación
similar al de un único electrón en el QD [6].

El modelo de potencial parabólico permite una descripción realista de
QDs donde el confinamiento lateral es electrostático [6, 110]. No obstante,
en la mayoŕıa de casos el confinamiento de los electrones se origina por el di-
ferente alineamiento de las bandas de conducción (band offset) de materiales
adyacentes en la heteroestructura. Por tanto, aunque el potencial parabóli-
co puede resultar adecuado para describir los estados de menor enerǵıa de
QDs de gran tamaño [81], este modelo no describe correctamente las propie-
dades de los nanocristales más pequeños (como los obtenidos por métodos
de qúımica húmeda), ni es capaz de reproducir el confinamiento en pun-
tos cuánticos multicapa [83, 82]. En su lugar deben emplearse potenciales



144 Caṕıtulo 5: Confinamiento dieléctrico

de tipo escalón [38]. En este caso, el movimiento del centro de masas y el
relativo quedan acoplados, por lo que el espectro de absorción FIR puede
reflejar efectos multielectrónicos [313, 314, 315]. De hecho, el acoplamiento
promueve la aparición de nuevas transiciones inexistentes cuando el confina-
miento es parabólico, algunas de las cuales son inducidas por la interacción
culómbica [73].

La extensión en que los efectos multipart́ıcula se hacen patentes en el
espectro depende obviamente de la relevancia de dichos efectos en la di-
námica del sistema. Ésta a su vez está gobernada por la relación entre la
enerǵıa cinética T de los electrones y su enerǵıa de repulsión mutua Ve−e.
En el caso de QDs esféricos confinados por barreras impenetrables, T escala
como 1/(m∗

dotR
2), mientras que Ve−e lo hace como 1/(εdotR). Por tanto, se

obtiene que T/Ve−e ∝ εdot/(m
∗
dotR) ∝ a∗0/R. En otras palabras, el nivel de

confinamiento de los electrones en el QD (a∗0/R) establece la relación entre
las enerǵıas cinética y de repulsión culómbica y, en consecuencia, la exten-
sión de los efectos de la interacción electrónica en el espectro de absorción
FIR.

No obstante, la argumentación anterior queda limitada al caso de barre-
ras impenetrables, y su validez para el caso más realista de barreras de altura
finita debe ser testada. Como mostraremos posteriormente, la altura de la
barrera de potencial no altera por śı misma la contribución de los efectos
multipart́ıcula al espectro de absorción FIR, aunque éste puede presentar
cambios importantes cuando barreras finitas se combinan con discontinui-
dades dieléctricas.

La desviación del pefil parabólico del potencial confinante no es el único
factor capaz de provocar el acoplamiento entre el movimiento del centro de
masas y el movimiento relativo. Recordemos que una condición necesaria
para que el teorema de Kohn sea aplicable es que la interacción culómbica
dependa exclusivamente de las distancias relativas entre los electrones. Es-
to ocurre cuando la respuesta dieléctrica del medio es homogénea, pero no
cuando la constante dieléctrica del material del QD es distinta a la de su
entorno. En tal caso, las cargas de polarización superficiales modifican el po-
tencial de interacción culómbica de tal modo que éste no puede ser expresado
exclusivamente en función de distancias interelectrónicas. En consecuencia,
la polarización de la interacción culómbica impide por śı misma el cumpli-
miento del teorema de Kohn generalizado.
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Nuestro interés en esta sección consiste en averiguar la influencia que
ejerce el confinamiento dieléctrico sobre el espectro de absorción FIR de
nanocristales con potenciales de tipo escalón, en particular sobre las transi-
ciones inducidas por los efectos multipart́ıcula. Éstas reflejarán la correlación
del sistema, por lo que es de esperar que la formación de estados superficiales
de alta correlación (sección 5.5.3) venga acompañada de cambios importan-
tes en el espectro.

Espectro de absorción en ausencia de discontinuidad dieléctrica

Consideramos nanocristales esféricos cargados con dos electrones en su
banda de conducción, cuyos estados discretos se obtienen mediante el méto-
do variacional de interacción de configuraciones resumido en la sección 1.6.1.
Por su parte, los coeficientes de absorción Γi de las excitaciones generadas
por la radiación FIR a T = 0 K se calculan siguiendo la metodoloǵıa ex-
puesta en la sección 1.7. Puesto que la simetŕıa del estado fundamental del
sistema es 1Sg [72], las reglas de selección espectroscópicas para las transicio-
nes desde este estado solamente permiten absorciones a estados de simetŕıa
1Pu (véase la sección 1.7). Aśı pues, únicamente estas excitaciones podrán
ser activas en el espectro de absorción.

Nos centraremos en particular sobre los coeficientes de absorción de aque-
llas transiciones que involucran al estado fundamental y a los cuatro estados
excitados de menor enerǵıa con simetŕıa 1Pu. La primera y más intensa de
las transiciones (con coeficiente de absorción Γ1) corresponde a la excita-
ción desde el estado fundamental al estado 11Pu. Esta es la única transi-
ción permitida cuando el potencial confinante es harmónico. Nos interesan
no obstante las transiciones inducidas por el acoplamiento del MCM y el
MR, y más particularmente aquellas inducidas por las interacciones culóm-
bicas. Concentraremos pues la atención sobre las absorciones que aparecen
a continuación en el espectro, Γ2 (11Sg → 21Pu), Γ3 (11Sg → 31Pu) y Γ4

(11Sg → 41Pu), que están prohibidas en el caso de potenciales parabólicos.
En la figura 5.36 se representan estos coeficientes en relación a Γ1, en función
del nivel de confinamiento a∗0/R y para dos alturas distintas de la barrera
de potencial confinante: V0 → ∞ y V0 = 0.5 eV. En esta primera serie de
cálculos se han ignorado los efectos dieléctricos, para lo que se ha tomado
una constante dieléctrica del entorno idéntica a la del QD.

Cuando los electrones se encuentran en régimen de confinamiento fuerte
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Figura 5.36: Coeficientes de absorción Γ2 (cuadrados sólidos), Γ3 (triángulos sólidos) y
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en ausencia efectos dieléctricos. Se representan los cálculos correspondientes a dos alturas
distintas de la barrera de potencial confinante: V0 → ∞ (ĺıneas continuas) y V0 = 0.5 eV
(ĺıneas discontinuas). Las ĺıneas son solo una gúıa visual.

(es decir, cuando a∗0/R es elevado) la repulsión culómbica es despreciable, y
la enerǵıa cinética domina la dinámica del sistema. Los electrones se compor-
tan por tanto como part́ıculas independientes, y las absorciones inducidas
por la interacción culómbica desaparecen. Este comportamiento se observa
en la figura 5.36 para los coeficientes Γ2 y Γ3, los cuales tienden asintótica-
mente a cero a medida que aumenta a∗0/R. Podemos concluir por tanto que
estas transiciones son inducidas por la interacción culómbica. En cambio, Γ4

permanece casi constante en todo el rango de confinamiento, lo que denota
que se trata de un efecto monopart́ıcula (derivado del acoplamiento entre el
movimiento del centro de masas y el movimiento relativo).

A medida que nos acercamos al otro ĺımite (confinamiento débil) los coe-
ficientes relativos de Γ2 y Γ3 adquieren relevancia, en acuerdo con el aumento
de la importancia de la repulsión culómbica. En particular, Γ2 aumenta ex-
ponencialmente, llegando a ser extremadamente elevado para valores peque-
ños de a∗0/R. En este ĺımite de confinamiento débil la interacción culómbica
ejerce un papel decisivo en la dinámica del sistema, generando una fuerte
correlación entre los electrones que puede dar lugar a la aparición de fases
Wigner en el volumen del QD. Como mostramos a continuación, el peculiar
aumento de Γ2 está relacionado con la formación de estados Wigner en el
QD, en concordancia con el pronóstico de Ugajin [73] para el caso de QDs
bidimensionales de forma cuadrangular. Para monitorizar estos estados se
ha representado en la figura 5.37 la densidad radial del par electrónico [Ec.
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(5.46)] para el estado fundamental 1Sg [Fig. 5.37(a)] y los tres estados 1Pu
de menor enerǵıa [Figs. 5.37(b)-5.37(d)], implicados en las absorciones Γ1,
Γ2 y Γ3 respectivamente. La figura, correspondiente a un caso extremo de
confinamiento débil (a∗0/R = 0.03), revela que la fuerte intensidad de la ab-
sorción Γ2 está asociada a una redistribución considerable de la densidad
electrónica en la transición [ver Figs. 5.37(a) y 5.37(c)], lo que no ocurre en
los demás casos. De hecho, el estado excitado involucrado en esta transición
[Fig. 5.37(c)] presenta una distribución singular de la densidad electrónica
en el QD, en que los electrones se evitan el uno al otro localizando su den-
sidad de carga en posiciones radiales distintas.
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Figura 5.37: Densidad radial del par electrónico R(r1, r2) [Ec. (5.46)] del estado funda-
mental bielectrónico 1Sg y los tres estados 1Pu de menor enerǵıa para a∗

0/R = 0.03 y V0

= ∞, en ausencia de efectos dieléctricos.

La figura 5.36 también revela que en ausencia de efectos dieléctricos el
nivel de confinamiento a∗0/R es el que determina la intensidad relativa de las
absorciones FIR independientemente de la altura del potencial confinante,
como muestra la coincidencia de los resultados obtenidos con V0 → ∞ (ĺı-
neas continuas) y con V0 = 0.5 eV (ĺıneas discontinuas). Mostraremos más
adelante que esto deja de ser cierto en presencia de fuertes discontinuidades
dieléctricas.
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Espectro de absorción y efectos dieléctricos. Estados superficiales

Para abordar el estudio de los efectos dieléctricos en el espectro FIR con-
sideramos en primer lugar el caso de un QD confinado por barreras impene-
trables e inmerso en aire o vaćıo (m∗

out = εout = 1). Una vez fijado el medio
externo, la cuant́ıa y distribución de las cargas inducidas en la interfase de-
pende exclusivamente de la respuesta dieléctrica del QD. En nuestro caso,
cuanto mayor es εdot, mayor es la carga inducida. Sin embargo, el aumento
de la constante dieléctrica del QD hace aumentar a su vez el apantallamiento
del término culómbico de interacción directa entre los electrones. Por tanto,
el estudio de las alteraciones del espectro FIR como función exclusiva de
la discontinuidad dieléctrica (es decir, de εdot) no resulta trivial, pues los
coeficientes de absorción presentan contribuciones tanto de la polarización
superficial como de la interacción directa. Para aislar los efectos de la discon-
tinuidad dieléctrica analizamos en la figura 5.38 los valores relativos de los
coeficientes Γ2 y Γ3 (correspondientes a transiciones inducidas por efectos
multielectrónicos) como función de εdot, pero de tal modo que la masa efecti-
va m∗

dot se hace variar simultáneamente para mantener constante el nivel de
confinamiento a∗0/R y, por tanto, la contribución de la interacción directa.
Los cálculos presentados en la Fig. 5.38 corresponden a un valor constante
de a∗0 = 0.06, y a un radio del QD R = 7 nm. Para posibilitar la comparación
se ha incluido adicionalmente el cálculo de los coeficientes en ausencia del
potencial de autopolarización (series etiquetadas como S0) y en ausencia
de todos los efectos dieléctricos, es decir, en ausencia de autopolarización y
polarización de la interacción culómbica (series etiquetadas como B).

Como se apuntó con anterioridad, la presencia de cargas de polarización
modifica el potencial de interacción culómbica de tal modo que no es posible
expresarlo como una función exclusiva de distancias interelectrónicas. Este
hecho aumenta el acoplamiento entre el movimiento del centro de masas y
el relativo, lo que hace esperar una mayor influencia de los efectos multipar-
t́ıcula en el espectro FIR cuando se tiene en consideración la polarización de
la interacción culómbica. Esto se refleja en la Fig. 5.38 (series S0), donde Γ2

y Γ3 aumentan con respecto al caso en que el sistema no presenta disconti-
nuidades dieléctricas.

Sin embargo, cuando se tiene en cuenta además la contribución del auto-
potencial (series S1) los efectos dieléctricos casi se cancelan. Este resultado
puede explicarse atendiendo al perfil que presenta el potencial de autopolari-
zación en el interior del QD, cuyo efecto desestabilizante aumenta a medida
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Figura 5.38: Coeficientes de absorción Γ2 (cuadrados) y Γ3 (triángulos) en relación a Γ1

y frente a εdot, para un QD bielectrónico con R = 7 nm, V0 = ∞ en aire o vaćıo. La
serie S1 incluye todos los efectos dieléctricos. La serie S0 excluye la contribución de la
autopolarización. La serie B ignora la discontinuidad dieléctrica entre el QD y su entorno.
Todos los cálculos se han realizado para un valor constante de a∗

0/R = 0.06. Las ĺıneas son
solo una gúıa visual.

que nos alejamos del centro del QD (ver e.g. la Fig. 5.14). Este potencial se
suma al de confinamiento espacial, proporcionando un perfil que se desv́ıa
del parabólico en menor medida que el de tipo escalón. Por tanto, la au-
topolarización tiende a disminuir el acoplamiento entre el movimiento del
centro de masas y el movimiento relativo, al contrario que el potencial de
polarización. Estos dos efectos opuestos se compensan, y la influencia de
los efectos multipart́ıcula sobre los coeficientes de absorción FIR permanece
casi inalterada. Es más, la suma de las contribuciones dieléctricas mono y
bielectrónicas resulta casi independiente de εdot, de modo que aunque Γ2 y
Γ3 son ligeramente diferentes a sus homólogos en ausencia de discontinuidad
dieléctrica, los coeficientes de absorción relativos siguen estando determina-
dos por el nivel de confinamiento a∗0/R.

La consideración de barreras confinantes de altura finita permite al pozo
del autopotencial ejercer su influencia sobre la distribución de la densidad
electrónica en el QD. Los cálculos expuestos en la figura 5.39 son análogos
a los de la figura 5.38, pero en este caso la barrera infinita de potencial con-
finante se ha sustituido por otra de 1.5 eV de altura. Cuando la constante
dieléctrica del QD es pequeña (εdot < 7 en nuestro caso), el pozo del poten-
cial de autopolarización no es lo suficientemente profundo para contrarrestar
el efecto desestabilizante de la barrera, y la densidad electrónica permanece
en el volumen del QD. En esta situación los coeficientes de absorción FIR



150 Caṕıtulo 5: Confinamiento dieléctrico

son similares a los correspondientes a una barrera confinante de altura infi-
nita. Sin embargo, a medida que εdot aumenta el pozo del autopotencial se
hace más profundo, hasta que finalmente es capaz de promocionar densidad
electrónica desde el volumen del QD a su superficie. Esto ocurre en nuestro
caso cuando ε ≈ 7. Como muestra la figura 5.39, esta transición va acom-
pañada de la cancelación de los coeficientes Γ2, Γ3 y Γ4, proporcionando un
espectro FIR completamente distinto al obtenido en ausencia de disconti-
nuidad dieléctrica entre el QD y su entorno.
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Figura 5.39: Coeficientes de absorción Γ2 (cuadrados sólidos), Γ3 (triángulos sólidos) y
Γ4 (cuadrados vaćıos) en relación a Γ1 y frente a εdot, para un QD bielectrónico con R
= 7 nm, V0 = 1.5 eV en aire o vaćıo. Todos los cálculos se han realizado para un valor
constante de a∗

0/R = 0.06. Las ĺıneas son solo una gúıa visual.

Los resultados obtenidos para εdot > 7 son, sin embargo, aparentemente
contradictorios. De hecho, los efectos de correlación en estos estados super-
ficiales son intensos (sección 5.5.3), de modo que cabŕıa esperar mayores
coeficientes de absorción para las transiciones inducidas por la interacción
electrónica. No obstante, la figura 5.39 muestra que estos coeficientes se can-
celan. Podemos dar interpretación a estos resultados describiendo el sistema
formado por los dos electrones en el estado superficial mediante un modelo
de dos electrones forzados a moverse en una superficie esférica. En el ĺımite
de interacción fuerte, los dos electrones foman una molécula Wigner similar a
un rotor ŕıgido, en que los electrones se sitúan en posiciones diametralmente
opuestas en la superficie esférica. Según el modelo, el sistema bielectrónico
únicamente posee estados rotacionales con momento dipolar nulo. Por tanto,
la radiación FIR proporciona un coeficiente nulo para cualquier transición
dipolar. Obviamente, esta no es exactamente la situación, pues la absorción
Γ1 aún es activa en nuestro sistema. Esto ocurre porque la aproximación de
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rotor ŕıgido es un modelo demasiado simplificado para describir de forma
adecuada la molécula Wigner formada en el estado superficial. De hecho, el
sistema real presenta un estado vibracional que implica oscilaciones del án-
gulo relativo entre los electrones, el cual es fijo en el modelo de rotor ŕıgido.
Por tanto, la absorción permitida Γ1 puede asociarse a la única transición
no prohibida desde el estado fundamental de este modo vibracional. Cuanto
mayor sea el carácter Wigner del sistema electrónico, menor será la intensi-
dad de esta transición y mayor será su enerǵıa de absorción.

Para completar el estudio, se ha investigado también el caso en que los
estados superficiales se forman como consecuencia de la discontinuidad die-
léctrica entre el QD y un medio externo de alta permitividad. De nuevo se
obtiene en este caso que únicamente el coeficiente Γ1 es no nulo. Al contrario
que en el caso anterior, ahora la interacción culómbica resulta casi totalmen-
te apantallada por efecto de las cargas de polarización (sección 5.5.3). Por
tanto, los electrones en el estado superficial se comportan como part́ıculas
independientes, proporcionando un espectro de absorción similar al de un
electrón aislado en el QD. Tomando de nuevo el modelo de superficie esférica
para este electrón, el sistema solo presenta modos rotacionales, y la absor-
ción Γ1 debe corresponder a la única transición permitida desde el estado
rotacional fundamental.

Aśı pues, los importantes cambios que sufre la región de baja enerǵıa del
espectro cuando la densidad electrónica se concentra en el pozo del potencial
de autopolarización evidencian la utilidad de la espectroscopia de absorción
en el infrarrojo lejano para detectar la formación de estados superficiales
inducidos por el confinamiento dieléctrico.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En esta Tesis hemos implementado un código computacional basado en el
modelo k ·p en aproximación de masa efectiva y función envolvente, conside-
rando los efectos de no parabolicidad de la banda de conducción y la depen-
dencia de la masa efectiva con la posición en la heteroestructura. Mientras
que en esta aproximación el perfil de confinamiento espacial surge natu-
ralmente en forma de un potencial finito de tipo escalón, otros potenciales
confinantes han sido incluidos expĺıcitamente en los hamiltonianos resultan-
tes, como campos magnéticos externos, potenciales de deformación elástica,
potenciales culómbicos de impurezas hidrogenoides y potenciales de polari-
zación y autopolarización dieléctrica. Se ha propuesto para el cálculo de este
último potencial una estrategia de discretización eficiente que evita diver-
gencias numéricas, y se ha llevado a cabo una reescritura del mismo capaz de
mejorar sustancialmente la convergencia y precisión del cálculo. Los hamil-
tonianos resultantes han sido integrados numéricamente en un esquema de
diferencias finitas, tanto en simetŕıa esférica como axial, y se han construido
códigos CI para el cálculo de sistemas bipart́ıcula. También hemos obtenido
e implementado las expresiones que determinan el coeficiente de absorción
intrabanda en heteroestructuras esféricas pobladas con dos electrones. El
código construido se ha aplicado a la investigación teórica de diversas es-
tructuras semiconductoras cero-dimensionales con un doble propósito: tra-
tar de dar respuesta a problemas reales y explorar nuevos campos de la f́ısica.

En primer lugar, hemos investigado la influencia que ejerce la presencia
de una fina capa de AlAs inmersa en una matriz de GaAs sobre la estruc-
tura energética de un QD auto-ordenado de In(Ga)As. Hemos estudiado el
efecto de la capa de AlAs en función de su posición respecto al QD, y lo he-
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mos comparado con los resultados de trabajos experimentales relacionados.
Nuestros resultados indican que:

Cuando la capa de AlAs se deposita en las capas de recubrimiento
del QD, su efecto es esencialmente el de una barrera de potencial,
aumentando en unas decenas de meV las frecuencias de absorción del
nanocristal.

No obstante, cuando crece en el sustrato, la capa de AlAs podŕıa tam-
bién contaminar el QD a través de la capa humectante, dando lugar,
dependiendo de la temperatura a la que se haya llevado a cabo la
śıntesis, a blueshifts de hasta varias centenas de meV. La difusión de
pequeñas cantidades de Al podŕıa por tanto dar explicación a los ele-
vados blueshifts observados experimentalmente.

En segundo lugar, hemos desarrollado un método matemática y compu-
tacionalmente económico para estimar la movilidad intŕınseca de los electro-
nes en cadenas lineales de nanocristales acoplados, basado en el estudio de la
evolución temporal de funciones de Wannier no estacionarias. La movilidad
electrónica depende de la relación de dispersión de las minibandas formadas,
aśı como de su anchura, con la que mantiene una relación lineal. Hemos em-
pleado el método para estudiar la movilidad electrónica en cadenas lineales
de QDs y de anti-QDs esféricos. Mientras que ésta crece monotónicamente
con la densidad de nanocristales cuando la cadena está formada por QDs, en
el caso de cadenas de anti-QDs la movilidad electrónica alcanza un máximo
a una densidad dada, para luego disminuir a medida que los nanocristales
continúan aproximándose entre śı.

En tercer lugar, hemos analizado el espectro de magnetización de nanoes-
tructuras auto-ordenadas con topoloǵıa simple (QDs) y doblemente conexa
(QRs) poblados con uno y dos electrones en su banda de conducción. Mos-
tramos que la magnetización es muy sensible a la existencia de una cavidad
central en los nanocristales, aśı como a los efectos de la interacción elec-
trónica y de la interacción esṕın-campo. Nuestros resultados sugieren que
los experimentos de magnetización podŕıan ser empleados para determinar
de forma sencilla y uńıvoca la topoloǵıa de nanoestructuras auto-ordenadas
enterradas. Adicionalmente, hemos estudiado el efecto de campos magnéti-
cos axiales y transversales sobre la estructura energética del sistema formado
por dos anillos cuánticos acoplados lateralmente, mostrando que la respuesta
magnética del sistema es capaz de reflejar tanto el régimen de acoplamiento
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entre los anillos como la orientación de la “molécula” de QRs formada.

En cuarto lugar, hemos resuelto por primera vez de forma exacta (nu-
mérica) el problema de la dependencia de la enerǵıa de enlace de impurezas
dadoras hidrogenoides con su ubicación en seno de QDs esféricos en pre-
sencia de discontinuidades dieléctricas, tanto en régimen de confinamiento
fuerte como débil. Hemos analizado las diferentes contribuciones a la ener-
ǵıa de enlace, y comparado nuestras predicciones con las de los métodos
aproximados más comúnmente empleados. Nuestros resultados indican que:

El efecto conjunto de las diferentes contribuciones a la enerǵıa de enlace
es fuertemente no aditivo.

Incluso en régimen de confinamiento fuerte, el comportamiento de la
enerǵıa de enlace frente al descentrado de la impureza no es siempre
decreciente como se deriva de los cálculos variacionales y perturbacio-
nales existentes en la literatura.

La denominada aproximación de confinamiento fuerte para el cálculo
de enerǵıas de enlace únicamente es fiable en condiciones de escasa dis-
continuidad dieléctrica o en presencia de barreras confinantes infinitas
o muy altas.

Hemos introducido el concepto de régimen de comportamiento para
clasificar las distintas tendencias de la enerǵıa de enlace frente al des-
centrado. En los reǵımenes bajo y medio se muestra crucial la inclusión
del potencial de autopolarización en el cálculo.

Existe la posibilidad teórica de diseñar QDs dopados con enerǵıas de
enlace prácticamente insensibles a la posición de la impureza en el QD.

Adicionalmente, hemos estudiado el espectro energético de nanocristales de
TiO2 en aire o vaćıo cuando éstos están contaminados por impurezas en re-
giones próximas a su superficie, y analizado con detalle la dependencia con
la temperatura de la densidad de estados inducida por las impurezas en el
gap de eneǵıas prohibidas. El efecto de la temperatura ha sido incorporado
a través de la variación de la constante dieléctrica del TiO2. Nuestros resul-
tados indican que la combinación de los términos culómbicos de interacción
directa y polarización superficial derivados de la presencia de impurezas pue-
de explicar la distribución experimental de estados en el gap, aśı como su
dependencia con la temperatura.
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En quinto lugar, hemos explorado la posible formación de estados super-
ficiales inducidos por el potencial de autopolarización en materiales nanopo-
rosos. Hemos mostrado que, dependiendo de su tamaño y de los parámetros
f́ısicos del semiconductor que los alberga, los nanoporos pueden comportarse
como centros de dispersión o como centros capaces de atrapar densidad elec-
trónica. Hemos definido además un parámetro de trapping, caracteŕıstico del
bulk de la matriz semiconductora, que permite averiguar de forma sencilla
si un determinado semiconductor es capaz de atrapar densidad electrónica
en sus poros y, si es éste el caso, obtener el máximo radio que un poro puede
alcanzar sin perder su capacidad para atrapar electrones. Hemos completa-
do este estudio analizando la formación de estados fundamentales de tipo
superficial en nanoesferas huecas de SiO2 en aire o vaćıo, los cuales aparecen
en la cara interna de la estructura. La reducción de la capa de SiO2 provoca
un aumento del radio interno máximo que admite estados fundamentales de
tipo superficial en el sistema.

A continuación, hemos estudiado el efecto del entorno dieléctrico sobre
la correlación electrónica en los estados superficiales inducidos por el con-
finamiento dieléctrico de QDs esféricos poblados con dos electrones en su
banda de conducción. Nuestros resultados muestran que:

Cuando se impone al confinamiento espacial, el confinamiento dieléc-
trico no sólo afecta a la distribución de la densidad electrónica, sino
que además controla la dinámica del sistema.

Mediante el adecuado diseño de las propiedades dieléctricas del en-
torno del QD, es posible conducir al sistema desde situaciones en que
los electrones se comportan casi como part́ıculas independientes hasta
situaciones donde una fuerte correlación angular provoca localizaciones
de tipo Wigner.

Nuestro modelo predice, por tanto, que este tipo de localización puede
llegar a producirse incluso en condiciones de alta densidad electrónica
y pequeños tamaños de QD.

La fuerte localización angular que da lugar a la distribución Wigner se
difumina a medida que aumenta la constante dieléctrica del QD, como
consecuencia de las cargas de polarización inducidas en su superficie.

Por otra parte, las propiedades excitónicas también se ven influenciadas por
el entorno dieléctrico del QD. Cuando éste está inmerso en aire o vaćıo, la
formación de estados excitónicos de tipo superficial va acompañada por un
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fuerte decaimiento de la intensidad de absorción/emisión excitónica. Sin em-
bargo, cuando el medio externo presenta una alta constante dieléctrica, tal
decaimiento únicamente ocurre si las masas efectivas de electrones y huecos
son muy distintas.

Seguidamente, hemos analizado la influencia de una impureza dadora
hidrogenoide en régimen de confinamiento débil sobre la correlación elec-
trónica y la formación de estados fundamentales de tipo superficial en QDs
esféricos en aire o vaćıo cargados con dos electrones. Hemos mostrado que el
sistema puede experimentar hasta tres fases de correlación distintas, en fun-
ción de la capacidad de polarización del QD. Como transición entre estados
volumétricos y superficiales aparece una fase intermedia caracterizada por
una fuerte correlación radial entre los electrones. En esta fase, el electrón
interno bloquea totalmente el efecto de la impureza, y el sistema se compor-
ta como un QD libre de carga frente al segundo electrón, que elige el pozo
superficial del potencial de autopolarización como su posición más estable.
La estabilidad de esta fase se conserva en un amplio intervalo de tamaños
del QD, aunque desaparece a medida que el sistema se aproxima al régimen
de confinamiento fuerte.

Finalmente, hemos investigado la influencia del confinamiento dieléctrico
sobre el espectro teórico de absorción en el infrarrojo lejano (FIR) de na-
nocristales esféricos cargados con dos electrones, centrando nuestro estudio
sobre las absorciones inducidas por los efectos multipart́ıcula. En presencia
de barreras confinantes elevadas, la acción conjunta de las distintas con-
tribuciones dieléctricas (autopolarización y polarización de la interacción
culómbica) no produce efectos significativos sobre los coeficientes de absor-
ción FIR. Sin embargo, en condiciones de fuerte discontinuidad dieléctrica
y bajas barreras de potencial confinante resulta posible la transición de es-
tados volumétricos a superficiales, transición que viene acompañada por la
cancelación de todas las absorciones (a excepción de la fundamental) en la
región de baja enerǵıa del espectro. Este resultado pone de manifiesto que la
espectroscopia de absorción FIR podŕıa resultar adecuada para monitorizar
la posible formación de estados superficiales inducidos por el confinamiento
dieléctrico.
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Effects of a thin AlAs layer on InAs quantum dot electronic structure
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Theinfluenceof a thin AlAs layer ~1 nm! locatedat differentpositionsinsidea GaAsmatrix on the
electronicstatesof nearbydepositedInAs quantumdots is theoreticallyinvestigated.Calculations
are performed within the three-dimensionalone-bandeffective mass model including mass
dependenceon energy andposition.In orderto providea realisticdescriptionof thewavefunction
diffusionoutsidethedot, finite confinementbarriersareconsidered.It is shownthat thepresenceof
theAlAs high potentialbarriercanaccountfor the reportedexperimentalblueshiftwhentheAlAs
layer is grown asa cappingmaterial,but this is not the casewhentheAlAs layer is grown in the
substrate.An alternativeexplanationof the experimentaldata@Kim et al., J. Appl. Phys.91, 5055
~2002!# basedon our calculationsis proposed.© 2003AmericanInstituteof Physics.
@DOI: 10.1063/1.1606519#

I. INTRODUCTION

Self-assembledquantumdots ~QDs! haveattractedcon-
siderableattentionin recentyearsbecauseof their excellent
propertiesasactivemediain semiconductordevicessuchas
QD lasers1,2 or infrared photodetectors.3–5 The mostwidely
studied self-assembledsystem,InAs QDs embeddedin a
GaAs matrix, showsa photoluminescence~PL! peak typi-
cally around1050nm.6 Shifting this spectralchanneltoward
differentemissionor absorptionwavelengthsis essentialfor
moreextensiveapplications.

In order to obtain shorter emission wavelengths,the
choiceof high potentialbarrier materialshasbeenrevealed
asa valuablecontrol parameter.12 It enablesshifting the QD
energy levels without severecomposition fluctuations, in
contrastto QD alloying techniques.7,8 Al xGa12xAs matrices
are the most common choice for practical applications9,10

becausethecorrespondinglatticeconstants,similar to thatof
GaAs, lead to similar strain conditions for the growth of
InAs QDs.11 By usingAl xGa12xAs matrices,PL blueshiftsas
large as612 meV have beenreported.12 Moreover, otherde-
sirablebenefitsfor practicalapplications,suchashigh ther-
mal stability12,13andhigh controllableQDsdensities14,15can
be obtainedby using InAs/AlxGa12xAs systems.However,
the Al xGa12xAs matrix also shows some drawbacks.The
most important are a weakerPL emissionas comparedto
that of InAs/GaAs QDs ~becauseof the presenceof low-
densitynonradiativechannelsin the barrier!16 and a higher
peakbroadening~causedby dot sizefluctuations!.12

Recently, a different techniquewhich incorporatesmost
of the Al xGa12xAs matrix advantageswhile eluding its
drawbackshasbeenintroduced:TheQDsareembeddedin a
GaAsmatrix, in which one17–19 or more20,21 thin AlAs layers
aredepositedneartheQD. By tuningthepositionof thethin
AlAs layer, severalbenefitshave beenreported.Thesein-
clude,blueshiftsaslargeas500meV ~Ref. 21!, an increased
dot density,18 a higher dot size uniformity derived from a

reducedIn segregation,19 andothers.Dueto theseproperties,
thin AlAs barriersengineeringis an attractivefield for prac-
tical devicedesign.In the caseof infraredphotodetectorde-
vices, reduceddark currentshave beenobtainedwith thin
AlAs layers even at room temperature,22 leading to larger
detectivitiesthan thoseobservedin the InAs/GaAssystem.
In spiteof the greatinterestof utilizing thin AlAs layers,no
theoreticalstudyhasattemptedso far to assessthe effect of
thin high potentialbarrierson QDs energy levels.

In this work, we investigatethe influenceof a 1-nm-
thick AlAs layer, locatedinside a GaAs matrix at different
but closedistancesfrom InAs QDs,on their conduction-band
low-lying states.We use the three-dimensionalone-band
model with position-dependentband extremaand effective
masses.The validity of suchmodel for self-assembledQDs
hasbeenwidely testedwith fairly goodresults.23 Our model
additionallyincludesnonparabolicityeffects,astheseplay an
importantrole for InAs QDs.24,25Sincea realisticdescription
of theelectronwavefunctionspreadinto thebarriermaterial
is requiredto predicttheoverlapwith theAlAs layer, we use
an appropiatefinite square-wellpotential.26 The effect of
strain on the conductionbandis mainly to modify the con-
fining potential,which becomesa function of position, al-
thoughan averageover the QD, aswe assumein our calcu-
lations, has beenproven to work well.23,27 The strain also
modifiesthecurvatureof thebulk bandcausingtheeffective
massesto becomeanisotropic.However, in the caseof the
conductionband,this anisotropyis rathersmall andan iso-
tropic electroneffective masscan safely be employed.23,28

Finally, the changein bulk bandcurvaturesmay also cause
somevariation of the actualvalue of the effective mass.In
our position and energy-dependenteffective-massmodel,
suchmassvariationis implicitly accountedfor by thestrain-
inducedchangesin the bandgap.

Our resultsarein reasonableagreementwith experimen-
tal dataof thin AlAs cappinglayers.19 However, theycannot
account for the large blueshifts observedwhen the AlAs
layer is grown in the GaAs substrate.17 This fact strongly
suggeststhat theexplanationof theseblueshiftsasdueto thea!Electronicmail: planelle@exp.uji.es
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highAlAs potentialbarrieralone17 is incomplete.As thesub-
strate is grown at a high temperature,despitethe low Al
mobility,14 someAl diffusion towardthe wetting layer ~WL!
is conceivable.Then, since the presenceof Al in the QDs
would increasethe energy band gap, we suggestsomeAl
presencein the QDs as an additional factor enhancingthe
blueshift.By includingsmallamountsof Al in theQD, a fair
agreementwiht experimentcanbe achieved.

II. THEORY

The electronstatesare describedby meansof the one-
band effective-massHamiltonian in the envelopefunction
approximation,including massdependenceon energy ~non-
parabolicity! andposition~differentmassesfor differentma-
terial compositions!. Since we consider lens-shapedQDs
with axial symmetry, cylindrical coordinatesare employed.
Therefore,the Schrödingerequation,in atomicunits, reads:

S 2

1

2r

]

]r S r

m* ~r,z;En,mz
!

]

]r D
2

1

2

]

]z S 1

m* ~r,z;En,mz
!

]

]zD
1V~r,z!2En,mzDCn,mz

50, ~1!

where mz50,61,62,... is the quantumnumberassociated
with the z componentof the angularmomentum,n is the
mainquantumnumber, V(r,z) is theconfiningpotential,and
m* (r,z;En,mz

) is theenergy andposition-dependentelectron
effective mass.The actualvaluesof V(r,z) andm* (r,z;0)
dependupon the underlying material as sketchedin Fig.
1~a!–1~c!.

The nonparaboliceffective massis given by:29

m* ~r,z;En,mz
!

m* ~r,z;0!
5

~En,mz
1Eg~r,z!!~En,mz

1Eg~r,z!1DSO~r,z!!~Eg~r,z!12DSO~r,z!/3!

Eg~r,z!~Eg~r,z!1DSO~r,z!!~En,mz
1Eg~r,z!12DSO~r,z!/3!

, ~2!

where m* (r,z;0) is the electroneffective mass,including
strain effects, at the G point, while Eg(r,z) and DSO(r,z)
standfor the position-dependentenergy bandgap andspin–
orbit splitting, respectively.

Due to the energy dependenceof the electroneffective
mass,the discretizationof Eq. ~1! yields pseudoeigenvalue
problemsof asymmetric,huge,andsparsematrices.Energies
andwavefunctionsareobtainedby meansof self-consistent
iterative procedures.The Arnoldi solver30 implementedin
the ARPACK package31 is employedfor diagonalization.

III. RESULTS AND DISCUSSION

We investigatetheelectronstatesof QDsembeddedin a
GaAs matrix including a thin AlAs layer at different loca-
tions.Thestudiedsystemsarereferredto asA, B, andC and
are sketchedin Fig. 1. The aforementionedAlAs layersare
1-nm-thick in all cases.The parametersusedin our calcula-
tionsaregiven in TableI. All materialdataarefrom Ref. 32,
unlessotherwisespecified.

Sincethe availableexperimentalliteraturedealingwith
thin AlAs layers effects on QDs do not provide complete
informationon the QDs andWL dimensions,we study four

different models~seeTable I!. QD1 and QD2 radii (r ) are
thoseof QDs grown in Ref. 17 on top of GaAs andAlAs,
respectively. We assumethesetwo dotsto havea low height/
radiusratio ~thesamein bothcases!11 in orderto enhancethe
electron wave function amplitude outside the dot, and, in
turn, theeffect of thehigh potentialbarrierof theAlAs layer
on theelectronstates.QD3 andQD4 haveunit ratio. QD3 is
a ~feasible! voluminousdot, while QD4 representsan ideal
dot for photodetectionpurposes,with only two electron
boundstatesandincreasedlateralconfinement.Note that by
having only two boundstates~a filled groundstateand an
emptyexcitedstatecloseto theGaAsconductionband!, high
photocurrentsand long carrier lifetimes can be achieved.3,4

Additionally, the increasedlateralconfinementallowsoneto
improvenormalincidentradiationdetection,which is oneof
the key advantagesof QDs over quantumwells for infrared

FIG. 1. Schematicsamplestructuresof thesystemsreferredto asA, B, and
C @subfigures~a!, ~b!, and ~c!, respectively#.

TABLE I. Semiconductormaterial and geometricalparametersemployed.
All dataare from Ref. 32, unlessotherwisespecified.

InAs GaAs AlAs

Eg ~eV! 0.785a 1.519 3.1
DSO ~eV! 0.39 0.34 0.28
Ep ~eV! 21.5 28.8 21.1

F 22.9 21.94 20.48
me* (En,mz

50) 0.051 0.067 0.15
V ~eV! 0.0 0.513 1.08b

h ~nm! r ~nm! hWL ~nm!

QD1 2 10 0.5
QD2 1.65 8.25 0.3
QD3 6 6 0.5
QD4 4 4 0.3

aFrom Ref. 33.
bFrom Ref. 27.
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photodetection.5 The shapeof the QDs is assumedto be a
~semielliptical! lens in all cases.17,19 The WL thickness
(hWL) is 1.7 monolayer~ML ! for QD1 and QD3. A lower
valueof 1 ML is usedfor QD2 to simulatetheWL reduction
whenrestinguponAlAs,14,17 and for QD4 to simulateideal
growth conditions.

When the QD is depositedon AlAs, we assumepure
InAs composition.However, during the growth on top of
GaAs, interdiffusion of indium and gallium occurs.34 This
makesthe chemicalcompositionof the QD difficult to as-
sess.SincethediffusedGaconcentrationdecreasesfrom the
bottomto thetop of theQDs,we modeltheQD composition
with a linear profile including six-gradedIn12xGaxAs do-
mainswith x decreasinglinearly, by stepsof 10%, starting
from 50% at the base.35 The correspondingmaterialparam-
etersarederivedfollowing Ref. 32, andthe employedband
offset is, for eachof the saiddomains,70% of the band-gap
differencebetweenIn12xGaxAs andGaAs.36

SystemA hasbeenexperimentallystudiedby Arzberger
et al.19 A PL blueshift of about27 meV was reportedwhen
the QD synthesiswas carried out at 480°C, at which In
intermixingandsegregationarenot significantyet ~a redshift
is observedwhen carrying it out at 530°C). Then, the ob-
servedblueshift was mostly attributedto the increasedpo-
tential barrier introducedby the AlAs capping layer.19 In
principle, this increasedpotentialbarrierhaseffectson both
electronandhole energy levels.However, theAlAs barriers
havethegreatestimpacton theelectronenergy levels.21 This
fact is in agreementwith our exploratory calculationson
holes, so that, hereafter, we shall only consider electron
statesin order to accountfor PL blueshifts.

TableII presentsthecalculatedenergy shiftsof theelec-
tron ground(n51, mz50) andfirst-excited(n51,umzu51)
statesproducedby the additionof a thin AlAs cappinglayer
@samplestructureA, seeFig. 1~a!# on differentmodelsof QD
~seeTableI!. Theshift is calculatedastheenergy difference
betweenthe sameelectronstatein the presenceandabsence
of theAlAs layer.

Table II shows good agreementwith the ground-state
experimentalblueshift19 in the caseof the shortestmodel
~QD1!, which givesan ideaof the heightof the QDs in the
experimentalsample.Sincethe statesof a lensmay qualita-
tively be relatedto the (,1mz) odd statesof a sphere—so
that the ground state builds most of the electron density
alongthe vertical z axis, andthe first-excitedstateaccumu-
latesit in betweenthe vertical and in-planeaxes—wecon-
cludethat the vertical confinementplaysthe most important
role in determiningthe ground-stateshift ~the shorter the
QD, thestrongertheblueshiftdueto AlAs capping!, andthat
both vertical and lateralconfinementsdeterminethe shift of

the first-excitedstate~seeTable II !. This could be useful to
designQDs with enhancedenergy spacingbetweenthe two
lowest-lyingstates.37

In Fig. 2, we report the predictedenergy shifts of the
groundandfirst-excitedstatefor differentQDsasa function
of the distancebetweenthe apexof the dot anda thin AlAs
layer depositedin the cappingmaterial @systemB, seeFig.
1~b!#. In this samplestructure,theAlAs layer overlapsonly
with the densitycharge that penetratesthe region of GaAs
nearthe QD apex.As a consequence,little shift differences
betweenthetwo lowest-lyingstatesof eachQD areobtained.
Moreover, only theheightof thedot is relevantfor determin-
ing themagnitudeof theenergy shift. Thus,QD1 ~theshort-
estdot! showsthe strongestblueshift ~seeFig. 2!.

Recently, Kim et al.17 haveexperimentallyinvestigated
shiftsin PL of InAs QDsversusthedistancebetweentheWL
and a thin ~1 nm! AlAs layer grown inside the GaAs sub-
strate@samplestructureC, seeFig. 1~c!#. Blueshiftsaslarge
as171 meV with PL intensities,linewidths,andQD shapes
comparableto thosein the absenceof AlAs, areachieved~a
small reductionin QD lateral size and WL thicknessis re-
portedfor QDs grown directly on the AlAs layer!. We cal-
culatethe energy shifts that theAlAs layer produceson the
electrongroundandfirst-excitedstatesof QDswith thesame
diameteras thoseof the experimentalsamples~20 nm and
16.5nm for QDsgrownon GaAsandAlAs, respectively!. In
our model,the mostcommonWL thicknessesfor eachsub-
stratematerial,andvery shortQD heightsenhancingthe ef-
fect of theAlAs high potentialbarrierareassumed~seeTable
I!. The resultsand the reportedPL blueshifts17 are given in
TableIII.

Table III revealsan apparentdisagreementbetweenour
theoreticalpredictionsandthe experiment.38 The large mag-
nitudeof this discrepancy, togetherwith thegoodagreement
of our modelwith similar experimentalsystems~e.g.,sample
structureA!, leadsus to concludethat theAlAs high poten-

TABLE II. Energy shifts of the electrongroundand first-excitedstatefor
differentQD modelsin the samplestructuresystemA.

DEgs ~meV! DEfirst excited ~meV!

QD1 21 23
QD3 4 11
QD4 11 31

FIG. 2. Energy shifts of the electronground ~solid line! and first-excited
~dashedline! states of QD1, QD3, and QD4 in the sample structure
systemB.

TABLE III. ExperimentalPL peakshift andcalculatedenergy shifts of the
electrongroundandfirst-excitedstatein thesamplestructureC as a function
of the distancebetweenthe WL and a 1-nm-thickAlAs layer in the sub-
strate.

QD model d(nm) DEPL exp. ~meV! DEgs ~meV! DEfirst excited ~meV!

QD1 2 25 1 2
QD1 1 55 5 6
QD2 0 171 41 55
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tial barrier ~including QD size reductionwhen d50 nm) is
not the only sourceof the experimentalPL blueshift ~it is
worth pointing out that using a more optimistic, somewhat
unrealistic,setof parameterssuchasunstrainedInAs mass,
homegeneousQD compositionandreducedInAs/GaAsband
offset doesnot significantly improvethe agreementwith the
experiment!. Sincethe incorporationof very small amounts
of Al in InAs QDshasbeenidentifiedasa dominantmecha-
nismfor Al-relatedPL blueshiftin someQD systems,13,39we
suggestthat someAl diffusion playsalsoa role in this case.
This mechanismwould allow a simple explanationof the
enhancedPL blueshiftascomingfrom anenlargementof the
QD energy bandgap.The presenceof Al in the QD would
comefrom theAl atomsexistingin the WL whenthe dot is
grownon anAlAs surface.14 Thequestionis how couldAl be
incorporatedin the dot when the AlAs layer is 1 or 2 nm
below the WL, especiallyconsideringthe low mobility of
this cation.SinceInAs islandsareknown to grow by taking
materialnot only from theWL, but alsofrom thesubstrateif
the synthesisis carried out at temperaturesover 420°C,34

and QDs in Ref. 17 are grown at 440° ~the substratebeing
previouslygrownat 580°C, whatwould producea moderate
Al diffusion toward the WL!, they may presumablydrain
smallAl quantitiesfrom the‘‘contaminated’’ WL and/orsub-
strate.

This interpretationis in agreementwith other experi-
mentalstudiesdealingwith thin AlAs layers.Rebohleet al.20

designeda samplesimilar to structureC with d51 nm, but
in which thesubstratelayersweredepositedat a temperature
of 485°C in orderto reduceAl, Ga,andIn intermixing.The
resultingPL blueshiftwasof only 33 meV, smallerthanthat
of Ref. 17 for the samecase~but still larger than the theo-
retical value coming only from confinementpotential ef-
fects!. In addition,relatedstructureswherethesubstratewas
depositedat 610°C yield muchlarger transitionenergies.21

Our calculationsindicatethat the PL blueshiftobserved
in Ref. 17, when the QD is directly grown on a thin AlAs
layer, is consistentwith an averageQD composition of
roughly In0.93Al0.07As. Sincethepresenceof Al in InAs self-
assembled QDs produces kinetic changes in the dot
formation,39 reflectionhigh-energy electrondiffraction stud-
ies may be helpful for a definitivy assessmentof the role of
Al in the discussedblueshift.

IV. CONCLUDING REMARKS

We studiedthe influenceof a thin AlAs layer, located
insidea GaAsmatrix, on the electronenergy levelsof InAs
QDsdepositednearby. Our resultsshowthat, in goodagree-
ment with experiment,thin AlAs cappinglayersproducea
moderatePL blueshift. In this case,the ground-stateenergy
is mainly affectedby theverticalconfinementwhile thefirst-
excited state is additionally sensitiveto the lateral one, a
resultthatmaybeusefulto tunetheenergy spacingbetween
the two lowest-lying QD states.When the AlAs layer is
grown in the substrate,theAlAs high potentialbarrieralone
cannotaccountfor the large experimentalPL blueshift.Our
resultssuggestthat, in this case,smallamountsof Al diffuse
into theQDs.For QDsgrowndirectly on theAlAs layer, we

estimatean averageIn0.93Al0.07As QD compositionto ac-
count for the experimentaldataof Kim et al.17
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Tunneling in Chains of Quantum Dots
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Thedefinitionof time-dependentoverlapbetweenWannierfunctionsis introducedto estimateelectronmobility
in a periodiclattice.Time evolutionstudiescarriedout in simplebandmodelsyield an easyanalysisof the
role of bandwidthanddensity-of-stateson tunnelingtime.Comparisonof tunnelingtimesin one-dimensional
superlatticesbuilt of both homogeneoussemiconductorquantumdotsand two-shell semiconductorantidot
nanocrystalsrevealsthat while a monotonicincreasingin electronmobility vs nanocrystaldensitycan be
seenin the first case,a maximumin mobility is found in thesecondkind of superlatticesfor a critical value
of the nanocrystaldensity.

1. Introduction

Arrays of semiconductorquantumdotswith preciselycon-
trolled particle size and interparticledistanceare expectedto
be widely applicableto key devicesin electronics,including
ultra-large-scaleintegratedcircuits, thin-film transistorsfor
liquid crystal displays,solar cells, etc. Interdot interactionis
expectedto providenew functionsin electrontransportsince,
in a sequenceof identicalnanocrystals,the discrete0D states
developinto minibands.1,2 Weakcouplingyieldsnarrowbands
andlargegaps,while strongcouplingresultsin widebandsand
smallgaps.Thebandgapsbetweenminibandsarealsolargely
dependentuponthebuilding block particledesign(size,shape,
andcomposition),while bandwidthscanbe controlledby the
tunneling distance (nanocrystaldensity). The experimental
transportcharacteristicsof linearQD arrayleadsclearlyreflect
the formation of a miniband structure3,4 and can thus be
controlled by the design of the array (tailoring). Electrical
conductivity is in fact an electronflux and thereforerequires
netelectronmomentum.Becauseof thesymmetryof theband
energydispersion,E(k) ) E(-k), for eachoccupiedstateφk

therewould be anoccupiedpartnerφ-k. In short,eachelectron
with momentum pk would be balanced by another with
momentum-pk, andthe netmomentumandelectricalcurrent
would bezero.However,if we applyanexternalelectricfield,
the φk andφ-k stateslose their degeneracy,so that the states
correspondingto the motion following the direction of lower
potentialwill havelower energyand the electric currentwill
flow. Electric conductivity is dependentuponthe voltagethat
is appliedbut it is alsoa functionof theintrinsic mobility of an
electronin a given medium,i.e., a function of the tunneling
time τ required by an electron initially located in a given
superlatticecell to go into the next one.

Somefundamentalaspectsof superlatticephysicshave been
recentlyreviewed.5 We providein this papera quick andeasy
estimationof the mobility of an electron, initially injected
(localized)in a givencell in a quantumdot superlattice.Since
Wannierfunctionsarethosethataremaximallylocalized,6,7 we
assumethattheinjectedelectronis describedby anonstationary
Wannier function that evolves with time. Striking electron

mobility differencesfound in homogeneousdot and antidot
superlatticesarediscussed.

2. Wannier Functions

Wannierfunctionsarelocalizedlinearcombinationsof Bloch
stationarywavesφn,k of a given band

In the aboveequation,n ) 1, 2, 3, ... labelsthe band,k ∈
[-π/b,π/b] labels the states within a band, and b is the
superlatticeconstant.Sincewewill beworkingwithin oneband
at a time, we will hereafteromit the bandlabel n.

The Bloch waves are defined up to a phasefactor, and
therefore,eq1 doesnot providea completedefinition of ω(r ).
We will implicitly assumetheKohn phasefactorcriterion that
ensuresa maximal localization in one-dimensionallattices.6

With this criterion, eq 1 representsa localizedstatecentered
on the reference“0” cell. We will then supply the Wannier
function with an extra cell-label; i.e., we will write ω0(r ) in
order to specify the Wannierfunction centeringsite.

However,wecanalsocentertheWannierfunctiononanother
cell G by meansof a shift

whereb is the superlatticeconstant.
Since

from eq 1, we have

which relatesa Wannierfunction localizedon cell G to theset
of Bloch wavesφk(r ).* Correspondingauthor.E-mail: planelle@exp.uji.es.

ω(n,r ) ) ( b
2π)1/2

∫-π/b

π/b
φn,k(r ) dk (1)

t̂Gω0(r ) ) ω0( t̂G
-1r ) ) ω0(r - iGb) ≡ ωG(r ) (2)

t̂Gφk(r ) ) φk( t̂G
-1r ) ) e-ikGb

φk(r ) (3)

ωG(r ) ) ω0( t̂G
-1r ) ) ω0(r - iGb) )

( b
2π)1/2

∫-π/b

π/b
e-ikGb

φk(r ) dk (4)
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We shouldnote that the Bloch functionsare definedin all
the spacebut arenormalizedin the unit cell:

In the full spacethey arenormalizedto the Dirac δ:

Fromeqs1 and6 we canseethat theWannierfunctionsare
normalizedto unity in the full space:

3. Time-DependentWannier Function

A Wannierfunction, as in eq 4, is not an eigenfunctionof
the periodic Hamiltonianbut a linear combinationof eigen-
vectorswhoseexpectationenergyvalue is the averageof the
bandenergy:

This nonstationarystateevolveswith time asfollows

so that eq 4 is the particularcasein which t ) 0 in eq 9.
In theemptylatticecase,i.e., if thecrystalperiodicpotential

is just a constant,the Bloch waves just becomeφk(r ) )
(1/2π)1/2eikr. Then,by defining

we may (formally) identify eq 9 with a wavepacketW(x,t).

However,in a wavepacket,c(k) is a Gaussianfunction,c(k) )
(2σ0

2π3)-1/4e-(k-k0)2/σ2, insteadof a phasefactor as in eq 9.
Therefore,onecannotexpectthesametime evolutionbehavior
for bothnonstationarystates,butwedoexpectthereto besome
similarities.

A wavepacketis a Gaussianfunctionwith a maximumat x
) pk0t/m and a growing time-dependenthalf-width σ(t) )
|σ0 + (ipσ0/2m)t| that movesat a constantspeedV ) pk0/m;
i.e., thepacketmovesand,simultaneously,is smearedout with
time. However, its momentum expectation value remains
constant.We will showlater on that a Wannierstate,like the
wave packet,smearsout almost time-linearly and its energy
expectationvalueis alsoconstant.However,theWannierstates
do not havea net momentum;i.e., this is equalto zeroat any
particulartime.

4. Electron Mobility

In the abovesection,it is statedthat a Wannierstatedoes
not move. However, we can use it to estimatethe electron

mobility in agivensuperlattice.To thisend,let ussupposethat
we initially inject (t ) 0) anelectronin a givencell G (i.e.,we
localizetheelectronin G). Equation4 givesusits initial density
distributionandeq9 providesthecorrespondingtimeevolution.
We can seehow the electrontravelsalong the 1D crystal by
plotting thetimeevolutionof |ωG(r ,t)|2 andwecanalsoestimate
thetunnelingtime τ requiredby theelectron(which is initially
localizedin cell G) to goto anotherG′ cell asthetime required
by the time-dependentoverlap

to reachits first maximum.Indeed,from the orthogonalityof
Wannierfunctions,it is obviousthat if G * G′ the overlapat
t ) 0, c(0), is zero.However,astime goesby, c(t) is no longer
equalto zeroandits valueis given by

5. Time Evolution in Simple Band Models

In this sectionwe considerthe two simplestbandmodels,
namelythe parabolicmodel

whereR is the bandwidthandb is the lattice constant,anda
secondmodeldefinedby14

Thefirst modelcorrespondsto theemptylattice.Thesecond
one is very similar to the first but it supplies the energy
dispersionwith a zeroderivativevs k at the bandedge,in an
attemptto mimic howtheperiodiclatticepotentialopensenergy
gapsandthenproducesseverechangesin energycurvaturein
the regionof the bandedge.

The time-dependentoverlap,eq 13, turns into

and

Bothmodelsyield similarplotsof thetime-dependentoverlap
vs time andsimilar tunnelingtimesτ. As an examplewe show
in Figure 1 the evolution of the time-dependentoverlapcp(t)
betweena WannierfunctionωG′(r ,0) andanotherωG(r ,t), with
G - G′ ) 5, which correspondsto a parabolicbanddefinedby
a bandwidth∆E ) 0.1 au.In Table1 we alsoincludethetime
τ5 requiredby |cp(t)|2 to reachits first maximumfor ∆G ) 5
anddifferentbandwidths.Almost thesametimesarealsoyielded
by |cs(t)|2. Othermodels,suchasE(k) ) R(kb/π)4, may yield
howeverquite different τ times.

This table evidencesa reciprocalrelationshipbetweenthe
tunnelingtime τ andthebandwidth.In addition,thedensityof
states,DOS, exertsan influenceon the value of τ, as comes

∫-∞

∞ ∫-∞

∞ ∫x)-b/2
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2π
δk,k′ (5)
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∫-∞
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| c(t)|2 ) |〈ωG′(r ,0)|ωG(r ,t)〉|2 (12)

c(t) ) 〈ωG′(r ,0)|ωG(r ,t)〉

) b
2π

∫-π/b

π/b ∫-π/b

π/b
dk1 dk2 eik1G′be-ik2Gbe-iE(k2)t/p ×

∫-∞

∞
dr φk1

(r )* φk2
(r )

) 1
2π

∫-π

π
ei[(G-G′)k-E(k)t/p] dk (13)

Ep(k) ) R(kb
π )2

(14)

Es(k) ) R sin(kb
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13288 J. Phys.Chem.B, Vol. 108,No. 35, 2004 PlanellesandMovilla



Confinamiento periódico 173

out from the fact that different energydispersionmodelswith
the samebandwidthmay yield different tunnelingtimes.

Finally, we show in Figure 2 how a Wannier function is
smearedout with time, and in Figure 3 we haveplotted the
time requiredby anelectronto reachconsecutivecells,i.e., the
time τG requiredby |c(t)|2 to reachits first maximumin the
Gth cell vs G, for different bandmodels.This figure reveals
that the time-dependentWannier function smearsout almost
linearly vs time, like the half-width of a Gaussianpacket.

To end this section, we study the influence exerted by
periodicity on tunnelingtime τ. To do so an isolateddouble-
well is considered.If the centralbarrier is high andwide, we
will find analmosttwo-degenerategroundenergystate,which
associatedeigenvectors,Ψ+ andΨ-, showeven/oddsymmetry,
respectively.As we reducethebarrier,theevenstatestabilizes
while the odd one becomesmore unstableso that an energy
splitting ∆E ) E- - E+ is produced.We maywrite functions
thataremaximallylocalizedin agivenwell atanarbitrarytime

t ) 0 as linear combinationsof the abovementionedeigen-
vectors:

However,theydonot remainlocalizedwith thepassageof time.
For example,explicitly writing the time in ΨL we have

andtherefore

At t ) 0 this densityhasa maximumin the well on the left,
|ΨL(x,0)|2 ) 1/2|Ψ+ + Ψ-|2, but at a time

thedensity|ΨL(x,τ)|2 ) 1/2|Ψ+ - Ψ-|2; i.e., it hasamaximum
in thewell on theright. Wemaythenconsiderτ asthetunneling
time.

In the caseof an isolatedtriple well, we can still obtain a
simpleformula for τ. We considera symmetricsplitting of the
ground energyinto E+, E0, and E- as the barriersdecrease.
Without loss of generality, we may set E0 ) 0. The state
localizedin theleft well is, exceptfor a time-independentfactor

where a is the constantcoefficient required to localize the
electronin the left well at t ) 0. If t ) τ ) πp/2E, then|ΨL|2

showsa maximumin the centralwell. We may rewrite τ )
πp/∆E, where∆E is theabovementionedsplitting.Again τ has
the meaningof tunnelingtime.

If thenumberof wells increasessimpleformulasfor τ cannot
be obtained,but we can assumeeq 22 to be (approximately)
valid regardlessof thenumberof wells. At the limit of infinite
wells,∆E representsthebandwidth.Therefore,thisassumption
goesalongthesamelinesasthereciprocalrelationshipbetween
tunnelingtime andbandwidthpointedout at the beginningof
this sectionandshownin Table1.

Figure 1. Time-dependentoverlap |cp(t)|2, eq 16, vs time between
ωG′(r ,0) and ωG(r ,t), with G - G′ ) 5, for a parabolicbandmodel
definedby a bandwidth∆E ) 0.1 au.

Figure 2. Plotsof electrondensitydistributionsof a time-dependent
Wannierstateat different times(au).

TABLE 1: Tunneling Time τ5 Required by a Parabolic
Band Electron To Reachthe Fifth Cell, for Different
Bandwidths ∆E

∆E (au) τ5 (au)

0.1 125.0
1 12.5

10 1.25
25 0.50

Figure 3. Tunnelingtime τG requiredby anelectronto reachtheGth
cell vs G (defined asthe time requiredby |c(t)|2, eq 13, to attain its
first maximumin theGth cell) for differentbandmodels.τG estimated
by eq 22 is also included.

ΨL )
1

x2
(Ψ+ + Ψ-) (18)

ΨR ) 1

x2
(Ψ+ - Ψ-) (19)

ΨL )
1

x2
(Ψ+e-iE+t/p + Ψ-e-iE-t/p) (20)

|ΨL|
2 ) 1

2(|Ψ+|2 + |Ψ-|2 + 2Ψ+Ψ- cos
∆Et
p ) (21)

τ ) πp

∆E
(22)

ΨL ) Ψ+e-iEt/p + aΨ0 + Ψ-eiEt/p (23)
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Sinceby increasingthe numberof wells resultsin a larger
splitting,15 weconcludethatperiodicityreducestunnelingtime.
It shouldbe pointedout, however,that τ doesnot just depend
on ∆E. As we indicatedpreviously in this section,the DOS
alsoinfluencestunnelingtime.Thus,Table2 collectstunneling
timescalculatedwith eq22,τ ) πp/∆E) π/∆ω, andalsofrom
the time-dependentoverlapcoefficient for the two Ep(k) and
Es(k) energydispersionmodelsunderconsideration,eqs14and
15.As we canseein this table,thesimpleeq22 maybeuseful
to obtainanorderof magnitudefor τ. To attainagreaterinsight
into eq22,we studythetime evolutionof severalbandmodels
with thesamebandwidthanddifferentDOSdispersionmodels.
The Es(k) model, eq 15, is also included for the sake of
comparison.

The linear model,definedby

hasa constantDOS. The quadraticmodel,eq 14, andthe nth
powerenergydispersionmodel

haveDOS proportionalto k-1 andk-(n-1), respectively.
Figure 3 plots, for the abovementionedmodels and an

arbitrarybandwidthof 25au,thetimeτG requiredby anelectron
to reachconsecutiveG cells vs G. We havealsoincludedthe
estimationof τG given by the approximateeq 22. As can be
seen,eq 22 and the linear model,eq 24, are almost indistin-
guishable.This extremelyclosebehaviorcanbe understoodif
werememberthateq22doesnot includeDOSin theestimation
of τG andthat DOS is just a constantin the caseof the linear
model.

It canalsobeseenthat in theseriesof modelsdefinedby eq
25, the slopeof τG vs G decreasesasn increases,with a limit
of zeroasn f ∞. The nearlinearity of τG vs G in the above
modelssuggestsa generalizationof (approximate)eq 22:

wherea ) π for a constantDOS,eq22,anda ≈ 2 for anideal
parabolicband(and almost the samevalue for the relatively
similar modeldefinedby eq 15).

6. Tunneling Time in Chains of Quantum Dots

In this section we consider a chain built of spherical
homogeneousInAs quantumdotsembeddedin a GaAsmatrix.
Severaldot sizesandinterdotdistanceshave beenconsidered
in order to obtain a set of different band gapsand widths.
Tunnelingalongthe groundandexcitedminibandshave been
calculated.Also chainsbuilt of antidots,i.e., two-shellGaAs/
InAs nanocrystalswith a GaAsbarrier-actingcoreandanInAs
externalwell-actingcladembeddedin a GaAsmatrix, arealso

considered.Studyingbothkindsof systemsis of interestbecause
while theelectronsaretightly attachedto thenanodotcenterin
homogeneousnanocrystals,theyaredistributedin theexternal
shell and, then, loosely attachedto the core, in the antidot
system.Therefore,we mayexpectdifferentconductionbehav-
iors in eachof the two cases.

The isolated quantum dot energy spectrumand electron
densitiesareobtainedby meansof thek‚p methodandenvelope
functionapproximation(EFA).8 Sincetheenergygapbetween
bulk valenceandconductionbandsin thesesemiconductorsis
large (wide gap semiconductors)the conductionbandcan be
successfullydescribedby theone-bandmodel.Then,we carry
out the calculationswithin this approachwhich only requires
anempiricalparameter(theeffectivemass)to completelydefine
the Hamiltonian (effective massapproach,EMA9). This pa-
rameteris fitted from the bulk and usedin the quantumdot
calculations.16

Thepotentialenergypartof thek‚p Hamiltonianis asteplike
potential that weakly confines the band electrons in the
nanocrystal.In the caseof homogeneousnanocrystals,this
potentialV(r) is just a well whoseheight is given by the dot-
matrix bandoff-set (or the electroaffinity of the quantumdot
building block material,in thecaseof isolatedquantumdotsin
avacuum).In quantumantidots,thewell for theelectronmotion
is foundin theexternalclad(andagain,thecorrespondingbarrier
heightsareequalto thebandoff-setsof thematchingmaterials).
The effectivemassesandbandoffsetsemployedin this paper
are takenfrom ref 10.

For the sake of simplicity, we considermost symmetric,
sphericalnanocrystals.Then, the Hamiltonian has spherical
symmetryandcommuteswith theangularmomentumoperator,
sothattheeigenvectorsarelabeledasif theywereatoms:nLMz,
whereL, Mz aretheangularquantumnumbers(indeed,quantum
dotsareoften referredto asartificial atoms11).

Whennanocrystalsarearrangedin a denseone-dimensional
array,theyinteractanda loweringof symmetryfrom spherical
to axial is produced.In parallel, individual discretenanodot
energylevelsdevelopminibandsasthequantumdotsuperlattice
is formed.Sinceone-dimensionalarrayshaveaxial symmetry,
cylindrical coordinates(F,z) areusedto solvetheHamiltonian
eigenvalueequationnumerically.Thefinite-differencesmethod
on a rectangular two-dimensional(F,z) grid defined from
[0,-zmax] up to [Fmax,zmax] is employed in the numerical
procedure.Periodicboundaryconditionson thez-axis,namely
φ(F,z + b) ) eiqbφ(F,z), whereb is the superlattice constant
and 0 < q < π/b, are employed for this coordinate.The
boundaryconditionsthat we imposein the directionsperpen-
dicular to thez-axis (i.e., on theF coordinate)arethestandard
for boundedstatesof nonperiodicsystems,namely,φ(Fmax,z)
) 0 (this conditionbeingreplacedby (∂φ/∂F)(0,z) ) 0 for Mz )
0 states).

The above discretizationof the differential equationthat
definesour modelyields eigenvalueproblemsof asymmetric,
complex,huge,andsparsematricesthathave beenfinally solved
by means of the iterative Arnoldi factorization method12

implementedin the ARPAC package.13

Once the energy dispersionsare obtained following the
abovementionedprocedure,the tunnelingtime requiredby an
electron, located in a given quantumdot in the chain (and
thereforedescribedby thecorrespondingnonstationaryWannier
function) to go into anotherdot in thechainis calculatedwith
eq 13.

Table3 summarizestheτ5 valuescalculatedfor threedifferent
chainsof nanocrystals,namely: chainsbuilt of homogeneous

TABLE 2: Tunneling Time τ (To Reachthe Neighbor Cell)
Calculated Using Eqs 16 and 17 (Corresponding to Simple
Parabolic and Sinusoidal Band Models) and Also Using Eq
22

∆ω ) ∆E/p (au) π/∆ω (au) τp (au) τs (au)

0.05 62.8 83 74
0.1 31.4 41.5 36.7
1 3.1 4.1 10.7

10 0.3 0.4 1.1

El(k) ) R|
kb
π

| (24)

En(k) ) R(kb
π )n

(25)

τG ) a
∆E/p

G (26)
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InAs QDs with a radius of 8 nm (HL), chains built of
homogeneousInAs QDs with a radius of 6.5 nm (HS), and
chainsbuilt of GaAs/InAsantidotswith an 8 nm radiusGaAs
corecappedby a 2 nm InAs shell(A). Threeinterdotdistances,
d ) 0 (touchingdots),d ) 1.5 nm, andd ) 3 nm, andthree
lowestB1, B2,andB3 Mz) 0 minibandshave beenconsidered.
For thesakeof completeness,bandwidthsarealsoenclosedin
Table3.

We can see from Table 3 that the chain built of small
homogeneousnanocrystals(HS) showslower τ5 values(and
thus,higher electronmobilities) than the chain built of large
homogeneousnanocrystals(HL). Wecanalsoseethatfor chains
built of homogeneousQDs, the higherthe nanocrystaldensity
is, the lower theτ5 tunnelingtimesandthehighertheelectron
mobilities will be. This is not the caseof the chain built of
antidots(A) whoseelectronmobility risesastheQDsgetcloser,
reachesa maximumfor a given value of interdot distanced
(which is quitesimilar but notexactlythesamefor thedifferent
minibandsunderstudy)andfinally decreasesastheygetcloser
until they toucheachother.This behavioris relatedto the fact
that the minibandscrossfor a given densityandthe structure
revealsa semimetalliccharacter.However,when the nanoc-
rystalsoverlapby morethana given threshold,the minibands
start to overlap,and then,new minigapsopenat the crossing
pointsandthestructurelosestheattainedsemimetalliccharacter.

In general,theelectronmobility in theground1B miniband
is smallerthanin theexcited2B, 3B minibands,thebandwitdth
becomesnarrower,and the calculatedminibanddispersionis
nearlyparabolicwith zeroderivativesat thebandedges(sothat
almostall calculatedτ5 valuesmay be approximatedby eq 26
with a ≈ 2.14).However,DOS alsoplaysa role. We cansee
in Table3 that the3B bandwidthof a chainhavinganinterdot
distanced ) 1.5 nm andbuilt of smallQDs(HS) is similar to
the onewith the samecharacteristicsbut built of antidots(A)
(10.122and10.383eV, respectively).Hence,onemay expect
that the antidot-chaintunnelingtime τ5(A) will be just a little
smallerthanτ5(HS),sincetheantidotbandwidthis a bit wider.
However,we can seefrom Table 3 that τ5(A) ) 4010 au is
quite a lot larger than τ5(HS) ) 3343 au. By looking at the

energydispersionof thebandsinvolvedwecanunderstandthis
flipping as coming from a different DOS in eachof the two
cases:while HS-dispersionis almostparabolic(τ5(HS) fits eq
26 if a ≈ 2.03),A-dispersionis nearlylinear (τ5(A) fits eq 26
if a ≈ 2.93,which is a valuecloseto π, correspondingto an
ideal linear dispersion).

7. Concluding Remarks

In this paper, we have introduced the concept of time-
dependentoverlap betweenWannier functions. It allows the
tunneling time along 1D quantum dot superlatticesto be
calculatedquickly and easy. A comparisonof the electron
mobility in 1D arraysof homogeneousand two-shell antidot
nanocrystalshasbeenalsocarriedout. It is found thatwhile a
monotonicincreasein electronmobility vs nanocrystaldensity
takes place in chains of homogeneousnanocrystals,quite
different behavioroccursin chainsof antidots.First it grows
astheQDsgetcloser,reachesa maximumfor a givenvalueof
interdot distanced, and thendecreasesas the QDs get closer
until they toucheachother.

The proposedtime-dependentoverlap coefficient and the
resultsobtainedcanbe useful in the studyanddesignof new
electronicdevices.
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TABLE 3: Tunneling Time τ5 Calculated for Different
Nanocrystal Chainsa

d) 0.0nm d) 1.5nm d) 3.0nm

∆E (meV) τ5 (au) ∆E (meV) τ5 (au) ∆E (meV) τ5 (au)

B1 17.39 20024 5.36 65097 1.74 20 0738
HL B2 84.36 4194 30.07 11620 11.01 31710

B3 136.78 2556 61.05 5694 26.60 13112
B1 34.63 10035 11.23 31079 3.78 92450

HS B2 155.83 2298 61.52 5690 24.73 14122
B3 186.81 1777 101.22 3343 54.39 6351
B1 6.15 56695 21.15 16090 15.47 22158

A B2 32.69 10745 68.67 5908 41.48 8997
B3 59.97 6051 103.82 4010 56.84 6475

a Namely,achainbuilt of 8 nm radiushomogeneousInAs QDs(HL),
achainbuilt of 6.5nmradiushomogeneousInAs QDs(HS),andchains
built of two-shellGaAs/InAsantidots,8 nm coreand2 nm shell (A),
for threeinterdotdistances(d ) 0 representstouchingdots)andthree
lowestMz ) 0 minibands(B1 beingthe groundminiband).
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Abstract. When a magnetic field pierces a multiple-connected quantum system, the corre-
sponding wavefunction is altered although no net Lorentz force acts upon its carriers. This is
the so called Aharonov-Bohm effect. The most simple multiply-connected quantum system is
a quantum ring QR. Nowadays it is possible to obtain QRs in the nanoscopic range providing
spectroscopic data vs. and applied external magnetic field. We describe here the most significant
quantum effects induced by the magnetic field in a QR by means of simple quantum mechanical
models.

1. Introduction

In their celebrated 1959 paper [1] Aharonov and Bohm pointed out that while the
fundamental equations of motion in classical mechanics can always be expressed in
terms of field alone, in quantum mechanics the canonical formalism is necessary,
and as a result, the potentials cannot be eliminated from the basic equations.
They proposed several experiments and showed that an electron can be influenced
by the potentials even if no fields acts upon it. More precisely, in a field-free
multiply-connected region of space, the physical properties of a system depend on
the potentials through the gauge-invariant quantity

∮

Adl, where A represents the
potential vector.

The most simple multiple-connected quantum system is a quantum ring, QR.
Over the last two decades there has been an impressive experimental development
towards smaller QRs. Early experiments reported observations of Aharonov-Bohm
(AB) oscillations and persistent currents in mesoscopic metallic and semiconductor
rings [2–5] where scattering still influences the phase coherent transport and a large
number of electrons are present. More recently, Lorke et al. [6, 7] obtained self-
assembled InAs semiconductor QRs in the nanoscopic range, each of which charged
with one [6] and two electrons [7], providing spectroscopic data in the scatter-
free limit as a function of an external magnetic field. Simple two-dimensional
effective mass models with parabolic-like spatial confinement [6–9] yield reasonable
agreement with most of experimental data, although truly 3D models are required
to properly account for the vertical dimension and the Coulomb interaction [10–14]
which is systematically overestimated by 2D models, as they miss vertical motion.
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01.
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There is by now a vast literature both experimental and theoretical on QRs,
including simple 1D models which can grasp basic behaviors of these multiply-
connected systems [15]. In the present paper we revisit at an elementary level the
most significant quantum effects produced by a magnetic field on a quantum ring.

2. Aharonov-Bohm effect

The Hamiltonian of a charged particle in a magnetic field reads,

Ĥ =
(p̂ − eA)2

2me
+ V , (1)

where p̂ is the canonical moment, A the potential vector, e the particle charge
and V the spatial confining potential. If the magnetic field is axial and constant,
~B = B0

~k, we may choose the potential vector ~A = (−1
2y B0,

1
2xB0, 0) so that the

Hamiltonian eq. 1 turns into:

Ĥ = −
~

2

2me
∇2 −

eB

2me
L̂z +

e2B2

8me
ρ2 + V =

p̂2
z

2me
+ Ĥ2D

HO −
eB

2me
L̂z + V , (2)

where Ĥ2D
HO is the 2D harmonic oscillator Hamiltonian.

If the vertical confinement is severe so that we can approximately separate
variables and only consider the vertical ground state, and additionally, the in-plane
confinement is zero or parabolic, the eigenvalues (Landau levels) grow linearly1

with the magnetic field and never intersect.
Now, if the particle is spatially confined in a hollow cylinder and we apply an

axial magnetic field inside the inner radius a only, i.e., B = B0 if 0 < ρ < a and
B = 0 otherwise, we may choose the following potential vector:

~A = Aφ~uφ =

{

1
2 B ρ~uφ 0 < ρ < a
Ba2

2ρ
~uφ a < ρ < ∞

, (3)

where ~uφ is the unitary vector tangential to the cylindric surface, perpendicular
to the half plane φ = constant and pointing in the direction of increasing azimuth
angle φ. The potential vector ~A defined in Eq. 3 is continuous at ρ = a, where B
has a step-like discontinuity2. The selected potential vector fulfills the Coulomb
gauge, ∇A = 0. Then, p̂ and A commute and the Hamiltonian eq. 1 describing
our system (which is located in the interval a < ρ < ∞) becomes:

Ĥ = −
~

2

2me
∇2 +

i~e

me

Ba2

2ρ2

∂

∂φ
+

e2B2a4

8meρ2
+ V . (4)

1In actual 3D confinements it may grow quadratically [14].
2Note that although we may choose another potential vector yielding the same magnetic field,

no gauge will allow us to select A = 0 in all the region where the system is located because the
gauge-invariant flux Φ =

∫
BdS =

∮
Adl is not zero.
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This Hamiltonian can also be obtained by formally replacing,

∂

∂φ
→

∂

∂φ
−

i eB a2

2 ~
=

∂

∂φ
+ i

Φ

Φ0
(5)

in the zero field Hamiltonian. In the above eq. 5, Φ = πa2B is the magnetic flux
and Φ0 = 2π~/|e| the flux unit.

Since the system has axial symmetry, the wave function can be written as
Ψ(ρ, z)eimφ. Then, the presence of magnetic field inside the inner cylinder radius
is accounted by the replacement m → m + Φ

Φ0
in the differential equation on

(ρ, z) which yields eigenvalues. Therefore, if the magnetic field fulfills Φ = nΦ0,
n = 1, 2, 3 . . . we will get the same energies as those at B = 0.
In the simple case of an electron in a 1D QR, the Hamiltonian is (a.u.):

Ĥ = −
1

2m∗
eR

2

(

∂

∂φ
+ i

Φ

Φ0

)2

(6)

and the energies,

Em =
1

2m∗
eR

2
(m + F )2, (7)

where m∗
e is the electron effective mass, F = Φ

Φ0
, and m = 0±1±2 . . . The Em vs.

F plotting shows periodic energy intersections and changes in the m symmetry of
the ground state (AB effect).

3. Fractional Aharonov-Bohm effect

The Hamiltonian of two electrons in a 1D QR pierced by a magnetic field read in
atomic units (a.u.):

Ĥ(1, 2) = −
1

2R2

(

∂

∂φ1
+ iF

)2

−
1

2R2

(

∂

∂φ2
+ iF

)2

+
1

r12
(8)

with r12 = 2R| sin φ2−φ1

2 |, and where we assume, without loss of generality, that
the electron effective mass m∗

e = 1.
Disregarding the Coulomb interaction by the time being, the energy eigenvalues

are:

E(m1,m2) =
1

2R2

[

(m1 + F )2 + (m2 + F )2
]

(9)

which show periodic changes of the ground state at the same values of flux as in
the one-electron case. The eigenfunctions are either singlets (S) or triplets (T ).
The corresponding unnormalized spacial parts are

|m1,m2; S/T 〉 = eim1φ1eim2φ2 ± eim1φ2eim2φ1 . (10)

Note that |m,m; T 〉 does not exist (is zero). Then, eq. 9 evidences that indepen-
dently of the magnetic flux, the ground state is always singlet. At F = 1

2 , 3
2 , 5

2 . . .
the ground state is degenerate (three singlets and a triplet).
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Prior to include the Coulomb term it is worthwhile to solve this problem again
in a new set of coordinates:

s =
1

2
(φ1 + φ2), r =

1

2
(φ1 − φ2) . (11)

The spatial part of the eigenfunctions are now,

|M,m; S〉 = eiMs cos mr , |M,m; T 〉 = eiMs sinmr , (12)

where M = m1 + m2, m = m1 − m2 and therefore, no triplets can be associated
with m = 0. Since M + m = 2m1 and M −m = 2m2, we conclude that M and m
must have same parity. In terms of M and m the energy reads:

E(M, m) =
1

4R2

[

(M + 2 F )2 + m2
]

, (13)

showing that the ground state energy at integer values of magnetic flux is zero and
corresponds to singlet states.

In terms of these new coordinates the Hamiltonian (disregarding the Coulomb
term) reads,

Ĥ(1, 2) = −
1

4R2

(

∂

∂s
+ 2 iF

)2

−
1

4R2

∂2

∂r2
= Ĥs + Ĥr . (14)

The Ĥs eigenvectors, eiMs, and eigenvalues,

E(M) =
1

4R2
(M + 2 F )2, (15)

describe the dynamic of the center of mass (CM). The allowed values for M will
be fixed by the boundary conditions (BCs). Note that the electron permutation
does not change the coordinate s. Therefore, eiMs is symmetric, and as a conse-
quence, we must select a relative motion eigenfunctions (Ĥr eigenfunctions) either
symmetric (for singlets) or antisymmetric (for triplets). From the degenerate set
e±imr we choose cosmr and sinmr for singlets/triplets, respectively. The values
that m can reach will also be fixed by the BCs. However, as shown in Fig. 1, the
domain of r and s are not independent so that BCs must be imposed upon the
full spatial wave function.

The periodic BCs φ1 ≡ φ1 + 2π, φ2 ≡ φ2 + 2π yield (s, r) ≡ (s + π, r + π) and
(s, r) ≡ (s + π, r − π), i.e.,

ei M s

{

sinmr
cosmr

≡ ei M sei M π

{

sinm(r ± π)
cos m(r ± π)

. (16)

Then, m must be integer. Since m ∈ Z, then, eq. 16 can be rewritten,

1 = ei M π cos mπ , (17)

which shows that M must also be integer and that M,m must have same parity.
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Fig. 1: Mapping between (φ1,φ2) and (r,s) domains. Periodicity φi ≡ φi+2π in the (r,s) domain
is displayed in part (c) where equivalent regions are equally filled (grey and dashed areas).

Let us next include the Coulomb term. It does not modify Ĥs, while Ĥr

becomes:

Ĥr = −
1

4R2

∂2

∂r2
+

1

2R| sin r|
. (18)

No analytical solutions can be obtained (see however refs. [16,17]). The potential
term 1/ sin r defines a natural domain 0 < r < π so that Ψn(0) = Ψn(π) = 0
are the implicit (natural) BCs. Within this domain the eigenfunctions which are
non-degenerate, show the correct nodal sequence. However, we stated above that
−π < r < π and, additionally, r and s domains are not independent. We may use
the periodicity of the problem to select the domains 0 < s < 2π, 0 < r < π (see
Fig 1c).

We study next the Pauli’s principle restrictions in the presence of Coulomb
interactions. As before, eiMs is invariant under the particles permutation operator
P12. On the other hand, as P12r = −r, it is followed that P12Ψ(r) = Ψ(−r). As it
was stated before, the periodicity of our problem allows to stablish the equivalence
(s, r) ≡ (s + π, r + π) and therefore,

ei M sΨn(−r) = ei M sei M πΨn(π − r) (19)

i.e.,
P̂12Ψn(r) = (−1)MΨn(π − r) . (20)

The symmetry of Ψn(r) with respect to r = π/2 and the nodal sequence of eigen-
vectors allows us to write Ψn(π − r) = (−1)nΨn(r). Then eq. 20 yields

P̂12Ψn(r) = (−1)(M+n)Ψn(r) . (21)

If M +n is even, the spatial function should be then symmetric (and then, its spin
partner antisymmetric, i.e. singlet). On the contrary, M + n odd corresponds to
triplets.

In absence of magnetic flux the lowest CM state |M = 0〉 and the lowest relative
motion state |n = 0〉 combine into the ground state (singlet). As the magnetic flux
reaches F = 1/2, then the lowest CM state is |M = −1〉 (see eq. 15). It combines
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with |n = 0〉, which is flux independent, yielding a triplet ground state with the
same energy as the singlet ground state at F = 0. As the magnetic flux increases
a new singlet becomes the ground state, then a triplet, etc. We see that Coulomb
interactions halves the periodicity of the AB effect (fractional AB effect [18]).

The Coulomb interaction in a 1D system is actually unrealistically large. A
very simple model accounting for the 3D character of a real QR may be represented
by the Hamiltonian

Hξ = −
1

4R2

∂2

∂r2
+

1

ξ + 2 R | sin r|
, (22)

where the parameter ξ incorporates somehow the average of the Coulomb poten-
tials over the coordinates ρ and z. Note that if we set ξ = ∞ then Hξ corresponds
to an independent particles model, while the limit ξ = 0 corresponds to interacting
electrons in a 1D QR. The numerical integration of Hξ assuming reasonable ξ val-
ues shows that although triplets remain as ground states at fractional flux values,
the energies are larger and the triplet windows shorter than those of singlets.

4. Antiperiodic Boundary Conditions and the Aharonov-Bohm effect

The Möbius strip problem is of high theoretical interest since classically the AB
periodicity is related to interference between trajectories. In a Möbius strip the
electron encircles the system twice before returning to its initial position. Then,
we may expect differences between persistent currents in a Möbius strip and a QR.
Since a Möbius strip cannot actually be pressed into a 1D structure, in order to
isolate the effects, we will devote this section to study one and two electrons in
a 1D QR with antiperiodic BCs (AQR). Let us consider first only one electron.
The Hamiltonian is the same as in section 1 (eq. 6) and the antiperiodic BCs,
Ψm(φ + 2π) = −Ψm(φ) yield m = ±1/2,±3/2,±5/2, . . . Then, the Em vs. F
plotting is identical to that of one electron in a QR except for a shift of 1/2 unit
of flux.

In terms of the CM and relative motion coordinates s and r, eq. 11, the wave
functions of two non-interacting electrons are given by the same eq. 12 as the QR,
and again M,m ∈ Z (because M = m1 +m2 and m = m1 −m2). However M and
m must have opposite parity3.

When the Coulomb term is included and, as in the previous section, we solve the
problem in the domain 0 < s < 2π, 0 < r < π, we find analytical eiMs symmetric
functions describing the CM motion and numerical Ψn(r), n = 0, 1, 2, . . . functions
for the relative motion. Again, P12r = −r and then P12Ψn(r) = Ψn(−r). However,
eq. 19 is replaced by:

ei M sΨn(−r) = −ei M sei M πΨn(π − r) (23)

3We may write m1 = (2p + 1)/2, m2 = (2q + 1)/2 with p, q ∈ Z. Then, M = p + q + 1
and m = p − q. Since p + q and p − q have same parity, then M and m must have it opposite.
The same result can be obtained from the analogous of eq. 16 for antiperiodic BCs yielding
1 = −eiMπ cos mπ with m ∈ Z.
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and then, eq.21 by
P̂12Ψn(r) = (−1)(M+n+1)Ψn(r), (24)

so that if M + n is even/odd |M,n〉 will be triplet/singlet. Then, from eq. 15,
we see that if F = 0 the lowest M = 0 will combine with n = 0 yielding a triplet
ground state. At F = 1/2 it is M = −1 which combines with n = 0 yielding a
singlet state, etc. Therefore, we find out again the same picture as in QR except
for a shift of half flux unit. The similarities between the 1D QR and AQR remain
if we consider Hξ, eq. 22.

5. Optic Aharonov-Bohm effect: excitons

An exciton in a QR is a neutral entity. Then, it should not be sensitive to the
applied magnetic flux. However different masses of electrons and holes yield ob-
servable effects in realistic 3D QR. Namely, dark exciton in some windows of mag-
netic field [11]. This is the so called optical AB effect [19]. Romer and Raikh [20]
employed a short-range e-h attractive potential in a 1D QR and conclude that the
AB effects will be present if electron and hole can tunnel in the opposite directions
and meet each other on the opposite side of the ring. However it seems that actual
Coulomb terms prevent the ground state oscillations in 1D QR [21–23].

The Hamiltonian of an electron and a hole in a 1D QR pierced by a magnetic
field reads:

Ĥ = −
1

2m∗
eR

2

(

∂

∂φe
+ iF

)2

−
1

2m∗

hR2

(

∂

∂φh

− i F

)2

−
1

2R| sin φe−φh

2 |
(25)

where me, mh are the electron/hole effective masses, both considered positive in
this model. If we disregard by the time being the Coulomb attraction, Ψ(φe, φh) =
ei Me φe ei Mh φh is the eigenfunction associated to the eigenvalue:

λ = E − Eg =
1

2m∗
eR

2
(Me + F )2 +

1

2m∗

hR2
(Mh − F )2, (26)

where Eg is the electron-hole energy gap and Me, Mh = 0± 1± 2 . . . The E vs. F
plot shows periodic changes of ground state (Me,Mh) = (0, 0), (−1, 1), (−2, 2) . . .
However, ML = Me+Mh is always zero. Then, the selection rule ML = 0 is fulfilled
and there are not dark windows for luminescence, i.e., no optic AB effect can be
seen. If we take into account that electron and hole have different effective masses,
we may think that in a real QR electron and hole will follow different orbits. A
very simple model of a 2D QR where electron and hole follow circular orbits with
radii Re 6= Rh pierced by a magnetic field (including the region where the system is
located) has been recently proposed [19]. This allows to have different flux inside
the electron and hole orbits: Fe = πR2

eB/Φ0, Fh = πR2
hB/Φ0. As a result, eq. 26

turns into

E = Eg +
1

2m∗
eR

2
e

(Me + Fe)
2 +

1

2m∗

hR2
h

(Mh − Fh)2, (27)
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which allows states with total angular momentum ML = Me + Mh 6= 0 to become
the ground state within some flux windows. As the selection rule ML = 0 dra-
matically reduces the emission intensity in these regions of magnetic flux (dark
windows), the optic AB effect can now be observed.
It is worth to stress that while in the case of standard AB effect we loose the perfect
periodicity as the magnetic field pierces the region where the system is located, it
is not possible to observe the optic AB effect unless B pierces the system (so that
a flux net between electron and hole orbits exists and a different phase factor in
one and other particle occurs).
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The magnetizationof one-andtwo-electronquantumdotsanda seriesof quantumrings with increasingly
larger inner radii is calculatedusinga three-dimensionalmodelwith realisticfinite confiningpotential,includ-
ing strainandCoulombeffects.A changein topologyleadsto a sharpresponsein thecalculatedmagnetization.
The magnetizationis alsoextremelysensitiveto changesin the lengthof the inner radiusof the ring. These
resultssuggesttheuseof magnetizationasa tool, complementaryto far-infraredspectroscopy, for probingthe
topology of nanocrystals.Our calculationsalso reveal that atomic Zeemansplitting and, more especially,
electron-electroninteractioninducesignificantchangesin the magneticmomentof a quantumring of nano-
scopicsize.

DOI: 10.1103/PhysRevB.70.081301 PACS number(s): 73.21.2b, 75.75.1a,71.70.Ej

Magnetizationmeasurementsprovidedirect accessto the
quantumelectronicstructureof semiconductornanocrystals,
often outperforming transport or far-infrared absorption
experiments.1,2 For example,in few-electronparabolicquan-
tum dots the generalizedKohn theorem preventsdipole-
allowed transitionsfrom revealing many-bodyeffects.3 In
contrast,magnetizationstudieshave beenuseful to observe
some of theseeffects, such as the spin-singlet-spin-triplet
transitions of the ground state.4 In mesoscopicquantum
rings, magnetizationhas also beenused to investigatethe
electronicpropertiesof thesenonsimplyconnectedquantum
systems.5,6

Recently, self-assembledInAs/GaAs rings, which are in
the nano-scale,have beensynthesized.7 Thesenanocrystals
have beenimaged by atomic force micrography,8 but the
questionof whetherthey preservethe ring-like topologyaf-
ter being coveredwith GaAs or not is difficult to assess.
Far-infrared experimentsof one- and two-electron nano-
scopic rings in a magneticfield have beencarried out in
order to clarify this issue.9,10 Although the resultsseemto
agreewell with theoreticalpredictionsfor ring structures,9–11

the low resolutionof the reportedabsorptionspectramakes
any complementaryconfirmationhighly desirable.Very re-
cently it hasbeenreportedthatmagnetizationcanbeusedas
a tool for probing the reduction of symmetry in quantum
dots.12–14 In this work we show that magnetizationalso re-
vealsthe topologyof a nanocrystal.

The predictedresponseof nanoscopicrings to homoge-
neousmagneticfields seemsto be different to that of meso-
scopic rings,15 then the effect of electron-electroninterac-
tions may alsobe different. In the caseof mesoscopicfew-
electron rings where only the lowest Landau level is
populated,electron-electroninteractionsdo not play a sig-
nificant role in magnetization.6 Since,to our knowledge,the
only theoreticalstudy on the magnetizationof few-electron
nanoscopicrings thathasbeenperformedsofar only consid-
ersindependentparticles,16 we includein this notethe study
of themagnetizationof two-electronringsanddotswith and
without Coulombinteractionsin order to assessthe role of
electron-electroninteractionin nanoscopicsizedrings.

The modelwe useis that in Ref. 11. The one-bandeffec-
tive massHamiltonian for the electron states,including a

magneticfield perpendicularto thering plane,canbewritten
in atomicunits as

He = X−
1

2
¹S 1

m* sEn,m;r,zd
¹D +

sBrd2

8m* sEn,m;r,zd

+
Bm

2m* sEn,m;r,zd
+

1

2
mBgsEn,m;r,zdBs + Vcsr,zd

+ ac«hydsr,zdC , s1d

wherem=0, ±1,±2, . . . is the quantumnumberof the pro-
jectionof theangularmomentumontothemagneticfield sBd
axis, n is the main quantumnumber, Vcsr ,zd is the finite
confinement potential corresponding to the geometries
shown in the insets of Fig. 1, and m* sEn,m;r ,zd and
gsEn,m;r ,zd stand for the energy- and position-dependent
massandLandéfactor, respectively.16 ac denotesthe hydro-
staticdeformationpotentialfor theconductionband,and«hyd
is the hydrostatic strain, which we calculate within the
framework of the isotropic elastic theory.17,18 It should be
underlinedthat Vc must be a step-like, finite confinement
potential in order to achievea realistic descriptionof the
effect of the inner hole and the magneticfield penetration
into the ring region.15,19 Finally, sinceexchangeandcorrela-
tion effects are known to have a strong influence on the
magnetizationof quantumdotswith interactingelectrons,1,20

a configurationinteractionprocedureis usedto calculatethe
two-electroneigenstatesandeigenenergies.Thetwo-electron
statescanbe labeledby the z projectionof the total angular
momentum M =m1+m2, total spin S=s1+s2, and main
quantumnumberN.11 The total magnetizationof the nanoc-
rystalsat zero temperatureis definedby

M = −
]Etot

]B
, s2d

whereEtot is the total energy for a given N-electronsystem.
We investigateself-assembledInAs quantum dots and

rings embeddedin a GaAs matrix. The dot is lens-shaped
andtheshapeof theringsis a cut torus.Thecrosssectionsof
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the dot andrings canbe seenin the insetsof Figs. 1(a) and
1(b), respectively. Following recentmeasurements,8 we take
the heightat the inner edgeof the crosssectionof the rings
to be4.5 nm andthenwe let it decreaseasa sphericalcasket.
The outer radius of the rings is fixed at the approximate
experimentalvalue of 60 nm and the inner radius sRind is
variedfrom 0 to 10 nm.Thesamematerialparametersasin
Ref. 11 are used here. We have assumedthe InAs/GaAs
band-offset, Vcsmatrixd=0.77eV, to be the confinementpo-
tential. Such a potential has successfullydescribedthe ex-
perimentalfar-infraredresonancesof InAs rings.11 However,
its finite magnitudeallows someelectrondensitycharge to
spreadover the inner holeof the ring, so that introducingan
innerholedoesnot actuallychangethe topologyof theelec-
tronic densitydistribution from a simple to a twofold con-
nectedone. Instead,it producesa rathergradualtransition.
Assuminghigher confinementbarrierswould lead to a fur-
ther enhancedquantumring-like electronicstructure,21 but
again it is worthwhile noting that our conclusionsare ob-
tainedfor a realistic,finite, valueof the confinementpoten-
tial. Equation(1) is integratednumericallyby employingfi-
nite differences in a two-dimensional grid sr ,zd. The

configurationinteractioncalculationsinclude all the single-
particlestatesup to 35 meV awayfrom the groundstatefor
the ring structuresand up to 50 meV for the quantumdot.
We havecheckedthat the useof larger basissetsdoesnot
significantlychangethe low-lying two-electronstateswithin
the rangeof the magneticfield that is studied.

Figure1 showstheelectronicstructurevs a magneticfield
for nanocrystalswith Rin=0 (a), and Rin=5 nm (b). Solid
lines are usedfor spin up and dotted lines for spin down
levels. It canbe seenthat the changesinducedby the pres-
enceof the inner hole of the ring in the monoelectronicen-
ergy structureare dramatic.It significantly reducesthe en-
ergy spacing between consecutive azimuthal levels sm
=0, ±1, ±2,. . .d at B=0. As a result,changesin the z com-
ponentof thegroundstateangularmomentum,from m=0 to
m=−1 and from m=−1 to m=−2, take place at 2.8 and
8.6 T, respectively, while the quantumdot ground state is
m=0 over the whole range under study, 0–20T. Indeed,
theseangularmomentumchangesin the groundstatenever
occur in the one-electrondot, where the low-lying levels
converge to the first Landau level without crossings.3 Al-
though differencesbetweenquantumdot and ring energy
structurewere expectedfrom the topologicalchangeof the
potential, their magnitude is worth highlighting. Typical
InAs self-assembledrings have aninner radiusrangingbe-
tween10 and15 nm.8,9 Therefore,the evolutionof their en-
ergy levelswith a magneticfield will showa behaviorthat is
clearlydifferentto thatof a quantumdot.This canbeseenin
Fig. 2, wherethemagnetizationcurvesof a quantumdot and
quantumrings with increasinglylarger inner radii are de-
picted. The magnetizationcurvesare offset by 1.0 meV/T
for clarity. In the quantumdot limit sRin=0d, magnetization
is smoothover the entire rangeof studiedmagneticfields.
However, an innerradiusassmallasRin=1 nm alreadyleads
to a discontinuity(or step) at 11.3T. Sucha stepis relatedto
the changein groundstateangularmomentumin the quan-
tum ring, asdescribedabove.By increasingthe inner radius,
the stepshifts toward weakermagneticfields and becomes
sharper. This is becausethe slopeof the energy levels in a
magneticfield getssteeperas the ring becomesnarrower.16

An inner radiusof Rin=5 nm alreadyyields two stepsthat
canbe seenat 2.8 and8.6 T. Thesestepscorrespondto the

FIG. 1. Energy levels vs magneticfield of one electron in a
quantumdot (a) and in a quantumring with Rin=5 nm (b). Solid
linesdenotespina levels,anddottedlinesspinb levels.Theinsets
showthecrosssectionof theinvestigateddot (upperpanel) andring
(lower panel).

FIG. 2. Magnetizationof one-electronnanocrystalswith in-
creasinginner radius.From bottomto top the curvescorrespondto
Rin=0 nm, Rin=1 nm, Rin=2 nm, Rin=5 nm and Rin=10 nm. The
curvesareoffset by 1.0 meV/T.
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level crossingsin the ground stateshown in Fig. 1(b). An
inner radiusof Rin=10 nm yields threestepsat about2, 6.2,
and10.6T. It shouldbe notedthat the magnetizationcurves
are not periodic.This is due to the penetrationof the mag-
netic field into the ring region.5,15 Finally, by increasingthe
magneticfield the additionally arising stepsgradually be-
comeflatterdueto thesmallerchangesin slopeat thecross-
ing points (seeFig. 1(b)). It can be concludedfrom Fig. 2
that the magnetizationof a one-electronquantum dot is
markedlydifferentto thatof anyquantumring. Thesediffer-
encescan be tracedat relatively low magneticfields, even
for inner holesassmall asRin=1 nm.

In quantumdots,electron-electroninteractionpushesthe
magnetizationsteps toward lower values of the magnetic
field.20 Hence, we calculate the magnetizationof a two-

electrondot andrings with variousinner radii to investigate
whetherit is possibleto distinguishthemby meansof fields
that areevenweakerthanin the one-electroncase.The cor-
respondingresults are plotted in Fig. 3, the curves being
offsetby 1.0 meV/T. A majordifferencewith respectto one-
electron magnetizationcan be found in the magnetization
curve of the quantumdot: whereasin Fig. 2 no step was
presentin the Rin=0 curve, in Fig. 3 a step shows upat
11.15T. The origin of this new stepis the spin-singlet-spin-
triplet transition that the exchangeenergy induces in the
ground stateof two-electrondots.22 Such spin oscillations
arealsopresentin the groundstateof two-electronquantum
rings,11 and thus a step can be also seenin the Rin=1 nm
curve,but at a magneticfield that is muchlower thanthatof
the dot. Furtherstepsappearwhenthe sizeof the inner hole
increases.In general,the stepsof the two-electronquantum
ring magnetizationshowup at weakerfields thanin theone-
electroncase.This is mostlydueto theexchangeinteraction.
Our results highlight the fact that low-field magnetization
measurementsunambiguouslyreveal the topology of cov-
ered InAs/GaAs nanocrystalswith one or two electrons.It
shouldbe stressedthat ring morphologyis evidencedby the
presenceand the position of the magnetizationsteps.This
probe can be complementedwith estimatesof the circular
symmetry also performedusing magnetizationdata, since
asymmetryleadsto variationsin the sizeof the steps,rather
thanin their positions.12,13

In orderto studythe influenceof Coulombinteractionon
themagnetizationof nanoscopicrings, in Fig. 4 we illustrate
themagnetizationcurvesof a one-andtwo-electronquantum
ring with Rin=5 nm, andthoseof the one-andtwo-electron
quantumdots,which areshownfor comparison.Figures4(a)

and4(b) showthemagnetizationof theone-electrondot and

FIG. 3. Magnetizationof two-electron nanocrystalswith in-
creasinginner radius.From bottomto top the curvescorrespondto
Rin=0 nm, Rin=1 nm, Rin=2 nm, Rin=5 nm and Rin=10 nm. The
curvesareoffset by 1.0 meV/T.

FIG. 4. Magnetizationof a one-electronquantumdot (a), a one-electronquantumring with Rin=5 nm (b), a two-electronquantumdot (c)

and a two-electronquantumring with Rin=5 nm (d). In (c) and (d), solid lines representinteractingelectronsand dashedlines non-
interactingelectrons.
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ring, andFigs.4(c) and4(d) andshowthe magnetizationof
the two-electrondot andring, respectively. In Figs 4(c) and
4(d), solid linesareusedfor interactingelectronsanddashed
lines for non-interactingelectrons.The two-electronmagne-
tization without Coulomb interaction can be constructed
from the single-particlelevelsof Fig. 1 assumingsingleoc-
cupancyof the two lowestone-electronspin-orbitals(which
arenot degeneratedexactlydueto Zeemansplitting) at each
value of the magneticfield. Therefore,for the quantumdot
themagnetizationof non-interactingelectronsis thesameas
that of the one-electroncasebut abouttwice asbig in mag-
nitude. Only when Coulomb interaction is included a step
can be found in the magnetizationcurve. This originates
from the possibility of spin oscillations,which is in turn
inducedby theelectron-electroninteraction.Moreover, it can
be seenthat the electron-electroninteraction increasesthe
magnitudeof magnetizationin thefield regionB,11 T. The
underlyingreasonis that the repulsiveCoulombinteraction
makesthe groundstateof interactingelectronsbe moreex-
tendedthan that of non-interactingones.20 For the quantum
ring, the two-electronmagnetizationis clearly different than
thatof theone-electroncaseevenin theabsenceof Coulomb
interaction.This can be explainedin termsof the contribu-
tion of the atomic Zeemanterm to the one-electronenergy
structure.In the absenceof an atomic Zeemanterm, s=a

and s=b statesin Fig. 1(b) would be degenerateand the
magnetizationof the non-interactingelectrons should be
similar to thatof theone-electroncasebut with sharpersteps.
However, the atomic Zeemanterm lifts the degeneracyof
s=a ands=b statesat BÞ0. This originatesshortmagnetic
field domainswherethetwo-electrongroundstateis a triplet
(around2 and8 T in Fig.1(b)), andsuchtriplet groundstates

give rise to the additionalmagnetizationstepswhich do not
appearin the one-electroncase.Moreover, the triplet states
domains’grow wider asthemagneticfield increasesbecause
of its larger Zeemancontributionto theenergy. On theother
hand,when the Coulombinteractionis consideredvery im-
portantchangestake place in the quantumring magnetiza-
tion: thepositionof thestepsis very differentthanthatof the
non-interactingpicturedueto variationsin theelectroninter-
level spacingand to exchangeinteractions,which in turn
favor the triplet ground stateconfiguration.The exchange
interactionalso accountsfor the sharperstepscoming from
the triplet ground state.It is thereforeconcludedthat both
atomic Zeemansplitting, which is often neglectedin InAs
rings calculations(on the groundsthat it makesa relatively
small contributionto the energy),9,23 andthe Coulombinter-
actionareessentialfor a realisticdescriptionof themagnetic
propertiesof nanoscopicrings.The role of electron-electron
interactionin few-electronnanoscopicrings is thus remark-
ably different to that predictedfor mesoscopicrings usinga
two-dimensionalmodelwith parabolic-likeconfinement.6

In summary, we havestudiedthe magnetizationof one-
and two-electronnanoscopicdots and rings with different
inner radii. Magnetizationis very sensitiveto the presence
andsizeof an inner hole.Thus, it canbe usedto probethe
topology of a nanocrystalusing relatively weak magnetic
fields.We havealsofound that atomicZeemansplitting and
electron-electroninteractioncannotbe neglectedin calcula-
tions of magnetic properties of few-electron nanoscopic
rings.
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Abstract.

The conduction band electron states of laterally-coupled semiconductor quantum rings are
studied within the frame of the effective mass envelope function theory. We consider the effect
of axial and in-plane magnetic fields for several inter-ring distances, and find strong changes in
the energy spectrum depending on the coupling regime. Our results indicate that the magnetic
response accurately monitors the quantum ring molecule dissociation process. Moreover, the
anisotropic response of the electron states to in-plane magnetic fields provides information on
the orientation of the quantum ring molecule.

1. Introduction

Quantum rings (QRs) stand as an alternative to quantum dots (QDs) as zero-dimensional
structures for eventual use in nanotechnology devices. The main differences between the
physics of QRs and that of QDs follow from the doubly-connected geometry of the rings,
which provides them with a characteristic electronic shell structure, magnetic field response
and transport properties.[1, 2, 3] While much attention has been devoted in the last years to
the study of ’artificial molecules’ made of coupled QDs (see e.g. Refs.[4, 5, 6] and references
therein), only recently their QR counterparts have started being addressed. A number of
experimental and theoretical works have studied vertically-coupled[7, 8, 9], and concentrically-
coupled[10, 11, 12, 13] QRs. Conversely, to our knowledge, laterally-coupled quantum rings
(LCQRs) have not been investigated yet. This is nonetheless an interesting problem: on the
one hand, LCQRs constitute ’artificial molecules’ with unique topology (two LCQRs may be
triply-connected), what should be reflected in unique energy structures; on the other hand, the
formation of pairs of LCQRs in the synthesis of self-assembled QRs is apparent.[14] Therefore,
one could investigate LCQRs experimentally by probing spectroscopically the reponse of selected
individual entities from a macroscopic sample of self-assembled QRs, as done e.g. in Ref.[15] for
single QRs.

In this work we study the conduction band single-electron energy levels and wave functions
of a pair of nanoscopic LCQRs, as a function of the distance between the two constituent QRs.
Particular emphasis is placed on the effect of external magnetic fields, applied along the axial and
two transversal in-plane directions, which lead to characteristic magnetic responses depending
on the strength of the inter-ring coupling regime.
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2. Theoretical considerations

Since usual QRs have much stronger vertical than lateral confinement,[2] we calculate the low-
lying states of LCQRs using a two-dimensional effective mass-envelope function approximation
Hamiltonian which describes the in-plane (x − y) motion of the electron in the ring. In atomic
units, the Hamiltonian may be written as:

H =
1

2m∗
(p + A)2 + V (x, y) (1)

where m∗ stands for the electron effective mass and V (x, y) represents a finite scalar potential
which confines the electron within the lateral limits of the double ring heterostructure. Here
we define x as the direction of dissociation of the LCQRs. A is the vector potential, whose
value depends on the orientation of the magnetic field B. Actually, the choice of A is limited
by the requirement that it should make it possible to separate (x− y) coordinates from z in the
Hamiltonian.[16] Within the Coulomb gauge, for a field applied along z (axial magnetic field),
this is fulfilled e.g. by ABz

= (−y, x, 0)1

2
B. For an in-plane magnetic field applied along x (y),

this is fulfilled e.g. by ABx
= (0, 0, y)B (ABy

= (0, 0,−x)B). Replacing these values of the
vector potential in Hamiltonian (1) we obtain:

H(Bz) =
p̂2

‖

2m∗
+

B2
z

8 m∗
(x2 + y2) − i

Bz

2 m∗
(x

∂

∂y
− y

∂

∂x
) + V (x, y), (2)

H(Bx) =
p̂2

‖

2m∗
+

B2
x

2 m∗
y2 + V (x, y), (3)

H(By) =
p̂2

‖

2m∗
+

B2
y

2 m∗
x2 + V (x, y). (4)

The eigenvalue equations of Hamiltonians (2-4) are solved numerically using a finite-
difference method on a two-dimensional grid (x, y) extended far beyond the LCQR limits. This
discretization yields an eigenvalue problem of a huge asymmetric complex sparse matrix that is
solved in turn by employing the iterative Arnoldi factorization.[17]

In this work we investigate nanoscopic laterally-coupled GaAs QRs embedded in an
Al0.3Ga0.7As matrix. We then use an effective mass m∗=0.067 and a band-offset of 0.262 eV.[18]
The pair of rings which constitute the artificial molecule have inner radius rin = 12 nm and outer
radius rout = 16 nm, and the separation between their centers is given by the variable d.

3. Results and discussion

3.1. Zero magnetic field

We start by studying the electron wave function localization in LCQRs for increasing inter-ring
distances, from the strongly coupled to the weakly coupled regime (a process we shall hereafter
refer to as dissociation of the quantum ring molecule), in the absence of external fields. Figure
1 illustrates the wave functions of the three lowest-lying electron states for several values of d.
The corresponding profiles of the confining potential barrier are also represented using dotted
lines. When the QRs are strongly coupled (d = 12 nm), one clearly identifies a s-like ground
state and two p-like excited states. The states localize along the arms of the LCQRs, as if in a
single elliptical QR, with some excess charge deposited in the region where the two QRs overlap.
As the inter-ring distance increases, the available space in the overlapping regions first increases.
This tends to localize the ground and first excited states in such regions (d = 18 nm) until they
eventually become the even and odd solutions of a double quantum well (d ∼ 26 nm). For further
increased inter-ring distance, an inner arm of the LCQRs is formed. As a result, the ground
state tends to localize along it (d = 28 nm), thus benefiting from a reduced centrifugal energy.
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Meanwhile, the first excited state, which is not so prone to minimize centrifugal forces due to
its p-like symmetry, prefers to spread along the external arms of the rings. Finally, for longer
inter-ring distances, the QRs start detaching. When the rings are close to each other, tunneling
between the two structures is significant and the ground state remains localized mostly in the
middle of the LCQRs (d = 36 nm), but it soon evolves into the ground state of single QRs, with
a tunneling acting as a small perturbation (d = 38 nm). All along the dissociation process, the
second and higher excited states remain relatively insensitive to changes in d due to their larger
kinetic energy.

d = 12 nm

d = 20 nm

d = 26 nm

d = 28 nm

d = 36 nm

d = 38 nm

Figure 1. (Color online). Contours of the wave functions corresponding to the three lowest-
lying electron states (from left to right) of LCQRs with different inter-ring distance d at B = 0.
Dotted lines denote the confinement potential profile.

3.2. Effect of external magnetic fields

We next study the response of the electron energy levels to external magnetic fields. In general,
the magnetic response can be understood from the B = 0 charge distribution described in the
previous section. This is particularly clear in the case of an axial magnetic field, where the
field barely squeezes the wave functions shown in Fig.1. To illustrate this, let us analyze Figure
2, which depicts the low-lying energy levels against Bz for several inter-ring distances. For
d = 12 nm, the picture resembles the usual Aharonov-Bohm spectrum of single QRs,[1, 16]
save for the anticrossings appearing between sets of two consecutive energy levels. These are
due to the fact that the electron states no longer have circular (C∞) symmetry as in single
QRs, but rather elliptical (C2) one. Therefore, the pairs of eigenvalues which cross one another
correspond to the two irreducible representations of the C2 symmetry group. As d increases
and the confining potential elongates, the anticrossing gaps become larger. Moreover, as the
two lowest-lying states tend to become the even and odd solutions of a double quantum well,
they become nearly degenerate and, being less efficient to trap magnetic flux, the amplitude
of their energy oscillations is reduced (see panel corresponding to d = 20 nm in Fig. 2). In
the next stage, around d = 28 nm, the ground state localizes to a large extent along the
middle arm of the LCQRs and it takes essentially a singly-connected shape, thus preserving a
QD-like magnetic response. On the other side, the first excited state tends to retrieve the p-like
symmetry. Therefore, its energy and magnetic behavior become similar to that of the second QD
excited state. In the last stage, when the QRs are already detached and the ground state wave
function starts delocalizing among the two structures (d = 36 − 38 nm), the magnetic response
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is essentially that of a single QR with a perturbation arising from the tunneling between the
rings, which rapidly diminishes with d. Notice that in this weak-coupling limit, the period of
the Aharonov-Bohm oscillations is larger than in the strongly coupled limit. This is due to the
smaller area of the inner holes of the individual rings as compared to that of the strongly coupled
structure.
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Figure 2. Low-lying electron energy levels vs axial magnetic field in LCQRs with different
inter-ring distance.
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Figure 3. (Color online). Low-lying electron energy levels vs in-plane magnetic field in LCQRs
with different inter-ring distance. The field is applied parallel to the dissociation axis. The insets
show the wave functions of the two lowest-lying electron states (from left to right) at B = 20 T.

Figures 3 and 4 show the energy levels against in-plane magnetic fields directed along the x

and y directions, respectively. Bx is applied along the dissociation axis and it tends to squeeze
the electron wave function in the y direction. The opposite holds for By. In both cases, when the
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QRs are strongly coupled (d = 12 − 20 nm) the effect of the field is to form pairs of degenerate
energy levels. These are the even and odd solutions of double quantum wells building up in
the longitudinal (Bx) or transversal (By) edges of the ring structure, as illustrated in the insets
of the figures for the lowest-lying states. The formation of double well solutions at moderate
values of in-plane magnetic fields has been also reported for nanoscopic single QRs.[16] An
additional feature is however present in LCQRs, because the asymmetric confinement in the x

and y directions leads to anisotropic magnetic response. As a result, for instance, one observes
that the values of the field at which the double quantum well solutions are obtained are much
smaller for By than for Bx. Thus, the two lowest-lying states at d = 12 nm become degenerate
at B ∼ 5 T for By, while they do so at B ∼ 8 T for Bx. Another difference in the spectrum is
the presence of crossings between given energy levels for Bx (e.g. between the first and second
excited states), which are missing for By. This is because the two p-like states of the strongly
coupled QRs are non-degenerate at zero magnetic field, due to the eccentricity of the LCQR
system, and the applied field may reverse their energy order depending on the direction. When
the coupling between the LCQRs is intermediate (d ∼ 26 nm), the states which at B = 0 have
singly-connected wave functions behave as in QD, i.e. they depend weakly on the external field.
On the contrary, the doubly-connected states keep on behaving as in a QR, i.e. they tend to
form double quantum well solutions. Finally, for weakly coupled QRs (d ∼ 38 nm), different
limits are reached depending on the in-plane magnetic field direction. By strongly enhances
tunneling between the two QRs, so that the lowest-lying states are double well solutions mostly
localized in the vicinity of the tunneling region (see insets in Fig. 4). Conversely, for Bx double
well solutions localized either in the inner or in the outer edges of the QRs alternate (see insets
in Fig. 3).
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Figure 4. (Color online). Low-lying electron energy levels vs in-plane magnetic field in LCQRs
with different inter-ring distance. The field is applied perpendicular to the dissociation axis.
The insets show the wave functions of the two lowest-lying electron states (from left to right) at
B = 20 T.

4. Conclusions

We have studied the electron states of nanoscopic LCQRs as a function of the inter-ring distance
and external magnetic fields. The wave function localization at B = 0 changes dramatically
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depending on the inter-ring distance, and this gives rise to characteristic magnetic responses
for strong, intermediate and weak coupling regimes. Moreover, a clearly anisotropic response is
found for in-plane fields applied parallel or perpendicular to the LCQRs dissociation direction.
These results suggest that probing spectroscopically the magnetic response of electrons in LCQRs
may provide valuable information on the strength of coupling and the orientation of the QR
molecule.
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Abstract

A computationalschemeyielding exact(numerical)wave-functionsandenergiesof a sphericalnanocrystallite,with a shal-
low donorimpurity locatedanywhereinside,is presented.Position-dependenteffective mass,finite step-like spatialconfining
potential,coulombicand imagepotentialsoriginatingfrom thedielectricmismatchat thequantumdot edgearetakeninto ac-
count.Strategiesto overcomemathematicaldivergences,low numericalconvergenceandcomputercut-off errorsarediscussed.
Theresultingcodeis employedto carryout a comprehensive studyon theinfluenceof theimpurity off-centeringon theimage
chargecontribution to theelectronicenergy. Thehighly non-additivity of thedifferentcontributionsto this energy emphasizes
therelevanceof employing computationalschemeslike theonepresentedhere,which incorporateall confiningpotentialsin a
balancedway.
 2005Elsevier B.V. All rightsreserved.
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1. Intr oduction

Impurity dopingin homogeneoussemiconductormaterialsbecame,in thesecondhalf of thelastcentury, auseful
and reproducibletechnologythat hasbeenusedto control electronic andoptical propertiesof a wide rangeof
semiconductordevices[1]. With theappearanceof theso-calledlow dimensionalstructures(quantumwells(QWs),
quantumwires (QWWs), and quantumdots (QDs)), new perspectives and complexity in the issueof impurity
dopingemerge,dueto the presenceof new confinementsourcessuperimposedon the impurity-relatedpotential
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[2]. Particularly, polarizationcharges-comingfrom differentdielectricresponsein differentmedia-exert theirmost
importantrole in QDs [3], often turning into a key factor in the understandingof the propertiesof thesenano-
structures[2,4–7]. Therelevantroleof polarizationhasled thento bothexperimental[8,9] andtheoretical[10–12]
efforts in orderto integratethedielectriceffectsascontrolvariablesfor new nanoscopicdevices.

In spiteof growing interestin the topic of impurity dopingin nanocrystallites,most theoreticalwork carried
out on shallow donorsin sphericalquantumdotsemploys variational approachesin which dielectric effectsare
not included[13–16], or, alternatively, perturbationmethodslimited to thestrongconfinementregime[11,17,18]
(R < a∗

0, R anda∗
0 beingtheQD andtheeffectiveBohr radius,respectively), while exactsolutionshaveonly been

obtainedfor centeredimpurities[13,19,20].
In the presentpaper, we provide a new procedureto obtainexact (numerical)electronicgroundandexcited

statewavefunctionsandenergiesof asphericalnanocrystallitein thepresenceof ashallow donorimpurity located
anywhereinsidethequantumdot,whichtakes intoaccountpolarizationandself-polarizationpotentialsoriginating
from thedielectricmismatchat theQD edge.Theproposedalgorithmcanbeusedin boththestrong(R < a∗

0) and
weak(R > a∗

0) confinementregimes,andprovidesa furtherinsight in theunderstandingof dielectriceffectsand
their dependenceon theimpurity location.

Thepaperis organizedasfollows. Section2 describesthemethod.In Section3 it is appliedto theanalysisof
polarizationandself-polarizationeffectson theelectronicgroundstateenergy of anoff-centeredimpurity, andthe
final sectionof concludingremarksendsthepaper.

2. Method

Within the framework of theenvelopefunctionapproachandtheeffective massapproximation,theelectronic
Hamiltonianfor aQD in thepresenceof ahydrogenicdonorimpurity reads,in atomicunits(a.u.),

(1)H = −
1

2
∇

(

1

m∗(r)
∇

)

+ V (r) + φc + φs .

Thefirst termis theHermitiankinetic energy operatorfor a positiondependentmassproposedby BenDanieland
Duke [21]. For sphericalQDs,theelectroneffective massm∗(r) andthefinite step-like spatialconfiningpotential
V (r) only dependon theradialcoordinater :

(2)m∗(r) =

{

mi if r < R,

mo if r � R,

(3)V (r) =

{

0 if r < R,

V0 if r � R,

whereV0 is thebandoffsetbetweentheQD andthesurroundingmatrix.
φc representsthecoulombicpotentialgeneratedby thehydrogenicdonorimpurity locatedattherelativeposition

zI = z0/R (wherez0 standsfor thedistancefrom theimpurity to thedotcenter),andincorporatestheeffectsof the
polarizationchargesinducedin theQD surfaceasa consequenceof thedielectricmismatchbetweenthedot and
thesurroundingmatrix.

Bolcatto and Proetto[22] obtainedthe expressionfor φc for the generalcaseof an exciton in a multishell
sphericalnanocrystalby meansof the analyticalsolution of the Poissonequationwith a ǫ(r) = ǫ(r) step-like
dielectricfunction:

(4)φi,m
c (r, r ′) =

1

ǫm

∞
∑

l=0

Pl(cosγ )
Fim,l(r, r

′)

1− pmlqml

,

wherethesuperscripti (m) indicatesthattheparticlecoordinater (r ′) isplacedattheithshell(mthshell),Pl(cosγ )

arethe Legendrepolynomialsof order l andγ is the anglebetweenboth particles(measuredfrom the origin at
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thedot center),ǫm is thedielectricconstantof themth shell,Fim,l(r, r
′) is a functionof theradii of theparticles’

positions,andpml, qml arecoefficients,theexpressionsof whichare explicitly given in Ref. [22].
The applicationof Eq. (4) for the interactionbetweenan electronand an off-centereddonor impurity in a

homogeneousQD canbeexpressedas:

(5)φ1,1
c (z0;ρ, z) = φA + φB + φC, r < R,

(6)φ1,2
c (z0;ρ, z) = φD + φE, r > R,

with

(7)φA = −
1

ǫi

∞
∑

l=0

Pl(cosγ )

(

r<

r>

)l 1

r>
,

(8)φB = −

(

1

ǫo

−
1

ǫi

)

1

R
,

(9)φC = −
1

ǫi

∞
∑

l=1

Pl(cosγ )

{

(l + 1)(ǫi − ǫo)

ǫo(l + 1) + ǫi l

1

R

(

r>

R

r<

R

)l}

,

(10)φD = −
1

ǫo

1

r>
,

(11)φE = −
1

ǫo

∞
∑

l=1

Pl(cosγ )
1

r>

(

r<

r>

)l{

1+
l(ǫo − ǫi)

ǫo(l + 1) + ǫi l

}

,

where,without lossof generality, the impurity hasbeenlocatedalongthez-axis,allowing φc to bewritten in the
(ρ, z) cylindrical coordinatesof theelectron.r> (r<) correspondsto thegreatest(smallest)absolutevaluebetween
√

ρ2 + z2 andz0. ǫi andǫo standfor theQD andsurroundingmatrixstaticdielectricconstants,respectively. Inside
thedot,φA is thedirectcoulombterm,φB is thepolarizationpotentialcorrespondingto acenteredimpurity, andφC

is thepolarizationcorrectingtermdueto off-centering.In thesurroundingmedium,φC representsthecoulombic
potentialof acenteredimpurity, andφE its off-centeringcorrectingterm.

In our procedure,in orderto achieve accuracy, the above Legendrepolynomialshave beencalculatedat each
valueof thecoordinateby meansof thewell-known recurrenceformula[23]:

(12)Pl(x) =
2l − 1

l
xPl−1(x) −

l − 1

l
Pl−2(x).

The φs term in Eq. (1) representsthe electronself-polarizationpotential,which canbe obtainedfrom φc(r, r
′)

(Eq.(4)) as:

(13)φs(r) =
1

2
φc(r, r).

In accordancewith Ref. [22], theself-energy reads,

(14)φm
s (r) =

1

2ǫm

∞
∑

l=0

1

1− pmlqml

[

pmlr
2l + pmlqmlr

−1 + qmlr
−2(l+1)

]

,

wheretheindex m indicatesthattheelectronis locatedinsidethemth shell,r is theelectronradius,r =
√

z2 + ρ2,
andpmlqml aretheabovementionedcoefficients.

Themajor problemthatwe facewhentheself-polarizationpotentialis calculatedemploying Eq. (14) is that it
divergesat theshell interfaces,as a consequenceof thestep-like dielectricprofile assumed[24,25]. Thesediver-
gencesarenot integrablewhenusingrealistic(finite barrier)spatialconfiningpotentials.Theunderlyingreasonis
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thatthestep-like dielectricprofile localizesall inducedchargeat interfacesof zerowidth, so thatrealandinduced
chargescancoincideat thesameplacewhenfinite confiningpotentialsareconsidered.

In orderto avoid thesedivergenceswithoutgiving uptheemploymentof realisticconfiningpotentials,wefollow
theself-potentialcalculationprocedureproposedbyBolcattoandProetto[22,24]. Basically, thisprocedureassumes
acontinuousvariationof ǫ(r) acrossan extremelythin layerat theinterfaces,yieldingafinite self-potentialprofile
for all coordinatevalues.We usea layerthicknessof δ = 3 Å andacosine-likemodelfor ǫ(r):

(15)ǫ(r) =







ǫi if r < R − δ/2,
ǫi+ǫo

2 + ǫi−ǫo

2 cos
( r−R+δ/2

δ
π

)

if R − δ/2� r � R + δ/2,

ǫo if r > R + δ/2.

However, as the numericalnatureof the calculationsrequiresthe discretizationof the continuousǫ(r) function
yielding a multistepprofile within the interfacial layer, new divergencesareencountered.In orderto avoid these
numericaldivergenceswe usethe discretizationschemeshown next, appliedto the caseof two regions1 and2
havinganinfinitesimaldielectricmismatchǫ1−ǫ2 = δǫ (1 correspondstoadotof radiusR and2 to thesurrounding
matrix).Eq. (14) thenbecomes:

(16)φ(1)
s =

1

2ǫ1R

∞
∑

l=0

(l + 1)(ǫ1 − ǫ2)

ǫ2(l + 1) + ǫ1l

(

r

R

)2l

; r < R,

(17)φ(2)
s =

1

2ǫ2R

∞
∑

l=0

l(ǫ2 − ǫ1)

ǫ2(l + 1) + ǫ1l

(

R

r

)2(l+1)

; r > R.

In ourdiscretizationwe avoid calculatingat theedge.To thisend,thedotradiusR is calculatedasR = (N +1/2)h,
whereh is thediscretizationstep.Thus,Eqs.(16)and(17) turn into:

(18)φ(1)
s (i) =

δǫ

2ǫ1R

∞
∑

l=0

(l + 1)

ǫ2(l + 1) + ǫ1l

[

i

N + 1/2

]2l

; i � N,

(19)φ(2)
s (i) = −

δǫ

2ǫ2R

∞
∑

l=0

l

ǫ2(l + 1) + ǫ1l

[

N + 1/2

i

]2(l+1)

; i > N,

whichare finite for all (integer) i.
For thesakeof accuracy, thediscretizationschemeof thecosine-likemodelis carriedoutover adensegrid (500

points)within thethin dielectricinterfaceregion.Thisschemeischosenin away, similar to theonejustdescribed,
thatavoidsevery divergenceandmimicsthecontinuousvariation of thedielectricconstant.

The practical implementationof the cosine-like profile, or any other continuousmodelfor ǫ(r), by meansof
theabove mentioneddiscretizationschemeof Eq. (14), additionallyrequiresa cut-off of theinfinite summationat
a finite l-value.A ratherpoorconvergencetogetherwith numericalinaccuracy for moderatelylargevaluesof l is
observed.Thesourceof this poorconvergenceandnumericalinaccuracy in Eq. (14) comesfrom thecoefficients
pml andqml . For amoderatelylargevalueof l (but muchsmallerthanthevaluelconv requiredto reachconvergence)
pml becomesextremelysmall while qml becomesextremelylarge.In orderto bypassthecomputercut-off errors,
wecarryoutaconvenientrewriting of Eq. (14). Wefirst defineanew setof coefficientsp̃ml andq̃ml asfollow,

(20)q̃ml =







l(ǫm−ǫm−1)+q̃m−1,l(lǫm+(l+1)ǫm−1)(
Rm−2
Rm−1

)2l+1

(l+1)ǫm+lǫm−1+q̃m−1,l(l+1)(ǫm−ǫm−1)(
Rm−2
Rm−1

)2l+1
if m > 1,

0 if m = 1,
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(21)p̃ml =







(l+1)(ǫm−ǫm+1)+p̃m+1,l((l+1)ǫm+lǫm+1)(
Rm

Rm+1
)2l+1

(l+1)ǫm+1+lǫm+p̃m+1,l l(ǫm−ǫm+1)(
Rm

Rm+1
)2l+1

if m < S,

0 if m = S,

whereS is thenumberof regions,Rm = 0 if m = 1 andRm = ∞ if m = S.
In termsof thesecoefficients,Eq.(14)maybewritten as:

φm
s (r) =

1

2rǫm

∞
∑

l=0

1

1− p̃ml q̃ml(
Rm−1
Rm

)2l+1

(22)×

[

p̃ml

(

r

Rm

)2l+1

+ p̃ml q̃ml

(

Rm−1

Rm

)2l+1

+ q̃ml

(

Rm−1

r

)2l+1]

.

By employing Eqs.(20), (21) and(22) we canaccuratelycalculatevaluesup to l > 4000, far beyondtheachieve-
mentof convergence.

Sincetheoff-centeredimpurity systemhasaxialsymmetry, weusecylindrical coordinatesin ourcalculationsso
thatwecanobtaina differentialequationonly dependenton twoelectroncoordinates(ρ andz). This equationhas
beensolvednumericallyusingthefinite-differencemethodon thetwo-dimensionalgrid (ρ, z). Thekineticenergy
operatorin Eq.(1) reads(in cylindrical coordinates),

(23)T̂ = −
1

2ρ

∂

∂ρ

(

ρ

m∗(ρ, z)

∂

∂ρ

)

−
1

2

∂

∂z

(

1

m∗(ρ, z)

∂

∂z

)

,

wherem∗(ρ, z) is thestep-like variableeffective mass.In orderto avoid thesourceof inaccuracy arising from the
δ-functionnatureof ∂m∗

∂ρ
and ∂m∗

∂z
, wediscretizeEq. (23)by applyingfirst centralfinite differencesto thederivatives

outsidethebracketsand,in a secondstep,to thederivativesinsidethem.Theresultingschemeis robust to large
changesin theeffectivemassacrosstheinterfaces[26].

Summingup, thediscretizationof Eq. (1) yieldseigenvalue problemsof asymmetric,hugeandsparsematrices
(about40000× 40000) thathave beensolvedby employing theiterative Arnoldi factorizations[27] implemented
in theARPACK package[28].

3. Illustrati ve calculations:dielectric effectsand impurity off-centering

Theproblemof anoff-centeredhydrogenicimpurity in aconfinedsphericalgeometryhasbeenwidely treatedin
theliterature.However, as statedin theintroduction,to a largeextent,thesestudiesrely on variationalcalculations
which disregard theeffectsof the imagecharge inducedat thedot boundary. This is a goodapproachif we deal
with systemswherethematerialsinvolved have similar dielectric response,but breaksdown for materialswith a
largedielectricmismatch,asoccurswhenthesystemis immersedin air or avacuum(ǫo = 1) [29].

Most calculationsincludingthesepolarizationeffectswhenoff-centeredimpuritiesare involved have beencar-
ried out within the framework of perturbationtheory. However, thesecalculationsonly incorporatefirst order
perturbationestimationsof thecoulombicterms.Therefore,thepolarizationcorrectingtermsdueto off-centering
(φC andφE) are not taken into accountwhen,asusual,s-like unperturbedstatesareemployedin theestimations
(seeRef. [2] for moredetails).

Theproceduredescribedin theprevioussectiontakesfully intoaccountthecoulombicpolarizationcontributions
to theelectronicenergy. This tool will provide, then,a reliableunderstandingof thedielectricmismatcheffectsas
a functionof theimpurity locationinsidethequantumdot.

In order to broachthis issuewe proceedfirst to artificially isolatethe dielectricconfinementinfluenceon the
electronicgroundstateof a QD with a donorimpurity. To this end,we disregard, for the time being,spatialand
massconfinements.We consider, then,a doped3 nm radius,0.2 effective massQD in air or a vacuum(ǫo = 1),
andapplyour algorithmto calculatetheelectronicgroundstateenergy vs. ǫi for differentoff-centeringvalueszI
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Fig. 1. Groundstateenergy vs. dielectric constantǫi for several impurity off-centerings,from top to bottom zI = 0.0, 0.5, 0.7 and 0.9,
correspondingto a R = 3 nm, m∗

i
= 0.2 sphericalQD in air or vacuum(ǫo = 1) disregardingspatialconfiningpotentialand massmismatch.

Full lines correspondto calculationsincluding all contributions tothe energy (S1) and dashedlines to thoseexcluding the self-polarization
potential(S0).

of theimpurity. Theresultsareshown in Fig. 1, wherethedifferentseriesof calculationsinclude,on theonehand,
directcoulombplus polarization(S0)and,on theotherhand,full dielectriceffects,namelycoulomb,polarization
andself-polarization(S1).

Theconvergenceof theenergiescorrespondingto all possiblezI values,includingself-energy in thecalculation
(S1)or not (S0), towardsa common−2.72 eV value at the limit ǫi = 1 follows from the fact that ǫi = ǫo at this
limit. Therefore,polarizationand self-polarizationtermsvanish,and only direct Coulombpotential in vacuum
remains(in all cases)yieldingE = −13.6m∗ = −2.72eV.

The energy is also zI -independentat the other limit ǫi = ∞ (althoughnow the S0 and S1 seriesconverge
towardsa differentvalue sincetheself-energy is not zeroin this limit). Fig. 1 alsoshows thatthis limit is reached
monotonically. This behavior was already observed in QDs subjectto strongconfinement[7]. We may give a
qualitative explanationof this fact by payingattentionto the boundaryconditionsacrossa dielectric interface,
namely, D⊥

i = D⊥
o and F

‖
i = F

‖
o , whereD standsfor displacementand F for electric fields, ⊥ and ‖ mean

perpendicularandparallelto theinterface.In thecaseof a sphericalQD, ⊥ meansalongtheradiusand‖ tangent
to thesphere.If we call theanglesbetweenFi or Fo andd�s (theunit radialvector)θi or θo, theabovementioned
boundaryconditionsturn into tanθo = ǫo

ǫi
tanθi . For a given θi , we seethat θo decreases,i.e. Fo approachesthe

radialdirection,asǫo/ǫi decreases.In otherwords,a reductionin theǫo/ǫi ratio is felt from outsidetheQD as an
effective reductionof theoff-centering.In the limit ǫi → ∞ theQD behaves as a conductor. Thechargeq of the
internalimpurity is neutralized(completelyshielded)while thesameamountof chargeq is uniformly distributed
onthesphericalQDsurface.Therefore,independentlyof theactuallocationof theimpurity, thepotentialisconstant
everywhereinsidetheQD (φ1,1

c = q
ǫoR

, R beingtheQD radius),andoutsideit is identicalto thepotentialproduced

by anon-centerimpurity (φ1,2
c = q

ǫor
). In otherwords,a largeǫi (andsimultaneouslysmallǫo/ǫi ) yieldsapotential

that is not very sensitive to the impurity off-centering,with a limit case,ǫi → ∞, that is completelyinsensitive
to it.

It is more involved to explain the energy behavior in the centralregion, wherewe find out that the impurity
off-centeringyields an energy stabilization.For the sake of clarity we disregard self-energy for the time being
andconcentrateon the S0 seriesin Fig. 1. Correctionsto the energy comingfrom both φC andφE arenegative
(stabilizing)andincreasewith off-centeringzI . |φE | is a monotonicdecreasingfunctionof ǫi , while |φC | reaches
a maximum near ǫi = 3 (assumingǫo = 1). Combinationof both potentialsyields a maximum in the energy
differencebetweenon-centerandoff-centerimpurity for dielectricconstantsof aboutǫi = 3 (seeFig. 1). In order
to show how off-centeringproducesaneffective stabilization,theρ = 0 crosssectionsof theCoulombpotential
(excludingφA) for botha centered(zI = 0) anda zI = 0.7 off-centeredimpurity havebeenincludedin Fig. 2.
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150 J.L. Movilla, J. Planelles/ ComputerPhysicsCommunications170(2005)144–152

Fig. 2. Coulombicpotential,excludingφA, ρ = 0 crosssection(Eqs.(5), (6)) for on-center(zI = 0, dottedline) andoff-centered(zI = 0.7,
full line) impurity in aR = 3 nm, ǫi = 4 sphericalQD in air or vacuum(ǫo = 1).

Fig. 3. Self-polarizationpotentialφs correspondingto a R = 3 nm sphericalQD in vacuum(ǫo = 1) for two different internaldielectric
constants,namelyǫi = 4 (dashedlines)and ǫi = 8 (full lines).

The contribution of the self-polarizationpotentialto the energy canbe eitherstabilizingor destabilizing,de-
pendingon therealcharge locatedin the region with lower or higherdielectricconstant,respectively [24]: As is
shown in Fig. 3 this potential(self-polarization)is destabilizinginsidetheQD andvery stabilizingoutside,by the
QD edge.This figurealso revealsthat thestabilizing well grows up fastervs. ǫi thanthedestabilizingbarrier, so
thatwe maysay thatasǫi increasestheratio stabilizingwell/destabilizingbarrierof self-potentialalso increases,
its netcontribution to theenergy beingstronglydependenton theamountof electronicdensitythatspreadsover
outside.For low ǫi values,theelectronwave functionis highly localizedneartheimpurity insidetheQD, sothat
the self-energy contribution is destabilizing.However, for large ǫi valuesthe situation is reversed,andboth the
increasedspreadof the wave functionandthe higher attractingcapabilityof the self-polarizationpotentialwell
producea largeenergy stabilization(seeFig. 1).

An even more relevant result obtainedis that self-polarizationenhancesthe energy differencesbetweenon-
centerandoff-centerimpurities(seeFig. 1), dueto thefact thataswe pushthe impurity from thecentertowards
the QD edge,a larger amountof electrondensitycomesinto the deep,stabilizingwell of the self-polarization
potential.Thesedifferencescanbefurther increasedby tuningtheappropriatemassmismatch.Fig. 4(a) displays
the enhancementproducedby the use of an outsideeffective massmo = 1. We can understandthis effect as
follows: theclosertheimpurity to thedot boundary, the larger thechargespreadin thesurroundingmedium,and
the smaller the kinetic contribution to the total energy. However, theseeffectscanbe drasticallyreducedby the
spatialconfiningpotential,as it preventsthe wave-function from leakingoutsidethe QD (seeFig. 5). In other



206 Publicaciones

J.L. Movilla, J. Planelles/ ComputerPhysicsCommunications170(2005)144–152 151

Fig. 4. SameasFig. 1 but for (a) m∗
o = 1 (actualvacuumconditions),and(b) m∗

i
= m∗

o = 0.05. At the positionsindicatedby the auxiliary
arrows,differentS0andS1 linescorrespond,from top to bottom,to zI = 0.0, 0.7and0.9.

Fig. 5. SameasFig. 1 but for spatialconfiningpotentialV0 = 1 eV. At thepositionindicatedby theauxiliary arrow, differentS1 (full) lines
correspond,from top to bottom,to zI = 0.0, 0.5,0.7and 0.9, andS0 (dashed)linesto thesamezI valuesbut in reversedorder.

words,self-potential,massmismatch,andspatialconfiningpotentialeffectsare highly non-additive. Thereforeit
is worthwhile to emphasizeherethe relevanceof employing calculationprocedures,as the onepresentedin this
paper, accountingfor all confinementsourcesin a properandbalancedway.

To endthissection,weshow in Fig.4(b) theeffectof decreasingtheeffectivemassm∗
i . Althoughthecoulombic

profile is thesameasin Fig. 1, a lower effective massleadsto anincreasein thespreadof thewave function(due
to the increasein thekinetic energy) and,therefore,to a decreasein theenergy differencesbetweenon-centered
andoff-centeredimpurities(becausethestabilizingeffectsof φC andφE arereduced).Summingup, we seethat
a transitfrom weakto strongconfinementregime,dueeitherto a decreasein m∗

i or to anincreasein ǫi , leadsto a
partialscreeningof theoff-centeringstabilizationcapability[30].

4. Conclusions

A numericalprocedureto calculatetheelectronicenergy of asphericalQD with anoff-centeredhydrogenicim-
purity, includingfinite spatialconfinementbarriers,directcoulomb,andall imagepotentials,hasbeenpresented.
This procedurecanbe appliedto all confinementregimes,taking easily into accountthe whole coulombiccon-
tribution to theenergy. This flexibility hasallowedus to carry out a comprehensive study of the influenceof the
impurity off-centeringon thepolarizationandself-polarizationcontributionsto theelectronicgroundstateenergy.
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We find thatwhentheQD is embeddedin a mediumwith a low dielectricconstant(asair or a vacuum)thepo-
larizationpotentialyieldsan energy stabilizationthatincreasewith theimpurityoff-centering.Dielectricconstants
closeto ǫi = 3 (for ǫo = 1) andrelatively largeQD effectivemassesyield thelargestimpurityoff-centeringenergy
effects.Self-energy andsurroundingeffective masseslarger thanthe QD onesemphasizetheseeffects,although
their interplayis highly non-additive.

As thedielectricoff-centeringstabilizationwill competeagainst thespatialconfiningoff-centeringdestabiliza-
tion, in somesituationsit will be difficult to predict a priori whetherthe most stabilizing impurity positionwill
betheQD centeror not. This factemphasizestherelevanceof employing computationalcodeswhich includeall
confiningsourcesin abalancedway.
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Off-centering of hydrogenic impurities in quantum dots
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We report exactnumericallycalculatedgroundstateandbinding energiesof a hydrogenicdonor impurity
confinedeverywhereinside a sphericalquantumdot sQDd surroundedby air or a vacuum.Finite spatial
steplikepotentialsallowing the electronicdensityto partially leak outsidethe QD areconsidered.This model
facesa divergenceproducedby the self-polarizationpotentialat the positionof the dielectric mismatch.We
bypassit by replacingtheedgesteplikedielectricmismatchby a continuousvariationwithin anextremelythin
layer at this edge.A comprehensivestudy of severalconfining factors influencing electronicand binding
energiesis carriedout anda highly nonadditiveinterplayis found.Our calculationsshowthatwithin both the
strongandweakconfinementregimeswe may be facedwith threedifferentbehaviorregimes. We call them
low, intermediate, andhigh. In thelow andintermediatebehaviors,themass,polarization,andself-polarization
effectsexerta very stronginfluenceon the electrondensitydistribution,so that perturbationalestimationsof
thebindingenergy maynot beappropriateevenin thestrongconfinementregime.Theselow andintermediate
behavior regimesare responsiblefor binding energy profiles not being monotonouslydecreasingvs off-
centering.It is eventheoreticallypossibleto designsystemswith off-centeringindependentbinding energies.

DOI: 10.1103/PhysRevB.71.075319 PACS numberssd: 71.55.2i, 73.21.La,73.22.2f

I. INTRODUCTION

A deepunderstandingof theeffectsof impuritieson elec-
tronic statesof semiconductornanostructuresis a fundamen-
tal questionin semiconductorphysicsbecausetheir presence
candramaticallyalter the performanceof quantumdevices.1

The binding energy sEbd of shallow donor impurities in
nanoscopicsystemsdependsupon materialsand geometry
ssize and shaped, althoughit seemsthat shapehasa minor
influence.2,3 The position of the impurity also hasa strong
influence.4–6 By assuminghomogeneousdistribution of im-
purities in sphericalquantumdots sQDsd, Silva et al.7 have
shown that impurities locatednext to the QD edgegovern
the absorptionspectra,a secondsmallerpeakemerging for
largeQDswhich is associatedwith transitionsinvolving im-
puritiesat the QD center.

SpatialconfinementincreasesEb with respectto the im-
purity in the bulk as it pushesup the allowed energies and
also becauseit reducesthe size-dependentstatic dielectric
constant.8,9 However, this last indirecteffect is very small for
QDs larger than1 or 2 nm.10,11 In addition,we canincrease
Eb by including the spatiallydependentscreeningof an im-
purity ion causedby the valenceelectrons,12 but againthis
Eb incrementonly amountsto a few meV, except for ex-
tremelysmall QDs.13,14

A major contribution to Eb comes from polarization
chargescausedby thedielectricmismatchat theQD edge.If
the internalei staticdielectricconstantis larger thanthe ex-
ternal eo one, then the inducedcharge hasthe samesign as
the impurity, yielding an attractiveinteractionwith the elec-
tron and,therefore,an appreciableincreasein Eb. If eo.ei,
theoppositeholds.10,15–17Thedielectricmismatchat theQD
edge also producesan additional dielectric effect, the so-
called self-energy, i.e., the interactionbetweenthe electron
andits inducedpolarization.Almost all calculationsaccount-
ing for thesepolarizationeffectsassumethat the carriersare

confinedinsidethe QD by an infinite barrier. This may be a
reasonablemodelfor crystallitesin vacuum,air, or a solvent
sbut definitely not for a QD embeddedin a semiconductor
matrix with a materialsbandoffset that is not very larged.
The infinite confinementpotential has the practical advan-
tageof yielding a wavefunction that is zeroat theQD edge,
thuseludingthedivergenceproducedby self-potentialat the
edgesoriginatingfrom thesteplikedielectricmismatchd. This
divergenceis not integrable,sinceit is pathologicalfor the
Schrödingerequation.Regularizedself-energy, i.e., a linear
interpolationreplacingthe actualself-energy in a thin layer
at the interfaceof the order of a lattice constant,hasbeen
employedwith finite spatial confining potentials18 sthe un-
derlying assumptionis that the electrodynamicsof continu-
ousmediabreaksdown in the microscopicdomainandthat
the above-mentionedinterpolation is a good averaged. It
should be mentionedthat this regularizedself-energy does
not havea properscalingwith size.An alternativemodelfor
self-energy havinga correctscalingandsimultaneouslyelud-
ing divergenceshas beensuggested.11,19 In this model the
dielectricmismatchis replacedby a continuousvariationof
the dielectric constantwithin a thin layer locatedat the in-
terface.This self-energy modelhasananalyticalsolutionfor
sphericalQDsthatcanbewritten asaninfinite, ratherslowly
convergent,series.

Exactsolutionsfor hydrogenicdonorslocatedat the cen-
ter of spherical QDs have been obtained,20–24 while
variational5–7,10,13,14,20,25–30 and perturbational
calculations9,16,17,31,32have beencarriedout for on- andoff-
centeredimpurities.In thepresentpaper, we employtheself-
energy modelof continuouschangeof dielectricconstantat
the QD edge,assumea realistic, finite confining potential,
and carry out exactsnumericald calculationon groundstate
andbinding energiesof sphericalQDs with off-centeredim-
purities, including polarization and self-energy terms. The
aim of the paper is the study of the interplay of different
factorsinfluencingbinding energy. Thesefactorsincludethe
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direct Coulombterm, the spatialconfinementcoming from
the band offsets, the confinementproducedby hydrostatic
strain,the differencesin effective massesin differentmedia,
polarizationinducedby discontinuitiesin thestaticdielectric
constant,and electronself-energy coming from differences
in dynamicor optical dielectricconstantsin differentmedia.
We excludedonor self-energy becausethis interactioncon-
tributes to the donor formation energy when the donor is
introducedinto theQD. We considerbothweaksR.a0

*d and
strongsR,a0

*d confinementregimes,a0
* andR beingthe ef-

fective Bohr andQD radii, respectively. We prove that it is
important to carry out exactcalculationsfor a propercom-
parisonof the resultsobtained.We will showthat by tuning
thedifferentsourcesof interactionsstailoringd we candesign
a QD including a donor impurity whoseoff-centeringmay
stabilize,unstabilize,or almosthaveno effect on thebinding
energy. Since there is nowadayswidespreadinterestin the
researchof newmaterialswith very high or very low dielec-
tric constants,33–39our resultsmaystimulatespecificresearch
into thesenew materialsin order to designnew nanoscopic
devices.

II. THEORETICAL OUTLINE

We consider spherical semiconductornanocrystalsand
studytheeffect of off-centeringa shallowdonorimpurity on
the electronicgroundstateandbinding energies.The hydro-
genic energy levels can be well describedby the effective
massapproachsEMAd down to nanocrystallitesizesof the
orderof 2 nm sRefs.10 and40d. The correspondingHamil-
tonian sa.u.d reads

H = −
1

2
¹ S 1

m*sr d
¹ D + Vsr d + fc + fs. s1d

Thefirst term is theHermitiankinetic energy operatorfor
a position-dependentmass.41 Vsr d is given by

Vsr d = H 0 if r , R,

V0 if r ù R.
J s2d

HereV0 is thedot-matrixbandoffset.Sincewe dealwith
sphericalnanocrystals,thestraincomesinto theHamiltonian
Eq. s1d just by modifying the valueV0 and, indirectly, by a
slight modificationof the electroneffective mass.42,43

fc is the Coulomb term, including polarizationeffects.
We employ a macroscopictreatment,the validity of which
hasbeenwell establishedfor semiconductorQDs.11 Theana-
lytical expressionof fc for anexcitonin a multishell spheri-
cal nanocrystalis explicitly given in Ref. 11 as an infinite
seriesin termsof the Legendrepolynomials.We havepar-
ticularizedthis expressionfor anelectroninteractingwith an
off-centereddonor ion sa centeredhydrogenicimpurity is a
straightforward and well-known particular cased. Without
lossof generality, we assumethat thedonorion is locatedon
thez axis sat a distancez0 from deQD centerd, andwrite fc
in cylindrical coordinates.Since z0 is a fixed position, fc
only dependson the r andz coordinatesof the electron.In
the caseof a quantumdot in a matrix, fc canbe written in
the following form:

fc
1,1sz0;r,zd = fA + fB + fC, r , R, s3d

fc
1,2sz0;r,zd = fD + fE, r . R, s4d

with

fA = −
1

ei
o
l=0

`

PlscosgdS r,

r.

Dl 1

r.

, s5d

fB = −
ei − e0

eie0

1

R
, s6d

fC = −
1

ei
o
l=1

`

PlscosgdS sl + 1dsei − e0d

e0sl + 1d + eil

1

R
S r.

R

r,

R
DlD , s7d

fD = −
1

e0

1

r.

, s8d

fE = −
1

e0
o
l=1

`

Plscosgd
1

r.

S r,

r.

DlS1 +
lse0 − eid

e0sl + 1d + eil
D , s9d

where r,sr.d is the smallestsgreatestd absolutevalue be-
tweenr =Îr2+z2 and z0. Indoors,fA is the direct Coulomb
term, fB is the polarizationpotentialof an on-centerimpu-
rity, andfC is the polarizationcorrectingterm comingfrom
off-centering.Outdoors,fD is thepotentialcorrespondingto
an on-center impurity and fE is the correspondingoff-
centeringcorrection.

In order to achieveaccuracy, the above-mentionedLeg-
endrepolynomialshave beencalculatedat eachcoordinated
valueby a recurrenceformula.44

fs is the electronself-polarizationenergy, which can be
obtainedfrom fc sRef. 11d. The implementationof this self-
potentialfor a quantumdot in a matrix stwo regionsandthen
two different dielectric constantsd or a multishell quantum
dot sseveralregionswith differentdielectricconstantsd yields
divergencesat the interfaces.As is statedin theIntroduction,
divergencesariseat thepositionswheretheesr d profile hasa
steplikediscontinuity. We thenassumea continuouscosine-
like model for esr d across a thin 3 Å layer at the
interface.11,19 However, sincewe carryout numericalintegra-
tion, the cosinelikemodelwill be discretizedto yield a mul-
tistep profile. Then, we use a discretizationschemethat
avoids calculating at the dielectric discontinuities.45 This
schemeeludeseverydivergenceandmimics the continuous
variationof thedielectricconstant.A convenientrewriting of
the fs expressionin Ref. 11 is also carriedout in order to
eludethelow convergenceandnumericalinaccuracycoming
from computationalcutoff errors.45

Summingup, we obtain a differential equationonly de-
pendenton two electroncoordinatessr andzd andincluding
the following kinetic energy operator:

T̂ = −
1

2r

]

]r
S r

m*sr,zd

]

]r
D −

1

2

]

]z
S 1

m*sr,zd

]

]z
D , s10d

wherem*sr ,zd is the steplikevariableeffective mass.In or-
der to elude the source of inaccuracy arising from the
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d-function natureof ]m* /]r and ]m* /]z, we discretizeEq.
s10d susing central finite differencesd following the scheme
proposedby Harrison,46 which ensuresthe robustnessof the
methodevenfor large changesin the effective massacross
the interfaces.

The discretizationof Eq. s1d yields eigenvalueproblems
of asymmetric,huge,andsparsematrices.Energiesandwave
functionsareobtainedby meansof diagonalizations.To this
endwe usetheArnoldi solver47 implementedin the ARPACK

package.48

III. NUMERICAL RESULTS

In this sectionwe studythe influenceof differentconfine-
mentsourceson theenergy andEb of anelectrontrappedby
an impurity locatedin a QD surroundedby air or vacuum
seo=mo

* =1d. This is the environmentwherethe dielectricef-
fectsareexpectedto be the largest.Exploratorycalculations
on the isolatedcontributionof eachconfiningsourceon the
ground stateof the systemshow that an externaleffective
masssmo

*d higherthanthatof theQD smi
*d leadsto anenergy

stabilizationvs the impurity off-centeringzI =zo/R. This can
be easily understoodin termsof the kinetic contributionto
the energy: A higher effective massin the externalregion,
where the wave function is still different from zero, trans-
lates into a minor kinetic energy and, then, a lower total
energy. As the impurity gets closer to the edge a larger
amountof electronicdensityspreadsover the QD surround-
ing mediumand,thus,a higherenergy stabilizationoccurs.

A similar reasoningled us to the conclusionthat the spa-
tial confining potentialprovidedby the bandoffset induces
an energy unstabilizationaszI increases.

Thecontributionof thefc term in HamiltonianEq. s1d to
thegroundstateenergy of thesystemis stabilizing,its action
increasingwith zI when ei .eo. However, the off-centering
stabilization capability of fc is ei dependent.It has been
found45 that thelargestcontributionto theenergy differences
betweenon-centerand off-center impurities occurs when
employingdielectric constantsof about ei =3 sassumingeo
=1d.

Self-polarizationfs enhancestheseenergy differences:In
the caseof ei .eo, this potential looks like a small, almost
constant,barrier insidethe QD, anda deepandnarrowwell
outside,by the QD edge.11 As we move the impurity from
the center towards the crystallite border, an increasing
amountof electrondensitycomesinto the deep,stabilizing
well of the self-polarizationpotential.

However, thepreviousoff-centerstabilizingeffectscanbe
drastically reducedby the spatial confining potential, as it
maypreventthewavefunctionfrom leakingoutsidetheQD.
In the next subsectionwe will show that theseconfinement
effectsarehighly nonadditiveso that specificinterplayswill
yield singularbehaviors,suchasan increasingor decreasing
of Eb asthe impurity is beingoff-centered.

A. Off-centering of a hydrogenic impurity in a SiO2

nanocrystal: A paradigmatic caseof weak confinementregime

As pointed out in the Introduction,we may find in the
literature many variational calculationson the groundstate

andbindingenergiessEbd of donorimpuritieslocatedevery-
wherein QDsthathave beenmodeledby parabolicandstep-
like confining potentials swith both finite and infinite
barriersd.5–7,20,25–27To our knowledgeall thesecalculations
dealwith systemswherethedielectricmismatchis small,so
that polarizationand self-polarizationeffects have beenne-
glected.A secondcommonfeatureof thesecalculationsis
that they includesituationsin which thestudiedsystemis in
the weakconfinementregime,whereperturbationalmethods
arenot suitableand,thus,the variationalapproachis a good
alternative.In thepresentpaper, we carry out exactsnumeri-
cald calculationsandwill showthat in somesituationsthis is
aboutthe only reliable tool.

A generaltrendfound in all the above-mentionedstudies
is that thegroundstateEb alwaysdiminishesaszI increases.
A simplereasoningemerges:thecloserthe impurity is to the
QD edge,thehighertheamountof electronicdensitycloseto
the unstabilizingpotentialbarrier will be. Nevertheless,our
preliminarystudiesleadus to suspectthatat leastsomespe-
cific interplaysmay yield an oppositetrend for Eb san off-
centeringstabilizationdueto mi ,m0 andei .e0d. It hasbeen
determinedthat,for a crystallitein air or vacuum,thehighest
energy variationvs zI occursfor valuesof thedielectriccon-
stantei <3. Then,thestudyof a SiO2 nanocrystalswith static
dielectricconstantes=4d maybeof specialinterest.We con-
sider next a sphericalR=3 nm SiO2 nanocrystalin air. The
material parametersemployedare effective massmi

* =0.5
sRef. 49d, electroaffinityEA=0.9 eV sRef. 50d, staticdielec-
tric constantes=4 sRef. 17d, anddynamicor optical dielec-
tric constante`=2 sRef. 51d. The effective Bohr radius is,
then,a0

* =a0es/m
* =4.2 Å !R, i.e., theconfinementregimeof

the nanocrystalis clearly weak.
We carry out two seriesof calculationsof Eb vs zI, which

are shown in Fig. 1sad, namely, S0 sdotted lined excluding
self-energy andS1sfull lined includingself-energy calculated
usingthe sappropriate53d opticale` dielectricconstant.54 The
spatialconfinementsteppotentialheightis assumedto equal
electroaffinity.52 Binding energy Eb, as commonlydefined,is
thedifferencebetweenthegroundstateenergy of a QD with-
out andwith impurity.

As we suspected,Fig. 1sad showsthat Eb increaseswith
zI. It is just theoppositeto thegenerallyacceptedtrendof Eb
vs zI. This is a new, relevantresult of this work. In other
words, despitethe unstabilizingspatial confining potential,
the interplay with mass,polarization,and self-polarization
yields stabilizationaszI increases.

Onemay think that the relatively small SiO2 electroaffin-
ity sEA=0.9 eVd and,therefore,therelativelyshallowspatial
confiningpotentials0.9 eV highd may be the reasonfor the
calculatedanomalousEb vs zI behavior. Indeed,mostsemi-
conductorshaveEA<4 eV. Thus,we repeatthe abovecal-
culationbut artificially increasethe spatialconfiningbarrier
up to 10 eV shigherthanthoseof mostsemiconductorsd. The
resultsare shown in Fig. 1sbd. We can seethere that from
zI =0 upto zI <0.7Eb increasesstheelectrondensitydoesnot
feel thebarrieryetd. Nevertheless,largervaluesof zI involve
a decreasein Eb. We will discussthe interplay of factors
influencingEb in greaterdetail later in the paper.
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B. Strong confinementregime: exact calculations vs
perturbational approach

Small crystallitesbuilt of materialswith large dielectric
constantsand light effective massesare in the strong con-
finementregimesR,a0

*d. For calculatingbindingenergiesin
thesenanocrystals,including full dielectric effects,Ferreyra
et al.17,32 have developedthe so-calledstrong confinement
approach55 andhavecarriedout calculationsemployingtwo
modelsof spatialconfining potential,namelyparabolicand
infinite hardwall, andfor both on- andoff-centeredimpuri-
ties.Their resultsshowthat thestrongconfinementapproach
yieldsmeaningfulresultsin all thecasesstudied,from which
a generaltrend seemsto emerge: Eb is a monotonousde-
creasingfunction of zI sthe sameresult as the one found in
thevariationalcalculationsdiscussedin theprevioussubsec-
tiond.

In order to check whether the strong confinementap-
proachcanbe generalizedto the smorerealisticd finite step-
like spatialconfiningpotential,we carry out thesamecalcu-
lation as in the previoussubsectionsSiO2 in vacuumd but,
this time, we haveartificially reducedthe effective massto
m* =0.05, in order to move into the strongconfinementre-
gime. The resultsareshownin Fig. 2sad, wherewe cansee
that if Eb is calculatednumerically excluding self-energy
sS0d it is almostinsensitiveto theoff-centering,while this is
not the casewhen self-energy is included sS1d. This is so
becausefor zI .0.7 the attractiveself-polarizationpotential

well squeezespart of the electronicdensity into the well,
yielding a relevantincreasein Eb. The differenceswe find
out betweenS0 and S1 and the fact that exactEb increases
with zI lead us to suspectthat the first-order perturbation
approachwould not be appropriatein this case.On the one
hand, the self-polarizationpotential fs has not first-order
contributionto Eb and,on the other hand,the Coulombfc
term alwayspredictsa reductionin Eb vs zI sRefs. 17 and
31d. This steadypredictioncan be explainedas follows: in
the strongconfinementapproachEb is calculatedas the op-
posite sign expectation value of the fc potential, Eqs.
s3d–s9d, in the impurity free QD groundstate.The angular
part of the correspondingwave function is just a constant
Y0

0su ,fd=1/Î4p. Thus, when integratingover the angular
coordinates,only thetermsPlscosgd of fc containtheangu-
lar su ,fd variables.Since

Plscosgd =
4p

2l + 1 o
m=−l

m=l

Yl
msu0,f0d*Yl

msu,fd, s11d

wheresu0,f0d arethesfixedd coordinatesof theimpurity and

FIG. 1. sad Ground state binding energy vs impurity off-
centeringzI correspondingto a R=3 nm sphericalSiO2 nanocrystal
in air or vacuum smo

* =eo=1d. Calculationshave beenperformed
without sS0, dotted lined and with the inclusion of the self-
polarizationcontributionssS1,full lined. SiO2 parametersarespeci-
fied in the text. sbd Sameas sad but with V0=10 eV and the self-
polarizationpotentialthat is now calculatedwith ei =4 ande0=1.

FIG. 2. sad Exact and first-order perturbationalestimationsof
bindingenergy Eb vs off-centeringzI for a R=3 nm sphericalQD in
air or vacuumsmi

* =0.05, m0
* =1, ei =4, eo=1 and V0=0.9 eVd. S1

sfull linesd includewhile S0 sdottedlinesd excludeself-polarization
contributions.The zeroth-orderwave functions employed in the
perturbationalcalculationsarethoseof the impurity-freeQD in the
presenceandabsenceof theself-polarizationpotential,respectively.
sbd Sameas sad but with V0=10 eV andei =4. scd Sameas sad but
with V0=10 eV andei =8.
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1
Î4p

kYl
msu,fdl = klmu00l = dl,0dm,0, s12d

we have kPlscosgdl=4pdl,0dm,0. Therefore, only the l =0
termsin Eqs. s3d–s9d contributeto the expectationvalue. It
works asif fc would be reducedto

fc
1,1sl = 0d = −

1

eir.

−
ei − e0

eie0

1

R
, r , R, s13d

fc
1,2sl = 0d = −

1

e0r.

, r . R, s14d

wherer.=r if r .z0 andr.=z0 if r ,z0, sr=0,z0d beingthe
impurity location. In other words,only fc

1,1 dependson z0,
andthis dependencesthe larger z0 is, the shallowerfc

1,1 will
bed alwaysleadsto a decreasein Eb vs zI.

The previousreasoningalsohelpsto understandwhy the
perturbationalapproachworks quite well for on-centerszI

=0d impuritiesanddeterioratesaszI increasesfseeFig. 2sadg.
Indeed,if zI =0, Eqs. s3d–s9d reduceto Eqs. s13d and s14d,
with r. replacedby r, so that by calculatingthe expectation
value we do not actually neglect any term coming from
higher order perturbationtheory, which is not the caseif zI
Þ0.

We may describethe results in Fig. 2sad as a balance
betweenpolarizationpotentialsstabilizationd andspatialcon-
fining potentialsunstabilizationd yielding anEb that is almost
insensitiveto off-centeringfseeS0seriesin Fig. 2sadg. When
self-energy sstabilizationd comesinto play, then a net in-
creasein Eb vs zI results.We may reversethe situationby
increasingthe spatial confining potential. This is the case
plotted in Fig. 2sbd, where a huge 10 eV potential barrier
sfelt almost like infinity by the groundstated is present.In
this casethestrongconfinementapproachworkswell evenat
zI closeto one.It shouldbe mentionedthat in this caseself-
energy hasalmostno influenceon Eb.

By looking at the numericalwavefunction it canbe seen
that the huge spatial confining potential preventsthe elec-
tronic densityfrom leaking into the self-polarizationpoten-
tial well. Thus,a doublestabilizingeffect is switchedoff; on
theonehand,thestabilizationcomingfrom theself-potential
itself and,on the otherhand,the effect of the externalmass
sreducing the kinetic energyd. We can say that both self-
energy andmasseffectsalmostvanish,so that thesmall dif-
ferencesbetweenexact and perturbationallycalculatedEb
come from the off-center polarization correcting term fC,
Eq. s7d, which first-orderperturbationalcontributionto Eb is
zerobut, obviously, makesa nonzerocontributionto the ex-
act Eb if zI Þ0.

Abovewe statedthatthesensitivityof Eb to a changein zI
is maximumaroundei =3. It is connectedto thefact that ufCu
fEq. s7dg also hasa maximumaroundthis value of ei sRef.
45d. In the abovecalculationei =4. A larger ei is expectedto
meana smallerufCu, i.e., a betterperformanceof the pertur-
bationalapproach.This is shownin Fig. 2scd.

C. Binding energy vs band offset

In theabovesubsectionswe haveshownthreedifferentEb

vs zI profiles.In this subsectionwe will showthat theabove-
mentionedprofilescorrespondto the threepossiblebehavior
regimeswe may meetas we increasethe spatial confining
potential.We will refer them to as low, medium, and high
behaviorregimes,althoughthe borderbetweenconsecutive
regimes,i.e., thecorrespondingpotentialheight,will bevery
muchdependenton the other factorssdielectric constantsei

ande0, effective massesmi
* andm0

*d.
For the sakeof clarity, we will fix the effective masses

smi
* =0.2 andm0

* =1d in orderto diminishthenumberof vari-
ablesin our study. Then we carry out threeseriesof calcu-
lations including high ei =16 slike eGed, mediumei =8 slike
eZnOd, and low ei =4 slike eSiO2

d internaldielectric constants
andan externaleo=1 scorrespondingto vacuumor aird. We
scanspatialconfiningpotentialheightsV0 from near zeroup
to V0=4 eV swhich coversmostsemiconductorsd. We plot Eb

vs V0 for different off-centeringsszI =0, 0.4, 0.6, 0.8,and
0.9d. Finally, in order to see the effect of self-energy, we
againcarry out two seriesof calculations:S0 sdottedlinesd
without self-energy56 andS1 sfull linesd full calculation.The
nanocrystalradius,as in the abovesubsections,is fixed to
R=3 nm.

Figure 3sad displaysthe resultscorrespondingto the low
ei =4 dielectric constantand the above-mentionedbehavior
regimescan be seen.In the range0,V0,1.6 eV Eb is a
monotonouslyincreasingfunction of zI. In the range V0

.2.5 eV Eb is a monotonouslydecreasingfunction of zI.
Finally, in the intermediateregion1.6,V0,2.5 eV, Eb first
increasesvs zI, then reachesa maximum and finally de-
creases.

All the same,Fig. 3sad revealsthat self-polarizationis
crucial to determinethe behaviorregimeregions.Thus, S0
calculationspredicta 0,V0,2.2 eV low region,anda me-
dium one extendingfrom 2.2 up to V0.4 eV, the highest
potentialincludedin our calculations.

Finally, it is worthwhile pointing out that the effective
massmi

* =0.2 and the dielectric constantei =4 employedin
all calculationsincludedin Fig. 3sad yield an effective Bohr
radius a0

* =10.5Å, which meansthat we are in the weak
confinementregime.All the same,all threepossibleEb be-
havior regimesareencounteredhere.

The next two setsof calculations,namelythosefor ei =8
andei =16, representa transittowardsthestrongconfinement
regime sa0

* =2.1 nm and a0
* =4.2 nm vs R=3 nm, respec-

tivelyd. The resultsare shownin Figs. 3sbd and 3scd. Again
all threeEb vs zI behaviorregimesarise;themostremarkable
featureis thatby increasingei a shrinkingof theintermediate
region occurs,so that for high valuesof ei it almostdisap-
pearsandbecomesjust a dot betweenlow andhigh behavior
regions.Turning this the other way round, we seethat for
high dielectric constantswe may find a potential V0 for
which Eb doesnot dependon zI. This is anotherrelevant
resultof this work that may beusefulin technologicalappli-
cations: since impurities may appearalmost randomly in
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different locationswithin the QD andsinceelectronicprop-
ertiesdependon their location, they are usuallya nuisance.
However, doping with impurities in a zI-independentmate-

rial may be useful in the designof nanoelectronicdevices.
Finally, we would underlineanotherrelevantresult that

canbe seenin Figs. 3sad–3scd: self-energy hasa hugeinflu-
enceon Eb in the low behaviorregion,while its influenceis
small for high potentials.From a practicalpoint of view this
meansthat we shouldnot useperturbationalestimationsof
self-energy in the low and intermediatebehavior regimes,
with theadditionaldifficulty thatthebordersof theseregions
cannotbe establishedin generalsthey dependon ei, e0, mi

* ,
m0

* andalso the QD radiusd. The reliability of Eb first-order
perturbationalestimationspublished to date is connected
with the negligible role playedby self-energy on Eb when
infinite spatialpotentialmodelsareemployed9,16,17,31,32.

IV. CONCLUDING REMARKS

Usingexactsnumericald integration,we havereportedcal-
culatedground stateand binding energies of a donor con-
finedeverywhereinsidea sphericalQD surroundedby air or
vacuum.A comprehensivestudyof severalconfiningfactors
influencingelectronicandbindingenergiesis carriedout.We
find a highly nonadditive interplay that to a large extent
makesit difficult to assessgeneralbehaviortrends.

Our calculationsshowthatwithin both,thestrongandthe
weak confinementregime,threedifferent behavior regimes
may occur, and that in the low and intermediatebehaviors,
themass,polarization,andself-polarizationeffectsinfluence
the electron density distribution so much that we cannot
safelycarry out perturbationalestimationsof thebindingen-
ergy. Then,we concludethata strongregimeof confinement
cannotalwaysguaranteea safeestimationof binding ener-
giesby meansof first-orderperturbationtheory sstrongcon-
finementapproachd.

Theselow and intermediatebehavior regimeshave not
beenreportedso far in the literatureand,aswe showin this
paper, they are responsiblefor the EbszId profiles that are
different from the always monotonouslydecreasingprevi-
ously reportedsin both cases,strongandweakconfinement
regimesd. We also show that it is possibleto tune an off-
centeringindependentEb, which canbe of technologicalin-
terestin designingnew nanoelectronicdevices.
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We have theoretically calculated and analyzed the electronic density of states �DOS� in crystalline TiO2

nanoparticles in air �or vacuum� affected by the presence of impurities near the particle surface. The effect of

temperature has been incorporated by changing the permittivity value of the quantum dot, in accordance with

reported dependences. Our model is described by a truly three-dimensional effective mass Hamiltonian with a

realistic finite steplike confining potential and the Coulomb terms, including dielectric mismatch effects. The

presence of impurities in nanometer systems naturally induces band tailing with details depending on the

dielectric response of involved media. Our calculations predict a dependence of the DOS on temperature.

Moreover, a high degree of electronic density delocalization within the quantum dots is found, which has

important implications on developing transport models.

DOI: 10.1103/PhysRevB.72.153313 PACS number�s�: 73.20.At, 73.22.Dj

Assemblies of semiconductor particles of nanometer scale
�often referred to as quantum dots, QD� are being studied as
potentially useful in the fields of electronics, optics, cataly-
sis, photovoltage conversion, and energy storage. In all these
systems, the one-particle density of states �DOS� becomes a
key factor for the description of relevant physical
properties.1,2 Moreover, an accurate knowledge of DOS
would be a fundamental piece in device engineering. Well-
controlled sizes of nanocrystals in the 1–10 nm range show
discrete atomiclike energy levels due to the size confinement,
although experimental observation of quantum effects on
charge transport needs a fine control over particle size and
shape to preclude electronic disorder.3,4 In materials with
less-demanding technical requirements the simple, atomic-
like picture cannot be straightforwardly seen due to the in-
herent structural disorder and the presence of impurities.

One of the most studied nanostructures is based on assem-
blies of titanium dioxide particles that form porous layers
into which a liquid or solid electrolyte can penetrate. For this
type of structure there are indications for storage of electrons
in band gap states.5,6 Since one-particle DOS determine to a
high degree the device performance, it is interesting to study,
from a fundamental point of view, the role of size dispersion
and impurities to gain insight into the origin and effect of
such band gap levels.

Electronic states within the gap is believed to be distrib-
uted following approximately an exponential form as7

g�E� =
N

E0

exp� E

E0

� , �1�

where E is the energy which is taken equal to zero at the
bottom of the conduction band and decreases downwards in
the band gap, N corresponds to the total density of band gap
states, and E0 stands for the width of the distribution. It has
been found that the distribution width lies within the range of
30–100 meV �Refs. 7–9� and N results of the order of
1019 cm−3. In addition, surface states related to the uncoor-
dinated Ti+4 appear at energies of �350 meV below the con-
duction band edge.10 There exists a variety of methods for

measuring DOS in such nanostructures. One of them consists
of determining directly the variation of the electronic density
caused by a variation of the Fermi energy.2,7,11 The amount
of available states is then monitored by means of a change of
the applied potential in conditions close to the thermody-
namic equilibrium. Accurate measurements of nanoporous
TiO2 films permeated with aqueous solution indicated a dis-
tribution of states within the gap which presents an exponen-
tial tail far below the conduction band edge, and tends to
saturate near this energy limit.7

Other methods determine the DOS indirectly by measur-
ing the open-circuit photovoltage decay after switching it
off.12 Voc evolution depends on the Fermi level position on
time that changes the electron recombination rate and can be
used to estimate state distributions. In this study, distribution
width resulted in 53±11 meV.12 In addition, exponential
tails have also been invoked to account for the electron dif-
fusivity dependence on illumination in nanoporous
TiO2-based solar cells.13 There is an experimentally ob-
served power-law dependence of the diffusion coefficient
with the charge density generated by illumination,14 usually
explained by means of multiple trapping electron transport
models.6,15,16 It has been also reported that the distribution
width varies as a function of the amount of Li+ ions interca-
lated into the TiO2 structure.17

Optical absorption techniques �porous TiO2 in low partial
oxygen pressure conditions� show the occurrence of absorp-
tion tails with E0 of the order of 0.1 eV which increases with
increasing temperature.18 This entails that DOS may be af-
fected by variations of underlying parameters, such as the
dielectric constants of TiO2 and the surrounding media, in-
duced by the change of temperature. The extremely strong
temperature dependence of the TiO2 permittivity is otherwise
well documented.19

Summarizing experimental evidence it can be said that the
width of the exponential tail depends not only on the particu-
lar TiO2 preparing route, but also on changes in the type of
surrounding medium and temperature.

The issue of band tailing in bulk semiconductors has re-
ceived much attention for decades.20 Impurities can induce
tails in the density of states by perturbing the band edge as a
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consequence of local Coulombic interactions and disloca-
tions of the lattice.21 The aim of this work is to ascertain the
influence that the nanometer size confinement could have by
itself on the experimentally observed tails in the DOS. To
this end, we have theoretically calculated and analyzed the
electronic DOS in crystalline TiO2 nanoparticles in air �or
vacuum� affected by the presence of impurities near the par-
ticle surface. In our theoretical method the electric response
of materials is assumed to follow the electrodynamics of
continuous media, so that a parameter, the dielectric con-
stant, characterizes the material response.22 The validity of
such a macroscopic model has been well established for
semiconductor QDs.23 The effect of temperature has been
incorporated by changing the permittivity value of the quan-
tum dot, in accordance with reported dependences.19

Within the framework of the envelope function approach
and effective mass approximation, the electronic Hamil-
tonian for a QD in the presence of a hydrogenic donor im-
purity reads, in atomic units,

H = −
1

2
� � 1

m*�r�
�� + V�r� + �c + �s. �2�

The first term in Eq. �2� is the generalized kinetic energy
operator, V�r� corresponds to a realistic three-dimensional

�3D� steplike spatial confinement potential, and �c stands for
the Coulombic potential generated by the impurity, including
the effects of the polarization charges induced at the QD
border as a consequence of the dielectric constant mismatch
between the QD and the surrounding medium. The electron
itself also induces polarization charges at the dot boundaries,
whose effects are described by the self-polarization potential
term �s. When an ��r�=��r� steplike dielectric function is

assumed, �c and �s admit analytical expressions. We carry
out an exact �numerical� integration of Eq. �2� by means of a
discretization scheme based on the finite differences method.
The explicit expressions of �c and �s together with a de-
tailed description of the integration method employed can be
found in Refs. 24 and 25. As we will show next, the presence
of impurities in nanometer systems naturally induces band
tailing, with details depending on the dielectric constant �par-
ticularly on the relative weight of bare Coulomb vs polariza-
tion�.

Figure 1 shows the bottom of the electronic energy spec-
trum �specifically, the states which energy is located in the
gap region� of a 10 nm radius spherical TiO2 nanocrystallite
embedded in air or vacuum in the presence of a hydrogenic
donor impurity vs the QD dielectric constant �QD. The impu-
rity has been located close to the QD surface �at a distance of
9 nm from the QD center� since it is expected that the doping
of nanostructured TiO2 films mostly occurs close to the QD’s
border. In our calculation the origin of energies has been
set at the bottom of the conduction band, and the QD dielec-
tric constant ranges from 6 �TiO2 dynamic dielectric con-
stant� to 60 �corresponding to a static dielectric constant�.19,26

The surrounding air �or vacuum� dielectric constant is �0

=1 and the employed electron effective masses are m*=1 for
both, vacuum and TiO2.27 The spatial confinement step po-

tential height is assumed to equal the TiO2 electroaffinity,28

EA=3.9 eV.
As mentioned previously, a high dependence of the TiO2

dielectric constant on temperature is well documented.19 �QD

decreases as the temperature is raised up. Then, an enhanced
Coulomb potential yields a larger penetration of electronic
states into the gap, as it can be seen in Fig. 1. The represen-
tation of the corresponding electron wave functions shows
that, in general, the electronic charge density associated to
these gap states spreads over the whole QD volume �nano-
scopic confinement�. Only in the case of the low-lying states
�and only for QD dielectric constants smaller than about 15�
the charge density is localized in a few lattice cells around
the impurity site, so that we can actually refer to these last
states as trapping states. The previous observation may have
important implications when the problem of electronic trans-
port in nanostructured layers is faced. Electronic density de-
localization within each QD suggest that long-range electron
motion may be mainly determined by the energetic mismatch
between neighboring particles rather than effects associated
with inner displacement.

Figure 1 also shows that in the region of dielectric con-
stant �QD higher than 25 no appreciable changes can be seen,
and that for dielectric constant values as high as 60, many
states still come into the energy gap. Since the dielectric
response of media may be formally described by the electric
field produced by an effective charge distribution in vacuum,
we can understand the effect of an increase of the QD dielec-
tric constant as an effective charge transfer from the impurity
position to the dielectrically mismatched surface. The effec-
tive charge located at the impurity position �which is respon-
sible for the bare Coulomb term� is proportional to 1/�QD,
while the induced charge at the QD boundaries �connected
with polarization terms� scales as 1−1/�QD. Hence, as �QD

increases, the electron trapping capability of the impurity site
and the associated states stabilization diminishes. In contrast,
the enhancement of polarization charge can still stabilize the

FIG. 1. One-electron energy levels of a 10 nm radius spherical

TiO2 nanocrystal with a hydrogenic donor impurity located at 9 nm

from the QD center, as a function of the QD dielectric constant.

Insets show the common logarithmic representation of the density

of states in the vicinity of the conduction band edge of a statistical

distribution of doped TiO2 QDs �with an average 10 nm radius and

a dispersion of 10%�, for two different values of the QD dielectric

constant. In all cases, the outer medium is air or vacuum.
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states pushing them into the energy gap. It is worth noting
out that as the polarization charge is distributed over the
whole QD surface, the polarization-induced gap states are
spread over the whole QD volume and not trapped in the
surroundings of the impurity site.

The different penetration of the electronic states into the
gap is also reflected in the DOS profile. Insets in Fig. 1 show
the calculated DOS for �QD=6 �that would correspond to
high temperature, left panel� and for �QD=60 �low tempera-
ture, right panel�.29 We have assumed in these calculations a
statistical distribution of QDs �with an average 10 nm radius
and a 10% dispersion, usual values for technological materi-
als�. Insets in Fig. 1 show that the calculated DOS profiles do
not fit an exponential law �Eq. �1��. However, it resembles
the experimentally observed DOS near the conduction band
lower edge.7

The exponential model, Eq. �1�, allows characterizing the
DOS profile by means of a constant parameter E0, inversely
proportional to the slope of the logarithmic representation of
the DOS. However, in our calculations it is not a constant but
depends on energy. We can observe, though, that the inverse
of the mentioned slope increases with temperature at any
energy value in the gap �see insets in Fig. 1�. This agrees
qualitatively with the increment of E0 with temperature
found in literature in case of QDs in air or vacuum.18 The
number of states in the gap, as it can be inferred from data in
insets of Fig. 1, is of the same order as the experimentally
determined.7

Both insets show a maximum in the DOS, approximately

located in the bottom of the conduction band. It is the result

of the interplay of two different sources of confinement,

namely, the QD spatial confinement potential and the Cou-

lombic potentials. The deepest states in the gap are the most

influenced by the Coulomb terms, providing a DOS which

increases with energy. However, for highly excited states

where the spatial confinement is most relevant, the situation

is reversed: DOS decreases with energy. The energy domain

characterized by the DOS maximum could be referred to as a

transition region between these two regimes.

Summing up, Coulomb terms �bare Coulomb and surface

polarization� may explain the presence of states in the energy

gap, as derived from impurity doping in semiconductor

nanostructures. They also predict a dependence of the DOS

on temperature. We have proven that in addition to well-

known explanations for band tailing in bulk semiconductors

�local Coulombic interactions and lattice dislocation� the na-

nometer size confinements are able to induce similar effects.
Moreover, our approach predicts a high degree of electronic
density delocalization within the QD, which has important
implications on developing transport models.
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The role of image charges in nanoporous semiconductor materials is investigated within the framework of

the effective mass and envelope function approximations. We show that nanometric air bubbles in these

materials can act as electron-trapping centers. This trapping capability originates from a deep stabilizing

self-polarization potential well induced by the air-semiconductor dielectric mismatch which can surpass the

electroaffinity barrier. The trapping strength is a function of the pore size and the bulk parameters of the matrix

material. A trapping parameter characteristic for each semiconductor material is defined. This parameter

provides a simple way to ascertain the maximum pore size in a given material which is able to induce

self-trapping of excess electrons.
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The progress made in silicon technology and the increas-
ing miniaturization connected with a simultaneously increas-
ing integration density require the development and integra-
tion of a new generation of low dielectric constant mater-
ials.1–6 The most promising strategy to diminish the effective
dielectric constant of known materials relies on the introduc-
tion of pores in the material. This fact has raised vital interest
in understanding the physical properties of porous mater-
ials.1–3,5,6 Integration into microelectronic devices demands
low pore interconnectivity and an extremely small pore size,
thus forcing pores to be within the nanometric scale.1,2 Pore
sizes ranging from one to several tens of nanometers are
nowadays commonly obtained.1,5–7

Due to the different dielectric response of the involved
media, non-negligible surface image charges of free elec-
trons �or holes� may arise at the interface between the air
pore and the matrix material. These charges give rise to self-
polarization of the inducing carriers and polarization of the
Coulomb interaction between them.8,9 The shape of the self-
polarization potential is particularly sharp when the dielectric
constant of one of the attached media is close to unity, yield-
ing a narrow, deep stabilizing well near the interface that
may eventually induce self-trapping of carriers.10,11 Both ex-

perimental and theoretical evidence of carrier trapping in di-

electrically mismatched surfaces can be found in the

literature.12–17 Since the largest effects of dielectric confine-

ment take place in zero-dimensional nanostructures �quan-

tum dots�,18 many works have been devoted to studying

these systems under high dielectric mismatch condi-

tions,9,11,13–17,19–23 particularly when the surrounding medium

is air or a vacuum. However, to our knowledge, there are no

studies that focus on the dielectric effects when the situation

is reversed, that is, when the confined medium is air or a

vacuum.

In this paper we study the trapping capability of conduc-

tion band electrons in spherical nanopores �air bubbles� gen-

erated in different semiconductor materials. We find that, de-

spite the barrier-acting nature of air cavities, dielectric

confinement may induce electron localization in a narrow,

deep attractive well within the pore, close to its surface. De-

pending on the pore size and the physical properties of the

semiconductor we can encounter either electron trapping or

scattering by the air bubbles, which leads to opposite impli-

cations in transport through nanoporous materials.32

The present study is carried out within the framework of

the effective mass and envelope function approximations.

Consequently, we employ a macroscopic treatment of Cou-

lombic interactions, so that a parameter, the dielectric con-

stant, characterizes the dielectric response of each involved

material. The validity of such a treatment has been well-

established for zero-dimensional semiconductor heterostruc-

tures similar to those presented here.11 Our model consists of

a spherical air bubble ��air=1, mair
* =1� surrounded by a

semiconductor characterized by its dielectric constant � and

conduction band electron effective mass m*. The correspond-

ing one-particle effective mass Hamiltonian reads �in atomic

units�,

H = −
1

2
� � 1

m*�r�
� � + V�r… + �s�r� , �1�

where the first term is the generalized kinetic energy opera-

tor, and V�r� represents the spatial confining potential. When

the effective-mass approach and the envelope function ap-

proximation are used, the confining potential has a well de-

fined steplike character at interfaces separating two different

media, the rectangular steps being determined by the corre-

sponding band offsets. In our case, as the mismatch involves

air and a semiconductor, the band offset has been assumed to

be equal to the semiconductor electroaffinity. Finally, �s�r�
stands for the electron self-polarization potential coming

from the image charges generated by the dielectric mismatch

at the bubble edge. The calculation of this potential is carried

out employing a dielectric function profile that changes

smoothly within a thin interface—of the order of a lattice

constant—between the air and the bulk semiconductor.11,19 It

bypasses the �unphysical� self-polarization potential diver-

gences that arise at the interface when a steplike dielectric

profile is employed �see Refs. 8–11, 13, 17, and 19 for de-

tails�. This model finds justification from the physical point

of view, since the interface between two semiconductors �or

between a semiconductor and a vacuum� is never perfectly

sharp as the steplike model assumes.33 Conduction band

ground state energies and wave functions were obtained by

carrying out an exact �numerical� integration of Eq. �1� by
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means of a discretization scheme on a grid extended far be-

yond the bubble radius. The explicit expression of �s�r� and

a detailed description of the integration method employed

can be found in Refs. 16 and 19.

The bottom of Fig. 1 shows a concrete example of the

self-polarization potential profile for a R=5 nm air bubble

generated in a �=10 semiconductor material. As previously

mentioned, the self-polarization potential yields a narrow,

deep well within the nanopore, close to the interface, and has

a weak repulsive character outside �see Fig. 1�. The stabiliz-

ing effect of the self-energy well competes, then, with the

destabilizing effect of the barrier that V�r� presents inside the

nanopore, thus yielding two different situations. On the one

hand, if the image charge effects dominate, the electronic

ground state energy arises below the conduction band edge

of the semiconductor, and its wave function is mainly local-

ized within the nanopore �see Fig. 1�. We will refer to these

states as trapped states unless an amount of the total electron

density higher than 30% spreads outside the nanopore. On

the other hand, if V�r� dominates, i.e., the semiconductor

electroaffinity is large enough, the nanopore acts as a barrier,

and the electronic density spreads throughout the semicon-

ductor matrix.

Figure 2 represents the maximum semiconductor elec-

troaffinity Vmax that yields trapping of electrons vs the natural

logarithm of its dielectric constant. This is shown in Fig. 2�a�
for a fixed value of the effective mass �m*=0.5� and different

values of the pore radius R ranging from 2 to 20 nm. It is

also represented in Fig. 2�b� for a fixed value of the pore

radius �R=5 nm� and different effective masses of the semi-

conductor matrix ranging from 0.03 up to 1 �this is the ef-

fective mass range accounting for most semiconductor mate-

rials�.
Several factors determine Vmax. On the one hand �see Fig.

2�, as the semiconductor permittivity increases, Vmax also in-

creases because the stabilizing well of the self-polarization

potential becomes deeper, and thus raises the maximum

value of the barrier height that admits electron trapping.34

The bubble radius also influences Vmax �see Fig. 2�a�� be-

cause the self-polarization potential scales as 1 /R. Therefore,

the larger the pore radius becomes, the weaker the trapping

strength will be. Finally, the semiconductor effective mass

m* also plays a role �see Fig. 2�b�� because a part of the

electronic density of a trapped electron leaks outside the

bubble. Thus, a decrease in m* becomes an increase of the

kinetic energy, i.e., an electronic energy destabilization. In

other words, as m* diminishes, the trapping character of the

air bubble is attenuated �see Fig. 2�b��.
An extra factor that can modify the trapping strength of a

pore is a previously trapped electron. In order to analyze the

magnitude of the Coulomb interaction �including polariza-

tion terms� and its influence on Vmax we have carried out

configuration interaction �CI� calculations on a system of

two trapped electrons employing the same scheme as in Ref.

15. The results obtained show that the total Coulomb energy

contribution amounts to only about 0.1 eV, and, in conse-

quence, the Vmax values are very slightly modified by the

presence of a previously trapped electron in the air bubble. In

other words, the associated Coulomb blockade effects exert a

minor influence on the trapping strength of the air bubbles in

comparison to the other variables R, �, m*, and V.

The lines shown in Fig. 2 represent linear regressions of

the evaluated points with correlation coefficients above 0.99

in all cases. This linear behavior suggests the following ex-

ponential law relating Vmax vs �:

1

�
= A exp�−

Vmax

V0

� , �2�

where V0 is the slope of the lines in Fig. 2 and, as we show

below, only depends on R, thus accounting for the depen-

dence of the trapping strength on the pore size. A is a second

parameter �R independent� that accounts for the influence of

the semiconductor effective mass on trapping. A comparison

of the slopes of the �parallel� lines in Fig. 2�b� evidences the

fact that V0 is m* independent, while the change of slope vs

R for a fixed m* �Fig. 2�a�� reveals its dependence on R. The

common x intercept of lines in Fig. 2�a� reveals that A is R

independent, while Fig. 2�b� shows the dependence of A on

FIG. 1. Top: ground state radial probability density of a trapped

electron in an R=5 nm air-filled spherical cavity generated in an

m*=0.5, �=10, and 1.8 eV electron-affinity semiconductor mate-

rial. Bottom: self-polarization potential profile ��s�r�� correspond-

ing to this system. The vertical dotted line indicates the air bubble

edge.

FIG. 2. �a� Maximum semiconductor electroaffinity that allows

trapping in nanopores as a function of the natural logarithm of the

semiconductor dielectric constant, calculated for m*=0.5 and differ-

ent bubble radii. The lines displayed represent linear regressions of

the calculated data. The evaluated points �19 in each series� were

obtained with a precision of 0.1 eV, and have been omitted for the

sake of clarity. �b� Same as �a� but for R=5 nm and different values

of the effective mass of the semiconductor matrix.
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m*. Several other representations like Fig. 2�a� for different

m* and Fig. 2�b� for different R �not shown� confirm the

meaning and functional dependence of V0 and A.

V0 has a simple decreasing linear dependence on R in the

range of bubble radii studied �see Fig. 3� while the m* de-

pendence of A that we find in the range of masses studied

�0.03–1� fits the following equation:

A�m*� = 0.83�m*�0.13. �3�

We can define a parameter t that is characteristic of a

given semiconductor bulk and which depends on the effec-

tive mass m*, permittivity �, and electroaffinitiy V as fol-

lows:

t =
Ln�A��

V
, �4�

where A=A�m*� incorporates the m* dependence of t. Equa-

tion �4� allows us to rewrite Eq. �2� as follows:

Vmax

V0

1

V
= t . �5�

The trapping capability of a pore of radius R in a semi-

conductor matrix with a given m* and � depends on the

electroaffinity V. The condition V=Vmax defines the border

between trapping and scattering. At this limit, i.e., subject to

the condition V=Vmax, t determines V0 and therefore the ra-

dius Rmax corresponding to this border. In other words, the

trapping parameter t �an intrinsic property of the semicon-

ductor bulk� determines the largest radius Rmax that a pore

can reach without losing its trapping capabilities. If the pore

radius R is larger than Rmax it will act as a scattering center

instead.35

Figure 4 presents the relation between this trapping pa-

rameter t and Rmax, the maximum pore radius allowing trap-

ping capabilities. Several specific examples of well-known

semiconductor materials, namely Si, SiO2, and TiO2, are en-

closed in the figure for the sake of illustration. The semicon-

ductor parameters employed and the t values obtained are

shown in Table I. We observe that, due to the large electroaf-

finity of Si, pores in this material are unable to localize the

electronic density, regardless of their size. However, porous

SiO2 admits electron trapping in pores with radii up to about

13 nm.

An especially interesting case is that of TiO2, due to the

strong influence that temperature exerts on its permittivity.25

Dielectric constants ranging from 6 to beyond 150 have been

reported in the literature.25,26 We consider �=100 and �

=30 as being representative of two different temperature re-

gimes �low and high, respectively�. The results obtained

�Fig. 4� show that at a low temperature ��=100� electron

trapping holds for bubble radii up to 7 nm. This trapping

capability vanishes as the temperature increases �see the case

�=30 in Fig. 4�. We emphasize that this dependence on tem-

perature of TiO2 as a trapping/scattering center could induce

relevant electronic transport changes vs temperature in the

nanoporous samples of this semiconductor.36

Summing up, we have investigated the possible behavior

of nanopores �air bubbles� in semiconductor materials as car-

rier trapping centers. We found that the dielectric confine-

ment can be strong enough to overcome the barrier-acting

nature of air, allowing the localization of electronic density

within the nanopore. Large electron effective masses and di-

electric constants, together with small electroaffinities and

pore sizes, constitute the best scenario for electron trapping.

A trapping parameter t accounting for the contribution that

the specific semiconductor matrix makes to the trapping ca-

pability of its nanopores has been defined. This trapping

FIG. 3. V0 �see Eq. �2�� vs the air bubble radius R. The solid line

represents the linear regression of the points displayed, with a cor-

relation coefficient of 0.9974. The data employed corresponds to the

case of m*=0.5, although we essentially obtain the same fit when

other m* values are used �not shown�.

FIG. 4. Maximum pore radius Rmax that allows electron trapping

as a function of the trapping parameter t of the semiconductor ma-

trix. Example values for Si, SiO2, and TiO2 have also been

enclosed.

TABLE I. Semiconductor parameters employed and t values

calculated �Eq. �4�� for Si, SiO2, and TiO2. Two different dielectric

constants are used to represent the regimes of low �T↓� and high

�T↑� temperatures in TiO2.

V �eV� m* � t �eV−1�

Si 4.0a 0.26b 12a 0.53

SiO2 0.9a 0.5c 4b 1.22

TiO2 3.9a 1.0d 100 �T↓� 1.13

30 �T↑� 0.82

aReference 27.
bReference 22.
cReference 28.
dReference 29.
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parameter t provides a straightforward way to ascertain

whether a specific nanoporous semiconductor material is

able to induce electron trapping and, when this is the case, to

obtain the largest radius of a trapping pore.
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Delocalized image surface states in free-standing hollow silica nanospheres populated with one or two

electrons or an exciton are theoretically predicted for a wide range of internal radii and shell thicknesses.

The driving force building up these surface states is the image self-polarization potential originated from

the dielectric mismatch between the nanoshell and the surrounding air. The surface states are localized

in a spherical crown beyond the nanoshell border, i.e. carriers are mostly in air. The transition from

volume to surface state will then have to overcome the spatial confining potential barrier of the nanoshell.

Owing to the different spatial confining barriers of electrons and holes in the silica nanoshell, electron but

no hole density can be concentrated in surface distributions. The self-polarization potential looks like a

double-well potential, each well located just beyond the nanoshell border, with the internal well deeper

than the external one, so that an excess carrier is attracted more strongly by the inner interface. This

leads the electron density of a surface state to be located mainly in the internal surface of the hollow

nanosphere. The shorter the inner nanoshell radius is, the stronger the binding of the excess electron to

the surface will be. The volume/surface ground state phase diagrams of the one-electron, two-electron

and exciton systems have been calculated. All three diagrams are quite similar, thus revealing the mo-

noelectronic character of the driving force for the transition from volume to surface states.

Keywords: Semiconductor nanocrystals, image surface states, self-energy, silica.

pacs:73.20.-r; 73.20.At; 73.22.-f.

1 Introduction

Colloidal growth of free-standing nanocrystals makes it possible to fabricate the smallest semiconductor

nanocrystallites with sizes of just a few nm and a spherical shape.[1, 2, 3, 4, 5] Wet chemistry methods

also allow multishell structures built of concentric layers to be synthesized with highly controlled shell

thicknesses and compositions.[1, 2, 3, 6, 7, 8, 9, 10] Treating these core-shell composites further (by cal-

cining, chemistry or photo-etching methods) one can finally obtain hollow spheres.[11, 12, 13] Hollow

spherical materials have aroused a great deal of interest owing to their numerous potential applications in
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fields such as chromatography, the protection of biologically active agents, fillers, drug delivery, controlled

release, adsorption, and catalysis.[14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23] Among these hollow spheres, those

made of silica have attracted a lot of attention because of their low cost and feasible synthesis. Both SiO2

micro and nanospheres can be obtained with precisely controlled sizes and shell thickness, the hollow

spheres retaining the same size and morphologies as the precursor nanocomposite.[24]

It has been predicted that small free-standing SiO2 nanocrystals can trap electrons in surface states

[25] and also that electrons can be trapped in small nanocavities in bulk SiO2, [26] this trapping capability

originating from image charges produced by the dielectric mismatch at the SiO2 surface. A key factor for

this material to form surface states in nanosized systems is its low electroaffinity [25, 26] of only about 0.9

eV. [27] It should be stressed that this trapping capability is not related to the presence of defects as e.g.

surface oxygen vacancies or other morphological features at the surface that have been well characterized

as electron trapping sites yielding localized electronic states at the surface of dielectric materials.[28, 29]

Despite the extensive potential applications of hollow silica materials, theoretical investigations on

their energy structure are rather scarce.[30] In this paper we carry out a theoretical study of the electronic

structure of ideal defects free hollow silica nanospheres in air, for a wide range of the internal radii and

thicknesses. We focus on image surface states. One and two-electron and excitonic states are addressed.

As a major result it should be noted that (i) for a large range of radii, image surface ground states are

obtained (ii) electron (negative) density but no hole (positive) density can be concentrated in the hollow

nanocrystal surface and (iii) surface state electron density is basically located in the internal surface.

These findings suggest that solid and hollow silica nanospheres will display quite different behaviors

when an excess electron comes into them. It should also be noted that, in the case of hollow nanospheres,

this excess electron exerts most of its influence on the internal and most active surface of the hollow

sphere.

2 Theory

2.1 The self-polarization potential

Classical image potentials generated in a neutral solid sphere with radius R and dielectric constant ε1 in

a medium of permittivity ε2 has the form [31]:

Vs(r < R) =
1

ε1

ε − 1

2

∞
∑

l=0

l + 1

1 + l (ε + 1)

r2l

R2l+1
(1)
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Vs(r > R) = −
1

ε2

ε − 1

2

∞
∑

l=0

l

1 + l (ε + 1)

R2l+1

r2l+2
(2)

with ε = ε1/ε2. Its limit of a perfectly conducting sphere in air (ε1 → ∞, ε2 = 1), Vs(r < R) = 0 and

Vs(r > R) = −R3/[2r2(r2 − R2)] is well known.[32] This potential decays asymptotically as −1/r4 and

thus much faster than the image potential of a planar surface (−1/4d; where d = r − R). Consequently,

flat surfaces apparently bind electrons in image states more strongly than spheres.

However, this image self-polarization potential diverges as the source charge approaches the dielectric

interface, i.e. as r → R. Therefore, the Schrödinger equation including this single-particle potential is

found to be non-integrable, unless we force a null electron density at the interface (e.g. by imposing an

impenetrable infinitely high barrier at the sphere border).

This pathological result prompts the question as to whether or not it is sensible to employ classical

electrodynamics and the macroscopic parameter defining the dielectric response of the medium when

dealing with nanosystems in the framework of a quantum mechanical treatment, as is commonly as-

sumed in the widely employed envelope function approach EFA.[33] Within this approach, the electron

wave-function of a nanocrystal is written as a product of smooth envelope functions and Bloch functions,

the Bloch functions having the periodicity of the nanocrystal lattice. The integration of the periodic

functions in the Schrödinger equation then yields a set of coupled differential equations for the envelopes.

In the case of one-band model for the conduction electrons, the resulting differential equation for the

envelope function is mathematically identical to the Schrödinger equation, in which all integrated details

of the unit cell go, on average, into the electron effective mass and the nanocrystal border is reflected

in a confining step-like potential with a height amounting to the electroaffinity of the bulk nanocrystal

material (or the band offset between neighboring materials if the nanocrystal is buried in a semiconductor

matrix). The interaction of conduction band electrons with core electrons and nuclei is averaged as an

interaction with a continuous medium capable of being polarized. In other words, EFA retrieves the

macroscopic-like view of classical electrodynamics.

The issue of a non-integrability of the Schrödinger equation when self-polarization is included was

overcome by Bányai et al.,[31] who proposed a ’regularized’ self-polarization Vs potential, i.e. a linear

interpolation replacing the actual Vs in a thin layer at the interface with thickness of the order of a

lattice constant. The underlying assumption is that the electrodynamics of continuous media breaks

down in the microscopic domain and that the abovementioned interpolation is a good average. However,

this regularized image potential does not have a proper scaling with size. The idea that an appropriate
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description of Vs requires accounting for the finite thickness of the dielectric interface leads to the use of

a model in which the step-like dielectric transition is replaced by a smooth continuous variation within

a thin layer of the order of a lattice constant located at the nanocrystal interface.[34] This model, which

has a proper size scaling, yields an integrable Schrödinger equation. In the present paper we employ an

implementation of this model for numerical calculation in multishell spherical systems reported in Ref.

[35].

2.2 The Hamiltonian

We will focus on one- and two-electron and exciton states of hollow silica nanospheres. The present study

has been carried out within the framework of the effective mass and envelope function approximations.

Consequently, we employ a macroscopic-like treatment of Coulombic interactions, so that one parameter,

the dielectric constant, characterizes the dielectric response of the nanoshell. The corresponding one-

electron effective mass Hamiltonian reads (in atomic units, a.u.),

H = −
1

2
▽

(

1

m∗(r)
▽

)

+ V (r) + Vs(r), (3)

where the first term is the generalized kinetic energy operator accounting for position-dependent effective

masses, V (r) represents the spatial confining potential and Vs(r) is the self-polarization potential. When

the effective-mass approach and the envelope function approximation are used, the confining potential

has a well-defined step-like character at interfaces separating two different media, the rectangular steps

being determined in our silica nanoshell by the SiO2 bulk semiconductor electroaffinity.

The Hamiltonian (a.u.) for two interacting conduction band electrons reads,

H(r1, r2) =
∑

j=1,2

Hj(rj) + Vc(r1, r2). (4)

Vc(r1, r2) stands for the generalized Coulomb electron-electron interaction, including dielectric mismatch

effects, i.e. including the interaction between each electron and the image charges induced by the others.

The explicit expressions for Vc(r1, r2) are given in Ref. [34]. Then, to account for two-electron states we

first solve the one-particle eigenvalue Eq. (3). The radial parts of the exact single-electron eigenfunctions

φnℓm(~r) are determined numerically on the grid extending far beyond the nanoshell border. Products

of the basis functions φnℓm are then used to construct full configuration-interaction (FCI) expansions

ΨLS =
∑

j Φj of the symmetry- and spin-adapted two-electron configurations, where L and S are the

total angular and total spin quantum numbers, respectively. The two-electron Hamiltonian, Eq. (4), is

then diagonalized in the FCI basis set. As a result, we get two-particle wave functions ΨLS(~r1, ~r2) and

energies E(2S+1L). We use a very large orbital basis set φnℓm including the n = 4 lowest-lying orbitals
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with ℓ = 0, 1, the n = 3 lowest-lying orbitals with ℓ = 2, 3, 4, 5 and the n = 2 lowest-lying orbitals with

ℓ = 6, 7, 8, this basis set being large enough to ensure by far the required accuracy.

From the wavefunction, we can define the radial density ρ(r),

ρ(r) = 2

∫

|Ψ(~r, ~r′)|2 r2 r′
2
sin θ sin θ′dφdφ′dθdθ′dr′. (5)

Concerning excitons, as we are dealing with the fundamental exciton, which basically involves the

fundamental 1Se electron and 1S3/2 hole states [36, 37] and thus has a strong heavy-hole character, we

employ the one-band model for the hole, as we have done for the electron. Furthermore, we disregard

the electron-hole spin-exchange interaction that splits the optically active exciton ground state into

several states,[36, 38, 39] the lowest of which is optically passive. Thus, the single-particle hole effective

mass Schrödinger equation is the same as for the electron, Eq. (3), but the hole effective mass and

confining potential should be inserted in it. As above, the radial parts of the exact single-particle

eigenfunctions φnℓm(rh) are determined numerically on the grid extending far beyond the nanoshell

border. Hartree products of the basis functions φnℓm(re) · φn′ℓ′m′(rh) are then used to construct full

configuration-interaction (FCI) expansions ΨLM =
∑

j Φj of the symmetry-adapted e-h configurations,

where L and M are the total and z-component angular quantum numbers, respectively.

The e-h Hamiltonian,

H(re, rh) = He(re) + Hh(rh) + Vc(re, rh), (6)

is then diagonalized in the FCI basis set. As a result, we get two-particle wave functions ΨLM (re, rh) and

energies E(L). As above, we employ an orbital basis set φnℓm including the n = 4 lowest-lying orbitals

with ℓ = 0, 1, the n = 3 lowest-lying orbitals with ℓ = 2, 3, 4, 5 and the n = 2 lowest-lying orbitals with

ℓ = 6, 7, 8 (same for electron and holes). It is large enough to ensure by far the required accuracy.

Finally, from the wave function, we define the electron radial density ρ(re),

ρ(re) =

∫

|Ψ(re, rh)|2r2
er2

h sin θe sin θhdrhdθedθhdφedφh. (7)

We now summarize the parameters employed in our calculations. Electron and hole effective mass

and dielectric constant in air have obviously been taken as being unity, while in silica we have m∗

e = 0.5,

m∗

h = 10, electroaffinity χ = 0.9 eV and dielectric constant ε = 4 , see ref. [27, 40, 41, 42, 43]. Since

we cannot promote holes in air or a vacuum, we will assume an infinite height for the spatial confining

barrier of a hole in the nanoshell. As for electrons, we consider the silica electroaffinity as being the

confining barrier height.
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2.3 Computational details

The radial part of the exact single-particle eigenfunctions are determined by solving Eq. (3) numerically

in a grid. We discretize this differential equation using central finite differences, following the scheme pro-

posed by Harrison,[44] which ensures the robustness of the method even for large changes in the effective

mass across the interfaces. Since a part of the eigenstates are surface states, i.e. are mostly concentrated

in a spherical shell about 1 nm thick, a very dense grid is required. We employ 500 points/nm, which

is more than capable of rendering the required accuracy. The grid is extended at least 4 nm beyond the

external radius of the nanoshell, the calculations being insensitive to further extension of the grid limit.

All calculations employ the same grid. The discretization of Eq. (3) yields eigenvalue problems of asym-

metric, huge, and sparse matrices. Energies and wave functions are obtained by means of diagonalization.

To this end we use the Arnoldi solver[45] implemented in the ARPACK package.[46]

Extensive many-body calculations employing these monolectronic eigenvectors are computationally

unfeasible. Hence, out of the above eigenvectors, we built shorter vectors by selecting equally spaced

points. We then checked that, using the same many-body basis set, the calculations employing 50, 25

and 10 point/nm yield the same results, within the required accuracy (differences in energy less than 0.1

meV). Therefore, the extensive many-body calculations have been carried out by employing these short

single-particle vectors.

3 Results and discussion

3.1 The self-polarization potential

Electrons in image states feel the attractive force of the charge induced in the material even away from

the surface, due to the extremely long-ranged Coulomb potential. As discussed in the previous section,

the sharp drop in dielectric permittivity between a nanosphere and the surrounding air yields an image

potential that is repulsive inside and attractive outside, and which may bind carriers in surface states.

In accordance with Eq. (2), larger radii R bind more strongly. However, a sharp dielectric drop yields

non-integrable Hamiltonian eigenvalue equations and should be replaced by a continuous variation of the

dielectric constant within a lattice-constant range at the sphere border. The resulting Vs(r) profile is

continuous, also repulsive inside and attractive outside, with a narrow deep well by the sphere border.

In Figs. 1b and 1c we plot the self-polarization Vs potentials corresponding to two silica nanospheres

in air with radii R =5 and 25 nm respectively. We can see that, as in the case of the sharp model, the

attractive part of the potential decays faster as R diminishes. However, as the well depth is finite, this

faster decay turns into a deeper well. Additionally, in the region r < R, Vs is more repulsive for small
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values of R. As a result, larger radii R no longer bind more strongly.
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Figure 1: Self-polarization potential profiles Vs corresponding to: (a) an R = 5 nm silica nanocrystal in air; (b)

an R = 5 nm air bubble in a silica matrix; (c) an R = 25 nm silica nanocrystal in air; and (d) a hollow silica

nanosphere with Rin = 5 nm and Rout = 25 nm.

In order to conduct a deeper analysis of Vs in Figs. 1a and 1b we plot the self-polarization Vs potentials

of an R =5 nm air bubble in a silica matrix and that of an R =5 nm silica nanocrystal, respectively. The

figure is also completed with the self-polarization potential of a hollow silica nanosphere with Rin =5 nm

and Rout =25 nm (Fig. 1d). In Figs. 1a and 1b we can see that Vs has a plateau in the region 0 < r < R

that is attractive/repulsive in the air bubble/nanocrystal. Then, Vs(r = 0) 6= 0 while Vs(r → ∞) → 0.

The hollow sphere self-polarization potential, Fig. 1d, can be viewed approximately as a superposition of

the two kinds of potentials mentioned above (Figs. 1a and 1c). As a result, the inner well of this double

well potential turns out to be quite a lot more attractive than the external well, so that we can predict

that an excess electron will be bound more strongly at the inner interface. Several open questions such
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as whether the electron density of a surface one-electron state will be distributed in one or both wells,

whether or not a second excess electron will be trapped in the same well as the first one, and whether

the density distribution of the electron and hole of an exciton are influenced to a similar extent by Vs or

not, will be addressed in the following sections.

3.2 Image surface states

In order to answer the questions posed at the end of the previous subsection, we have carried out a

comprehensive study of single electron, two-electron, single hole and exciton states in silica nanoshells

with internal radii Rin and shell thicknesses d both ranging from 2 to 28 nm. Many experimentally

synthesized silica spherical shells fall within this range.[24, 30, 47] We deal with single carrier states first

in order to investigate the single particle distribution, which is only determined by the interplay of spatial

and self-polarization confining potentials. We will show that in a wide range of geometries the low-lying

electron states are surface image states. The extremely high confining potential barrier acting on holes

prevents this from being the case for them. As a second electron is introduced in the nanoshell, Coulomb

interaction, including the interaction between each electron and the image charges induced by the other

one, come into play. We will show that, despite the electron-electron repulsion, the surface ground state

1Sg only concentrates electronic density in the inner face of the nanoshell. Only some excited two-electron

surface states show the electronic density simultaneously distributed in both faces. Finally, we will show

that the hole distribution of the fundamental exciton is always volumetric while, in a large range of

geometries, the electron concentrates at the inner interface of the nanoshell.

3.2.1 A single carrier in a nanoshell

Here we consider both single-electron and single-hole stationary states. The main difference between

electron and hole density distributions in silica nanoshells comes from the different height of the potential

barrier spatially confining either particle. Thus, while it is relatively low for electrons (0.9 eV), it is

extremely high for holes. Since the deep self-polarization potential well is located in air, by the nanoshell

borders, only electrons can build surface density distributions. We actually find that only the low-lying

electron states are surface states. As for the low-lying part of the energy spectra, since the lack of silica

in the central core of the nanoshell (0 < r < Rin) energetically favors the radial nodeless orbitals φ1,ℓm,

we find that both for electrons and holes and for the entire range of geometries that have been stud-

ied, the low-lying states are radial nodeless φ1,ℓm orbitals. The electron low-lying orbitals with a radial

node, particularly the 2s orbital (φ2,0,0), find a source of energetic stabilization in the self-polarization

potential wells, this not being the case for holes which are strongly confined within the nanoshell borders.

Thus, in the case of the nanoshell that was calculated with the deepest self-polarization potential wells
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(Rin = d = 2 nm) the electron orbital sequence is 1s<1p<1d<2s. . ., while for holes the 2s orbital appears

to be energetically less stable than at least the 1k orbital (φ1,8,m), 1k being the radial nodeless orbital with

the largest ℓ calculated. As Rin increases and, consequently, the attractive wells of the self-polarization

potential become shallower, this differential behavior between one-radial-node orbitals of electrons and

holes vanishes. Thus, for Rin ≥ 22nm, both electron and hole 2s orbitals appear energetically more

excited than the corresponding 1k orbital.
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Figure 2: 1s (full line) and 2s (dashed line) electron radial density distributions in hollow silica nanospheres with

an internal radius Rin and shell thickness d. (a) Rin = d = 2 nm; (b) Rin = d = 10 nm; and (c) Rin = d = 26

nm. Vertical dotted lines represent the nanoshell borders.

As pointed out above, only electrons can build surface states. Our calculations also reveal that basi-

cally only low-lying radial nodeless orbitals can come to the surface and, in such a case, their electronic

density is concentrated in the inner nanoshell border. Also, orbitals with a radial node, particularly 2s,

find a source of energetic stabilization in nanoshells with small radius and thickness. As an illustration,
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in Fig. 2 we plot the electronic radial density distribution of the 1s and 2s orbitals of three different

nanoshells with Rin = d = 2 nm, Rin = d = 10 nm and Rin = d = 26 nm, respectively. Interestingly,

panel 2a shows that in the case of the smallest nanoshell (Rin = d = 2 nm) the 1s/2s orthogonality

promotes the 2s electronic density to the external nanoshell surface.
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Figure 3: 1s radial density distributions in hollow silica nanospheres populated with a single electron and

dimensions defined by an internal radius Rin = 20 nm and shell thicknesses (a) d = 4 nm; (b) d = 10 nm; (c) d =

20 nm; and (d) d = 28 nm. Vertical dotted lines represent the nanoshell borders, and ρv the amount of electronic

density within the region (Rin + ∆, Rin + d − ∆), where ∆ = 1.5Å.

It has been reported [26] that the largest radius of a spherical air bubble in bulk silica that is able

to trap electrons in surface states is about 13 nm. Our present calculations reveal that this trapping

capability is enhanced in nanoshells. We find that an Rin = 20 nm nanoshell still draws quite a large

amount of electronic density at the surface. Fig. 3 shows the 1s radial density distribution of several

nanoshells with Rin = 20 nm and thickness d = 4, 10, 20 and 28 nm. We see that for d = 10 nm the

nanoshell still has more than 50% of the ground state 1s electronic density at the surface, while this is

not the case if d > 20nm. The phase diagram is drawn in Fig. 4. Below the line (smaller radii and

shell thicknesses) the electron builds surface ground states. Since no quantitative definition of surface

state can be established, here we have assumed the following criterion. We calculate the amount of
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Figure 4: Electron density phase diagram of hollow silica nanospheres populated with a single electron (full line),

an exciton (dotted line), and two electrons (dashed line) vs. the internal radius Rin and shell thickness d. S/V

labels the region where the amount of electronic density close to the shell border is larger/smaller than 70%.

electronic density within the region (Rin + ∆, Rin + d − ∆), where ∆ = 1.5Å. If it is smaller than 0.3,

i.e. 70% of the electronic density is close to the shell border, we define the state as a surface state.

The diagram in Fig. 4 shows that surface trapping is larger as both the internal radius and thickness

of the shell decrease. Shorter internal radii yield deeper self-polarization potentials, thus producing a

larger energetic stabilization of surface states. Shorter shell thicknesses yield stronger confinement, thus

energetically destabilizing the volume states to a larger extent. Figure 4 also reveals that beyond d = 10

nm the single-electron phase diagram border profile, Rin(d), does not change by further increasing d,

i.e. a further increase in the shell thickness does not produce a relevant energetic stabilization of volume

states.

3.2.2 Two-electrons and excitons in a nanoshell

In this subsection we consider a second particle coming into the nanoshell. If the second excess particle

is a hole, we know from previous sections that holes are so highly confined within the nanoshell that they

cannot overcome the barrier and draw hole-surface-like distributions over the self-polarization potential

well. The (positive) hole distribution of the exciton will therefore be volumetric. If the electron-hole at-

traction is disregarded, then, for a wide range of nanoshell radii and thicknesses, the (negative) electron

distribution forms surface states. We have calculated the phase diagram for the electron distribution of

an exciton when the electron-hole interaction is taken fully into account, see Eq. (6). Our calculations

yield a phase diagram for the electron distribution of the fundamental exciton close to that of a single

electron in the nanoshell (see Fig. 4). However, while the ground state single-electron phase diagram
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Figure 5: Electron radial density distribution of the exciton ground state in hollow silica nanospheres with

dimensions defined by an internal radius Rin =20 nm and shell thicknesses (a) d = 4 nm; (b) d = 10 nm; (c) d =

20 nm; and (d) d = 28 nm. The meaning of vertical dotted lines and ρv is the same as in Fig. 3.

border profile, Rin(d), has an exponential-like decay, the corresponding profile for the electron distri-

bution of the ground state exciton shows a shallow minimum at about d =14 nm. The phase diagram

border profile is now determined by two factors. On the one hand, we have the same single-electron

factors yielding an exponential-like decay profile. As pointed out in the previous subsection and can

be seen in Fig. 4, once a shell thickness of about d = 10 nm is reached, a further increase in d does

not change the surface trapping radius Rin(d). At this point, the many-body electron-hole attraction

becomes relevant. Since the hole distribution is necessarily volumetric, the shorter the shell thickness is,

the closer the electron and hole distributions are and the stronger the electron-hole attraction becomes.

This many-body effect thus produces an increase in Rin(d) vs. d. In other words, the trend of the phase

diagram border Rin(d) profile is determined by single-particle/many-body effects at short/large d values.

As a result, a shallow minimum appears in such a profile at about d = 14 nm. In Fig. 5 we include the

electron density distribution of a set of nanoshells with Rin = 20nm and shell thicknesses d =4, 10, 20

and 28 nm, in order to compare them to their partners in Fig. 3, which correspond to a single electron

in the same nanoshells. As a whole, our results reveal that the presence of a (volume-distributed) hole

has little influence on the surface electron state density distribution. This evidences, in turn, that the
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monoelectronic potential image terms prevail over the many-body interactions as a driving force for the

transition from volume to surface states, which is partially due to the screening of the bare Coulomb

interaction by polarization charges.
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Figure 6: Electron radial density distribution of the two-electron ground state in hollow silica nanospheres with

dimensions defined by an internal radius Rin =20 nm and shell thicknesses (a) d = 4 nm; (b) d = 10 nm; (c) d =

20 nm; and (d) d = 28 nm. The meaning of vertical dotted lines and ρv is the same as in Fig. 3.

We have also calculated the phase diagram for the ground state electron density of two electrons in a

nanoshell. One early and surprising result is that we have not found phases in which the electron density

is distributed fifty-fifty in volume and surface, or in either nanoshell surface (we found this last phase in

some excited states of the two-electron system). The 1Sg ground state has only two phases. Namely, a

phase where all density is volumetrically distributed and a second phase in which all density is located

at the inner nanoshell border forming a surface state, this phase diagram being hardly distinguishable

from that of a single electron in the nanoshell (see Fig. 4). In this case, the electron-electron interac-

tion, which is particularly strong, leads to the formation of a Wigner-like distribution,[48] but does not

promote one of the electrons from the deep self-polarization potential well at the inner nanoshell border

to the volume, or to the shallow self-polarization potential well at the external border. In other words,

although the electron density distribution is strongly modified as the second electron comes into play,
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no relevant amount of electronic density is promoted into the nanoshell volume. The strongly correlated

two-electron surface state has the electron density located over the deep self-polarization potential well

at the inner nanoshell border in diametrically opposite sites. For the sake of completeness, in Fig. 6 we

enclose the radial density distribution ρ(r), Eq. (7), of the 1Sg two-electron ground state of a nanoshell

with an internal radius Rin = 20nm and several shell thicknesses d =4, 10, 20 and 28 nm, in order to

compare them with Figs. 3 and 5, which show the electron density distribution of a single electron and

an exciton in the same nanoshells.

4 Concluding remarks

We have calculated single-particle, two-electron and exciton states of free-standing silica nanoshells for a

wide range of internal radii and thicknesses. We have found that the sharp dielectric drop at the nanoshell

border can lead to the formation of delocalized surface states. In such a case, only electronic density but

not hole density come to the (internal) surface of the nanoshell. The phase diagrams of one-electron,

two-electron and exciton ground states have been calculated. All three diagrams are quite similar, i.e.

the second excess (positive or negative) particle has little effect on the position of the border separating

volumetric and surface states in the phase diagram, which reveals the monoelectronic character of the

driving force for the transition from volume to surface states.
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The influence of image charges on the electron correlation in two-electron spherical quantum dots is inves-
tigated. The image charges induced by the dielectric mismatch between the quantum dot and the surrounding
medium can induce a transition from volume to surface states, the latter being localized mainly in the self-
polarization potential well. Coulomb interaction and correlation effects in these surface states depend strongly
upon the ratio of dielectric constants: If �dot��out the bare electron-electron Coulomb interaction can be
screened by the polarizatization terms, then, the kinetic energy dominates, the correlation energy becomes
negligible and the electrons behave almost as independent particles. However, if �dot��out a strongly enhanced
angular correlation can lead to the formation of a Wigner-type molecule even in the high electronic density and
small dot-size regimes.
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Quantum dots are nanosize clusters of semiconductor ma-
terial embedded in another semiconducting medium, in a
glass dielectric matrix, aqueous solution or simply in air or a
vacuum. In the continuous medium models, like, e.g., effec-
tive mass approximation, differences of the dielectric con-
stants between quantum dot and surrounding medium lead to
the appearance of surface image charges of any excess elec-
trons �or holes� in the quantum dot. These charges yield self-
polarization of carriers and polarization of the Coulomb in-
teraction between them. As the result, the excess particles in
quantum dots undergo the so-called dielectric confinement,
which in extreme cases of large dielectric mismatch, can
compete with the quantum size effect, strongly influencing
the electronic and optical properties of quantum dots.

The influence of dielectric mismatch on the energy struc-
ture and optical properties of semiconductor nanocrystals
have been studied for more that two decades,1 beginning
with the pioneering work by Brus.2 The main numerical dif-
ficulty appears in the calculation of the self-energy. This is
because the self-polarization potential is nonintegrable
across the interface of the dielectric mismatch. The source of
this divergence is the steplike dielectric constant profile at
the quantum dot boundary. Several approximate solutions of
this problem, as for example application of an infinite barrier
at the dot boundary2 or the regularization method,3 were ad-
dressed in the literature. An alternative solution has been
proposed4,5 in which the steplike dielectric function is re-
placed by a continuous variation of dielectric constant within
a thin layer �of the order of a lattice constant� located at the
interface. The advantage of this model is that, contrary to the
regularization method, it scales correctly with the size. A
convenient rewriting of the resulting self-polarization poten-
tial, which eludes the low convergence and numerical inac-
curacy coming from computational cutoff errors,6,7 has been
successfully applied by us in the study of the influence of
image charges on the donor impurity states in quantum
dots.6–8

Two examples of the shape of the self-polarization poten-
tial are shown in Fig. 1. The potentials presented therein are
calculated for two distinct cases studied later in this paper,
namely �A� �dot=4, �out=80 and �B� �dot=4, �out=1. Either
case represents a nanocrystal with a rather small dielectric
constant �e.g., SiO2� embedded in higher or lower permittiv-
ity media. In the first case the self-polarization potential has
a weak repulsive character outside the quantum dot and
forms a narrow, deep attractive well within the quantum dot,
close to the interface. In the second case the weak repulsive
potential arises inside the quantum dot, and the narrow, deep
well also appears close to the surface, but now it is located in
the surrounding medium �usually a barrier-acting medium�.
Depending upon the relative weight of spatial and dielectric
confinements, a transition from volume to surface states in-
duced by image charges may occur.9 In this paper we show
that, although in both cases the electrons can be equally
trapped in this narrow surface potential well leading to sur-
facelike states, the Coulomb interaction and the correlation
effects are completely different in each case. It should be
mentioned that the influence of dielectric mismatch on
many-electron states and addition energy spectra in spherical
quantum dots has been studied by several authors.9–11 How-
ever, the majority of works were devoted to investigating
only the case of �dot��out and, to our knowledge, a detailed
investigation of the role of the self-energy and polarization
effects on the electronic interaction and the correlation ef-
fects of spherical nanocrystals with a large dielectric mis-
match has not been performed to date.

We investigate the role of image charges on the correla-
tion effects in a system of two electrons in a spherical quan-
tum dot in two distinct regimes, i.e., �dot��out and �dot
��out. In particular, when �dot��out �case �A� in Fig. 1� both
electrons are trapped in the thin surface self-polarization po-
tential. This is mainly due to the self-energy-induced local-
ization of the monoelectronic ground �n=1, �=0� and sev-
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eral energetically low-lying excited states �n=1, ��0� in the
deep, attractive well. We show that in these cases the bare
Coulomb repulsion is almost totally screened by the polar-
ization effects. As a consequence, the kinetic energy domi-
nates, the correlation effects becomes negligible and both
electrons behave almost as independent particles. In the sec-
ond case, �dot��out �case �B� in Fig. 1�, both electrons can
equally be trapped in a surface self-polarization potential.
However, now the Coulomb repulsion is not screened but
enhanced. We show that in this case, the strong angular cor-
relation between the electrons in the thin spherical self-
energy well can lead to the formation of a Wigner-type mol-
ecule. The formation of Wigner molecules in two- and three-
dimensional quantum dots in the absence of an external
magnetic field has been related up until now with the low
electron density and large quantum dot sizes.12–18 Here we
demonstrate that it can be achieved in small quantum dots by
the presence of image charges regardless of the electron den-
sity. In short, we show that by changing the dielectric con-
stant of the environment, the behavior of the electrons in a
quantum dot can be tuned between two limiting cases, that
is, from almost independent particles to a Wigner-type local-
ization. Since nowadays there is a widespread interest in de-
veloping the so-called high-k and low-k materials, this result
may be of practical interest in developing nanoscopic de-
vices which could operate in the dielectric confinement re-
gime.

Our model consists of a spherical nanocrystal of radius
R=53.5 Å and a dielectric constant �dot=4. The nanocrystal
is surrounded by a medium with a dielectric constant �out.
We work within the effective mass approximation and we
consider only the conduction band states. The values of the
effective mass inside and outside the nanocrystal are taken as
mdot

* =0.5 and mout
* =1, respectively, and a potential barrier

V0=0.9 eV at the dot boundary is assumed.20 Since we focus
mainly on the influence of different dielectric environments
on two-electron states of such systems, we do not consider
any particular quantum dot material �although these param-
eters are close to those of SiO2�.

To account for two-electron states we first solve the one-

particle effective-mass Schrödinger equation including the
self-energy potential. The radial parts of the exact single-
particle eigenfunctions �n�m�r�� are determined numerically
on the grid extending far beyond the dot radius, R. Products
of the basis functions �n�m are then used to construct
configuration-interaction �CI� expansions �LS=� j� j of the
symmetry- and spin-adapted two-electron configurations,
where L and S are the total angular and total spin quantum
numbers, respectively. The two-electron Hamiltonian con-
taining Coulomb interaction and polarization terms5 is then
diagonalized in the CI basis set. As a result, we get two-
particle wave functions �LS�r�1 ,r�2� and energies E�2S+1L�.
We use as many single-particle basis functions �n�m and as
long a CI expansion as are needed to achieve convergence
and the required accuracy.

From the wave function, we can define the radial pair
density P�r1 ,r2�,

P�r1,r2� = 2� ���r�1,r�2��2r1
2r2

2 sin 	1 sin 	2d�1d�2d	1d	2,

�1�

to study radial correlations, and the angular correlation den-
sity Z�	�,

Z�	� = NZ����rmax,0,0�,�rmax,	,0���2, �2�

�with rmax corresponding to the coordinates r1=r2 of the
P�r1 ,r2� maximum and NZ represents the appropriate nor-
malization factor�, in order to study angular correlations.

Let us consider first the case of the nanocrystal sur-
rounded by a medium of �out=80 �case �A��, i.e., a quantum
dot embedded in a high permittivity environment. The self-
energy potential compared to the barrier height is shown in
Fig. 1�a�. The figure also shows the radial density of the
one-electron �1s state. The radial pair density, P�r1 ,r2�, of
the two-electron ground state is displayed in Fig. 2�a�. Both
single and two-electron functions are strongly confined in a
thin self-energy well at the quantum dot surface. For the sake
of comparison, the radial pair density of the ground state of

FIG. 1. Self-polarization po-
tential �lower panel� for a R

=53.5 Å, �dot=4 quantum dot sur-
rounded by �a� an �out=80 dielec-
tric medium �case �A� in the text�
and �b� an �out=1 dielectric me-
dium �case �B� in the text�. The
corresponding radial density of
the one-electron �1s state for
mdot

* =0.5, mout
* =1, V0=0.9 eV is

shown in the upper panel for each
case. The vertical dotted line indi-
cates the quantum dot edge.
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the same nanocrystal, but surrounded by an environment
with neither self-energy nor polarization effects ��out=�dot

=4�, is shown in Fig. 2�b�. To account for the Coulomb in-
teraction and the electron correlation effects, one should
compare the ground state �1Sg� energy with the energy E�1s2�
of the ground configuration of two independent, that is to say
noninteracting, particles in the same quantum dot �see Table
I�. The result thus obtained, 
E=E�1Sg�−E�1s2�=0.005 eV,
compared to 
E=0.083 eV that corresponds to the unpolar-

ized quantum dot ��out=4�, is apparently surprising. Since, in
the case of a nanocrystal embedded in high permittivity me-
dia, the attractive self-energy potential well appears on the
quantum dot side of the interface and the one-particle wave
functions have negligible tails in the surrounding spatial
barrier-acting medium �where ���dot�, it is possible to esti-
mate bare Coulomb interaction and polarization effects sepa-
rately. To this end, we calculate the energy of the ground
state, EBC�1Sg�, of the two particles only interacting via the
bare Coulomb term �with �=�dot=4�. The energy difference
EBC�1Sg�−E�1s2� amounts to 0.049 eV. We then conclude
that the bare Coulomb interaction is far from being negli-
gible, but it is almost totally screened by the positive �stabi-
lizing� polarization charges. As a result, the electrons in such
a system can be viewed as almost independent particles with
negligible correlation effects.21 This can also be seen by ana-
lyzing the coefficients in the CI expansion �Table I�: the larg-

est coefficient corresponds to the 1s2 configuration and
amounts to 0.956. The next important configuration is 1p2

with a coefficient of 0.287, all other configurations being
almost negligible.

Let us now consider case �B� of �out=1, i.e., the same
quantum dot embedded in a low permittivity medium like air
or a vacuum. The radial density of the one-electron �1s state
and the radial pair density of the ground two-electron state
are presented in Figs. 1�b� and 2�c�, respectively. As in the
previous case, both single-particle and two-electron func-
tions are also now strongly confined in a thin self-energy
well at the quantum dot surface.22 However, in the present
case, the total Coulomb interaction is quite large.23 It
amounts to 
E=0.211 eV.

The estimation of the polarization effects alone is not as
straightforward in this case as in the previous one, because,
as can be seen in Fig. 1�b�, the low-lying one-electron wave
functions are, to a relevant extent, localized in the barrier
region where �out��dot. One can, however, calculate
EBC�1Sg� using �out in the bare Coulomb term. The energy
difference EBC�1Sg�−E�1s2�=0.159 eV allows us to make an
estimation of 0.052 eV for the extra unstabilization due to
the surface-induced charges. To the contrary of what happen
in case �A�, in case �B� the image charges are negative and
they enhance, instead of screening, the bare Coulomb inter-
action, and the correlation effects are now far from being
negligible. The relevant CI coefficients obtained are dis-
played in Table I. We can see that the most important con-
tribution comes from the 1p2 configuration. Next to it, the
1s2 configuration arises with a similar weight, the remaining
contributions being far smaller. Since both the 1s and 1p

one-electron functions are mainly localized in the thin sur-
face self-energy well, the 1s2 and 1p2 configurations must
undergo a strong angular correlation. We can see this by
looking at the angular correlation density Z�	� displayed in
Fig. 3, which shows a comparison of Z�	� corresponding to
the two cases investigated in this paper and, additionally, the
unpolarized quantum dot �i.e., �dot=�out=4�. In Fig. 3 we can
see a progressive angular localization of the electronic den-
sity. In case �A� Z�	� is large in the whole 	 domain, which
reflects the independent dynamics of both electrons. The case
of the unpolarized quantum dot represents the transition to
case �B�, where the probability of low or intermediate values
of 	 is very small, which can be viewed as a Wigner-type
localization in the high electron density regime. It should be
pointed out that the electron density localization is extremely
strong in these cases since a high self-energy-induced radial
localization also occurs �see Figs. 2�a� and 2�c��. It should

FIG. 2. Radial pair density
P�r1 ,r2� of the two-electron
ground state for a R=53.5 Å,
�dot=4, mdot

* =0.5, mout
* =1, V0

=0.9 eV quantum dot for three
different surrounding dielectric
constants, �a� �out=80, �b� �out=4
�unpolarized dot�, and �c� �out=1.
Dotted lines indicate the quantum
dot edge.

TABLE I. Ground state total energy ETOT, the same energy ex-
cluding polarization terms in the electron-electron interaction po-
tential EBC, and 1s2 configuration total energy E1s2 �eV� of an �dot

=4, R=53.5 Å, spherical nanocrystal embedded in three different
dielectric media ��out�. The conduction band edge is taken as the
origin of energy. The relevant coefficients of the corresponding CI
expansions are also included.

�out

80 4 1

ETOT −0.287 0.128 0.447

EBC −0.243 0.128 0.395

E1s2 −0.292 0.045 0.236

c0�1s2� 0.956 0.856 0.637

c1�1p2� 0.287 0.445 0.672

c2�1d2� 0.281

c3�1s2s� 0.261 0.228
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also be stressed that the angular localization is certainly a
correlation effect �it becomes important only in case �B� of
high correlation�, but the radial localization is mainly a mo-
noelectronic effect coming from the strong localization in the
self-polarization well of the energetically low-lying single-

particle eigenfunctions �radial localization is important in
both cases �A� and �B�, regardless of low/high correlation�.

In summary, we have investigated the role of image
charges on the correlation effects in a system of two elec-
trons in a spherical quantum dot embedded in high ��out

=80� and low ��out=1� permittivity media. Our findings
show that a transition from almost independent particles to
Wigner-type localization of the conduction band electrons
may be attained by tuning an appropriate dielectric response
of the surrounding medium.

ACKNOWLEDGMENTS

Financial support from MEC-DGI Contract No.
CTQ2004-02315/BQU, UJI-Bancaixa Contract No. P1-
B2002-01 �Spain�, and KBN-3T1104326 and PZB-MIN-008/
P03/2003 �Poland� is gratefully acknowledged. A Spanish
MECD FPU grant is also acknowledged by one of the au-
thors �J.L.M.�.

*Electronic address: josep.planelles@exp.uji.es
1 L. Bányai and S. W. Koch, Semiconductor Quantum Dots �World

Scientific, Singapore, 1993�.
2 L. E. Brus, J. Chem. Phys. 80, 4403 �1984�.
3 L. Bányai, P. Gilliot, Y. Z. Hu, and S. W. Koch, Phys. Rev. B 45,

14136 �1992�.
4 F. Stern, Phys. Rev. B 17, 5009 �1978�.
5 P. G. Bolcatto and C. R. Proetto, J. Phys.: Condens. Matter 13,

319 �2001�.
6 J. L. Movilla and J. Planelles, Phys. Rev. B 71, 075319 �2005�.
7 J. L. Movilla and J. Planelles, Comput. Phys. Commun. 170, 144

�2005�.
8 J. L. Movilla, G. Garcia-Belmonte, J. Bisquert, and J. Planelles,

Phys. Rev. B 72, 153313 �2005�.
9 A. Orlandi, G. Goldoni, F. Mangui, and E. Molinari, Semicond.

Sci. Technol. 17, 1302 �2002�.
10 A. Orlandi, M. Rontani, G. Goldoni, F. Manghi, and E. Molinari,

Phys. Rev. B 63, 045310 �2001�.
11 A. Franceschetti, A. Williamson, and A. Zunger, J. Phys. Chem.

B 104, 3398 �2000�.
12 S. M. Reimann, M. Koskinen, and M. Manninen, Phys. Rev. B

62, 8108 �2000�; R. Egger, W. Häusler, C. H. Mak, and H.
Grabert, Phys. Rev. Lett. 82, 3320 �1999�.

13 L. G. G. V. Dias da Silva and M. A. M. de Aguiar, Phys. Rev. B
66, 165309 �2002�.

14 S. Bednarek, T. Chwiej, J. Adamowski, and B. Szafran, Phys.
Rev. B 67, 205316 �2003�.

15 A. Matulis and F. M. Peeters, Solid State Commun. 117, 655
�2001�.

16 D. C. Thompson and A. Alavi, Phys. Rev. B 66, 235118 �2002�.

17 A. V. Filinov, M. Bonitz, and Y. E. Lozovik, Phys. Rev. Lett. 86,
3851 �2001�.

18 B. Szafran, S. Bednarek, and J. Adamowski, Phys. Rev. B 67,
045311 �2003�.

19 V. A. Fonoberov, E. P. Pokatilov, and A. A. Balandin, Phys. Rev.
B 66, 085310 �2002�; L. Bányai, I. Galbraith, C. Ell, and H.
Haug, ibid. 36, 6099 �1987�.

20 It should be pointed out that dielectric and spatial confinements
are highly nonadditive �Ref. 6�. In particular, a large V0 would
prevent the self-polarization potential to confine the electronic
density at the QD border in case �B�.

21 We do not use the quantum-chemical definition of the correlation
energy and the correlation effects. In this paper correlation is
understood as the contribution of excited configurations to the
exact wave function in comparison to the ground configuration
�1s2�.

22 Despite this strong confinement, the system is, formally, in the
weak confinement regime because the QD radius is larger than
the effective Bohr radius aB

* . An increasing of aB
* , and therefore

a formal transition to the strong confinement regime, while �dot

remained constant, can be achieved by means of a severe de-
creasing of the effective mass. This would yield a severe in-
creasing of the kinetic energy so that the image charges would
eventually be unable to recover the Wigner molecule limit.

23 The enhancement of Coulomb interactions in systems embedded
in low permittivity media is a well-known phenomenon �Refs. 1,
2, and 19�. However, in our case, the enhancement is extremely
high due to the fact that the electron density is strongly confined
in a thin shell, just beyond the QD border, where the dielectric
constant is unity.

FIG. 3. Angular correlation density Z�	� corresponding to the
same cases as in Fig. 2.

MOVILLA, PLANELLES, AND JASKÓLSKI PHYSICAL REVIEW B 73, 035305 �2006�

035305-4



Confinamiento dieléctrico 247

Theory of dielectrically induced surface excitonic states in spherical quantum dots
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The formation of quantum dot �QD� excitonic surface states induced by dielectric mismatch is theoretically
explored in spherical nanocrystals embedded in very high and in very low permittivity media. It is found that
the transition from volume to surface exciton states �V→S� always parallels a sudden drop of exciton bright-
ness if the QD is embedded in low dielectric constant media. This is not the case of a QD buried in high
permittivity media. In this case, the V→S transition is monitored by a reduction in exciton brightness or not
depending on the mh

* /me
* ratio between the effective masses of electron and hole. The presence of a hydrogenic

donor impurity at the QD center can drastically reduce the electron-hole density overlap and thus the excitonic
binding energy and the drop of brightness that parallels the formation of surface states.

DOI: 10.1103/PhysRevB.76.115312 PACS number�s�: 71.35.Cc, 73.21.La, 73.22.�f, 73.20.At

I. INTRODUCTION

Most of the active key components of modern information
technologies rely on semiconductor devices with electronic
or optoelectronic functions. It is believed that quantum bits,
which are generic quantum mechanical two-level systems,
will become the basic building blocks of this technology in
the next future. One possible realization of these two-level
systems is an exciton ground state in a quantum dot �QD�.1

The formation of QD excitons or electron-hole e-h pairs and
e-h recombination leading to photoluminescence has re-
ceived a great deal of attention in the literature.2 A very
interesting feature of semiconductor QDs spectra is the shift
of excitonic peaks as compared to bulk values. This origi-
nates from two usually opposite contributions. On the one
hand, the single-particle band gap is shifted to higher ener-
gies due to the quantum size effect. On the other hand, the
Coulomb attraction between the e-h pair created by photoex-
citation adds a redshift correction. Both corrections are size
dependent and generally result in an overall blueshift of the
optical band gap as compared to the bulk.3 Since the pioneer-
ing work by Brus,4,5 the influence of QD surface dielectric
polarization on energy and density distribution of carriers has
been taken into account for a proper comparison between
theory and experiments. This surface polarization is espe-
cially strong for QDs in a glass matrix, liquid solution, air, or
a vacuum, where the background dielectric constant of the
QD and the surrounding medium are substantially different.
Two contributions to the energy originate from the dielectric
mismatch, namely, single-particle contributions coming from
the interaction of carriers with their own induced charges
�self-polarization energy� and two-particle contributions
coming from the interaction of a carrier with the charge in-
duced by the other one �polarization of the Coulomb inter-
action�. By assuming infinitely �or very� high confinement
barriers and steplike dielectric functions, the dielectric mis-
match corrections on excitonic energies in spherical QDs al-
most totally cancel each other out.4,6–9 However, dielectric
mismatch corrections on excitonic energies no longer cancel
out if finite confining barrier heights are considered.10 Under
specific conditions, the attractive self-polarization potential
well originated from the dielectric mismatch is even able to

confine carriers in surface states.11–15 Dielectrically induced
exciton surface states in semiconductor QDs were predicted
for the first time by Bányai et al.11,17 using a model where
electron and hole are confined in a QD by a common low
potential height barrier and have a large effective e-h mass
ratio mh

* /me
*=10, the QD being subject to a strong dielectric

mismatch �QD /�out=10.
In this Brief Report, we explore the possible formation of

excitonic surface states in two different situations, �i� a
spherical QD in air, where the hole confining barrier height is
much higher than the electron one, and �ii� a QD buried in a
matrix with a higher dielectric constant �in this case, as is
usual, we will assume that the confinement barrier height for
holes is about 1 /2 that corresponding to electrons�. We will
show that in both cases, a dielectric mismatch-induced tran-
sition from a volume to a surface state involving an optical
band gap redshift �with respect to the case of no dielectric
mismatch� can be reached under specific conditions. Rel-
evant differences between the two cases are found. Thus, in
case �i�, only the electron can be confined in the self-
polarization potential well, beyond the QD border. However,
the hole, despite its heavier mass, as it is subject to a higher
confining barrier, cannot overcome the spatial confinement
and remains within the QD but close to the border due to the
e-h attraction. The transition from volume to surface states
can be monitored in this case by a sudden change in the
overlap between electron and hole wave functions, i.e., by a
decrease in the exciton brightness. A quite different situation
holds in case �ii� because the self-polarization potential well
is now located on the inner side of the QD border so that no
spatial confining barrier prevents localization of particles in
it. In this case, we find that the transition from volume to
surface states can be monitored by a reduction in the exci-
tonic brightness or not, depending on the mh

* /me
* ratio. In

addition, the influence of an on-center shallow donor impu-
rity on the binding energy and oscillator strength of the fun-
damental exciton is also addressed. It results in an almost
total suppression of binding and brightness.

II. THEORY AND COMPUTATIONAL DETAILS

We deal with the fundamental exciton of spherical QDs. It
has been reported2,16 that this exciton basically involves the
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fundamental 1Se electron and 1S3/2 hole states. Then, the
hole in the fundamental exciton has a strong heavy-hole
character, being well described by the one-band model. The
missing small contribution of the light holes in the exciton
configuration interaction �CI� expansion is expected to be
negligible. This simplification on the hole description leads
to a computational workable approach. Also, the electron-
hole spin-exchange interaction that splits the optically active
exciton ground state into a few states,2,18,19 the lowest of
which is optically passive, has been neglected in the present
study. Then, to account for excitonic states, we first solve the
one-particle effective-mass Schrödinger equation,

H = −
1

2
� � 1

m*�r�
� � + V�r� + Vs�r� , �1�

where the first term is the generalized kinetic energy opera-
tor, V�r� represents the spatial confining potential, and Vs�r�
stands for the self-polarization potential. The calculation of
this potential is carried out by employing a dielectric func-
tion profile that changes smoothly within a thin interface �of
the order of a lattice constant� between the semiconductor
QD and its surroundings.10,20 This approach bypasses the
�unphysical� self-polarization potential divergences that arise
at the interface when a steplike dielectric profile is
employed17,21 and avoids the lack of size scaling of the non-
divergent regularization method.11,17

The radial parts of the exact single-particle eigenfunctions
�n�m�re/h� are determined numerically on the grid extending
far beyond the dot radius R. Hartree products of the basis
functions �n�m�re� ·�n���m�

�rh� are then used to construct CI
expansions �LM =� j� j of the symmetry-adapted e-h con-
figurations, where L and M are the total and z-component
angular quantum numbers, respectively. The e-h Hamiltonian
containing Coulomb interaction and polarization terms10 is
then diagonalized in the CI basis set. As a result, we get
two-particle wave functions �LM�re ,rh� and energies E�L�.
We carry out full CI employing a very large orbital basis set
�n�m including the n=4 lowest-lying orbitals with �=0,1 ,2
and the n=3 lowest-lying orbitals with �=3,4 ,5 ,6. The
same basis set is employed for electron and holes, this basis
set being by far larger than that required to achieve the ac-
curacy shown in the figures.

From the wave function, we can define the electron radial

density P�re�,

P�re� =� ���re,rh��2re
2
rh

2 sin �e sin �hdrhd�ed�hd�ed�h,

�2�

the hole radial density P�rh� in a similar way, and the e-h
overlap Se-h

2 ,

Se-h
2 = �� ��re = rh = r�r2 sin �drd�d��2

, �3�

which is proportional to the oscillator strength of the
electron-hole state.16,22–24

III. RESULTS AND DISCUSSION

Case (i): QD in air or a vacuum. We first investigate the
role of image charges on the excitonic properties of a free-
standing QD. Our model consists of a spherical R=5 nm
radius nanocrystal. We employ the following parameters:25

me,QD
* =0.5, me,out

* =mh,out
* =1, mh,QD

* =10, and �out=1. Since
we cannot promote holes into a vacuum, we will assume an
infinite height for the spatial confining barrier of a hole when
a QD is in air or a vacuum. As for electrons, we consider the
QD electroaffinity as the barrier height Ve.

We have carried out three series of calculations of the
overlap Se-h

2 and excitonic E and binding Eb energies26 vs
�QD ranging from 1 up to 50, corresponding to Ve=1, 2, and
3 eV. The results are summarized in Fig. 1, together with
partner calculations with �out=�QD, i.e., in the absence of
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FIG. 1. Excitonic E and binding Eb energies and e-h overlap
Se-h

2 of a R=5 nm, me,QD
* =0.5, mh,QD

* =10 freestanding QD with a
confining barrier height Ve of 1 eV 	�a1�, �b1�, and �c1�
, 2 eV
	�a2�, �b2�, �c2�
, and 3 eV 	�c1�, �c2�, �c3�
, as a function of the
QD dielectric constant �QD. Solid �dashed� lines include �exclude�
dielectric polarization effects. Insets: electron �solid line� and hole
�dotted line� radial density distributions 	Eq. �2�
 �the QD border is
indicated by a tick in the horizontal axis�. Panels �d1�–�d3� and
�e1�–�e3� correspond to �b1�–�b3� and �c1�–�c3� when a hydrogenic
donor impurity is located at the QD center.
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dielectric mismatch effects, that will help to analyze the ob-
tained results.

Figures 1�c1�–1�c3� show sudden changes of e-h overlap
Se-h

2 that parallel the transition from volume to surface exci-
ton states, as can be seen in the corresponding insets. This
transition is also reflected as a change of sign of the slope in
the excitonic energy vs �QD profile 	Figs. 1�a1�–1�a3�
, while
it is not reflected in the binding energy plots 	Figs. 1�b1�–
1�b3�
, whose profile vs �QD is very smooth. Differences
between polarized and unpolarized excitonic energies 	see
Figs. 1�a1�–1�a3�
 basically reflect self-polarization effects,
while differences between polarized and unpolarized binding
energies 	see Figs. 1�b1�–1�b3�
 essentially show the influ-
ence of the polarization of the Coulomb interaction, as we
have verified in a series of calculations �not shown�. Our
results are an extreme example denying the cancellation of
single- and two-particle polarization contributions to the ex-
citonic energy. Also, they lead to the conclusion that the
main effect of single-particle self-polarization is the produc-
tion of a redshift in the optical band gap, while the polariza-
tion of the Coulomb interaction basically enhances the exci-
ton binding energy. Figure 1 additionally reveals that the
conditions for the QD materials to yield exciton surface
states when the QD is in air or a vacuum are rather severe,
namely, quite low electroaffinity � and not very light elec-
tron effective mass me

*. Not many semiconductors can fulfill
this requirement. We may mention SiO2 as a possible candi-
date �me

*=0.5, �=0.9 eV, �=4, and mh
*=10, see Refs.

27–30�.
Next, we study the same QD doped with a hydrogenic

donor impurity at its center. This impurity exerts the most
relevant influence for low values of the dielectric constant by
binding the electron while repelling the hole, thus leading to
a drop in excitonic binding energy31 and brightness 	see pan-
els �d1�–�d3� and �e1�–�e3� in Fig. 1
. Our calculations also
reveal that the heavier the electron effective mass is, the
closer its density distribution bound to the impurity site is.
Accordingly, an acceptor impurity attracts the heavier hole
very close to the QD center and creates an effective neutral
entity that leads the electron to behave as an almost indepen-
dent particle in the QD.

Case (ii): QD embedded in a medium with a larger di-

electric constant. We consider, as above, a spherical 5 nm
radius QD defined by the following parameters: me,QD

* =0.5,
�QD=4, Ve=1 eV, and Vh=0.5 eV, the ratio Ve /Vh simulat-
ing typical alignments of different materials. Two different
effective masses for holes have been considered, namely,
mh,QD

* =1 and 10, slightly and much heavier than me,QD
* , re-

spectively. This QD is embedded in a fictitious medium with
a dielectric constant ranging from �out=�QD up to �out=50.
The effective masses in this medium are assumed to be the
same as in the QD since we have no criterion to assign them.

The key difference with respect to the previous case �i� of
a QD in air is that now, the self-polarization potential has the
attractive well located on the inner side of the QD border.
Then, both particles can be confined in it, the heavier particle
being more strongly attracted by this well due to its smaller
kinetic energy. This is in contrast with the above case �i�
where the hole �the heavier particle� was unable to overcome
its large confining potential barrier, while the electron �the

lighter particle�, confined by a shorter wall, could jump to
the self-polarization potential well. Indeed, in case �ii�, our
exploratory single-particle calculations vs �out showed a
gradual localization of the carriers in the self-polarization
well, facing three different phases: namely, phase 1 �low �out�
corresponding to volumetrically distributed electron and
hole, phase 2 �intermediate �out� where the electronic density
distribution is still volumetric while the hole forms a surface
state, and phase 3 �large �out� in which both electron and hole
are located in the surface well. However, as the strong e-h
attraction ��QD=4� is incorporated into the CI calculation,
phase 2 drops out.32 Thus, only two phases are encountered,
in which both particles show volumetric or facial distribu-
tions simultaneously. This is shown in Fig. 2, which shows
the overlap Se-h

2 , excitonic E, and binding Eb energies of the
considered QD with mh,QD

* =1 and 10 vs �out ranging from
�out=�QD up to �out=50. The quantitative differences in ex-
citonic and binding energies in either case are a direct con-
sequence of the quite different kinetic energy of the hole.
Both cases show, however, similar qualitative trends �in-
creasing band gap redshift and decreasing Eb vs an increas-
ing dielectric mismatch�, which is in turn similar to the be-
havior already shown for a QD in air �see Fig. 1�. A relevant
difference arises in the overlap vs �out profile. While Fig.
2�c1� �mh,QD

* =10� resembles Figs. 1�c1�–1�c3�, in which the
transition from volume to surface excitonic states involves a
sudden Se-h

2 drop and therefore a sudden reduction in the
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FIG. 2. Same as Fig. 1 but for a R=5 nm, �QD=4 QD with Ve

=1 eV, Vh=0.5 eV, and me,QD
* =0.5, and two different hole effective

masses, namely, mh,QD
* =10 	�a1�, �b1�, and �c1�
 and mh,QD

* =1
	�a2�, �b2�, and �c2�
, as a function of the dielectric constant of the
environment �out. Panels �d1� and �d2� correspond to �c1� and �c2�
when a hydrogenic donor impurity is located at the QD center.
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exciton brightness, this is not the case in Fig. 2�c2� �mh,QD
*

=1�. Since in the present case �ii� the transition from volume
to surface state holds simultaneously for electron and hole,
one may expect profiles like Fig. 2�c2�, revealing an almost
constant overlap vs �out. Then, the plot in Fig. 2�c1� looks
like an anomaly that deserves an explanation. Indeed, the
parameters me

*=0.5, mh
*=10, R=5 nm, and �QD=4 yield

quite a small effective Bohr radius, thus revealing that both
electron and hole are in the weak confinement regime, the
�volumetric� electron and hole density distributions being
similar 	see insets in Fig. 2�c1�
. However, once the trapping
of particles in the narrow, deep self-polarization potential
well occurs, both particles feel different spatial confinement.
The heavier particle becomes strongly localized in the well,
whereas the lighter one has a relevant leaking outside it 	see
insets in Fig. 2�c1�
, yielding as a result a smaller overlap. In
other words, in contrast to case �i� where the transition from
volume to surface states always parallels a sudden decrease
in brightness, in case �ii�, this transition only has relevant
brightness impact for QD materials with large mh

* /me
* ratios.

Also, the influence of a hydrogenic donor impurity is ad-
dressed. As above, it attracts the electron toward the QD
center and repels the hole 	see Figs. 2�d1� and 2�d2�
, result-
ing in a negligible binding energy and a strong reduction in
oscillator strength.

In a last series of calculations, we explore the possibility
of surface exciton formation in QDs built of higher dielectric
constant materials. Now we set, as above, R=5 nm, me

*

=0.5, mh
*=1 and 10, Ve=1 eV, and Vh=0.5 eV. The permit-

tivity of the external medium is set very high, �out=100, and
we calculate the e-h overlap Se-h

2 and binding energy Eb vs
�QD. The results are shown in Fig. 3. As previously dis-
cussed, sudden changes in overlap reflecting transition from
volume to surface exciton states only occur for large mh

* /me
*

ratios. As can be seen in Fig. 3�b1� �corresponding to a large
mh

* /me
* ratio�, small �large� �QD values yield surface �volume�

excitonic states with small �large� overlaps, in agreement
with previous reasoning. However, intermediate �QD values
are characterized by extremely small overlaps that parallel an
anomalous minimum in the binding energy 	Fig. 3�a1�
. This
behavior occurs because, in this range of QD dielectric con-
stants, the electron and hole single-particle densities are dis-
tributed as in the above mentioned phase 2, but now the e-h
Coulomb attraction is not strong enough to drop phase 2 out,
so we get a “broken” exciton in which the hole is localized in
the self-polarization potential well, whereas the electron
spreads over the whole QD volume 	see insets in Fig. 3�b1�
.
The small overlap and the decrease in the exciton binding
energy are a direct consequence of the e-h spatial separation
in this phase, which does not exist 	see Figs. 3�a2� and 3�b2�

unless the effective masses of electron and hole are very
dissimilar. Finally, Figs. 3�c1� and 3�c2� show the influence
of a hydrogenic donor impurity located at the QD center. We
see that the �D+ ,X� exciton can approximately be described
as D0+h, i.e., a neutral electron-impurity pair and an almost

independent hole, as it is revealed by the negligible binding
energy calculated.

IV. CONCLUDING REMARKS

We have shown that the dielectric properties of the QD
environment can strongly influence the brightness of con-
fined excitons, as well as excitonic and binding energies, due
to the formation of surface states. While a sudden decrease in
exciton brightness parallels the formation of surface excitons
in the case of a QD in air or a vacuum, only QD materials
with a large mh

* /me
* ratio present a considerable reduction in

exciton brightness when the QD is buried in a large dielectric
constant medium. Our calculations also reveal33 that the con-
ditions to reach surface exciton states in this last case are less
severe than if the QD is surrounded by air or a vacuum. A
shallow donor impurity located at the QD center leads to an
almost total suppression of exciton binding and brightness.
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FIG. 3. Binding energy Eb and e-h overlap Se-h
2 of a R=5 nm

QD with Ve=1 eV, Vh=0.5 eV, and me,QD
* =0.5, and two different

hole effective masses, namely, mh,QD
* =10 	�a1� and �b1�
 and

mh,QD
* =1 	�a2� and �b2�
, as a function of �QD for a fixed �out

=100. Insets: same criterion as in Fig. 1. Panels �c1� and �c2� cor-
respond to �b1� and �b2� when a hydrogenic donor impurity is lo-
cated at the QD center.
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Dielectric mismatch effects in two-electron zero-dimensional nanosystems
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Two-electron Coulomb interaction and correlation effects in several spherically symmetric zero-dimensional
semiconductor heterostructures are investigated in the large dielectric mismatch regime. Specifically, a semi-
conductor quantum dot �QD� embedded in air or a vacuum, an air-filled nanocavity in a semiconductor matrix,
and a weakly confined D− center �two electrons bounded to a hydrogenic donor impurity in a QD embedded in
air�. A strong self-polarization-induced radial localization of the electronic density at the heterojunction inter-
face yields surface states. In these states, the polarization of the electron-electron interaction strongly affects
dynamics. For a low dielectric constant of the semiconductor building material, Wigner-like localization of the
electronic density occurs. As we increase the dielectric constant, it is gradually suppressed. We prove that this
gradual suppression is originated by the enhanced strength of the polarization potential accompanying the
increase in permittivity. Additionally, in the presence of a weakly confined D− center in a QD, a transition
phase from volume to surface states takes place. It is characterized, in a wide range of quantum dot radii, by
a strong ground state reconstruction and a zero D− binding energy.

DOI: 10.1103/PhysRevB.74.125322 PACS number�s�: 73.21.La, 73.22.�f, 73.20�r, 71.55.�i

I. INTRODUCTION

The effects that dielectric confinement produces on the
optical and transport properties of semiconductor hetero-
structures have been the object of a large amount of theoret-
ical and experimental work.1–11 These effects are specially
relevant in semiconductor zero-dimensional heterostructures
�quantum dots, QDs�,12 particularly when the surrounding
medium is characterized by a low dielectric response, such as
organic polymers, air or a vacuum. Therefore, colloidal semi-
conductor nanocrystals synthesized by so-called wet chemis-
try are the proper candidates to undergo the largest dielectric
effects, as they usually have small sizes �from 1 to several
tens of nanometers� and can be easily isolated and redis-
persed in the desired medium.13–18

Among the theoretical approaches describing the elec-
tronic structure of QDs, methods based on the so-called en-
velope function approximation �or effective mass approach
�EMA�� are the most commonly employed.19,20 Within this
approximation the wave-function is factorized as a product
of cell-periodic and smooth envelope functions. Next, details
of the unit cell are integrated, yielding differential equations
for the envelope functions. They are mathematically identical
to the Schrödinger equation, but with all microscopic details
of the unit cell averaged in their parameters, such as the
electron effective mass for electrons and the Luttinger pa-
rameter for holes. Indeed, EMA has proved to yield reliable
results even in multishell QDs with layers as thin as a single
monolayer.21,22

The macroscopiclike description of EMA implicitly as-
sumes the screening of carriers by the macroscopic dielectric
constant of the medium where they are located. Therefore, if
carriers are confined in a QD embedded in a dielectrically
mismatched matrix, according to the electrodynamics of con-
tinuous media, surface polarization-induced image charges
of any excess carriers in the dot should appear.23 The influ-
ence of these image charges on the electronic structure of
homogeneous spherical quantum dots is described in the pio-

neering papers by Brus.2,24 Thus, two new contributions to
the energy of confined carriers arise as the consequence of
the dielectric mismatch. On the one hand, there is a single-
particle contribution coming from the interaction of carriers
with their own induced charges �self-polarization energy�,
and, on the other hand, there are two-particle contributions
coming from the interaction of a carrier with the charge in-
duced by the other one �polarization of the Coulomb inter-
action�.

By assuming infinitely high confinement barriers and
steplike dielectric functions, it was proved that dielectric
mismatch corrections on excitonic energies in spherical QDs
almost totally cancelled each other out,2,25,26 Coulombic ef-
fects being reduced to simple bare electron-hole attraction.
The problem of finite barriers and a steplike profile for the
dielectric function is quite a lot more involved. This is due to
the fact that the self-energy of the partially confined particle
diverges, yielding a non-integrable Schrödinger equation.
Several solutions have been proposed to overcome this pa-
thology, such as the regularization method,1,27 or the replace-
ment of the steplike dielectric function by a continuous
variation of the dielectric constant within a thin layer of the
order of a lattice constant, located at the interface.6,7 This
continuous model for the dielectric function can be justified
as follows. On the one hand, the interface between two semi-
conductors �or between semiconductor and vacuum� is never
perfectly sharp, as the steplike model of the dielectric inter-
face assumes. On the other hand, EMA integrates the micro-
scopic details of the unit cell. Therefore, the assumption of a
continuous variation of the dielectric constant within a lattice
constant-width shell at the interface is also reasonable. These
models yield an integrable self-polarization potential. Its pro-
file reveals a slight destabilization in the medium with a
higher dielectric constant, and a deep, narrow attractive well
in the other medium, close to the interface.6

Finite confinement barriers in the presence of dielectric
mismatch show qualitative differences with the infinite bar-
rier case. Thus, Bolcatto and Proetto6 showed that the dielec-
tric effects on exciton energies no longer cancel each other
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out. It was also shown that, under specific conditions, the
attractive self-polarization potential well is able to confine
carriers in surface states, these surface states could even been
located on the barrier side of the interface.27–29 On their
hand, Orlandi et al.28 pointed out that these surface states
may yield many-body ground state reconstructions that could
be monitored, in turn, by transport experiments.

The formation of surface states is more likely when one of
the media involved is air or a vacuum �because the depth of
the attractive self-polarization potential well of a spherical
QD in a given medium is related to �1/��–1/��� /R, �� and
�� being, respectively, the higher and the lower dielectric
constants of the media involved, and R the QD radius�. It
should be mentioned that we recently found that the self-
polarization well can induce electron trapping in air-filled
nanocavities of semiconductor matrices, despite the barrier-
acting nature of air.30 Within these surface states the carriers
undergo a strong radial localization, yielding a particular sce-
nario in which inter-particle Coulomb interactions can have
important effects on the system dynamics, as we showed in
another recent paper,29 where the influence of image charges
on the electron correlation in two-electron spherical QDs was
thoroughly investigated. It is shown there that we may face
two different limit situations of large dielectric mismatch in-
ducing localization of both electrons in a thin spherical
crown at the QD border. Namely, �QD��out and �QD��out.
In either case, the spherical crown is located inside/outside
the QD, respectively. When electrons are located inside they
behave almost as independent particles while outside they
strongly correlate. As the degree of confinement is similar in
both cases and the inner/outer effective masses employed in
the studied systems are of the same order, the kinetic energy
should also be similar. Hence, it is concluded that, while in
the first case the electron-electron interaction is negligible in
comparison to the kinetic energy, in the second case the op-
posite should hold.29 As the electron-electron interaction in-
cludes both bare Coulomb plus polarization terms, what must
happen is that polarization worked against bare Coulomb in
the case of electrons inside while enforced it in the outside
case, as can be qualitatively understood from an elementary
electrostatic analysis.35

In this paper we will show that if the QD is highly insu-
lating �e.g., �QD�4 for a 5.35 nm QD radius confined by a
0.9 eV confining barrier height�, no surface states can be
achieved when this QD is embedded in air or a vacuum,
accordingly to previously reported results.28,29 On bypassing
this dielectric constant threshold, a sudden increase in the
angular correlation occurs �as the electrons, confined in a
narrow crown at the external side of the QD border, exhibit a
strong tendency to avoid each other�. It is then found that as
�QD keeps growing, a monotonous decrease in the angular
correlation occurs. We rationalize this finding by looking at
the limit case of a conductor QD ��QD=��, where the strong
surface positive polarization charge induced by one electron
close to its location, and the corresponding negative charge
that it also induces on the opposite site at the QD surface,
work against the charge of this electron �which is pushing the
second electron away�. As a result, the angular correlation
decreases. We will show that similar, but enhanced, behavior
is found in a two-electron system in a spherical cavity of a

semiconductor matrix. Similarities and differences between
the two cases are discussed. Finally, we present a compre-
hensive study on the influence of image charges on electron
correlation and interaction energies of a weakly confined D−

center �two electrons bounded to a hydrogenic donor impu-
rity� in a semiconductor QD surrounded by air or a vacuum.
We show that the combination of one- and two-particle con-
tributions of the dielectric confinement leads to different situ-
ations in each system under study, above all when the elec-
tronic density is localized in a surface state.

II. THEORETICAL OUTLINE

We will focus our study on the ground state �1Sg� energies
and wave functions of spherical nanostructures containing
two interacting conduction band electrons. We employ EMA
and a macroscopiclike description of the screening of carri-
ers. Thus, a parameter, the dielectric constant, characterizes
the dielectric response of each medium that is involved. The
reliability of this approach has been well established for
zero-dimensional heterostructures similar to those presented
here.25,31

The Hamiltonian for two interacting conduction band
electrons reads, in atomic units �a.u.�,

H�r1,r2� = �
j=1,2

H j�r j� + Vc�r1,r2� . �1�

Vc�r1 ,r2� stands for the generalized Coulomb electron-
electron interaction, including dielectric mismatch effects.
This term can be obtained by solving the Poisson equation,
which presents an analytical solution for spherically symmet-
ric QDs when a ��r�=��r� steplike dielectric function is as-
sumed. The explicit expressions for Vc�r1 ,r2� are given in
Ref. 6. H j�r j� represents the one-particle conduction band
Hamiltonian of the system

H j�r j� = −
1

2
� � 1

m*�r j�
� � + V�r j� + Vs�r j� + ZVI�r j� .

�2�

The first term on the right-hand side of Eq. �2� represents
the variable mass hermitic kinetic energy operator.32,33 A
steplike function is employed for the effective mass in order
to account for different masses in different materials �mi

* and
m0

* for the confined and the surrounding medium, respec-
tively�. V�r j� is a steplike function representing the finite
spatial confining potential due to the band offset between the
media involved. Since, in all the cases studied, the media are
air �or a vacuum� and a semiconductor, the depth of the
confining well �V0� is given by the semiconductor electroaf-
finity. The origin of energies has been set at the bottom of the
semiconductor conduction band. Vs�r j� stands for the self-
polarization potential induced by the dielectric mismatch,
which can be obtained from Vc�r1 ,r2� as

Vs�r j� =
1

2
Vc�r j,r j� , �3�

after excluding the bare Coulomb terms. A smooth variation
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of the dielectric constant at the interface has been employed
in order to bypass the non-integrability of Eq. �2� when a
steplike dielectric function and a finite confinement barrier
occur simultaneously. A cosine-like profile within a layer at
the interface with a width of 0.3 nm �the order of a lattice
constant� is assumed. We have found that, as in Ref. 6, self-
energy effects are nearly no sensitive to the smoothing model
and to small changes in the interface width.

Finally, VI�r j� is the Coulomb potential �including polar-
ization� generated by a shallow donor impurity located at the
origin

VI�r j� = �−
1

�ir j

− � 1

�0
−

1

�i

� 1

R
if r � R ,

−
1

�0r j

if r � R ,	 �4�

where R stands for the interface radius, and �i and �0 are the
dielectric constants of the confined and surrounding media,
respectively. Z in Eq. �2� is 1 �0� when the impurity is in-
cluded �excluded�.

The spherical symmetry of the problem allows the angular
coordinates of the electron to be integrated analytically in
Eq. �2�. The radial parts of the exact one-particle wave func-
tions �nlm�r� and the corresponding energies are obtained by
means of numerical integration �finite differences in a grid
extended far beyond the interface radius R�. The numerical
nature of this integration requires the discretization of the
continuous ��r� function yielding a multistep profile within
the interfacial layer, so that new, artificially introduced diver-
gences are encountered. Such numerical divergences have
been overcome by means of a discretization scheme that
avoids calculating at the interfaces.34

Products of the basis functions �nlm are then used to con-
struct configuration-interaction �CI� expansions �LS=� j	 j

of the symmetry- and spin-adapted two-electron configura-
tions, where L and S are the total angular and total spin
quantum numbers, respectively. The two-electron Hamil-
tonian containing Coulomb interaction and polarization
terms �1� is then diagonalized in the CI basis set. As a result,
we get two-particle wave functions �LS�r1 ,r2� and energies
E�2S+1L�. We use as many single-particle basis functions �nlm

and as long a CI expansion as are needed to achieve conver-
gence and the required accuracy.

Here we will not use the standard quantum-chemical defi-
nition of correlation energy and correlation effects �related to
differences between CI and Hartree-Fock variational proce-
dures�. Electronic correlation is understood in the present
paper as the contribution of the excited configurations to the
exact ground state �1Sg� wave function in comparison to the
ground configuration 1s2. The quantification of this correla-
tion can be expressed, then, as ccorr=1− �c1s2�2, where c1s2 is
the coefficient of the 1s2 configuration in the CI expansion.

From the wave functions we define the radial pair density
P�r1 ,r2�,

P�r1,r2� = 2
 ���r1,r2��2r1
2r2

2 sin 
1 sin 
2d�1d�2d
1d
2,

�5�

to study radial correlations, and the angular correlation den-
sity Z�
�,

Z�
� = NZ����rmax,0,0�,�rmax,
,0���2, �6�

with rmax corresponding to the coordinates r1=r2 of the
P�r1 ,r2� maximum and NZ to the appropriate normalization
factor, to study angular correlations.

The D− center will be characterized by its binding energy
Eb, which is defined as

Eb�D−� = E0 + E�D0� − E�D−� . �7�

Here E0 is the lowest energy of the Hamiltonian Eq. �2� with
Z=0, i.e., the single-particle ground state energy of the un-
doped QD, and E�D0� and E�D−� are the single- and the
two-particle ground state energies of the doped �Z=1� QD,
respectively.

III. NUMERICAL RESULTS

A. Quantum dot in air or a vacuum

This section is devoted to studying the effects of the po-
larization of Coulomb interaction on the electronic correla-
tion of a two-electron QD in the large dielectric mismatch
regime �i.e., in the presence of a large QD-surrounding di-
electric mismatch leading to a transition from volume to sur-
face states�. To this end we consider a two-electron QD simi-
lar to the one studied in Ref. 29, defined by an R=5.35 nm
radius, a V0=0.9 eV confining barrier and an m*=0.5 effec-
tive mass. This QD is surrounded by air or a vacuum ��0

=m0
*=1�. The polarization of the Coulomb interaction is var-

ied from zero ��QD=1� up to a maximum value �achieved by
a conductor QD, �QD=��. From a numerical point of view,
no significant changes occur beyond �QD=40–80, and we
limit our study up to this range of QD permittivities.

First of all, we should mention that, as expected, an in-
crease in the dielectric mismatch is accompanied by an in-
crease in radial localization. This is basically a single-
particle self-polarization effect. In our case, as the QD
surroundings consist of air or a vacuum ��0=1�, the larger
the �QD, the deeper the self-polarization well and, hence, the
stronger the electron localization in this well. The transition
from volume to surface states takes place, in our case, at
�QD�4. This transition can be monitored very well by plot-
ting the radial density or the pair radial density P�r1 ,r2� vs
�QD. The corresponding figures, similar to Figs. 1 and 2 in
Ref. 29, have been omitted for the sake of conciseness.

From now on, we should keep in mind that in our case
�that is, �QD��0�, the surface states are localized in a spheri-
cal crown beyond the QD border �outside crown�, i.e., the
electrons are mostly in a vacuum. Therefore, regardless of
the QD permittivity, the electron-electron interaction con-
tains an enhanced bare Coulomb term including a null
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screening ��0=1� in the denominator. QD permittivity plays
its role in the polarization of the Coulomb interaction �inter-
actions between an electron and the charge induced by the
other one�.

As the polarization of the dielectric material by a given
charge can have a naive view as a set of charges of opposite
sign close to its location and of the same sign in the region
farthest away from it, we should conclude that polarization
works against bare Coulomb, by trying to bring electrons
nearer. This naive picture of the Coulomb interaction polar-
ization Vpol�r1 ,r2� is quantitatively confirmed in Fig. 1,
where a cross section of Vpol�r1 ,r2� is represented. In order
to draw this figure, the first electron is fixed at �0,0 ,rmax�,
i.e., at the bottom of the self-polarization well �the maximum
of the electron density� along the z axis. The second electron
is allowed to move along the line �0,0 ,z�. Two profiles cor-
responding to �QD=4 and 80 are included. We see that this
picture is a quantitative counterpart of our simplified reason-
ing stated above. On the one hand, the higher �QD is, the
more relevant Vpol turns to be. On the other hand, Vpol is
strongly attractive near z=R=5.35 nm and it is repulsive
close to z=−R=−5.35 nm, where, according to our naive ex-
planation, we meet opposite and same sign polarized
charges, respectively.

An immediate consequence is that angular correlation
should decrease as �QD increases, thus pushing the polariza-
tion of the Coulomb interaction up. This can be seen in Fig.
2, where Z�
� is plotted vs 
 for �QD=4 and 80, respectively.

In the previous section we defined a numerical parameter
ccorr=1− �c1s2�2 to account for electron correlation in a very
simple way. We will now use it to gain a deeper understand-
ing of the influence of polarization on the system dynamics.
To this end, we plot it in Fig. 3 vs �QD �set of data labeled as
P1�. By looking at this figure we can see that, initially, in the
range 1��QD�3, ccorr exponentially decreases vs �QD. We
deal with volume states in this range �surface states arise for
�QD=4 and beyond�. If, in a simplified reasoning, we disre-

gard the still small polarization effects, we can rationalize the
decrease in correlation as coming from an increase in the
screening arising in the dominant bare Coulomb term.36

The following abrupt increase in ccorr, shown in Fig. 3,
reveals the transition from volume to surface states. These
states are localized in an outside spherical crown close to the
QD border. Two relevant facts go in parallel to this phase
transition. On the one hand, the screening parameter of the
bare Coulomb term also undergoes a sudden transition from
�QD up to �0, with the corresponding sudden increase in the
bare electron-electron repulsion, which contributes in turn to
an �also abrupt� increase in correlation. On the other hand,
the electronic density suddenly moves from the QD center
region to the external crown. This transition goes in parallel
with a sudden increase in the contribution of l�0 orbitals,
with a node at the QD center, to the CI wave function. As
shown in Ref. 29, only a few configurations have relevant
coefficients in the CI expansion of the 1Sg surface ground
state, the 1p2 configuration being, by far, the most relevant
one. Our present calculations confirm this fact, and the set of
data with the label �c1p2�2 in Fig. 3 shows the evolution of the
contribution of this most relevant excited configuration vs
�QD. It can be clearly seen how this set of data parallels ccorr
�labeled as P1�.

FIG. 1. Coulombic potential Vpol generated by the polarization
charges induced by an electron located at �0,0 ,rmax�, in an outside
spherical crown close to the border of a R=5.35 nm quantum dot
surrounded by air or a vacuum, at the �0,0 ,z� line. Two different
QD dielectric constants are included. Dotted lines indicate the QD
edge. The auxiliary arrow indicates the position of the electron pro-
ducing Vpol.

FIG. 2. Angular correlation density Z�
� corresponding to a R

=5.35 nm, mi
*=0.5, V0=0.9 eV quantum dot in air or vacuum, for

two different QD dielectric constants.

FIG. 3. Two-electron quantum dot in air. ccorr=1− �c1s2�2 and
square CI coefficient of the most relevant excited 1p2 configuration
as a function of the QD dielectric constant �QD. P0 �P1� series
represents ccorr in the absence �presence� of polarization of the
electron-electron interaction. Lines are only guides for the eye.
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Once the phase transition has taken place, ccorr shows a
new gradual decrease vs �QD. Indeed, the bare Coulomb term
cannot contribute to it, as it is approximately constant �since
the screening parameter coming into it is �0 and not �QD�.
Then, the driving force for this new decrease in correlation,
as �QD increases, must be the growing polarization of the
Coulomb interaction, which works against the bare Coulomb
term. It is confirmed in Fig. 3, where ccorr is determined in a
set of calculations in which we have artificially removed the
polarization of the Coulomb interaction term �set of data
labeled as P0�.37

B. Air-filled nanocavities in semiconductor matrices

We have recently reported that self-polarization can in-
duce electron trapping in the air-filled nanocavities of a
semiconductor matrix.30 This trapping occurs in surface
states localized in an inside spherical crown close to the cav-
ity border. Therefore, the electron density is mainly located
in the barrier-acting air region. In the present paper we re-
port, to our knowledge, the first set of CI calculations of a
two-electron system trapped in a spherical nanocavity. As in
the previous section, we focus our study on the effects that
the polarization of the Coulomb two-body interaction has
upon the electron correlation. For a proper comparison with
the above presented results, an R=5.35 nm air-filled spheri-
cal barrier-acting �V0=0.9 eV� nanocavity �mC

* =�C=1� in a
semiconductor matrix defined by mM

* =0.5, and several val-
ues of �M �4 �which ensures electron-trapping in this nano-
cavity� is considered.

This is a problem similar to that of QD in air. Coming
back to the naive description of polarization of the Coulomb
interaction, we may say that an electron in the inside crown
induces positive charges on the cavity surface, mainly close
to its location, and negative charges in the regions farthest
away from it, i.e., at infinity or, in other words, no negative
charges influencing the second electron are induced. There-
fore, a stronger polarization potential with no repulsive char-
acter anywhere can be expected. This reasoning is confirmed
by calculations. Thus, the same cross section of Vpol�r1 ,r2�
as in Fig. 1, but for the two-electron system in a nanocavity
is plotted in Fig. 4 for the same values of the dielectric semi-
conductor permittivity, namely, �M =4 and 80. Indeed, we
can see in Fig. 4 that Vpol is always negative �attractive� and,
by comparison with Fig. 1, we can also see that it is stronger
than the one corresponding to a QD in air. Therefore for
electrons in a nanocavity one may expect correlation trends
similar to those of electrons in the QD surrounded by air, but
enhanced. This behavior can be seen in Fig. 5 �which paral-
lels Fig. 3�. Note we have only calculated the region of per-
mittivities �M �4, since for �M �4 there are no trapped, i.e.,
bounded, states.

In the region where comparison can be carried out, we
observe the same qualitative trends in QDs and nanocavities.
Thus, the full calculation �P1� shows a decrease in correla-
tion vs �M, and the set of calculations only including bare
Coulomb �P0� display an almost constant correlation. When
only bare Coulomb is included �P0�, the agreement between
cavities and QDs is quantitative. However, when full elec-

tron-electron interaction is considered �P1�, nanocavities
show lower correlation than QDs, due to the polarization
which, as discussed above, is induced more strongly in cavi-
ties than in QDs. Extending this reasoning, we also expect
nanocavities to have a smaller angular correlation than QDs
�the calculations proving this to be the case have not been
included for the sake of conciseness�.

C. Doped quantum dot in air or a vacuum

In this section we investigate the influence of a central
shallow donor impurity on the formation of a surface ground
state and on the system dynamics of a two-electron QD in
air. For the sake of comparison, here we consider the same
QD that was defined in Sec. III A but with a hydrogenic
impurity located at its center.

As in previous sections, we explore the influence of po-
larization on electron correlation by plotting the parameter
ccorr vs �QD �see Fig. 6�. Three regions or phases can be
distinguished in this figure. We name them according to their

FIG. 4. Coulombic potential Vpol generated by the polarization
charges induced by an electron located at �0,0 ,rmax�, in an inside
spherical crown close to the border of a R=5.35 nm cavity in a
semiconductor matrix, at the �0,0 ,z� line. Calculations for two dif-
ferent matrix dielectric constants are included. Dotted lines indicate
the QD edge. The auxiliary arrow indicates the position of the elec-
tron producing Vpol.

FIG. 5. Two electrons in an air-filled cavity of a semiconductor
matrix. ccorr=1− �c1s2�2 and square CI coefficient of the most rel-
evant excited 1p2 configuration, as a function of the matrix dielec-
tric constant �M. P0 �P1� series represents ccorr in the absence
�presence� of polarization of the electron-electron interaction. Lines
are only guides for the eye.
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main physical trend. Namely, impurity �1��QD�4.3�,
radial-Wigner �4.3��QD�5.5�, and angular-Wigner phase
��QD�5.5�.

In the impurity phase �1��QD�4.3�, the confinement re-
gime is weak �R�a0

*, a0
* being the Bohr radius�, both elec-

trons are tightly trapped by the impurity potential �see Fig.
7�a�, where the radial pair density P�r1 ,r2� for �QD=4 is
presented38� and the system is almost not influenced by the
confinement barrier V0. As for ccorr, it decreases vs �QD, this
trend being related to the growing screening of the electron-
electron interaction.

A main difference with the undoped QD is that the most
relevant excited configuration coming into the CI expansion
of the 1Sg ground state is not 1p2 but 1s2s. In this phase, the
excited 1s2s configuration accounts for most of the correla-
tion in the 1Sg ground state.

When �QD goes beyond 4.4, we enter in the radial-Wigner
phase. This is revealed in Fig. 6 by an abrupt increase in ccorr,
which reaches a value close to one, this value being main-
tained throughout the whole phase. The abrupt ccorr change at
�QD=4.4 is accompanied by a reconstruction of the 1Sg

ground state, i.e., the dominant configuration of this state
undergoes a sudden transition from 1s2 up to 1s2s, thus vio-
lating the Aufbau filling rule. The CI 1s2s coefficient re-
mains greater than 0.99 throughout all the radial-Wigner

phase. This ground state reconstruction involves, in turn, a
strong increase in radial correlation, as can be seen in Fig.
7�b�, where the radial pair correlation is shown for �QD=5.
This large radial charge separation can be described as one
electron deeply attached to the impurity at the QD center and
the other one localized mainly in an outside spherical crown
at the self-polarization well. In other words, in this phase, the
electronic density experiences a radial-Wigner-like localiza-
tion.

The last phase transition takes place at �QD=5.6 �see Fig.
6�, yielding the angular-Wigner phase. Within this phase, the
dominant configuration 1s2 is recovered and, simultaneously,
a fairly relevant contribution of the excited 1p2 configuration
takes place. These trends are similar to those of the undoped
QD, as can be seen in Fig. 6. Indeed, the electronic density
distribution shows, as in the case of the undoped QD, a very
strong radial localization of both electrons in the self-
polarization well �see Fig. 7�c��, and a large angular correla-
tion �not shown for conciseness�.

In summary, a two-electron doped QD in air experiences
three different phases, depending on the screening capability
of its building block material. Low dielectric constants yield
the so-called impurity phase, in which impurity is the main
driving force for the system dynamics. Intermediate values
of �QD monitor the radial-Wigner phase. In this intermediate
phase, the impurity still plays a relevant role by trapping one
of the electrons close to it. This electron-impurity pair is
viewed by the second electron as a neutral-like entity39 and it
therefore behaves as an isolated electron in a QD, choosing
the bottom of the self-polarization potential as its favorite
location. Finally, large values of �QD are associated with the
angular-Wigner phase, where impurity plays a minor role
and the two-electron doped QD almost behaves as though it
was undoped.

Orbital and binding energies in a doped QD vs �QD

This last section is devoted to investigating the influence
of the dielectric mismatch on the single-particle energy struc-
ture and its relation with the phases encountered in a two-
electron doped QD. It is also devoted to studying the evolu-
tion of binding energy in the different phases.

Figure 8 represents the energy of the low-lying single-
particle orbitals vs �QD. In this figure, the range of dielectric

FIG. 6. Two-electrons doped quantum dot in air. ccorr=1
− �c1s2�2 and square CI coefficients of the most relevant excited
configurations, as a function of the QD dielectric constant �QD.
Nondoped QD ccorr is also enclosed for the sake of comparison.
Lines are only guides for the eye.

FIG. 7. �Color online� Radial pair densities P�r1 ,r2� of the two-electron ground state of a doped QD in air or a vacuum for three different
values of the QD dielectric constant. �a� �QD=4, �b� �QD=5, �c� �QD=6. Dotted lines indicate the quantum dot edge.
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constants corresponding to the radial-Wigner phase has been
highlighted in order to delimit the range of all three phases.
In the low-�QD region, the low-lying single-particle energy
spectrum resembles that of an impurity in an extended me-
dium, i.e., the 1s ground orbital is energetically well sepa-
rated from the nearly degenerated 1p and 2s orbitals.

As �QD increases, the self-polarization well becomes
deeper and the impurity potential shallower. In the inter-
mediate-�QD region, orbitals 1p and 2s are quite stabilized by
the self-polarization potential becoming surface states and
appearing energetically close to 1s �which is still a volume
state�. An anticrossing between same symmetry orbitals 1s

and 2s then occurs, i.e., the 1s orbital concentrates mostly in
the self-polarization well while 2s turns back into a volume
state. Further on, 1s and 1p become quasidegenerate and
increasingly stabilized by the self-polarization well, while 2s

is left unstabilized.
A key factor for reconstructions and strong correlations is

the energy distance between interacting orbitals. Thus, the
radial-Wigner phase corresponds to the region where 1s and
2s are very close. As both orbitals show a very different
density distribution �one is close to the QD center while the
other is at its surface� Coulomb repulsion is small, so that a
reconstruction from 1s2 up to 1s2s becomes favorable. All
the same, the angular-Wigner phase corresponds to the re-
gion where 1s and 1p are quasidegenerate and the formation
of an angular-Wigner-like molecule with a minimum Cou-
lomb repulsion arises.

Looking at Fig. 6 one realizes that the radial-Wigner
phase occurs in a rather short range of dielectric constants
�4.3��QD�5.5 for an R=5.35 nm QD confined by a barrier
of height V0=0.9 eV�. On the one hand, we have proved that
this phase is robust to large changes in the QD radius. In
particular, we fixed �QD=5 and observed that the radial
charge separation remains unaltered for R ranging from 4 to
more than 20 nm. On the other hand, we also considered
taller confining barriers. In this regard we should remember
that the larger the confining barrier is, the larger the value of
�QD required to induce surface states will be. As �QD rises,
the 1p orbital stabilizes with respect to the 2s. If the increase
is large, it may give rise to a diffuse phase transition with

simultaneous increasing of both radial and angular correla-
tions in a short range of dielectric constants. In other words,
the intermediate radial-Wigner phase may eventually be re-
placed by a diffuse transition from the first to the third phase.

Finally, we calculate the binding energy Eb�D−� of the
doped two-electron QD. The results are summarized in Fig.
9, where the D− binding energy Eb�D−� �Eq. �7�� is repre-
sented vs the QD dielectric constant. The binding energy in
the same case but now disregarding dielectric effects ��0

=�QD� has also been included as a reference. In this last case,
Eb�D−� diminishes monotonically as �QD increases, due to
the enhanced screening of the attractive impurity potential.
But when dielectric effects are included, the binding energy
is canceled out in the range of existence of the radial-Wigner
phase �see Fig. 9�. Then, this phase can be considered to be
the superposition of one electron in the ground state of a
doped QD and the other in the ground state of an indepen-
dent, undoped QD �see Eq. �7��. The underlying reason is
that the Coulomb potential �including polarization terms�
produced by the s-like internal electron is almost totally can-
celled out with the one produced by the impurity, thus pro-
viding no net effect on the external electron. This external
electron then behaves as a single electron in an undoped QD,
while the internal electron, located very close to the impurity,
is negligibly affected by the electron in the external crown.

IV. CONCLUSIONS

A comprehensive study is carried out to investigate the
influence of dielectric mismatch effects on Coulombic corre-
lations and energies in several zero-dimensional two-electron
spherical systems, namely, a semiconductor quantum dot in
air or a vacuum, an air-filled nanocavity in a semiconductor
matrix, and a D− center confined in a semiconductor quan-
tum dot surrounded by air or a vacuum. We focus our atten-
tion on situations in which surface states are formed as a
consequence of single-particle self-polarization effects. It is
shown that the polarization of the electron-electron interac-

FIG. 8. Energies of the low-lying orbitals 1s, 2s, and 1p, corre-
sponding to a doped QD in air, as a function of its dielectric con-
stant �QD. In the figure, the range of dielectric constants correspond-
ing to the radial-Wigner phase has been highlighted in order to
delimit the range of all three phases occurring in this system. Lines
are only guides for the eye.

FIG. 9. Binding energy, Eb�D−� as a function of the doped two-
electron QD dielectric constant �QD. The binding energy resulting
when the dielectric effects are disregarded ��0=�QD� has also been
included as a reference. In the figure, the range of dielectric con-
stants corresponding to the radial-Wigner phase has been high-
lighted in order to delimit the range of all three phases occurring in
this system. Lines are only guides for the eye.

DIELECTRIC MISMATCH EFFECTS IN TWO-ELECTRON… PHYSICAL REVIEW B 74, 125322 �2006�

125322-7



260 Publicaciones

tion induced by the dielectric discontinuity strongly affects
interparticle correlations and interaction energies. In addi-
tion, the study also demonstrates how the combination of
single- and two-particle Coulombic effects may give rise, in
weakly confined D− systems, to the appearance of different
phases. Strong, Wigner-like localizations of the electronic
density and important reconstructions of the two-electron
ground state are found.

The main conclusions of the paper are itemized as fol-
lows.

�i� Surface states in QDs surrounded by air or a vacuum
may localize the electronic density in the external medium,
and, then, electrons undergo a strong angular correlation.
This correlation is gradually reduced as the QD dielectric
constant increases, due to the influence of the polarization
charges induced at the dielectric interface.

�ii� In the case of surface states in air-filled nanocavities
of semiconductor matrices, polarization charges reduce the
electronic correlation to a greater extent than in the QD case.

�iii� A transition phase from volume to surface states ac-
companied by a strong radial Wigner-like localization of the

electronic density is produced when a quantum dot is doped
with a central shallow donor impurity in the weak confine-
ment regime. Within this phase, the D− center presents zero
binding energy, providing a situation in which the system
behaves as a twofold electron reservoir. We show that the
impurity is able to attach the first excess electron strongly.
However, this electron totally blocks the effect of the impu-
rity, and the system now behaves as an undoped �and empty�
QD for the second excess electron.

�iv� The radial-Wigner phase vanishes as we approach the
strong confinement regime. However, it is stable within a
wide range of QD sizes, thus making its experimental search
and characterization feasible.
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It still includes the polarization of the dielectric medium, screen-
ing the vacuum bare Coulomb e2 /r term. In this sense, please
note that there is no contradiction between the limit values that
the bare Coulomb term may reach for very large values of �QD

in the case of a high/low V0 confining QD barrier, which does
not allow/allows the formation of surface states. In the first in-
stance, the bare Coulomb term goes to zero as the dividing
screening factor �QD increases greatly. In the second case, we
find a value of 1 /R a.u. �which corresponds to the work required
to bring an electron from infinity up to the border of a radius R

QD when a unit charge is uniformly distributed in an outside
spherical crown by this border�.

38 Note that the radial pair density P�r1 ,r2�, Eq. �5�, includes the
differential surfaces dSi=ri

2 sin 
id
id�i in its definition. It is
therefore necessarily zero at the origin, r1=r2=0. However, this
does not mean at all that the wave function has a node at the
origin.

39 Within the radial-Wigner phase, the electron-electron Coulomb
repulsion is nearly independent of �QD and can be accurately
estimated by 1/�0rmax. This same value, but with opposite sign,
corresponds to the �attractive� interaction of the unit negative
charge located in the outside crown and the central hydrogenic
impurity. Both interactions lead, then, the second electron to feel
nearly free, within the region where it is confined.
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The influence of the dielectric environment on the far-infrared �FIR� absorption spectra of two-electron

spherical quantum dots is theoretically studied. Effective mass and envelope function approaches with realistic

steplike confining potentials are used. Special attention is paid to absorptions that are induced by the electron-

electron interaction. High confining barriers make the FIR absorption coefficients almost independent of the

quantum dot dielectric environment. Low barrier heights and strong dielectric mismatches preserve the strong

fundamental �Kohn� mode but yield the cancellation of excited absorptions, thus monitoring dielectrically

induced phase transitions from volume to surface states.

DOI: 10.1103/PhysRevB.75.195336 PACS number�s�: 73.21.La, 78.67.�n, 73.22.�f

I. INTRODUCTION

A direct consequence of the generalized Kohn’s theorem

is that we cannot expect many-body effects on far-infrared

�FIR� absorptions in a quantum dot �QD� confined by a para-

bolic potential, as long as the interparticle interaction de-

pends on the relative distance between carriers only.1 Moti-

vated by the experimental results obtained by Sikorski and

Merkt,2 several authors3–5 demonstrated that the insensitivity

of the FIR absorption spectra to Coulomb interaction comes

from the separability of the center-of-mass motion from the

relative motion in the many-body Hamiltonian when para-

bolic confining potentials are involved. Then, since the di-

pole operator couples exclusively to the center-of-mass

Hamiltonian, the FIR radiation promotes only center-of-mass

excitations, yielding a FIR spectrum similar to that of a

single carrier in the QD.

However, deviations from the generalized Kohn’s theo-

rem have been reported in parabolic QDs. For instance, in-

tersubband mixing6 and spin-orbit coupling7 do not allow the

separation of the center-of-mass motion, thus yielding a FIR

absorption spectrum that may reveal many-body effects.

These effects become significant for the valence band but are

negligible for the conduction band excitations of few-

electron QDs.1

A larger influence of the electron-electron interaction on

the FIR absorption spectra arises in QDs whose confining

potential deviates from the parabolic shape �see, e.g., Ref. 8�.
In most cases, the spatial confining potential in QDs origi-

nates from the band offset between neighbor materials. Thus,

although parabolic potentials may be appropriate to describe

the low-lying states of large QDs, they are not suitable to

account for confinement in small nanocrystals, such as the

nearly spherical nanocrystallites synthesized by wet chemis-

try methods or in the case of multishell QDs, for example.

One should employ steplike confining potentials instead. If

we do so, the center-of-mass and relative motions cannot

decouple and, as a consequence, the electron-electron inter-

action may affect the FIR absorption spectra so that even

new Coulomb-induced transitions may arise.9

The extent to which many-body effects are reflected in the

FIR absorption spectrum depends on the relevance of these

effects in the system dynamics, which in turn is governed by
the ratio between the kinetic energy T and the Coulomb re-
pulsion energy V. The simplest model one can adopt for the
description of QDs confined by steplike potentials is the full
confinement of the carriers in the dot by means of infinitely

high barriers located at the QD border. In this case, the so-

called confinement level a0
* /R �a0

* and R standing for the

effective Bohr and the QD radii, respectively� determines the

relevance of the electron-electron interaction effects in the

FIR absorption spectrum of spherical QDs.10

However, the assumption of infinitely high barriers is of-

ten too restrictive to accurately describe the QD physics.

Indeed, several studies11–13 have shown that the relaxation of

such a strong condition �by employing finite barrier confin-

ing potentials� considerably improves the agreement between

theoretical predictions and experimental observations. We

will show later that the height of the confining barrier by

itself does not alter the many-body contribution to the FIR

absorption spectra. However, we will also show that the bar-

rier height can yield dramatic changes when combined with

another type of confinement that also affects the coupling

between the center-of-mass and relative motions, i.e., the di-

electric confinement. As stated above, a necessary condition

for the generalized Kohn’s theorem to remain valid is that

the electron-electron interaction is dependent only on the

relative distance between the electrons. This holds when the

dielectric response of the medium is homogeneous, but defi-

nitely not when the dielectric constant of the QD material is

different from that of the surrounding medium. In such a

case, image charges arise at the interface between the two

media, modifying the Coulomb interaction potential due to

the interaction between each electron and the image charges

induced by the others �polarization of the Coulomb interac-

tion; see, e.g., Refs. 14 and 15�. The modified potential can-

not be expressed exclusively in terms of interelectron dis-

tances and so the polarization of the Coulomb interaction

itself breaks the generalized Kohn’s theorem.

In addition to the polarization of the Coulomb interaction

�a many-particle effect�, dielectric confinement also presents

a single-particle contribution, the so-called self-polarization

potential, which accounts for the interaction of the electrons

with their own induced charges. This potential presents a
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profile revealing a slight destabilization in the medium with a

higher dielectric constant �the QD material in the present

work� and a deep, narrow attractive well close to the inter-

face in the other medium15,16 �which we will consider to be

air or a vacuum�. Under conditions of large dielectric mis-

match, the image charges can have a considerable effect on

the QD energy spectrum and the electronic density distribu-

tion in the QD. Thus, it has recently been reported16,17 that,

under specific conditions, the electronic density can undergo

a transition from volume states �i.e., states confined in the

QD volume� to surface states, the latter being localized

mainly in the self-polarization potential well. Interestingly,

the relevance of many-body effects in these surface states is

mostly governed by polarization effects. Indeed, when the

QD is embedded in a high dielectric constant matrix, the

electrons in the surface state behave as almost independent

particles, whereas an enhanced angular correlation leads to

the formation of a Wigner-like molecule when the surround-

ing medium is air or a vacuum.16 Therefore, important

changes in the FIR absorption spectra can be expected when

dielectrically induced surface states are formed.

In this paper we show how both the relaxation of the

infinite barrier condition and the presence of dielectric mis-

matches influence the low-energy region of the FIR absorp-

tion spectrum of a two-electron spherical QD. We concen-

trate on the absorption coefficients corresponding to a certain

type of transitions which are induced by the electron-electron

interaction. We will show that, in the presence of high con-

fining barriers, the different contributions of image charges

�single- and two-particle effects� almost cancel each other

out. In the absence of dielectric mismatch effects, the relax-

ation of the infinite barrier condition has almost no effect on

the FIR spectra. Therefore, in both situations, the confine-

ment level a0
* /R characterizes the many-body contribution to

the FIR absorption spectra. But decreasing the confining bar-

rier height in conditions of strong dielectric mismatch can

yield a sudden change in the FIR absorption spectrum. This

change can be associated with a previously reported dielec-

trically induced phase transition from volume to surface

states,16 which could therefore be monitored by means of

FIR spectroscopy measurements.

II. THEORETICAL OUTLINE

We work within the effective mass and envelope function

approximations, and we consider only the conduction band

states. Within the dipole approximation, the absorption coef-

ficient associated to a transition from the ground �0� to an

excited state �n� can be calculated as

� = ��n�r�0��2. �1�

Since, according to a theorem by Wigner,18 the ground

state symmetry of a two-electron spherical QD in the ab-

sence of external fields is 1Sg, the selection rules allow tran-

sitions only to excited states with symmetry 1Pu.19 Thus,

only these transitions can be active in the absorption spectra.

To account for the low-lying states of both symmetries, first

we solve the one-particle effective-mass Schrödinger equa-

tion, in atomic units,

H�r� = −
1

2
� � 1

m*�r�
� � + V�r� + Vs�r� , �2�

considering a position-dependent electron effective mass20

m*�r� and a steplike confining potential V�r�, and including

the self-polarization potential Vs�r�, which is previously

computed following the procedure given in Ref. 21. The ra-

dial parts of the exact single-particle eigenfunctions are de-

termined numerically on a grid extending far beyond the dot

radius R. Products of these basis functions are then used to

construct configuration-interaction �CI� expansions of the

symmetry- and spin-adapted two-electron configurations.

The two-electron Hamiltonian containing Coulomb interac-

tion and polarization terms15 is then diagonalized in the CI

basis set. As a result, we get two-particle wave functions and

energies. We use as many single-particle basis functions and

as long a CI expansion as are needed to achieve convergence

and the required accuracy.22 Due to the degeneracy of the

three n 1Pu wave functions exclusively differing in the quan-

tum number associated with the z projection of the total an-

gular momentum �Mz�, the eigenstates �and, therefore, the

absorption coefficients� are only computed for a given value

of Mz. The use of the Wigner-Eckart theorem23 then yields

the total absorption coefficient

�n = 	
Mz=−1,0,1

��nMz�r�0��2, �3�

which is proportional to the absorption intensity.

III. RESULTS AND DISCUSSION

We concentrate on the absorption coefficients involving

the ground state and the four 1Pu lowest-lying states. The

first and most intense transition �1 corresponds to the exci-

tation from the ground state to the 1 1Pu state. This transition

is the only one that is allowed when the confinement poten-

tial is harmonic. We are interested, though, in transitions in-

duced by center-of-mass and relative motion coupling, and

more particularly in those induced by the electron-electron

interaction. Therefore, we will pay attention to the absorp-

tions �2 �1 1Sg→2 1Pu�, �3 �1 1Sg→3 1Pu�, and �4 �1 1Sg

→4 1Pu�, arising next in the spectrum, which are forbidden

in the case of parabolic potentials. Their strengths relative to

�1 are represented in Fig. 1, as a function of the confinement

level a0
* /R for two different confining barrier heights,

namely, V0→� and V0=0.5 eV. In this first series of calcu-

lations dielectric effects are ignored. The dielectric constant

for the QD surroundings is then chosen to be the same as that

of the QD.

When the electrons are in the strong confinement regime

�i.e., when a0
* /R is large�, the Coulomb repulsion becomes

negligible, and the kinetic energy dominates the system dy-

namics. In these conditions, the electrons behave as indepen-

dent particles in the QD and the absorptions induced by the

Coulomb interaction then become negligible. This behavior

is observed in Fig. 1 for �2 and �3, which tend asymptoti-

cally to zero as we increase a0
* /R. Thus we can say that these

transitions are induced by the Coulomb interaction. In con-

trast, the relative coefficient of �4 remains almost constant in
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all the confinement range, denoting that it is basically a

single-particle effect �arising from the center-of-mass and

relative motion coupling�.
As we move toward the other limit, i.e., the weak confine-

ment regime, the relative coefficients of �2 and �3 become

significant, following the increasing relevance of the Cou-

lomb repulsion. In particular, �2 increases exponentially, be-

coming extremely enhanced for small a0
* /R values. In this

limit of weak confinement, the Coulomb interactions exert a

decisive influence on the system dynamics, yielding a strong

correlation between the electrons that may eventually give

rise to Wigner phases in the QD volume. As we show next,

the peculiar enhancement of �2 is related to the presence of

Wigner-like states in the QD, similar to those predicted

by Ugajin9 in the case of two-dimensional �2D� square

well QDs. To monitor these states, in Fig. 2 we have

represented the radial pair density P�r1 ,r2�
=2
 ���r1 ,r2��2r1

2r2
2 sin �1 sin �2 d�1d�2d�1d�2 for the

ground state 1Sg �Fig. 2�a�� and the three 1Pu lowest-lying

states �Figs. 2�b�–2�d��, which are involved in the absorp-
tions �1, �2, and �3, respectively. Figure 2, which corre-
sponds to an extremely weak confinement regime a0

* /R
=0.03, reveals that the strong absorption coefficient �2 is
associated with a large redistribution of the electronic density
in the transition �see Figs. 2�a� and 2�c��, which is not the
case of the other transitions. Indeed, the excited state in-
volved in this transition �Fig. 2�c�� presents a singular elec-
tronic distribution characterized by a radial Wigner-like lo-
calization of the electronic density, where the electrons avoid
each other by localizing their electronic density in different
radial positions.

Figure 1 also reveals that in the absence of dielectric mis-
match it is the confinement level a0

* /R that determines the
relative strength of the FIR absorptions independently of the
confining barrier height, as shown by the comparison of the
results obtained with V0→� �full lines in Fig. 1� and V0

=0.5 eV �dotted lines in Fig. 1�, which almost coincide. We
will show later that, in the presence of large dielectric mis-
match between the QD and its environment, this is no longer
necessarily true.

To approach the study of the dielectric effects on the FIR
absorption spectrum, we will consider first the case of a QD
confined by impenetrable barriers and immersed in air or a
vacuum �m*=�=1�. The choice of such a QD environment is

made in order to maximize the polarization charges.15 Once
the external medium is fixed, the amount of image charge
that arises at the QD border depends exclusively on the QD
dielectric response; the larger the QD dielectric constant is,
the larger the amount of induced charge will be in our case.
However, increasing the QD dielectric constant also en-
hances the screening of the direct electron-electron interac-
tion �bare Coulomb interaction�. Therefore, one must be
careful when studying changes in the FIR absorptions as an
exclusive function of the dielectric mismatch �i.e., the QD
dielectric constant� because the total absorption coefficients
will depend on both the direct Coulomb and polarization
contributions. Thus, to isolate the dielectric mismatch effect,
in Fig. 3 we have analyzed the absorption coefficients �2 and
�3 �corresponding to transitions induced by the electron-
electron interaction� relative to �1 as a function of the QD
dielectric constant �QD, but simultaneously changing the
electron effective mass in order to keep the confinement

level a0
* /R �and thus the bare Coulomb contribution� con-

stant. These calculations are presented in Fig. 3 for a0
* /R

=0.06, with R=7 nm. In addition, the data series correspond-

ing to the absence of dielectric mismatch have been included

for the sake of comparison �series labeled as B�. Since di-

electric discontinuity gives rise to two different contribu-

tions, namely, a many-particle effect coming from the polar-

ization of the electron-electron interaction and a single-

particle one coming from the self-polarization, and we are

mostly interested in many-particle effects, in Fig. 3 we also

present a set of calculations including the dielectric contri-

bution corresponding exclusively to the polarization of the

electron-electron interaction �S0 series in Fig. 3�. We should

remark that this calculation does not correspond to any real

case, in the sense that this contribution cannot be disen-

tangled from the self-polarization one. However, it will pro-

vide a deep insight into the analysis of many-body effects on

the absorption coefficients.

FIG. 1. Absorption coefficients �2 �solid squares�, �3 �solid tri-

angles�, and �4 �open squares� relative to �1 vs the electron con-

finement level a0
* /R, in the absence of dielectric mismatch, for two

different barrier heights V0=� �solid lines� and 0.5 eV �dotted

lines�. Lines are only guides for the eye.

FIG. 2. �Color online� Radial pair densities P�r1 ,r2� of the two-

electron 1Sg ground and three 1Pu lowest-lying states for a0
*=0.03,

V0=�, in the absence of dielectric mismatch between the QD and

the surrounding medium.
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As we stated above, the presence of polarization charges

modifies the electron-electron interaction potential in such a

way that it can no longer be expressed as an exclusive func-

tion of interelectron distances. This fact enhances the cou-

pling between the center-of-mass and relative motions, so

that we could expect a larger influence of many-body effects

on the FIR absorption coefficients when the polarization of

the electron-electron interaction is taken into account. This is

reflected in Fig. 3 �S0 data series�, where both �2 and �3 are

enhanced with respect to the case of a QD that is dielectri-

cally matched to the environment.

However, when the self-polarization contribution is also

taken into account �the S1 series in Fig. 3�, the influence of

the dielectric effects almost cancels out. This surprising re-

sult could be explained by considering the particular profile

of the self-polarization potential within the QD volume,

which becomes more and more destabilizing as we move

away from the QD center.16,24 This one-particle potential is

superimposed on the spatial confining potential, resulting in

a profile that deviates from the parabolic shape to a lesser

extent than the steplike one. Therefore, self-polarization

tends to diminish the center-of-mass and relative motion cou-

pling, in contrast to the enhancement produced by the Cou-

lomb polarization potential. Thus, both effects somehow

compensate, and the influence of many-body effects on the

FIR absorption coefficients remains almost unaltered. Inter-

estingly, the sum of one- and two-particle dielectric contri-

butions becomes almost independent of the QD dielectric

constant, so that, although the resulting �2 and �3 are slightly

different from their counterparts in the absence of dielectric

mismatch, the relative absorption coefficients are still deter-

mined by the confinement level a0
* /R.

The issue of considering finite confining barriers and, si-

multaneously, strong dielectric mismatches is rather more in-

volved, because in this case the leakage of the electronic

density into the barrier region can completely change the

physics in the QD. Indeed, when the confining barrier is

small enough �or the dielectric mismatch large enough� a

transition from volume states to surface states may

occur.16,17,25 The driving force is the narrow, deep well of the

self-polarization potential, which is able to trap the electronic

density in a thin spherical crown in the external medium,

close to the QD border. Many-particle interactions take on

special relevance in these surface states. Thus, the electronic

density undergoes a strong radial localization in a nonscreen-

ing external medium ��=1�, yielding a large enhancement of

the angular electron correlation. Consequently, the electrons

exhibit a strong tendency to avoid each other, and localize

their electronic density in diametrically opposite positions

within the spherical crown, i.e., forming an angular Wigner-

like molecule.16 The different localization of the electronic

density, together with the enhancement of many-body inter-

actions, leads us to expect important changes in the FIR ab-

sorption spectrum when these surface states are formed.

The results presented in Fig. 4 correspond to the same

calculations as in Fig. 3, but in this case the infinite height

confining barrier has been replaced by one with a finite

1.5 eV height. When the QD dielectric constant is low

��QD�7 in Fig. 4�, the self-polarization potential well is not

deep enough to overcome the destabilizing barrier of the spa-

tial confining potential, and the electronic density remains

within the QD volume. In such a situation, the FIR absorp-

tion coefficients are similar to those corresponding to high

confining barriers �see Fig. 4�. However, as �QD increases

�thus increasing the dielectric mismatch�, the self-

polarization potential well becomes deeper and eventually

capable of promoting the electronic density from the QD

volume to the surface once �QD is larger than a given thresh-

old ��QD7 in our case�. As shown in Fig. 4, this transition

goes in parallel with a cancellation of the relative coefficients

of �2, �3, and �4, thus yielding a FIR absorption spectrum

rather different from the case of QD-environment dielectric

matching.26

The results obtained for �QD	7 are, however, apparently

contradictory. Indeed, the correlation effects in these surface

states are strongly enhanced, so we could expect larger ab-

sorption coefficients for the transitions induced by the Cou-

lomb interaction. Yet Fig. 4 shows that, actually, these coef-

ficients are suppressed. We can rationalize the above results

FIG. 3. Coulomb-induced absorption coefficients �2 �squares�
and �3 �triangles� relative to �1 as a function of the QD dielectric

constant �QD, for an R=7 nm, V0=� two-electron spherical QD in

air or a vacuum. The S1 series include full dielectric effects; the S0

series exclude the self-polarization contribution. The B series cor-

respond to the case of dielectric matching between the QD and the

surroundings. All calculations have been performed for a fixed

value of a0
* /R=0.06. Lines are only guides for the eye.

FIG. 4. Absorption coefficients �2 �solid squares�, �3 �solid tri-

angles�, and �4 �open squares� relative to �1 as a function of the QD

dielectric constant �QD, for an R=7 nm, V0=1.5 eV two-electron

spherical QD in air or a vacuum. All calculations have been per-

formed for a fixed value of a0
* /R=0.06. Lines are only guides for

the eye.

J. L. MOVILLA AND J. PLANELLES PHYSICAL REVIEW B 75, 195336 �2007�

195336-4



Confinamiento dieléctrico 267

by describing the two strongly interacting electrons in the

surface state by a model of two electrons forced to move in a

spherical surface. In the limit of strong interaction the two

electrons form a Wigner molecule similar to a rigid rotor

with one electron sited at the very opposite position from the

other one in the spherical surface. Within this model, the

two-electron system presents only rotational states having a

null dipolar moment. Thus, the FIR radiation yields a null

absorption coefficient for any dipole transition. Obviously,

this is not exactly our case, since the transition �1 is still

active in the FIR absorption spectrum. This happens because

actually the rigid rotor approximation is a model that is too

simplified to accurately describe the angular Wigner-type

molecule formed. Indeed, the real system presents a vibra-

tional mode involving oscillations of the relative angle be-

tween the electrons, which is fixed in the rigid rotor model.

Therefore, the nonforbidden absorption �1 can be associated

with the �only� allowed transition from the ground vibra-

tional state of this relative angle oscillation mode. The larger

the Wigner character of the electronic system is, the lower

the intensity and the larger the absorption energy of this tran-

sition will be.27

IV. CONCLUSIONS

We have studied the sensitivity of the FIR absorption

spectrum of two-electron spherical quantum dots with step-

like confining potentials to the barrier height and the dielec-

tric mismatch between the dot and its environment, focusing

on absorptions induced by the Coulomb interaction. Despite

the large effect that the two different �single- and two-

particle� dielectric contributions exert in isolation, their inter-

play does not yield significant effects in the FIR absorption

coefficients when high confining barriers are involved. Ac-

cordingly, the many-body contribution to the FIR absorption

spectrum is governed by the QD confinement level a0
* /R.

But, in the presence of low confining barriers, the dielectric

mismatch can induce a transition from volume to surface

states, yielding dramatic changes in the FIR absorption spec-

tra. Among others, Coulomb-induced absorptions cancel out

despite the enhanced electron-electron repulsion within the

surface state, and the spectrum resembles that of a parabolic

quantum dot, with only one active absorption peak. Our find-

ings provide theoretical evidence that FIR absorption mea-

surements can be suitable for monitoring surface states. This

result encourages experimental work directed toward con-

firming the predicted formation of dielectrically induced sur-

face states in quantum dots under low-barrier and high-

dielectric-mismatch conditions.
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Abstract

Theeffect that thedielectricmismatcharisingin man-madenano-semiconductor
quantumdots(QDs)hason their electronicstructureis reviewed. A very convenient
theoreticaldescription,very closeto macroscopic-like intuition andlanguages,given
by the effective massapproach(EMA), is considered.Specialattentionis paid to
situationsof largedielectricmismatchwherethedielectricconfinementplaysa funda-
mentalrole,exceedingtheinfluenceof spatialconfinementontheenergystructureand
yieldinga completelynew QD physics.Thechapteris organizedasfollows. First,we
presenta brief outlineof theEMA approach,includinga discussionon their rangeof
applicabilityanda shortpresentationof theclassicalmacroscopicelectrodynamicsin
dielectricmediaemployedin this approach.Next, a sectionis devotedto demonstrat-
ing the validity of the continuousmediaelectrodynamicsfor studyingnanocrystals
with EMA. Throughoutthetwo subsequentsectionswe review themathematicalap-
paratusrequiredto dealwith carriers’interactionin QDsconfinedeitherby impenetra-
ble walls or by finite heightconfiningbarriers.Finally, a discussionon thephysicsof
shallow donorimpuritiesandon theformationof surfacestatesinducedby dielectric
mismatchin QDsis presented.

1 Intr oduction

Sincethepioneeringworksby Stern[1] andBrus[2] awealthof papershave been devoted
to understandingthe role and influenceof the dielectric mismatcharising in man-made
nano-semiconductorheterostructureson the energetic structureand optical propertiesof
their carriers.

Accordingto theelectrodynamicsof continuousmedia,carriersconfinedin a material
whichincludesdielectricmismatchesinducesurfaceimagecharges.As aconsequence,two
new contributionsto theenergy of carriersarise.On theonehand,thereis a single-particle
contribution comingfrom the interactionof carrierswith their own inducedcharges(self-
polarizationenergy) and,on the otherhand,therearemany-particlecontributionscoming
from the interactionof a carrierwith thecharge inducedby the others(polarizationof the
Coulombinteraction). Nevertheless,from a microscopicpoint of view, a given medium
is no morethanelectronsandnuclei in a vacuum. Then,in an atomisticapproachto the
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electrostaticscreeningonly electronsand nuclei in a vacuumare considered.However,
the most common treatmentemployed to describenanosystemsis the effective mass
approach(EMA), which is basedon theso-calledenvelopefunctionapproximation(EFA).
Within this approximation,the wave-function is factorizedas a productof cell-periodic
and smoothenvelope functions. Details of the unit cell are then integrated, yielding
differential equationsfor theseenvelopefunctions,which aremathematicallyidentical to
theSchr̈odingerequation,but with all microscopicdetailsof theunit cell averagedin a set
of parameters.Within the framework of this approach,thevalidity of theelectrodynamics
of continuousmediais assumed.

Although reasonabledoubts and some controversies emerged about the feasibility
of the macroscopictreatmentof electrostaticscreeningin nanometric-sizedsystems,its
validity has beenwell establishedby meansof comparisonwith atomistic calculations
(see,e.g.,refs. [3, 4]). Thus,EMA yields a very convenientdescriptionof the role of the
dielectric mismatchin nanoscopicsystems,very closeto macroscopic-like intuition and
languages.

This chapterrepresentsan outline of the influenceof dielectric confinementon the
energy structureand physicalpropertiesof semiconductorquantumdots, studiedwith a
macroscopic-like treatmentof theelectrostaticscreening.Particularemphasisis placedon
the methodsusedand developedas well as the resultsobtainedover the last few years
by the presentingauthors.We will review, on the onehand,the problemsinvolved when
sucha macroscopictreatmentis employed, and the different physicaland mathematical
modelsthat have beenusedin order to overcomethe computationaldifficulties that have
emerged [5–7]. On the otherhand,we will show anddiscusshow, in the so-calledlarge
dielectricmismatchregime,dielectricconfinementcancompetewith spatialconfinement,
and,underspecificconditions,leadsto theappearanceof surfacestatesin which thepolar-
izationof theCoulombinteractiondominatesmany-particledynamics[8,9]. Thechapteris
organizedasfollows. First,wewill presentabrief outlineof theEMA andEFA approaches,
includinga discussionon their rangeof applicabilityanda shortpresentationof theclassi-
calmacroscopicelectrodynamicsin dielectricmediaemployedin EMA. Thenext sectionis
devotedto demonstratingthevalidity of thecontinuousmediaelectrodynamicsfor studying
nanocrystalswith macroscopic-like methodssuchasEMA. Throughoutthetwo subsequent
sectionswereview themathematicalapparatusrequiredto dealwith theinteractionof carri-
ersin QDsconfinedeitherby impenetrablewalls or by finite heightconfiningbarriers.The
paperwill thenendwith a discussionon the physicsof shallow donor impurities in QDs
andon theformationof surfacestatesinducedby dielectricmismatch.

2 EMA and EFA approaches

Nanosize clusters of semiconductormaterials embeddedin another semi-conducting
medium,a glassdielectric matrix, or just in air or a vacuumare referredto as QDs. In
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order to carry out a theoreticalstudyof their physicsonemay rely on ab initio atomistic
methods.However, the relatively huge(nanoscopic)sizeof theseclustersmakestheir use
unfeasible,even for studying the smallestsynthesizedQDs. Density functional theory,
DFT, in its local densityapproximation(LDA) is a workablealternative. All the same,
it yields predictionsof energy gapswhich do not fit well with observed optical gaps. In
this regard, we should mention the empirical pseudopotentialapproachintroducedby
Zungeretal. [10], which modifiestheLDA potential,tuningit to reproduceexperimentally
observed optical gapsand effective masses. Nevertheless,the mathematicalapparatus
andcomputationalimplementationis very heavy and its usefulnessis restrictedto small
QDs. An extensive study of QDs requirescomputationallylessdemandingmethodslike
empirical tight binding (TB), which is still an atomisticapproach,and the k�p methods,
theselatter being probably the most frequently employed in the theoreticalresearchon
QDs. Both k�p and TB were initially designedto investigatethe physicalpropertiesof
bulk, but werelatermodifiedto dealwith nanostructures.

Whendealingwith bulk, theBloch theoremallows thewave-functionof anelectronin
aperiodiccrystalpotentialto bewritten asaproductof a freeelectronplanewave-function
(envelope function) and a function which has the periodicity of the lattice, resulting in
a modulateplanewave. As we introducea heterojunction,or as we simply considera
nanocrystal,the translationalsymmetryis broken,althougha local periodicity remains.In
bulk, the crystalborderis so far away that we considerit to be at infinity. Whendealing
with a nanocrystalwe canno longerconsiderit so far away. We may, however, introduce
this bordereffect as a perturbingpotential,superposedon the crystal potential. As this
perturbingpotentialshouldhave small variationswithin a lattice cell, its effect on the pe-
riodic partof thewave functionwill beminor, while it canstronglyinfluencetheenvelope
counterpart. In the presenceof this perturbationthe wave functionsare not translation-
ally invariant. However, they canstill beexpressedapproximatelyasa productof heavily
oscillating,locally periodicandsmoothglobalenvelopefunctionsasfollows:

���� �
�
�

����� ����� (1)

where����� is theperiodicfunction,����� is theenvelopepartnerand� is thenumberof
basisfunctions(numberof bands)includedin themodel.In orderto describethephysically
mostrelevantvalenceholesandconductionelectrons,four bands(or eightbandsif spin is
included)aregenerallyemployed, and,in the caseof wide gapsemiconductors,suchas
e.g.GaAs,we canfurtherdecouplea one-bandmodeldescribingtheconductionelectrons.
This is the physicalbackgroundof the so-calledenvelope function approximationEFA,
which extends the framework of applicability of the k�p methodsto heterostructures
andQDs. Basically, it is assumedthat the locally periodic functionsof the neighboring
materialsof a heterojunctionareidentical. This assumptionmakesit possibleto carry out
the integrationof theseperiodicfunctionsin theSchr̈odingerequation,yielding a coupled
setof differential equationsfor the envelopecounterparts.In the caseof the conduction
electronsone-bandmodel, the resulting differential equationfor the envelope function
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is mathematicallyidentical to the Schr̈odinger equationin which all integrated details
of the unit cell go, on average,into the electroneffective mass,and the presenceof the
heterojunctionis reflectedin a step-like potential with a height amountingto the band
offset betweenneighboringmaterials. This is why this methodis often referred to as
the effective massapproach(EMA). It shouldbe stressedthat EMA canalso be applied
to semiconductorswith a relatively narrow bandgap, if we include the influenceof the
closevalencebands(theso-callednon-paraboliceffects)by meansof anenergy-dependent
effective mass.To keepit short: we remindthat thesourceof anelectronmassotherthan
unity originatesin the interaction of the conductionband with the remaining(remote)
bands.Thekey factorfor two bandsto interactis their energy difference(which comesin
the denominatorof a second-orderperturbationtreatment). Therefore,if the interacting
bandsarerelatively close,asweincreasetheelectronenergy goingto moreexcitedelectron
states,we becomeenergetically moreandmoreseparatedfrom theholesband.Therefore,
the band-bandinteractiondecreasesand the electroneffective massmay to someextent
increase. As the kinetic electronenergy, � � ������, now hasan energy-dependent
effective mass,theenergy bandvs. � will show anon-parabolicprofile (seee.g.Ref. [11]).

Fromtheabove discussiononecanenvisagegoodperformanceof EMA whendealing
with a heterostructurebuilt of thick layersof semiconductorsthatcrystallizewith thesame
crystallographicstructure(in most casesthe zinc-blendestructure)and have a relatively
small latticemismatch.A twofold questionaboutthe limits of goodperformanceof EMA
arises. On the onehand,we have the questionof the minimum thicknessof layers in a
multi-shell structure,while on the other handthereis the questionon the minimum QD
sizeallowing for asensibleuseof EMA. Furthermore,wemayalsoaskthesamequestions
in the caseof a multi-shell QD. All thesequestionshave beenaddressedin the literature
by carrying out comparisonsof the continuousmacroscopic-like EMA and microscopic
atomisticmethods(seeRefs.[12]). It is concludedin thesepapersthatalthoughtheuseof
thecontinuousmodelfor shell thicknessdown to a monolayeris at first sightquestionable,
grossQD featuressuchas the energy of the main absorptionpeaksare reasonablywell
predicted.As for QD sizes,theEMA hasproved to be robustup to sizesassmallas2 nm.

If we have more than one electron in a QD, Coulomb electron-electroninteraction
arises.Macroscopically, theinteractionbetweenchargesin adielectricmediumis screened
by its dielectric constant. However, from a microscopicpoint of view, conductionband
electrons,togetherwith core electronsand nuclei, are located in a vacuumso that no
homogeneousscreeningdielectric mediumis seenby them. However, as far as EMA is
concerned,and dueto the implicit EFA approximationwherethe microscopicdetailsof
theunit cell areintegrated,theinteractionof conductionbandelectronswith coreelectrons
andnuclei is averagedasaninteractionwith a continuousmediumcapableof beingpolar-
ized. In otherwords,EMA recoversthemacroscopic-like view for theCoulombinteraction.

Within theframework of classicalelectrodynamics,theCoulombinteractionenergy of
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two point charges��, �� at��, �� in bulk with dielectricconstant�� is,

	 �
�� ��

����� � ���

 (2)

the backgrounddielectric constant�� accountingfor the screeningof the bareCoulomb
interactionthroughthemacroscopicpolarizationof themedium.

In thepresenceof interfacesbetweentwo extendedmediawith differentdielectriccon-
stants,the additionaleffects of surfacepolarizationon the effective Coulombinteraction
shouldalsobe included. This problemhasan analyticalsolutionfor certainsimplecases.
For example,a charge� locatedat the centerof a spherewith a radius� with dielectric
constant�� embeddedin an infinite mediumwith a different permittivity �� producesa
potentialin a position� (i.e. hasa Coulombinteractionenergy with a probeunit charge
locatedat �) givenby:

 ��� �

�
�
�� �


 � � �
�
�
� �
��
� �

��
� � �

�� �

 � � �

(3)

More involved,but alsoanalyticallysolvable,is thecaseof two point-chargeslocatedat
two arbitrarypositions insidetheabove spherewhich is dielectricallymismatchedwith the
surroundingmedium(Brus1984,seeRef. [2]). Otherlesssymmetricproblemsonly admit
a numericalsolutionof thePoissonequation:

������� �� ���
 ��� � ��������
 (4)

with appropriateboundaryconditions.

If theelectrostaticenergy 	 of a systemof point-chargesin a homogeneousmedium,
which wemayconsiderto bethediscretizationof a continuousdistribution charge,is writ-
tenas

	 �
�

�

�
���

�� ��
� ���


 (5)

we shouldexplicitly excludethe infinite self-energy terms,

�	

���

���
� �


 (6)

sothatnoself-energy remains.However, in thepresenceof dielectricsurfacepolarization,a
surviving finite,coordinate-dependent self-energy appears.Thiscomesfrom theinteraction
of a chargewith its own image.Thus,for example,a point-charge� in a uniform medium
of permittivity �� at a distance� from an infinite planeseparatingthis andanotheruniform
mediumwith differentdielectricconstant��, givesriseto anelectricpotentialateverypoint
�� of themediumin which it is located(seeFigure1), given by,
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Figure1: A point-charge� in a uniform mediumof permittivity �� at a distance� from an
infinite planeseparatingthis andanotheruniform mediumwith differentdielectricconstant
��, thecorrespondingimagecharge� and,anarbritrarypoint of themediumin which� it
is located.
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�
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�
�
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�

�
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�
(7)

with � � �����
�����

�, as canbeeasilyobtainedfrom elementaryclassicalelectrostatics.

At thelimit �� � �, andaftersubtracting,asabove, theinfinite self-energy of aclassi-
cal point-charge,Eq. (6), a finite coordinate-dependent self-polarization-potential remains,

� �
�

��

�� � ��
�� � ��

�

� �
� (8)

Thisacademicproblemexemplifiesatypical behavior of theself-polarizationpotential.
As � moves toward the interface,� diverges. This unphysicalresult comesfrom the
assignmentof thesurfacepolarizationto anidealmathematicalthickness-lessplane.In the
realworld, theinterfaceseparatingtwo mediahasa finite thicknessin which a progressive
changein thedielectricconstantfrom �� up to �� actuallyoccurs.

The calculationof self-energy of a charge distribution ����� and a generaldielectric
geometryrequires,first of all, the numericalsolution of the Poissonequation,Eq. (4),
with appropriateboundaryconditions.Then,aftersubtractingthebareCoulombterms,one
shouldtake thelimit,

���� �
�

�
�	

����

 ��
 ���
 (9)

wherethefactor��� is included,asin Eq. (5), in orderto prevent theinteractionbetween
pairsof differential chargesfrom being includedtwice. We will give moredetailsabout
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this in thefollowing sections.

In short, we seethat in the presenceof dielectric mismatch,interactionwith image
chargesshouldbe taken into account.In a systemof charges,we shouldconsider, on the
onehand,the interactionof a real charge with the imagesof the remainingreal charges
(polarizationof the Coulombinteraction)and,on the otherhand,the interactionof each
realchargewith its own image(self-polarization).

3 Continuous media electrodynamics, still valid for nanocrys-
tals?

In this sectionwe will briefly review an importantissue,namely, whetherit is sensibleor
not to employ for QDsclassicalelectrodynamicsandthemacroscopicparametersdefining
the dielectric responseof the medium;or, on the contrary, if theseparametersshouldbe
modifiedandit shouldbeestablishedfor QDsa framework of applicabilitymorerestrictive
thanthatof EMA.

Pioneeringworkson thetheoreticaltreatmentof thedielectricconstantin QDsshowed
that the dielectric constantsuffers a significantreductionin quantumwells with a sizeof
2 nm and below [13, 14]. Later, Tsu and Babíc [15] showed that reductionin the static
dielectricconstantrepresentsonly a minor effect on bindingenergiesof shallow impurities
in small QDs, a major influencebeing attributed to inducedpolarizationchargesat the
QD boundarywhere a dielectric mismatchexists. This analysissomehow contradicts
recentstudies,which will be discussedlater andwhich associatethe apparent reduction
of dielectric constantsto polarization charges at the dielectrically mismatchedborder
of the QD. However, the samedouble counting of screeningreduction can be found
in Ref. [16], while only the �-dependenceof the dielectric constantis found in other
contemporarypapers[17]. All thesecalculationsemploy EMA. In the sameyear, Wang
andZunger[18] carriedout a pseudopotentialcalculationof Si QDsfrom 100 upto 1300
atoms,coveringsizesrangingfrom 0.4up to 2 nm. Comparisonwith experimentalresults
leadsto theconclusionthat thereis a reductionin thedielectricconstant,which parallelsa
reductionin the QD size. However, in all thesecalculationsthe notion that the dielectric
constantremainedvalid was assumedandit was not checkedon thebasisof a microscopic
self-consistentcalculation. This was carriedout the following yearby Lannooet al. [19]
who relatescreeningreductionto imagechargesat the dielectricmismatchedQD border.
More recently, the sameauthors[3] usedatomisticTB calculationsto demonstratethat,
regardlessof thesize,locally onerecoversthebulk dielectricfunction for themacroscopic
componentof the electricfield, except in a thin surfacelayer of the orderof a few Fermi
wavelengths. This provides an atomistic interpretationof the decreasein the dielectric
constantwith size as having its origins in the breakingof polarizablebondsat the QD
surface. Similar conclusionshave beenobtainedvery recentlyusingfirst-principles DFT
in the LDA with appropriate pseudotopentials [4, 20], the conclusion again being that
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the main contribution to screeningcomesfrom surfacepolarizationcharges inducedby
the discontinuity of the dielectric constantat the surface of the nanocrystal. A couple
of monthsago, Nino et al. [21], using a similar first-principle DFT method, confirmed
the above conclusion and, additionally, obtained an analytical model position-dependent
screening function for a centered shallow donor impurity.

4 Carriers’ interaction in quantum dotsconfinedby impenetra-
ble barriers.

The simplest model one can adopt for the description of confined states in quantum dots
within the EMA consists in assuming a perfect confinement of carriers in the dot, by means
of infinitely high barriers located at the QD border. The versatility of such a model relies on
obtaining analytical solutions for the stationary quantum states in the case of the simplest
QD geometries. This was the model employed by Brus [2] in order to study Coulombic
interaction effects (including those derived from the dielectric mismatch) on the excitonic
and bielectronic energy spectra of small spherical nanocrystallites. Due to the hard-wall
constraint, the carriers are forced to remain within the QD volume, so that the electrostatic
potential to be determined is precisely the one generated between carriers located in the
same dielectric medium, although they are affected by the surface image charges that arise
due to the dielectric mismatch. According to the image-charge concepts of basic electro-
statics, these charges will have the same sign as the source charge if the dielectric constant
of the dot (�	
�) is larger than outside (�
��), and the opposite sign if �	
� � �
��.
Brus assumed a dielectric function profile with a step discontinuity at the (zero-width)
spherical dielectric interface, which is one of the few cases in which one can find ana-
lytical solutions of the Poisson equation. In such a case, the electrostatic potential within
the quantum dot reads, in atomic units,

 ���
 ��� � �
�

�	
���� � ���
� ����� � ������ � ���
 ���
 (10)
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���� being the Legendre polynomial of order �. The first term of the right-hand side of
Eq. (10) is the bare Coulomb interaction between carriers. � (Eq. (11)) stands for the
one-particle self-polarization potential coming from the interaction of each carrier with its
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own induced charge, and � (Eq. (12)) represents the interaction of one carrier with the
image charges induced by the other one. It is easy to prove that in the absence of dielectric
mismatch the latter two terms become zero, thus reducing Eq. (10) to the bulk Coulomb
interaction. If the two real charges have opposite signs, the - sign in Eq. (10) holds; the
sign + holds if the charges have equal signs.

In the excitonic case (interaction between a conduction band electron and a valence
band hole), one can notice that � and � terms have opposite signs, and that the �=0
term (the most important one) of � is exactly cancelled out with the �=0 terms of �����
and �����. Furthermore, the residual terms (� � �) of � and those of ������ � �����℄
have, on average, close absolute values [2, 19, 22]. This fact almost totally cancels out the
influence of the dielectric mismatch on the electron-hole Coulomb interaction, thereby
reducing the excitonic energy to the bare electron-hole attraction. This characteristic is not
only restricted to spherical geometries. Indeed, Bolcatto and Proetto [23] showed that this
cancellation was also effective for cubic quantum dots.

Although the excitonic energy spectrum is not altered by polarization effects, other
excitonic properties can be profoundly affected. Thus, Fonoberov et al. [22] predicted
an enhancement of the exciton binding energy by a factor of 2 when CdS nanocrystals
are immersed in a �=1.78 dielectric medium, and Bolcatto and Proetto [24] showed that
the enhancement of the exciton binding energy was even more pronounced in the case of
inhomogeneous quantum dots.

More involved is the case of charges of the same sign, due mainly to the following
reasons: (i) The polarization (Eq. (12)) and self-polarization (Eq. (11)) potentials do not
offset each other since they have the same sign, thus leading to the enhancement of the
Coulomb interaction in the (most frequent) case of �	
� � �
��, and (ii) The bare Coulomb
repulsion (first term on the right hand side in Eq. (10)) pushes the carriers toward the QD
surface, thereby enhancing the image charge effects.

Under these circumstances (carriers of the same sign) the QD energy spectrum may
vary markedly as the QD dielectric environment is changed [2]. Indeed, at the limit
of strong dielectric mismatch, the interaction among carriers is dominated by surface
polarization effects [25], which are even capable of yielding reconstructions of excited
many-body states [26]. Optical and transport related properties are also affected by
polarization. For instance, Franceschetti et al. [25] and Orlandi et al. [26] reported a large
enhancement of addition energies when the QDs are embedded in a medium with a low
dielectric constant.

It is worth stressing that all the calculations referenced in this section deal with perfect
confinement. In the next section we will show that this assumption is frequently too strong
to accurately describe the physics of quantum dots, so that a more realistic model of the
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confining potential profile is needed. We will discuss the difficulties that arise when such a
more realistic description of spatial confinement is combined with dielectric interfaces.

5 Finite confining barriers and dielectric interfaces.Breakdown
of classicalelectrodynamics.

Utilizing EMA in the study of nanocrystals has been widely criticized due to the large
discrepancies encountered when its predictions are compared with those of more sophis-
ticated and reliable microscopic calculations, especially when carriers are in the strong
confinement regime. Kayamuna and Momiji [27] and Ferreyra and Proetto [28] concluded
that one important reason for this discrepancy was the too-extreme restriction that the
infinite confining barriers impose, thus preventing the wave functions from leaking outside
the dot material. Moreover, the latter of these studies showed that the effect of the different
effective masses of the carriers in the dot and in the surrounding material (which cannot be
taken into account in the infinite barrier case) also played a role in improving the agreement
between EMA and other microscopic calculations. Hence, these studies highlighted the
need for a model that included an adequate description of the confining potential, in order
to account properly for the (finite) band offsets between the materials involved in forming
the heterostructure, as well as for the mass mismatch effect.

The hard-wall restriction is not inherent to EMA and can be properly modified to
include the effect of a partial penetration of the carriers’ density into the barrier region.
However, the problem of combining finite barriers and step-like dielectric functions is not
a straightforward matter. As stated in Section 2, the self-polarization potential diverges as
the source charge approaches the dielectric interface. The infinite confinement potential
has the practical advantage of yielding a wave function that is zero at the QD edge, thus
eluding the divergence produced by the self-polarization potential. But when the density of
the carriers is not zero at the interface (as occurs when finite barriers are considered) the
diverging self-polarization potential becomes non-integrable, since it is pathological for
the Schrödinger equation. Several solutions have been proposed to overcome this difficulty
without rejecting the use of finite confining barriers. Bányai et al. [5] proposed a ’regular-
ized’ self-polarization potential, i.e. a linear interpolation replacing the actual self-potential
in a thin layer at the interface of the order of a lattice constant. The underlying assumption
is that the electrodynamics of continuous media break down in the microscopic domain and
that the abovementioned interpolation is a good average. However, it should be mentioned
that this regularized self-energy does not have a proper scaling with size. Kumagai and Tak-
agahara [29] and Tran Thoai et al. [30] dealt with the problem in dielectrically mismatched
quantum wells. Basing their work on the method of images, they introduced shifts in the
mirror faces, again of the order of a lattice constant, so that the infinite discontinuity of
the self-polarization potential for the original mirror faces is suppressed by the shifted ones.
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However, the previous proposals do not follow any physical argument, but just a
mathematical scheme to avoid the unphysical self-energy divergence. The reason for this
divergence is the (again unphysical) assumption of an infinitely thin dielectric interface,
since in such a case, the induced surface charge has no spatial extension. Both the real and
the induced charges can coincide at the same place when partial confinement of carriers
in the dot is considered, and consequently the self-energy diverges. Therefore, a more
appropriate description of the self-polarization potential should take into account the finite
thickness of the dielectric interface. This was the underlying idea that brought Stern [1]
(for the case of quantum wells) and Bolcatto and Proetto [6] (for the case of spherical
quantum dots) to suggest an alternative model for the self-polarization potential that has
a correct scaling with size and simultaneously eludes divergences. This model replaces
the step-like dielectric function by a continuous variation of the dielectric constant within
a thin layer of the order of a lattice constant located at the interface, the result being an
integrable self-polarization potential.

The continuous model for the dielectric function can be justified as follows. On the one
hand, the interface between two semiconductors (or between semiconductor and vacuum)
is never perfectly sharp, as the step-like model of the dielectric interface assumes. On
the other hand, EMA integrates the microscopic details of the unit cell. Therefore, it is
also reasonable to assume the existence of a continuous variation of the dielectric constant
within a lattice constant-width shell at the interface.

According to Bolcatto and Proetto [6], the analytical solution of the Poisson equation
for a continuous variation of the dielectric constant is not straightforward. Instead, it is
more convenient to exploit the exact solution of the step-like case, which can be gener-
alized for the case of as many concentric spherical interfaces as desired (see Ref. [6] for
the explicit expressions). The original continuous profile of the dielectric function is then
approximated by an � -step one, so that when � � � the exact solution of the Poisson
equation is retrieved. However, in practical implementations, the need for a finite number of
discretization steps again gives rise to the problem of a diverging self-polarization potential
at the � -1 interfaces. As shown in Ref. [7], the key point to overcome this hitch is to gen-
erate the dielectric steps in such a way that each point of the discretization grid in which the
self-potential is calculated at the interfacial layer is shifted half the discretization step from
two dielectric interfaces. Thus, the self-potential remains finite for each grid point, and the
appropriate size scaling is maintained. Moreover, several aspects related to the convergence
and final accuracy of the infinite summation involved in the self-polarization calculation are
discussed in Ref. [7], where a computationally more suitable expression for � is given:
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wherethe index � indicatesthat thecarrier is locatedinsidethe� shell,� is thenumber
of regions,and�� � � and�� ��. Thecomputationalimplementationof Eqs.(13)-(15)
yields a finite self-polarization potential, with a profile revealing a slight destabilization
in the medium with a higher dielectric constant, and a deep, narrow attractive well in the
other medium, close to the interface (see the lower panels of Fig. 3).

An advantage of this multi-step approach to the actual continuous variation of the
dielectric function is that the expressions obtained for the electrostatic potential are valid
for any possible dielectric profile, thus avoiding the need for an often tedious, numerical
solution of the Poisson equation for each studied profile. Now, the question arises as to
which should be the particular dielectric function continuous profile to be employed. In this
regard, two different profiles (linear and cosine-like) were studied in Ref. [6]. According to
this reference, the cosine-like model seems to be the most robust physically, since it gives
rise to a well-defined self-polarization potential everywhere. In contrast, the linear model
presents (integrable) singularities where the derivative of ���� is not continuous. In any
case, although there are no solid physical arguments to establish the most suitable profile,
it has been checked that quite similar results are obtained when the two abovementioned
profiles are employed. Moreover, the effects produced on the electronic energy and density
distribution by either self-polarization potential obtained seem to be rather insensitive to
small changes of the interface width [6, 31, 32].

By using both finite confinement barriers and dielectrically mismatched interfaces
(assuming a continuous, cosine-like variation of the dielectric constant at the interface),
Bolcatto and Proetto [33] studied the excitonic correction (including the self-energy con-
tribution) to the single-particle optical band gap of colloidal CdSe quantum dots embedded
in a polymer film. By comparing their results with experimental data [34], they found that
the excitonic correction was overestimated when no dielectric mismatch was taken into
account, but a good agreement between theory and experimental findings was found when
full electrostatic contributions were considered. Thus, two important conclusions can be
derived from this work: (i) In general, the influence of polarization effects on the excitonic
energy is not cancelled out as the infinite barrier model predicts; (ii) As a consequence,
these results emphasize the importance of considering partial confinement of carriers in
the dot (finite barriers) together with finite size dielectric interfaces in order to feasibly
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describe the physics of dielectrically mismatched quantum dots. In the following sections
we will exemplify in a more extended manner the richness of the physics arising from the
combination of polarization effects and barrier penetration of the carriers.

6 Shallow donor impurities in quantum dots

A deep understanding of the effects of impurities on electronic states of semiconductor
nanostructures is a fundamental question in semiconductor physics because their presence
can dramatically alter the performance of quantum devices. [35] Thus, for example, the
presence of impurities in nanometer systems naturally induces band tailing, with details
depending on the dielectric response of the media involved, [36] therefore modifying the
one-particle density of states (DOS) which, to a large extent, determines the performance
of electronic devices.

The binding energy �� characterizes the most important impurity-related properties,
such as extrinsic conductivity. In the particular case of QDs, �� is defined as the difference
between the electron (in the case of donor impurities) or the hole (for acceptor impurities)
ground state energies of a QD without and with impurity. It has been reported [15, 37–40]
that the dielectric environment can strongly affect impurity binding energies. If �	
� � �
��,
the induced charges are of the same sign as the impurity, resulting in an attractive interac-
tion with the real charge, pushing the ground state of the doped QD deeper and yielding an
appreciable increase in ��. For �	
� � �
�� the opposite is true, �� is greatly reduced, thus
allowing for possible extrinsic conductivity at room temperatures.

Exact solutions for hydrogenic donor impurities located at the center of spherical
QDs have been obtained [41–45], while variational [15–17, 41, 46–54] and perturbational
calculations [19, 38–40, 55] have been carried out for on- and off-centered impurities.
Two confinement regimes can be found in QDs, weak (� � ���) and strong (� � ���),
��� and � being the effective Bohr and QD radii, respectively. In the strong confinement
regime, the Coulomb interactions are small in comparison to kinetic energies, and can
be considered as a perturbation of the system dynamics. This fact prompted Ferreyra et
al. [39, 55] to develop the so-called strong confinement approach (SCA) for calculating
perturbationally binding energies, including full dielectric effects, of small crystallites built
of materials with large dielectric constants, light effective masses, and which are doped
with shallow donor impurities (these nanocrystals are typically in the strong confinement
regime, � � ���). Their results, which show that SCA yields meaningful results in all
the cases studied, reveal a general trend for the binding energy: �� is a monotonous
decreasing function of the impurity off-centering �� , �� being the distance (in units of
QD radii) between the center of the QD and the position of the donor impurity. The
same trend emerged from variational calculations of doped QDs in the weak confinement
regime (where the Coulomb interactions become relevant and cannot be accounted for
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perturbationally).The confining potential of QDs has been modeled in these calculations
either by parabolic or step-like profiles (with both finite and infinite barriers), [41, 46–51]
all these variational calculations dealing with systems where the dielectric mismatch is
small, so that polarization and self-polarization effects were neglected.

The general trend found in all the abovementioned studies, namely that the ground state
�� always diminishes as �� increases, can be rationalized by means of the following naı̈ve
reasoning: the closer the impurity is to the QD edge, the higher the amount of electronic
density close to the unstabilizing potential barrier will be. Nevertheless, exact (numerical)
calculations including full dielectric effects [56] have recently demonstrated that some
specific interplays may yield an opposite trend for ��. Furthermore, it has been shown that
by tuning the different sources of interactions (tailoring) we can design a QD that includes
a shallow donor impurity whose off-centering may stabilize, unstabilize or have almost no
effect on the binding energy. The comprehensive study carried out on the several confining
factors influencing electronic and binding energies shows a highly non-additive interplay,
which to a large extent makes it difficult to assess general behavioral trends. All the same,
these calculations reveal that within both the strong and the weak confinement regimes,
three different behaviorregimesmay occur, and that within the behaviors there referred
to as low and intermediate, the mass mismatch, polarization and self-polarization effects
influence the electron density distribution so much that one cannot safely carry out pertur-
bational estimations of the binding energy. In other words, a strong regime of confinement
cannot always guarantee a safe estimation of binding energies by means of perturbation
theory (strong confinement approach, SCA). These low and intermediatebehavior regimes,
which have not been reported previously in the literature, are responsible for the ������
profiles that are different from the always monotonously decreasing, previously assumed
to be the general, profile (both in strong and weak confinement regimes). They even allow
tailoring of doped QDs embedded in a medium with an off-centering independent binding
energy ��. Figure 2 shows the ground state binding energy �� vs. the spatial confining
barrier height � corresponding to an � � � ��, ��

	
� � ��� spherical QD in air or
vacuum (��


�� � �
�� � �). The QD dielectric constant �	
� has been set to 4 in Fig. 2(a)
and to 16 in Fig. 2(c) in order to exemplify the weak and strong confinement regimes re-
spectively, whereas Fig. 2(b) represents a transition case between the two regimes. Results
for �� � ���
 ���
 ���
 ��� and ��� are displayed following the order indicated by the
auxiliary arrow. It can be seen how, for the dielectric media and geometries involved, there
are three regions of confining potential (behaviorregimes), where, by increasing the impu-
rity off-centering, we may increase, decrease or have almost no effect on the binding energy.

It is worth including here a short discussion about the influence of the self-polarization
potential on ��. The first-order perturbation estimations of �� published to date (such as
SCA) assume infinite barriers. Therefore, the self-polarization potential, which remains
almost constant within the QD (i.e. in the region where the total electronic density is
located), exerts a negligible influence on the electronic density distribution. Accordingly,
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with �	
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theself-polarizationpotentialcanbesafelyneglectedin thecalculations,sinceits associate
correctionsto theenergy of thedopedandtheundopedQD statescometo thesameamount.
Indeed,neglecting self-energy is sensiblein the high behavior region of Fig. 2(c) (i.e.,
high confining barriers in the strong confinement regime), in which the self-polarization
potential exerts almost no influence on ��. However, this is not the case for the low
and intermediateregimes, where the self-polarization contribution strongly affects the
dependence of �� on impurity off-centering (see Fig. 2(c)). This strong self-polarization
effect originates from the fact that, as the impurity gets closer to the barrier, a larger
amount of electronic density leaks into the barrier region, where it is strongly stabilized
by the deep self-polarization potential well arising by the interface, enhancing in turn the
binding energy. In the next section we will see that, under suitable conditions, the trapping
of electronic density in the self-polarization potential well can generate surface states, in
which the inter-particle interactions present a scenario dominated by polarization effects.

7 Quantum dot surfacestatesinduced by dielectric mismatch

Colloidal chemistry techniques allow quantum dots (QDs) to be synthesized in the form of
semiconductor spherical nanocrystals, with very low defect densities and size dispersion,
which can be embedded in various kinds of matrices, such as glasses, [57] or organic and
biologic materials. [58] These systems are very promising for a number of different appli-
cations, including medical applications, due to the possibility of integrating nano-electronic
devices in biologic environments. [59] A specific characteristic of glasses and organic
environments is their large dielectric mismatch with typical inorganic semiconductors,
which leads to the formation of large polarization charges at the interface that may strongly
influence confinement and the distribution of charge carriers in the QD. Thus, it has
been reported [5, 8, 60] a transition from volume states (i.e., confined inside the QD) to
surface states, due to the strong localization of the wave function of the carriers in the
narrow, deep self-polarization potential well just near the QD surface. This localization
may cause relevant changes in many-body states, such as energy crossings between the
ground state and some of the lowest excited states as a function of the dielectric mismatch
(reconstructions) [8]. Along the same lines, it has recently been reported [31] that the
presence of a deep stabilizing self-polarization potential may reverse typical behaviors of
nanometric air bubbles in a semiconductor matrix from typical scattering centers (due to
the electro-affinity barrier which should be overcome by the electron in order to go into
the air bubble) to electron-trapping centers, this trapping capability originating from the
deep stabilizing self-polarization potential well induced by the air-semiconductor dielectric
mismatch which can exceed the abovementioned electro-affinity barrier1. In short, although

1Not every air bubble can act as a trapping center. The trapping strength is a function of the pore size and the
bulk parameters of the matrix material. A trapping parametercharacteristic for each semiconductor material
is defined in Ref. [31], this parameter providing a simple way to ascertain the maximum pore size in a given
material which is able to induce self-trapping of excess electrons.
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spatial confinement is in general the main constraint determining the physical properties
of nano-crystallites, such as e.g. the discrete energy spectrum (this is particularly true for
small QDs), other sources of confinement can exceed it, under specific circumstances,
to yield a completely different physics. This competition between dielectric and spatial
confinement parallels the probably better known competition between magnetic and spatial
confinements. In the latter case, as the QD is pierced by a magnetic field that is strong
enough to yield a magnetic confinement length �� �



��

���� smaller than the effective

Bohr radius ��
�, then, the system undergoes a gradual transition from a non-degenerate

ground state (of pure spatial confinement) toward a limit case of infinite-fold degeneration
(the so-called Landau states), corresponding to a pure magnetic confinement. [61] In this
section we will pay some attention to the electron dynamics in the presence of a dielectric
mismatch producing surface states. At first sight one may guess that Coulomb interaction
should increase heavily as we go from volume to surface states, as we reduce the system
dimensionality from 3D to nearly 2D. However, it is not that simple. The dielectric mis-
match not only induces the appearance of surface states. In addition, and depending upon
the environment permittivity, it modulates the system dynamics from almost independent
particles to strongly interacting particles yielding a Wigner-like localization [9].

Figure 3 includes the self-polarization potential (lower panel) for an � � ���� ��,
�	
� � � spherical quantum dot surrounded by (a) an �
�� � �� dielectric medium and (b)
an �
�� � � dielectric medium. The vertical dotted line indicates the quantum dot edge.
We can see that the self-polarization potential well always arises by the QD border, either
inside/outside the QD if the QD dielectric constant �	
� is smaller/larger than that of the
surrounding medium �
��. The corresponding radial density of the one-electron ��� state
for ��

	
� � ���, ��

�� � �, � � ��� eV is also shown in the upper panel for each case.

We can see that in both situations a strong radial localization occurs. It should be stressed
that in addition to the monoelectronic ground state (� � �,  � �), several energetically
low-lying excited states (� � �,  	� �) also undergo a self-energy-induced localization.

The self-polarization potential well can also induce surface localization of
the electronic density when a second excess electron is added to the QD. This
is shown in Fig. 4(a) and 4(c), where the radial pair density ����
 ��� �
�
�

���!��
 !����
�����

�
� �	� "� �	� "��������"��"� is represented for the two different

dielectric environments displayed in Fig. 3, namely �
�� � �� and �
�� � �, respectively.
For the sake of comparison, the case of an unpolarizeddot (�
�� � �	
�) has also been
included. When �
�� �� �	
� (case (a) in Fig. 4) it is found that the bare Coulomb
repulsion is almost totally screened by the polarization effects. As a consequence, the
kinetic energy dominates, the correlation effects become negligible and both electrons
behave almost as independent particles. This is shown in Fig. 5, where the angular
correlation density #�"� � �� ��������
 �
 ��
 �����
 "
 ����

� (with ���� corresponding
to the coordinates �� � �� of the maximum ����
 ��� and �� representing the appropriate
normalization factor) is represented. In the second case, �
�� � �	
� (case (c) in Fig.
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4), both electrons are equally localized in the QD surface. However, now the Coulomb
repulsion is not screened but enhanced, and a strong angular correlation between the
electrons in the thin spherical self-potential well leads to the formation of a Wigner-like
molecule. This can also be inferred from Figs. 4(c) and 5.

It should also be stressed that the angular localization is certainly a correlation effect (it
becomes important only in the case �
��=1 of high correlation), but the radial localization is
mainly a monoelectronic effect coming from the strong localization in the self-polarization
well of the energetically low-lying single-particle eigenfunctions (radial localization is
important in both cases, �
��=80 and �
��=1, regardless of low/high correlation).

Before closing this section it would be interesting to study the many-electron dynamics
but in the presence of central donor impurity. This has been recently carried out for the case
of a two-electron QD in air. [32]

The same two-electron spherical QD as above is considered here. Namely, a QD defined
by an � � ���� �� radius, a �=0.9 eV confining barrier and an ��

	
�=0.5 effective
mass and surrounded by air or a vacuum (�
��=��


��=1). The polarization of the Coulomb
interaction is varied from zero (�	
�=1) up to a maximum value (achieved by a conductor
QD, �	
� � �). From a numerical point of view, no significant changes occur beyond
�	
�=40-80, and the study is limited up to this range of QD permittivities.

On plotting the parameter 
��=1-�����
�, which represents the amount of excited

configurations coming into the ground state, vs. �	
� (see Fig. 6) a very interesting picture
emerges. Three regions or phases can be distinguished. They are named in Ref. [32]
according to the main physical trend defining them. Thus, the region (� � �	
� � ���)
is named the impurity phase, while the regions (��� � �	
� � ���) and (�	
� � ���) are
referred to as the radial-Wigner phase and the angular-Wigner phase, respectively.
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In the impurity phase (� � �
�� � ���), the confinement regime is weak (� 
 ��
),
both electrons are tightly trapped by the impurity potential and the system is almost not
influenced by the confinement barrier �. As for 
��, it decreases vs. �	
�, this trend
being related to the growing screening of the electron-electron interaction.2

When �	
� goes beyond 4.4, we enter in the radial-Wigner phase, which is charac-
terized by presenting a zero binding energy [32]. This phase is revealed in Fig. 6 by an
abrupt increase in 
��, which reaches a value close to one, this value being maintained
throughout the whole phase. The abrupt change in 
�� at �	
� � ��� is accompanied
by a reconstruction of the ��� ground state, i.e. the dominant configuration of this state
undergoes a sudden transition from �%� up to �% �%, thus violating the Aufbau filling rule.
The CI �% �% coefficient remains greater than 0.99 throughout all the radial-Wigner phase.
This ground state reconstruction involves, in turn, a strong increase in radial correlation.
This large radial charge separation can be described as one electron deeply attached to
the impurity at the QD center and the other one localized mainly in an outside spherical
crown at the self-polarization well. In other words, in this phase, the electronic density
experiences a radial-Wigner-like localization.

2A main difference with the undoped QD is that the most relevant excited configuration coming into the CI
expansion of the ��� ground state is not ��� but �� ��. In this phase, the excited �� �� configuration accounts
for most of the correlation in the ��� ground state.
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Dielectricconfinement in quantum dots 21

The last phase transition takes place at �	
� � ��� (see Fig. 6), yielding the angular-
Wigner phase. Within this phase, the dominant configuration �%� is recovered and,
simultaneously, a fairly relevant contribution of the excited ��� configuration takes place.
These trends are similar to those of the undoped QD, as can be seen in Fig. 6. Indeed, the
electronic density distribution shows, as in the case of the undoped QD, a very strong radial
localization of both electrons in the self-polarization well and a large angular correlation.

In summary, a two-electron doped QD in air may experience three different phases,
depending on the screening capability of its building block material. Low dielectric
constants yield the so-called impurity phase, in which impurity is the main driving
force for the system dynamics. Intermediate values of �	
� monitor the radial-Wigner
phase. In this intermediate phase, the impurity still plays a relevant role by trapping
one of the electrons close to it. This electron-impurity pair is viewed by the second
electron as a neutral-like entity, and it therefore behaves as an isolated electron in an
undoped QD, choosing the bottom of the self-polarization potential as its favorite location.
Finally, large values of �	
� are associated with the angular-Wigner phase, where impurity
plays a minor role and the two-electron doped QD behaves almost as though it was undoped.

8 Conclusion

We have reviewed the effect that the dielectric mismatch arising in the QD border has on its
electronic structure. The effective mass approach, which gives a physical description very
close to a macroscopic-like intuition and languages, has been basically considered. After
briefly introducing the mathematical apparatus required to deal with carriers’ interaction
when a dielectric mismatch is present in QDs confined either by impenetrable walls or
finite height confining barriers, the problem of shallow donor impurities and that of the
formation of surface states induced by dielectric mismatch in QDs has been discussed. In
conclusion we may say that although spatial confinement is in general the main constraint
determining the physical properties of a QD, there are specific circumstances where
dielectric confinement plays a fundamental role leading to a completely new QD physics.

Acknowledgments
Continuous support from MEC-DGI projects CTQ2004-02315/BQU, and UJI-Bancaixa
project P1-B2002-01 are gratefully acknowledged. A Spanish MEC FPU grant is also ac-
knowledged (J.L.M.).



290 Publicaciones

22 J.L.Movilla andJ.Planelles

References

[1] F. Stern,Phys.Rev. B, 17, 5009(1978).

[2] L.E. Brus,J. Chem.Phys., 80, 4403(1984).

[3] C. Delerue,M. Lannoo,andG. Allan, Phys.Rev. B, 68, 115411(2003).

[4] X. Cartoix̀a and L.W. Wang, Phys.Rev. Lett., 94, 236804 (2005).
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[63] C. Pryor, “Eight-band calculations of strained InAs/GaAs quantum
dots compared with one-, four-, and six-band approximations”, Phys.
Rev. B 57, 7190 (1998).

[64] M. Califano y P. Harrison, “Presentation and experimental valida-
tion of a single-band, constant-potential model for self-assembled
InAs/GaAs quantum dots”, Phys. Rev. B 61, 10959 (2000).

[65] M. Grundmann, O. Stier y D. Bimberg, “InAs/GaAs pyramidal quan-
tum dots: Strain distribution, optical phonons, and electronic structu-
re”, Phys. Rev. B 52, 11969 (1995).

[66] R. Tsu, “Challenges in the implementation of nanoelectronics”, Micro-
electr. J. 34, 329 (2003).

[67] R.L. Burden y J.D. Faires, Análisis numérico, (International Thomson
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[256] I. Mora-Seró, J.A. Anta, G. Garcia-Belmonte, T. Dittrich y J. Bis-
quert, “Continuous time random walk simulation of short-range elec-
tron transport in TiO2 layers compared with transient surface photo-
voltage measurements”, J. Photochem. Photobiol. A - Chem. 182, 280
(2006).

[257] T. Dittrich, “Porous TiO2: Electron transport and application to dye
sensitized injection solar cells”, Phys. Status Solidi A 182, 447 (2000).

[258] R.A. Parker, “Static dielectric constant of rutile (TiO2), 1.6-1060 oK”,
Phys. Rev. 124, 1719 (1961).
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