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Prefaio
Estas notas orresponden a los ursos impartidos, años ha, sobre apliaiones de la Teoría deGrupos a los problemas de la Químia, en la Universidad de Barelona y que, por múltiplesmotivos, nuna fueron puestos ordenadamente. Esto es un intento de haerlo.Las notas son el resultado de la reunión de trabajos esritos que se han ido elaborandoindependientemente por lo que es muy probable que, a lo largo del texto, se enuentrenredundanias. Solo más tarde surgió la idea de juntar las notas dispersas. Pedimos disulpaspor ello.Queremos expresar nuestro reonoimiento a los que entones se sentaban en el aula omoalumnos y hoy son prestigiados profesores de Universidad. Ya entones eramos onsientesde la exepionalidad de la situaión pues no es habitual en la vida de un doente enontrargrupos de alumnos omo aquellos. La lista ompleta resultaría agobiante y tendría el peligrode olvidar a más de uno que el tiempo trata de borrar de la memoria. Las disusiones quesusitaron tuvieron en muhos asos un efeto inentivador y lari�ador.
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Capı́tulo 1Introduión1.1 Transformaiones e invarianiasLos ientí�os se han dediado durante enturias a tratar de desribir la Naturaleza a travésde las Matemátias. Las de�niiones de las magnitudes físias y las relaiones que las liganhaen uso onstantemente de los métodos matemátios. Así, por ejemplo, la veloidadinstantánea de un móvil se de�ne mediante la relaión ~v =
d~r

dt
y la fuerza que se ejeresobre un punto material está relaionada, en la Meánia newtoniana, on la aeleraiónque le imprime por medio de ~F = m

d2~r

dt2
. Siempre que la teoría que hay detrás de esaseuaiones sea apliable al aso partiular, las situaiones onretas de un móvil tienen queorresponder a soluiones partiulares de las euaiones que ligan las magnitudes físias. Lasdesviaiones entre el omportamiento real y el que predien las euaiones son un indiio dela insu�ienia del modelo teório.Aeptando la teoría que sustenta las euaiones, abe preguntarse por las soluiones par-tiulares que han de orresponder a las situaiones reales. Enontrar soluiones partiularespuede ser un trabajo laborioso, pero el análisis y el onoimiento a priori de las araterís-tias de las posibles soluiones ayuda a omprender la estrutura y evoluión del sistemaque se está estudiando e, indudablemente, failita o simpli�a el trabajo neesario para suobtenión. Un ejemplo tomado de la apliaión de la Meánia Cuántia al estudio de lasestruturas eletrónias de los átomos servirá para ilustrarlo. En presenia de interaionespuramente eletrostátias, es posible lasi�ar los estados estaionarios de un átomo on unnúmero par de eletrones en singuletes, tripletes, quintetes, et. Para llegar a esa lasi�-aión no se requiere haber resuelto la euaión de Shrödinger independiente del tiempopara todos los posibles estados estaionarios. Pero, una vez onoida esa lasi�aión, en-ontrar las soluiones partiulares que orresponden a los estados singuletes es más senilloque el estudio indisriminado de todos ellos. Se pueden ilustrar las anteriores a�rmaioneson una itaI onsider that I understand an equation when I an predit the properties of itssolutions, without atually solving it. P. A. M. Dira.1



2 Capítulo 1Las araterístias de las soluiones partiulares de una euaión, que pretenden desribirlas situaiones reales, están ondiionadas por las invarianias de la propia euaión frentea las transformaiones de las variables puestas en juego. Por ejemplo, la veloidad de unpunto material tal omo se ha de�nido más arriba es independiente de un desplazamiento delorigen del sistema de oordenadas utilizado, ~v =
d~r

dt
=
d(~r − ~r0)

dt
donde se supone que ~r0es un vetor onstante. Igualmente puede deirse que la misma veloidad es independientedel origen seleionado para iniiar la esala de tiempos, es deir, es independiente de latransformaión de la variable tiempo en la forma: t → t− t0. Las soluiones partiulares deesas euaiones re�ejan esas invarianias, lo que permite su lasi�aión.El onjunto de todas las transformaiones que dejan invariante un problema onstituyenlo que en Matemátias se onoe omo un grupo. La Teoría de Grupos es por tanto laherramienta que ha de ayudar a lasi�ar las soluiones de un problema y a resolverlo.Las transformaiones anteriores son transformaiones ontinuas en el sentido de que elvetor ~r0 o el tiempo t0 pueden tomar ualquier valor ontinuo. Otras transformaiones sondisretas. Por ejemplo, al plantear el problema de los estados estaionarios de un osiladorarmónio en Meánia Cuántia se busan soluiones partiulares de una funión matemátiaque satisfaga la relaión �

−
~2

2m

∂2

∂x2
+
1

2
k x2

�
ϕ(x) = E ϕ(x)El operador que va entre orhetes, el operador de Hamilton, es invariante frente a la trans-formaión que sustituye x por − x. Es deir si vemos el problema desde el otro lado siguesiendo el mismo problema. La invariania es, en este aso, una operaión disreta que ondi-iona las propiedades de las soluiones partiulares: las hay tales que ϕ(x) = ϕ(−x) y lashay del tipo tal que ϕ(x) = −ϕ(−x). Las soluiones partiulares son pares o impares.Ha de haerse notar que estas transformaiones afetan a las variables espaio-temporalesy, por tanto, pueden ser atalogadas omo transformaiones geométrias para distinguirlasde otras, denominadas internas, que afetan a los espines de las partíulas elementales queonstituyen el sistema objeto de estudio. De entre las transformaiones geométrias relativasa las variables espaiales abe distinguir aquellos asos en que dihas transformaiones dejanun punto del espaio inmóvil de los asos que implian traslaiones en el espaio. El onjuntode las primeras onstituye un grupo puntual, mientras que las segundas, propias de laspropiedades repetitivas en el espaio omo las de las estruturas ristalinas, ontituyen losgrupos espaiales.La otra araterístia de estas transformaiones es que no suponen un ambio de esaladel sistema que se estudia. Son modi�aiones que onservan las distanias y, omo tales, sedenominan isometrías. Las modi�aiones en las funiones que desriben matemátiamenteun fenómeno no alteran su norma. Son debidas al efeto de operadores unitarios.1.2 SimetríasEstas invarianias se suelen denominar simetrías (del griego συµµετρια que tiene el sentidode proporionado o adeuado y también el de onveniente u oportuno). Pero el sentido onel que aquí se pretende usar el término simetría es más amplio que el que puede enontrarse,



Simetrías 3por ejemplo, en el Diionario de la Real Aademia Española (22a ed.): Correspondeniaexata en forma, tamaño y posiión de las partes de un todo. Esta de�niión puede serapliable a la simetría espaial de los uerpos materiales: la simetría bilateral del uerpohumano o la de una atedral gótia. Esta simetría espaial se enuentra en la naturalezaen múltiples manifestaiones: en la disposiión de los pétalos de una �or, en la de las hojasa lo largo de una rama, en la estrutura de una estrella de mar, en el reimiento de lasonhas de los molusos, en el aspeto externo de los ristales que no es sino un re�ejo desu estrutura interna, et. La simetría espaial está presente en la estétia de los objetos ysuele ser usada on �nes ornamentales.Pero esa de�niión deja fuera otros tipos de invarianias de las euaiones que tambiénestán inluídas en la aepión generalizada de simetría. Por ejemplo, las fuerzas eletrostáti-as son invariantes frente al interambio de los signos de las argas elétrias, las positivaspor negativas y vieversa. Las de distinto signo se atraen y las de signo opuesto se repelen.La asignaión de unas omo positivas y las otras omo negativas es puramente arbitrario.Otra invariania que tampoo queda englobada en aquella de�niión es la debida a la indis-tinguibilidad de las partíulas elementales. En los sistemas en que partiipan un onjuntode eletrones, las onlusiones físias medibles deben ser independientes de que uno de ellossea el primero del reuento y otro el segundo o al revés. Es la simetría de las permutaiones.Asoiado a una invariania de las euaiones que desriben un sistema o un fenómenosiempre hay un experimento imposible. No es posible saber desde la posiión de un obser-vador si lo que está viendo es el otro lado de la atedral gótia o si hay un espejo en el medioy lo que de heho está viendo es la imagen espeular del mismo lado en el que se enuentra.Eso quiere deir que muhos aspetos del omportamiento de la Naturaleza quedan oultosa su estudio. Pero, ada vez que en la Historia de la Cienia alguien ha desubierto unfenómeno que supone una violaión de un prinipio de simetría ha sido omo haber abiertouna ventana por la que han entrado otros muhos estudiosos a explorar un ampo nuevodel omportamiento de la Naturaleza. El prinipio de invariania violado queda omo meraimpresión sensible del omportamiento de la Naturaleza o omo una primera aproximaión.Pero aompañando a una simetría ontinua en las euaiones y a un experimento im-posible hay una antidad físia que se mantiene invariante. Son las Leyes de Conservaiónque son otra manera de enuniar un prinipio de invariania. El teorema fue enuniado porEmmy Noether a prinipios del siglo XX. Algunas Leyes de onservaión son bien onoi-das. La imposibilidad de asignar un origen �jo a las oordenadas de posiión de los puntosmateriales, invariania frente a la traslaión, va aparejada en la Meánia Clásia por la on-servaión de la antidad de movimiento. La imposibilidad de elegir una direión preferenteen el espaio, invariania frente a las rotaiones del sistema de oordenadas, está asoiadaa la Ley de Conservaión del momento angular. La invariania frente al desplazamiento delorigen de la esala de tiempo está vinulada a la onservaión de la energía.If the universal law of Nature should be disovered, invariane priniples wouldbeome merely mathematial transformations whih leave the law invariant.E. P. Wigner.Son dos puntos de vista del mismo fenómeno. Uno más matemátio omo invariania delas euaiones y otro más físio en la forma de Leyes de Conservaión y de experimentoimposible. Queda por señalar que muhas de las leyes enontradas empíriamente, on gran



4 Capítulo 1laboriosidad, por los pioneros de un ampo onreto de la Físia o de la Químia han sidomás tarde deduidas a partir de meras relaiones de simetría.La simetría menionda en los párrafos preedentes no es la de los fenómenos físios en sí,sino la de las euaiones que pretenden re�ejar la realidad físia y desribir dihos fenómenosaunque sea de forma tan solo aproximada.It is good to emphasize at this point the fat that the laws of nature, that is, theorrelations between events, are the entities to whih the symmetry laws apply,not the events themselves. E. P. Wigner.El estudio de la Naturaleza suele iniiarse on un modelo simplista. Se estudia un estadoabsolutamente aótio de los gases o las estruturas ristalinas perfetamente ordenadas yrepetidas hasta el in�nito. Los ristales reales son �nitos y suelen llevar imperfeiones odefetos en la ristalizaión. En muhos asos, y desde el punto de vista tenológio, sonpreisamente los defetos los que enuentran mayores apliaiones. Los modelos simplistastienen muha más simetrías que la realidad. Un modelo más perfeionado, que re�ejemejor la realidad suele tener un menor número de invaranias. Se die que se ha roto lasimetría. Basta, por ejemplo, inorporar algún tipo de interaión no ontemplada en elmodelo simplista idealizado para que se reduza la simetría. Es la diferenia entre unamera observaión super�ial y una observaión detallada. La simetría bilateral del uerpohumano se pierde si analizamos la disposiión de los órganos internos, la de una atedralgótia desaparee si nos �jamos en las tallas de los apiteles de este y de aquel lado.Las invarianias de las euaiones nos hablan de un experimento imposible pero nadadien de los experimentos posibles. Así ourre on las reglas de seleión espetrosópias,todas las uales se deduen por la simetría, que enunian que iertas transiiones no sonposibles, pero nada dien de las que son posibles y on qué probabilidad. Es deir, elanálisis de las invarianias o simetrías de un problema no lo resuelve aunque represente unainestimable ayuda.El onjunto de las invarianias de un modelo, y de las euaiones que lo desriben,tienen la estrutura de lo que en Matemátias se onoe omo grupo. En efeto, para adatransformaión de las variables inluídas en las euaiones existe la transformaión inversaque onsiste en volver a las variables preedentes. El resultado de la apliaión suesiva dedos de esas transformaiones de invariania equivale a otra de las transformaiones que dejaninvariantes las euaiones. Por tanto, se habla del grupo del orrespondiente modelo: grupode las transformaiones de Lorentz de la Meánia relativista, grupo del Hamiltoniano de laMeánia Cuántia, et.Dos sistemas de referenia son igualmente admisibles si en ambos todas las leyesfísias y geométrias universales tienen la misma expresión algebraia. Las trans-formaiones entre tales sistemas de referenia igualmente admisibles forman elgrupo de los automor�smos; las leyes de la Naturaleza son invarientes frente alas transformaiones de este grupo. H. Weyl.En el ampo onreto de la Meánia Cuántia, la Teoría de Grupos fue introduida,entre otros, por H. Weyl desde el punto de vista matemátio y por E. P. Wigner desdeel físio. Menionar a unos tiene el peligro de desdeñar otras ontribuiones igualmente



Simetrías 5valiosas, pero la lista se haría inaabable. Quizá habría que situar omo punto de arranquela insinuaión dada por J. von Neumann a Wigner de que los autoestados del Hamiltonianoforman base de las representaiones irreduibles del grupo de las transformaiones que dejaninvariante ese operador de Hamilton.Las aportaiones de la Teoría de Grupos no siempre fueron inorporadas de maneraautomátia al aervo de los físios de la époa, omo tampoo lo había sido unos poos añosantes la Teoría Cuántia de Heisenberg y Jordan. Tanto en un aso omo en el otro se haíauso de unos instrumentos matemátios �Teoría de grupos en un aso y Álgebra Matriialen el otro� que estaban siendo desarrollados por los matemátios, pero que no estabaninluídos en la formaión habitual de los físios. Fue más fáil aeptar la euaión diferenialde Shrödinger y su �funión de onda�.
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Capı́tulo 2Grupos: la herramienta2.1 TransformaionesLas transformaiones que dejan invariante un problema onstituyen grupo. En este estudiose va a tratar el problema de los grupos puntuales dejando los grupos espaiales para otroestudio independiente. Los grupos espaiales inluyen la traslaión en el espaio mientrasque los grupos puntuales siempre dejan un punto del espaio inmovil. De ahí su nombre.De entre los grupos puntuales en este apartado se van a estudiar los grupos �nitos detransformaiones disretas. Las transformaiones ontinuas son el resultado de una seuen-ia de transformaiones in�nitesimales y, por tanto, hay un número in�nito de ellas. Eltratamiento de unos y otros es ligeramente distinto; el tratamiento de los grupos ontinuosaproveha buena parte de las onlusiones alanzadas on los grupos �nitos.Puesto que lo que se van a estudiar son transformaiones de una funión que desribe unfenómeno, es neesario estableer previamente una serie de onvenios. Las tansformaionesque se estudian son las de las variables que dan omo resultado transformaiones en lasfuniones. Distingamos entre los dos tipos de transformaión on una funión de una solavariable: R para la transformaión de la variable y OR para la transformaión de la funión.La invariania de la funión quiere deir que la nueva funión en la nueva variable toma elmismo valor que la funión primitiva en la variable primitiva.
f0(x0) = OR f(Rx) = f(x) (2.1)De ahí se dedue fáilmente que

ORf(x) = f0(x) = f(R−1x) (2.2)donde R−1 es la transformaión que deshae el efeto de R y vuelve a la variable anterior.Un ejemplo servirá para ilustrar la diferenia. Sea la funión osα y la trans-formaión R el resultado de girar el sistema oordenado un uarto de vueltade manera que Rα = α + π
2
. La transformaión inversa R−1α = α − π

2
. Latransformada de la funión oseno es entones la funión seno, pues se umpleque sin�α +

π

2

�
= osα sinα = os�α−

π

2

�7



8 Capítulo 2Las operaiones R y OR son distintas pero están obviamente vinuladas. Se die quela relaión entre las operaiones R y OR es un homomor�smo. Dependiendo de las trans-formaiones de las variables R y de las funiones a las que se aplia OR, la relaión entreambas puede no ser unívoa y oexistir múltiples transformaiones R a las que orrespondala misma transformaión OR.Las transformaiones de las variables y de las funiones que interesan en este ontextoson las llamadas transformaiones lineales. Estas umplen una serie de ondiiones:� OR (k f) = k (OR f) donde k es onstante� OR (f1 + f2) = OR f1 + OR f2� (OR1
+ OR2

) f = OR1
f + OR2

f

➩ En lo que sigue prestaremos atenión a las transformaiones de lasvariables haiendo una llamada a las de las funiones uando sea neesario.Llamaremos R, S, T , et. a esas transformaiones exepto la transformaión que onsisteen no modi�ar nada para la que reservaremos la notaión E1, la operaión identidad.
Φ0 = ORΦ EΦ = ΦSe puede realizar una transformaión sobre el resultado de haber realizado otra previa.Diremos que es un produto de transformaiones

OR (OSΦ) = OROSΦ = (OROS)Φy hablaremos de multipliaión de transformaiones e, inluso, la notaión será la de lamultipliaión aunque pueda tener remota relaión on el produto de números. El onvenioexige que la primera transformaión apliada sea la que está más a la dereha en la notaión.Esa transformaión de la funión orresponde a una transformaión de las variables T = RS.El produto de dos transformaiones es otra transformaión del problema.La transformaión inversa de una dada es la que retorna el problema a la situaiónanterior.
R−1 R = R R−1 = E O−1

R OR = OR O
−1
R = OEdonde O−1

R = OR−1 .Desde el punto de vista matemátio, un grupo es un onjunto, G, de objetos �en elaso que nos oupa los �objetos� son operaiones de transformaión� que tienen una ley deombinaión interna a la que hemos llamado produto, no neesariamente onmutativo, onlas siguientes propiedades:� Exite en el onjunto el objeto (operaión) identidad, E, que deja las osas omo están.
E 2 G.� El produto de dos de esos objetos es otro objeto que también está ontenido en elgrupo. Es la relaión de ierre. Si RS = T , entones T 2 G.1 La notaión E deriva de la palabra alemana �Einheit�, unidad.



Transformaiones 9� Para ada objeto del grupo, R, existe en el propio grupo el elemento inverso de R,
R−1 2 G, de�nido on la ondiión R−1 R = E.� La operaión produto tiene la propiedad asoiativa: RS T = R (S T) = (RS) TUn elemento del grupo no se altera al multipliarlo por la identidad: RE = ER = R.La operaión identidad de un grupo es únia. El inverso de un elemento R es únio y es elmismo, bien por la dereha bien por la izquierda: R−1 R = RR−1 = E. El inverso de unaoperaión es, por tanto, también únio.La notaión de las potenias positivas o negativas de un elemento es análoga a la quese emplea en el álgebra elemental, aunque aquí el �produto� sea la apliaión suesiva detransformaiones. La analogía en la notaión puede extenderse en la forma (Rm)

n
= Rmnsean m y n enteros, positivos o negativos.El inverso de un produto de varias transformaiones oinide on el produto de losinversos de las transformaiones individuales pero apliados en orden inverso

(RS T � � � )−1 = � � � T−1 S−1 R−1pues es de esa forma omo se garantiza que el produto de una operaión por su inversa seala identidad. Haiendo uso de la propiedad asoiativa de ese produto
(RS) (RS)−1 = R

�
SS−1

�
R−1 = RR−1 = Eel resultado es la operaión identidad E.El número de elementos de un grupo �nito se onoe omo orden del grupo, jGj.Ejemplo: El onjunto de los números enteros onstituye un grupo si la suma ordinariase toma omo la operaión interna �produto�. El ero juega el papel de la �identidad�. Elopuesto de un número es su �inverso�. Se trata de un grupo onmutativo.Ejemplo: El onjunto de las matries no singulares de dos �las y dos olumnas formanun grupo. La ley de ombinaión interna llamada �produto� es aquí el produto matriialordinario. El determianate de una matriz no singular es distinto de ero: su inverso existe.En ese grupo el elemento � 1 00 1 � juega el papel de elemento identidad. El produto matriialordinario no es onmutativo. Es un grupo in�nito.La estrutura de un grupo está dada por su tabla de multipliar, también llamada tablade Cayley, similar a la de la multipliaión de números aprendida en la esuela elementalon la diferenia de que este �produto� no es onmutativo.Ejemplo: En el aso de funiones de una sola variable, además de la identidad, abe laposibilidad de la operaión que ambia R = x ↔ −x. Se trata de un grupo que solamentetiene dos elementos E y R. La tabla de multipliar de ese grupo tan senillo es simplemente

S2 E R

E E R

R R E



10 Capítulo 2Una primera transformaión ambia x por −x. La repetiión de la misma transformaiónambia −x por −(−x) = x on lo que R2 = E.Una tabla similar para un grupo de seis elementos puede ser
S3 E R S T U V

E E R S T U V

R R S E V T U

S S E R U V T

T T U V E R S

U U V T S E R

V V T U R S ELos nombres partiulares S2 y S3 están relaionados on los grupos de las permutaiones dedos y de tres objetos que se verán más adelante. Sirven ahora para poder haer referenia aesas tablas de multipliar.En estas tablas de multipliar adoptaremos el onvenio de que el elemento que �gura enla olumna de la izquierda es el fator que va a la izquierda en una formulaión habitual dela multipliaión, mientras que el que �gura en la primera linea, en la abeera, es el fatorque va a la dereha y, por tanto, de auerdo on el onvenio menionado anteriormente, esel primero en atuar sobre las variables del problema. Por ejemplo, el produto T S = Vmientras que S T = U. El produto de elementos en el ejemplo propuesto no es onmutativo.Los grupos uya tabla de multipliar es onmutativa se llaman grupos abelianos. Su tablade multipliar es simétria respeto de la diagonal prinipal.Varias osas son dignas de destaar en esas tablas de multipliar. El primer elemento esla identidad E. La primera �la y la primera olumna indian el produto por E. En ada�la y en ada olumna apareen todos los elementos del grupo sin repetirse, simplementereordenados. Es senillamente el umplimiento del teorema de la reordenaión. Cada �lay ada olumna son el resultado de una permutaión de todos los elementos del grupo. Elproduto de elementos en el ejemplo propuesto no es onmutativo.Orden de un elemento de un grupo es la potenia a la que hay que elevarlo para llegara la identidad. En la tabla anterior R3 = E. El elemento R es de orden tres. En ambio
T T = E, el elemento T es de orden dos. El orden de un elemento es siempre un divisor delorden del grupo.Los grupos omo este on la siguiente tabla de multipliar



Transformaiones 11
E R S T U V

E E R S T U V

R R S T U V E

S S T U V E R

T T U V E R S

U U V E R S T

V V E R S T Uen que ada �la o olumna es el resultado de una permutaión ília de los mismos elementos(una línea y la siguiente están relaionadas porque el primer elemento pasa a la últimaposiión sin perder el onjunto el orden relativo) se denominan grupos ílios. El ordende los elementos de un grupo ílio oinide on el orden del grupo. Los grupos ílios sontodos ellos abelianos (onmutativos).Los grupos del mismo orden, que tienen la misma tabla de multipliar, aunque se re�erana ámbitos muy dispares, tienen la misma estrutura. En el primero de los grupos onsid-erados, el de tan solo dos operaiones, la operaión R puede referirse a girar el sistema deoordenadas 180Æ alrededor del eje Z en un problema tridimensional, o bien puede referirsea la operaión x ↔ −x del problema monodimensional anterior, o a la permutaión de dosobjetos, o a la inversión del sistema de oordenadas. Todos esos grupos tienen la mismatabla de multipliar y, por ende, la misma estrutura. Se die que son grupos isomorfos.Entre dos grupos isomorfos hay una orrespondenia elemento a elemento entre los de ungrupo on los del otro. En esa orrespondenia la identidad de un grupo está asoiada a laidentidad en el otro.Entenderemos, por tanto, omo grupos �distintos� los que tienen distinta tabla de multi-pliar. Cuando se die �distinta� no se re�ere a un mero reordenamiento de los elementos. Elnúmero de grupos �distintos� ree on el número de elementos que ontienen, on el ordendel grupo. El grupo que solo ontiene la identidad es un grupo trivial y solo puede teneruna tabla de multipliar si así se la quiere llamar. Con dos elementos solo hay una tabla demultipliar. Para ada orden del grupo hay un grupo ílio. La tabla 2.1 presenta el númerode grupos �distintos� para valores pequeños del orden y, de ellos, uantos son abelianos. Siel orden del grupo, jGj, es un número primo, no hay más que una tabla de multipliar, laília. Con sesenta y uatro elementos hay un total de dosientos sesenta y siete gruposdistintos, no isomorfos, y on iento veinte elementos hay uarenta y siete grupos distintos,entre los uales se enuentra el grupo de todas las relaiones de simetría de un iosaedroregular.A la vista de la tabla de multipliar es posible seleionar unos poos elementos a partirde los uales, por apliaión reiterada de la propia tabla de los produtos, onstruir el restode los elementos del grupo. En el ejemplo anterior del grupo S3 on seis elementos, R y T



12 Capítulo 2
Table 2.1: Número de grupos no isomorfos de varios órdenes on indiaión del número delos abelianos entre ellos Orden No isomorfos Abelianos2 1 13 1 14 2 15 1 16 2 17 1 18 5 39 2 110 2 111 1 112 5 313 1 114 2 115 1 116 14 5� � �



Subgrupos 13son su�ientes para tener todos los demás: R2 = S; R T = V , et. Para dar uenta de todala estrutura del grupo, además de estos elementos, ha de ompletarse la informaión onsus relaiones R3 = E, T2 = E. En este ejemplo se die que R y T son generadores delgrupo. A vees se usa también la notaión < R, T >= S3. El onjunto de los generadoreses el subonjunto de los elementos del grupo de manera que entre ellos y sus inversos, pormeras multipliaiones, se puedan tener todos los demás.2.2 SubgruposUn subgrupo, H, de otro dado, G, está onstituido por algunos de los elementos del anteriorque, por sí mismos, umplen todas las ondiiones para ser un grupo. Puesto que es unsubonjunto de �objetos�, H � G.Los subgrupos triviales son los que están formados tan solo por la operaión identidad, obien, por la totalidad de los elementos del grupo. Estos subgrupos se denominan impropios.Más interés presentan los subgrupos propios pues suelen apareer ada vez que un sistemaobjeto de estudio entra en una nueva interaión adiional reduiendo las invarianias delproblema.En el ejemplo anterior de un grupo formado por los elementos {E, R, S, T,U, V}, a la vistade la tabla de multipliar, es fáil omprobar que, por sí mismo, el onjunto {E, T } forma ungrupo de orden dos, pues umple la ondiión de ierre. Su tabla de multipliar es idéntiaa ualquier otra orrespondiente a un grupo formado por solo dos elementos. Igualmente, elonjunto {E, R, S} también forma un grupo. Ambos son subgrupos propios. Puede deirse,por tanto, que hay toda una jerarquía de los grupos puntuales.El orden de un subgrupo (número de elementos que ontiene) es siempre uno de losdivisores del orden del grupo (Teorema de Lagrange). jHj es uno de los divisores de jGj.El oiente jGj / jHj se onoe omo índie de H en G. La relaión inversa no es ierta:los órdenes de todos los subgrupos no siempre ubren todos los posibles divisores del ordendel grupo. Pero, si el divisor es un número primo, ha de haber un subgrupo de ese orden(Cauhy).Si R es un elemento del grupo G, el onjunto de operaiones Rn, donde n es el índie dela operaión R, onstituye un subgrupo ílio on un solo generador uyo orden es el delelemento R.Si H y K son dos subgrupos del grupo G, la interseión H \ K, onjunto de elementosomunes a H y K, también es un subgrupo de G.Algunos subgrupos reiben denominaiones espeiales. Sea un subgrupo H � G y unelemento R 2 G. Se puede formar el onjunto de RHR−1 donde on H se quiere indiar elonjunto de todos los elementos que están en H. Si el resultado es de nuevo el onjunto H,ualquiera que sea el elemento R, se die que H es un subgrupo normal, autoonjugado, oinvariante de G, H ⊳ G. Cualquier subgrupo de un grupo abeliano es un subgrupo normal.Dado un grupo G que tienen un subgrupo invariante H, los elementos de G se puedenseparar en subonjuntos multipliando, por la dereha, todos los elementos R 2 H por unopartiular S que esté en G pero no en H, (S 2 G, S /2 H), es deir, el onjunto formado por
{RS| 8R 2 H}. Estos subonjuntos de G basados en el subgrupo invariante H, denominadososets, tienen, tomando ada subonjunto omo una entidad independiente, sus propiedadesomo un grupo. Es el grupo fator G/N. El grupo S3 = {E, R, S, T,U, V}, uya tabla de



14 Capítulo 2multipliar es la de la página 10, tiene un subgrupo normal o invariante, ílio formado por
{E, R, S}. Es un subgrupo de ídie dos. Al multipliar todos ellos por la dereha por T , U o
V se obtiene siempre el subonjunto {T,U, V} on lo que se onsigue desomponer el grupoen dos subonjuntos: {E, R, S} y {T,U, V}. El produto de dos elementos ualesquiera delprimer subonjunto produe un resultado que está en el primer subonjunto, el produto dedos ualesquiera del segundo subonjunto produe un elemento del primero y el produtode uno de un subonjunto por otro del otro subonjunto produe un elemento del segundosubonjunto. Es omo la tabla de multipliar del grupo S2 vista anteriormente aeptandoque ada subonjunto atúa omo una entidad por sí mismo.Los grupos que no tienen más subgrupos invariantes que los impropios se denominangrupos simples. Los grupos simples son importantes pues representan los bloques de on-struión on los que es onstruyen otros grupos, son omo los átomos de simetría. Losgrupos ílios de orden primo son simples. Si un grupo admite una desomposiión

{E} ⊳ G1 ⊳ G2 � � � ⊳ Gj−1 ⊳ Gj � � � ⊳ Gen que para ada pareja onseutiva Gj−1 es subgrupo normal o invariante de Gj y el grupofator Gj/Gj−1 es onmutativo, se die que es un grupo resoluble.Los grupos que no tienen subgrupos normales abelianos se denominan grupos semi-simples.El entralizador de un elemento en un grupo, R 2 G, es el subgrupo formado por laoleión de elementos del grupo que onmutan on R: C(R) = {S 2 G |RS = SR}. Lainterseión de los entralizadores de los elementos de un subgrupo H, es el entralizadordel subgrupo, C(H). La interseión de los entralizadores de todos los elementos del grupose denomina el entro del grupo, Z(G). Está formado por los elementos que onmutan ontodos los del grupo. Es un subgrupo normal de G.Dado un grupo G, el onjunto formado por todos los elementos que se pueden onstruiren la forma {RSR−1S−1 | 8R, S 2 G} onstituye otro subgrupo denominado subgrupoonmutador de G.2.3 Clases de equivaleniaUna equivalenia es una relaión entre objetos que permite estableer una lasi�aión entreellos. La relaión ha de ser re�exiva, simétria y transitiva. Con ello se quiere indiar queada elemento ha de estar en alguna lase, si el objeto a está en la misma lase que b, bha de estar en la misma lase que a y, por último, si a está en la misma lase que b y ben la misma que c, entones a estará en la misma lase que c; es la relaión transitiva. Lataxonomía de de los seres vivos los lasi�a preisamente en lases, sublases, et. medianterelaiones de equivalenia.Una relaión de ese tipo es la que se va a estableer entre los elementos del grupo. Sean R,
S y T tres elementos del grupo G. Si se umple la relaión RSR−1 = T para algún elemento
R partiular, deimos que S y T están en la misma lase de equivalenia, también llamadalase de onjugaión. La denominaión onjugaión tiene su origen en que se die que loselementos S y T son onjugados por R. Para obtener todos los elementos que están en lamisma lase de equivalenia que uno dado, S, basta ir obteniendo los produtos RSR−1 on



Clases de equivalenia 15todos los elementos R 2 G. Esta onjugaión umple on los tres requisitos de las relaionesde equivalenia.El elemento identidad, E, no es equivalente a ningún otro elemento y, en onseuen-ia, onstituye una lase. En los grupos abelianos (onmutativos), ada elemento tambiénonstituye una lase por sí mismo.Todos los elementos de la misma lase tienen algunas propiedades omunes. Por ejemplo,todos ellos son elementos del mismo orden. El número de elementos presentes en una lasede equivalenia es un divisor del orden del grupo. Si R es un elemento del grupo y CR susubgrupo entralizador, onjunto de todos los elemento de G que onmutan on R, el númerode elementos en la misma lase que R oinide on el índie |G|/|CR| del entralizador en elgrupo.Un subgrupo normal está formado por lases ompletas de equivalenia: si R está enel subgrupo H, todos los elementos de la misma lase que R también están en el mismosubgrupo normal H.Los produtos de todos los elementos de una lase por todos los elementos de otra dalugar a un nuevo onjunto de elementos que es la reunión de lases ompletas.Demostraión: Sea CU la lase de elementos onjugados on U y CV lade los onjugados on V. Hay una operaión T tal que, al ir operando sobreada elemento de la lase CU,
T CU T−1 = CUse obtienen los mismos elementos de la lase de onjugaión.Por otro lado, los produtos de todos los elementos de una lase por los deotra da los elementos del grupo aunque puede que aparezan repetidos variasvees. CU CV =

∑

R2G aR R (2.3)El fator no negativo aR da uenta de las posibles repetiiones. En esasuma, algunos sumandos orresponden a elementos de la lase CS que de-nominaremos omo S1, S2, et.
T CU CV T−1 = T CU T−1 T CV T−1 = CU CV

= T

 
∑

R2G aR R! T−1 =
∑

R2G aR �T R T−1
�En la suma, los elementos de la lase S se transforman en elementos dela misma lase S. Pero la suma total, de auerdo on la euaión (2.3),es invariante. Por tanto, los oe�ientes aR que afetan a elementos de lamisma lase han de ser idéntios. En resumen,CU CV =

nC∑CS

cUV;S CS (2.4)donde los oe�ientes cUV;S son reales y no negativos y la suma se extiendea todas las lases del grupo. ❑



16 Capítulo 2La operaión identidad onstituye una lase por sí misma. En esos produtos de todoslos elementos de una lase por los de otra, la identidad solamente aparee si una es la lasede los inversos de las operaiones de la otra. El oe�iente cUV;E vale ero si las dos lasesno son inversas la una de la otra
CUV;E =

{
0 si CV 6= CU−1

n(CU) si CV = CU−1

(2.5)y vale n(CU), el número de elementos presentes en la lase, si lo son.La relaión de onjugaión o de equivalenia puede extenderse a los subgrupos de ungrupo. Dos subgruposH y K de un grupoG son equivalentes (onjugados) si hay un elemento
R 2 G tal que RHR−1 = K. Con esta notaión se ha querido indiar que, aunque R esun elemento onreto, para ada elemento del subgrupo H se obtiene uno de los elementosdel onjunto K que ha de ser neesariamente el mismo u otros subgrupo. Los subgruposnormales o invariantes son también autoonjugados, solo son onjugados onsigo mismos,
RHR−1 = H, 8R 2 G.2.4 Produto direto de gruposEs una operaión inversa a la de la búsqueda de subgrupos. Se trata de generar supergruposde unos dados.Sean dos grupos G1 y G2 formados respetivamente por los elementos

G1 : R1, R2, et.
G2 : S1, S2, et.que no tienen en omún más que el elemento identidad, y tales que los elementos de uno deellos onmutan on los del otro, Ri Sj = Sj Ri.El onjunto de todos los elementos formados por Ri Sj, para todos los posibles valoresde i y de j, onstituye un nuevo grupo denominado produto direto o externo de los dosgrupos G1 y G2
G = G1 
G2Diho de otra manera, ualquier elemento de G puede ser esrito omo el produto deelemento de G1 por otro de G2. El orden de este nuevo grupo es simplemente el produtode los órdenes de los grupos individuales: |G| = |G1| |G2|.El nuevo grupo G es un supergrupo tanto de G1 omo de G2. Ambos son subgruposinvariantes, o normales, de G.Todos los grupos abelianos �nitos son el resultado de un produto externo de gruposílios.2.5 EjeriiosProblema 2.5.1 Comprobar que los siguientes onjuntos forman grupo:� Todos los números raionales bajo la operaión adiión.



Ejeriios 17� Todos los números raionales no nulos bajo la multipliaión.� Todos los números omplejos bajo la adiión.� Todos los números omplejos no nulos bajo la multipliaión.� Todos los números pares bajo la adiión.� Todos los números omplejos de módulo 1 bajo la multipliaión.� Todas las matries uadradas no singulares de dimensiones n� n bajo la multi-pliaión matriial.� El onjunto de matries � 1 00 1 �, � 0 1
−1 0

�, �−1 0
0 −1

�, � 0 −1
1 0

�, � 1 0
0 −1

�, �−1 0
0 1

�, � 0 −1
−1 0

�,�
0 1
1 0

�, bajo la operaión produto matriial.Problema 2.5.2 Comprobar que los siguientes onjuntos no forman grupo:� Todos los números reales bajo la multipliaión.� Todos los números reales no negativos bajo la adiión.� Todos los enteros nones bajo la adiión.� Todos los enteros nones bajo la multipliaión.� El onjunto de números {1, 2, � � � , p − 1} bajo la multipliaión módulo p uando
p no es número primo.Problema 2.5.3 Considerar el onjunto de las siguientes funiones:� f1(z) = z� f2(z) = − z� f3(z) = z−1� f4(z) = − z−1Deduir si forman grupo en que la ley de omposiión interna sea la funión de funiónen la forma f3(f1(z)) = f3(z) = z−1.Problema 2.5.4 Considerar el onjunto de las siguientes funiones:� f1(z) = z� f2(z) = 1 − z� f3(z) = z/(z − 1)� f4(z) = 1/z� f5(z) = 1/(1 − z)� f6(z9 = (z − 1)/z



18 Capítulo 2Deduir si forman grupo en que la ley de omposiión interna sea la funión de funiónen la forma f5(f3(z)) = f5(
z

z− 1
) = 1 − z = f2(z). Si forman grupo, esribir la tablade multipliaión y enontrar los inversos de ada elemento.Problema 2.5.5 Sea el onjunto formado por los elementos

{1, −1, i, −i, j, −j, k, −k}donde i2 = j2 = k2 = − 1; ij = k; jk = i; ki = j. Comporbar que formangrupo, esribir la tabla de multipliar del grupo y agrupar los elementos en lases deequivalenia. Es el grupo de los quaterniones.Problema 2.5.6 Deduir si la siguiente tabla de multipliar
E R S T U

E E R S T U

R R E T U S

S S U E R T

T T S U E R

U U T R S Epuede orresponder a un grupo.Problema 2.5.7 Comprobar que las raies n-ésimas de la unidad onstituyen grupoílio bajo la multipliaión. Comprobar además que si m es un divisor de n, hay unsubgrupo de orden m.Problema 2.5.8 ¾Cómo son los generadores y las relaiones entre ellos en un grupode orden primo?Problema 2.5.9 ¾Qué subgrupos puede tener un grupo de orden primo?Problema 2.5.10 Comprobar que, si todos los elementos de un grupo son de orden 2(exepto la identidad E), el grupo es abeliano.Problema 2.5.11 ¾Cómo es la tabla de multipliar de un grupo abeliano?Problema 2.5.12 Comprobar que el grupo obtenido por multipliaión de los elemen-tos R y S on la ondiión R3 = S2 = E; RS = SR es un grupo ílio. Deduir elorden del grupo y enontrar un elemento generador del mismo.Problema 2.5.13 Comprobar que un grupo ílio es abeliano.



Ejeriios 19Problema 2.5.14 Comprobar que un subonjunto F del grupo G es un sistema de gen-eradores si y solo si no hay ningún subgrupo propio de G que ontenga todos loselementos de F.Problema 2.5.15 ¾Qué son lases onjugadas de operaiones de simetría?Problema 2.5.16 Un ierto grupo �nito puede ser generado por un solo elemento Ron la relaión de�nitoria Rn = E. ¾Qué puede a�rmarse de ese grupo? ¾Cuántaslases de onjugaión tendrá?Problema 2.5.17 Comprobar que todos los elementos que perteneen a una mismalase de onjugaión son del mismo orden.Problema 2.5.18 Comprobar que un subgrupo H de G, que ontiene lases ompletas,es un subgrupo normal o invariante de G.Problema 2.5.19 Si el elemento R de un grupo es onjugado on S, ¾el inverso de Rserá onjugado on el inverso de S?Problema 2.5.20 Si el elemento R de un grupo es onjugado on S y on el inversode S, ¾será también onjugado on el inverso de R?Problema 2.5.21 Comprobar que los elementos inversos de los que onstituyen unalase forman otra lase.Problema 2.5.22 Usar la propiedad de que el número de elementos de una lase hade ser divisor del orden del grupo para onluir que ualquier grupo de orden primoha de ser abeliano.Problema 2.5.23 Esribir todos los elementos del grupo de matries, dos de uyoselementos son
R =

0BBB� 0 1

−1 0

1CCCA S =

0BBB� 0 i

−i 0

1CCCAy el produto matriial es la operaión interna del grupo. Si esos elementos puedenser generadores, esribir sus relaiones de�nitorias. Clasi�ar sus elementos en lasesonjugadas.Problema 2.5.24 Deduir si las matries
E =

0BBBBBBBBBBBB�
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCCA R =

0BBBBBBBBBBBB�
0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCA S =

0BBBBBBBBBBBB�
0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

1CCCCCCCCCCCCA



20 Capítulo 2onstituyen grupo bajo la operaión produto matriial. Si no es así, añadir el númeromínimo de otras matries hasta ompletar un grupo.Problema 2.5.25 Con seis elementos puede haber grupos de dos tipos no isomorfos(dos tablas de multipliar), uno de ellos es abeliano. Esribir la tabla de multipliarde este último.Problema 2.5.26 Comprobar que el produto de los elementos de dos lases de on-jugaión puede expresarse omo reunión de lases ompletas.Problema 2.5.27 Construir la tabla de multipliar del grupo formado por las matries�
1 0
0 1

�, � 0 1
−1 0

�, �−1 0
0 −1

�, � 0 −1
1 0

�, � 1 0
0 −1

�, �−1 0
0 1

�, � 0 −1
−1 0

�, � 0 11 0 �, on el produto matri-ial omo operaión interna del grupo. Seleionar un onjunto de generadores de esegrupo. Clasi�ar los elementos en lases de onjugaión y enontrar sus subgrupos.Indiar uáles de los subgrupos son normales o invariantes.Problema 2.5.28 Utilizar los siguientes generadores y sus relaiones para onstruirlas tablas de multipliar de los grupos orrespondientes. Clasi�ar los elementos enlases de equivalenia.� R5 = S2 = E; (SR)2 = E� R3 = S2 = T2 = E; (SR)2 = E; RT = TR; ST = TSProblema 2.5.29 Sea F un subonjunto del grupo G. Comprobar que la relaión
Fi F

−1
j 2 F es su�iente parqa a�rmar que F es un subgrupo de G.Problema 2.5.30 Sea H un subgrupo de G y F un subonjunto arbitrario de G. De�-namos el onjunto C(F;H) = {R 2 H|RS = SR, 8 S 2 F}Comprobar que el onjunto C(F;H) es un grupo. Se denomina el entralizador de F en

H. De�namos el onjuntoN (F;H) = {R 2 H|R−1SR = S, 8 S 2 F}Demostrar que N (F;H) es un grupo. Se denomina normalizador de F en H.Problema 2.5.31 Comprobar que ualquier grupo �nito de orden par ontiene un el-emento de orden 2.Problema 2.5.32 Comprobar que ualquier subgrupo de índie 2 es un subgrupo nor-mal.Problema 2.5.33 ¾Qué se entiende por produto direto de grupos?



Capı́tulo 3Grupos puntualesHasta aquí se ha planteado el onepto de grupo omo estrutura matemátia, aparentementedesligada de sus apliaiones a los problemas estruturales de la Químia. Se trata de gruposde transformaiones de las variables en que se estudia un problema. Los átomos y moléulasestán formados por los núleos y los eletrones. Las interaiones eletrostátias dependende las posiiones relativas de unos y otros, de su distania mútua. Las interaiones son,por tanto, invariantes frente a las transformaiones del sistema de oordenadas que deja una�gura tridimensional indistinguible de la que tenía antes de transformarlo. Son operaionesde simetría espaial que dejan siempre un punto estátio. El onjunto de las operaionesonstituyen los grupos puntuales.Esta seión está dediada a la desripión de las operaiones de simetría y a los onveniosde notaión.3.1 Operaiones de simetría3.1.1 Elementos de simetríaEstableeremos en primer lugar una lara distinión entre lo que es un elemento de simetríay las operaiones de simetría. Elementos de simetría son las entidades geométrias, talesomo lineas, planos, puntos, on respeto a las uales pueden realizarse las operaiones desimetría. Una �gura en el espaio puede presentar omo elementos de simetría� Ejes propios.� Planos.� Centro de inversión.� Ejes impropios.Los ejes de giro son relativamente fáiles de detetar en una �gura geométria. No esmuy di�il apreiar que las pirámides de Egipto tienen un eje vertial de orden uatro, un ejeuaternario. Cada uarto de vuelta de la �gura alrededor del eje deja la �gura indistinguible21



22 Capítulo 3de la situaión anterior. Una osa es el eje uaternario y otra es el giro de 90Æ alrededor dediho eje.Igualmente, una atedral gótia tiene un plano de simetría izquierda dereha. La op-eraión que onsiste en llevar lo de aquí allá y vieversa de manera que se llegue a unasituaión indistinguible de la anterior es una re�exión espeular a través de un plano desimetría.Los ejes propios dan lugar a operaiones que permiten transformar la �gura sin neesidadde desomponerla en sus piezas más menudas. La re�exión espeular, y el resto de las opera-iones que siguen, por el ontrario, para llevarlas a abo físiamente requieren un despiee,átomo a átomo, y una reonstruión. Son todos elementos impropios y las operaiones aque dan lugar se dien, también, impropias.Una �gura tiene un entro de inversión si es posible llevar ada pieza en línea reta,pasando por el entro de inversión, a una nueva posiión que dista lo mismo que antes delentro de manera que la nueva �gura reproduza la anterior.Los ejes llamados impropios son un poo más di�iles de detetar en una �gura tridi-mensional. La siguiente grá�a pretende ilustrarlos.
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La transformaión que lleva de la �gura de la izquierda a la de la dereha puede ser inter-pretada omo un giro de un uarto de vuelta alrededor del eje vertial indiado, seguido deuna re�exión espeular a través de un plano horizontal perpendiular al propio eje. Ni elgiro ni la re�exión son, per se, operaiones de simetría, aunque en otra �gura más simétria,no en el ejemplo, pudieran oinidir. Pero la seuenia de ambos si lo es. Como elementode simetría, el eje al que se suele haer referenia es preisamente sobre el que iniia latransformaión y que, en el ejemplo, es un eje vertial.Alternativamente, esa misma operaión puede ser vista, omo la estudian habitualmentelos ristalografos, omo un giro también de un uarto de vuelta alrededor del mismo ejepero en sentido ontrario al anterior, seguido de una inversión del onjunto. Ni el giro ni lainversión, por separado, son operaiones de simetría pero uno seguido de la otra sí es unaoperaión de simetría.



Operaiones de simetría 23Ha de haerse notar que, omo onseuenia de las transformaiones impropias, es deir,todas exepto los giros alrededor de los ejes propios, ambia la quiralidad de la �gura.La notaión de los distintos elementos de simetría sigue la misma pauta que las op-eraiones que sobre ellos se pueden realizar. La siguiente tabla reoge las notaiones deShön�ies, habitual en los trabajos de Químia, y la de los ristalografos.Elemento Shön�ies CristalografíaEjes propios de orden n Cn nPlanos de simetría σ 	2Centro de inversión i 	1Ejes impropios de orden n Sn 	nEn ada aso, el índie n mara el orden del eje. En el aso de los ejes propios india queson posibles las operaiones giro de ángulo 2π
n
, en el aso de los ejes impropios india quelas posibles operaiones de simetría se iniian on un giro de 2π

n
. En esa tabla se ha hehonotar que la inversión, en notaión de los ristalografos es la operaión impropia onsistenteen la suesión de un giro de 360Æ seguido de inversión. De ahí la notaión 	1 mientras que ennotaión de Shön�ies habría sido S2, es deir, un giro de 180Æ seguida de una re�exión enun plano perpendiular al eje. Igualmente, la re�exión en un plano equivale a la seueniade girar 180Æ seguido de inversión, lo que justi�a la notaión 	2. El orden del elemento �ejeimpropio� no oinide en ambos tipos de notaiones.3.1.2 OperaionesAunque la notaión pueda ser onfusa, debe haerse una lara distinión entre el elementode simetría y las operaiones que sobre él se pueden realizar. Sobre un entro de inversiónno hay más operaión que la inversión; su uadrado es la identidad. Igual ourre on unplano de simetría: la únia operaión es la re�exión. Tanto la inversión omo la re�exiónson operaiones de orden dos: sus uadrados respetivos son la identidad E.Con un eje propio de orden n las posibilidades aumentan pues se pueden realizar las op-eraiones: Cn, C2n, C3n, � � � , Cn−1

n . La operaión Cnn oinide on la identidad. La primerade esas operaiones no neesita llevar exponente unidad. Si n = 3 las operaiones son C3 y
C23, es deir, giros de 120Æ o de 240Æ, que también se suelen indiar omo C+

3 y C−
3 pues elgiro de +240Æ tiene el mismo efeto que el giro de -120Æ.Con los ejes impropios ourre algo similar. Si el orden es par, las operaiones posiblesson Sn, S2n, � � � , Sn−1

n ; para valores pares de n, Snn = E. Si el orden del eje es impar, sepueden realizar las operaiones Sn, S2n, � � � , S2n−1
n pues, en este aso, S2nn = E. La preseniade un eje impropio implia la de otros elementos de simetría. Por ejemplo, las operaionesque se pueden realizar sobre un eje S6, es deir, S6, S26 = C3, S

3
6 = i, S46 = C23, S

5
6, implianla existenia de un eje propio ternario y de un entro de inversión.



24 Capítulo 3Para poder refereniar las distintas operaiones de simetría que se pueden llevar a abosobre un sistema moleular ha de estableerse una serie de onvenios respeto de los ejesartesianos de referenia.� El origen se sitúa en el entro de masas del sistema, de la moléula.� Si hay un eje propio de simetría de alto orden, Cn, es el eje prinipal y es el eje z.� Si hay varios ejes prinipales del mismo orden, el eje z pasa por el mayor número depuntos notables, átomos de una moléula. Si aún persiste la ambigüedad, el eje z ortaal mayor número de enlaes.� En moléulas planas el eje x es perpendiular al plano moleular, a no ser que ya estéasignado por alguno de lo apartados preedentes.Siguiendo on los onvenios aeptados, Cn es el eje prinipal de orden n. Los ejes seundariosde orden 2 son C02 y C002. El primero pasa por un mayor número de puntos notables que elsegundo. La operaiones Ckn representan un giro de 2kπ
n

alrededor del eje prinipal. Elsentido de giro debe ser espei�ado. El onvenio establee que se toma omo positivo elsentido del giro de un saaorhos que avanza en la direión positiva del eje orrespondiente.Los planos de simetría también requieren estableer el orrespondiente onvenio. Lare�exión en un plano euatorial, horizontal, perpendiular al eje prinipal se etiqueta omo
σh. El resto de los planos ontienen al eje prinipal y las operaiones orrespondientes son
σv y σd. Los primeros ontienen a los ejes C02 mientras que los segundos biseionan elángulo formado por los C02.3.2 GruposEl onjunto de todas las operaiones de simetría que se pueden realizar sobre un objeto mate-rial, una moléula, onstituyen grupo, omo ya se ha venido menionando. La denominaiónde los grupos también está sujeta a onvenios.� Cn: Grupos que no tienen más operaiones que las que se pueden realizar alrededor deun eje Cn. Son grupos axiales. Son los más senillos, tienen n elementos, son ílios,abelianos. Tienen un únio generador Cn, Cnn = E. La ausenia de simetría, el grupoque solo tiene la operaión identidad, E, puede onsiderarse inluido en este onjuntoon la denominaión C1.� S2n: Grupos generados por la apliaión suesiva de operaiones S2n alrededor de uneje de rotaión-re�exión de orden par 2n. Tienen un únio generador S2n, S2n2n = E.El grupo S2 es refereniado habitualmente omo Ci pues no tiene más operaiones quela identidad y la inversión.� Cnv: Grupos de operaiones que inluyen las rotaiones alrededor de un eje prinipalde orden n y las re�exiones a través de n planos vertiales σv.� Cnh: Además de las operaiones del grupo Cn presenta un plano de re�exión euatorial

σh, perpendiular al eje prinipal. El grupo C1h no tiene más operaiones que laidentidad y la re�exión; su denominaión habitual es la de Cs.



Grupos 25� Dn: Grupos que, además de las operaiones alrededor de un eje prinipal de orden n,presentan ejes seundarios C2 ortogonales al anterior. Se denominan grupos diedros.Son los produtos diretos de los grupos Cn 
 C2.� Dnh: Además de las operaiones del grupo Dn presentan la re�exión en el planoeuatorial σh.� Dnd: Además de las operaiones del grupo Dn presentan re�exiones a través de nplanos vertiales σd.El resto de los grupos que siguen orresponden a �guras geométrias muy simétrias, tienenvarios ejes prinipales del mismo orden. Las denominaiones son espeí�as para ada unode los grupos.� T : Grupo de operaiones la rededor de uatro ejes ternarios además de los giros alrede-dor de ejes seundarios de orden 2. Son las puras rotaiones propias de un tetraedroregular.� Td: Inluye todas las operaiones de un tetraedro regular.� Th: Como el grupo T más la inversión.� O: Grupo de las rotaiones en un hexaedro o ubo; tiene tres ejes uaternarios per-pendiulares entre sí.� Oh: Inluye todas las operaiones de simetría de un ubo. Como el grupoO inluyendoademás las operaiones impropias, la operaión inversión y todas las que resultan deombinar esta on las rotaiones.� I: Grupo de las rotaiones de un iosaedro.� Ih: Grupo de todas las operaiones, propias e impropias, del iosaedro.Los grupos que siguen no son �nitos, tienen un número in�nito de operaiones de simetría.Son grupos ontinuos, ada operaión se puede etiquetar mediante variables ontinuas. Seinluyen en esta relaión por ser generalizaiones de los anteriores uando los ejes son on-tinuos o n = ∞.� C∞ : Simetría ilíndria. Grupo de las rotaiones alrededor de un eje ontinuo.� C∞h: Grupo de las rotaiones alrededor de un eje ontinuo y además la re�exión através de un plano euatorial σh.� C∞v: Grupo de las operaiones de C∞ más las re�exiones a través de in�nitos planosvertiales que ontienen al eje prinipal.� D∞v: Como C∞v inluyendo además la re�exión a través del plano euatorial y, portanto, la inversión.� O+
3 : Grupo de las rotaiones propias en una esfera.� O3: Grupo de todas las operaiones de simetría de una esfera.



26 Capítulo 3El grupo O3, o también O(3), es isomorfo al grupo de todas las matries ortogonales, dedimensiones 3�3, on el produto matriial omo ley de ombinaión interna entre elementosdel grupo. Matries ortogonales en el ampo real son aquellas uya transpuesta oinide onsu inversa. El determinante de tales matries puede ser �1. El subgrupo O+
3 = SO(3)engloba tan solo las matries on determinante +1.Los grupos C∞v y C∞ , on la notaión alternativa de O(2) y SO(2), son los subgruposde los anteriores pero en dos dimensiones. El grupo C∞v es isomorfo al de las matriesreales ortogonales, de dimensiones 2� 2 ondeterminante �1, mientras que el grupo C∞ esisomorfo al subgrupo del anterior que tan solo ontiene las matries on determinante +1.Un grupo, G, que ontiene a la vez operaiones propias e impropias es la reunión de unasy otras operaiones G = {H, M}. La identidad está en el onjunto, H, de las operaionespropias. Puesto que el produto de dos operaiones propias ha de ser otra operaión propia, elonjunto H es un grupo, subgrupo de G. Además, el produto de dos operaiones impropiastambién ha de ser una operaión propia y el produto de una propia por otra impropia hade ser impropia. El subgrupo de las operaiones propias es, por tanto, un subgrupo normalo invariante de G.Como el produto de todas las operaiones de G por uno de sus elementos genera losmismos elementos en otro orden, el grupo G se puede onsiderar omo la reunión de H on

RH, G = {H, RH}, siempre que R sea una de las operaiones impropias. Esa operaión
R puede ser onsiderada uno de los generadores del grupo pues su produto on todoslos elementos de H ha generado la totalidad de las operaiones impropias. Si el grupo Gontiene la operaión inversión, esa es una adeuada operaión impropia y se esribe que
G = {H, iH}. Si el grupo G no ontiene la inversión entones el grupo G0 = {H, (iR)H} esun grupo de operaiones propias todas ellas, isomorfo al grupo G. Todos los grupos �nitosque ontienen tanto operaiones propias omo impropias son isomorfos a otro grupo en quetodas las operaiones son propias.Una manera de onstruir grupos que ontengan operaiones impropias, pero no la imver-sión, onsiste en analizar qué grupos G0 on todas las operaiones propias ontinenen unsubgrupo H de índie 2, uyo orden sea la mitad del orden del grupo. El grupo onstruídoen la forma G = {H, i(G0\H)}, donde el onjunto G0\H ontiene todos los elementos de G0no ontenidos en H, es un grupo isomorfo a G0 on operaiones propias e impropias.A medida que se ha ido ampliando la relaión de los grupos puntuales de interés en elestudio de sistemas atómios o moleulares, ha aumentado el número de operaiones queada grupo ontiene. Se ha menionado que unos grupos son omo otro anterior de ordeninferior, inluyendo además iertas operaiones adiionales. Es deir que, a partir de ungrupo, se obtiene un supergrupo, del ual el primero es un subgrupo. Es deir, hay todauna jerarquía de grupos en la relaión preedente. El supergrupo de todos ellos es el grupode todas las transformaiones de simetría de la esfera, el grupo O(3). Todos los demás sonsubgrupos de éste.Una de las maneras de generar un supergrupo de otro dado, al inluir operaiones adi-ionales, es mediante el produto direto de grupos. La siguiente relaión no pretende serompleta.

O(3) = SO(3)
 Ci
D∞h = C∞v 
 Ci



Clases 27
C∞h = C∞ 
 Ci
Oh = O
 Ci
Th = T 
 Ci
Td = T 
 Cs
Dn = Cn 
 C2si n es par Cnh = Cn 
 Ci
Dnh = Dn 
 Ci
Dnd = Dn 
 Cssi n es impar S2n = Cn 
 Ci
Cnh = Cn 
 Cs
Dnh = Dn 
 Cs
Dnd = Dn 
 CiVista la manera en que se pueden generar supergrupos a partir de grupos de menororden, no es extraño que hayan isomor�smos, es deir, grupos on la misma estrutura desus orrespondientes tablas de multipliar. Diho de otra manera, hay una orrespondeniaelemento a elemento entre los de uno de los grupos y los del otro. Son isomorfos los grupos

C2, Cs y Ci que no tienen más que dos operaiones. Otros isomor�smos se enuentran entrelos siguientes grupos (se ha usado el símbolo ⊲⊳ para indiar esta relaión):
O ⊲⊳ Td

Dn ⊲⊳ Cnv

D2n ⊲⊳ Dnd

Dnh ⊲⊳ Dnd (n impar)
Cnh ⊲⊳ C2n ⊲⊳ S2n (n impar)
D2 ⊲⊳ C2h3.3 ClasesLas operaiones de simetría de un grupo se agrupan en lases de equivalenia por el riteriode que los elementos R y S están en la misma lase si hay en el mismo grupo otra operaión

T tal que T R T−1 = S. Cada operaión ha de estar en alguna lase y nuna en más deuna. Hay operaiones que, si están presentes en el grupo, forman una lase por sí mismas.La identidad E, siempre presente, es una de ellas. Otras son la inversión i y la re�exiónespeular en un plano euatorial σh.El resto de las operaiones suelen agruparse por tipos: los giros alrededor del eje prinipalentre ellos, las re�exiones σv y σd en lases distintas, las operaiones rotaión-re�exión Snindependientes de las anteriores, et. En un grupo abeliano, onmutativo, ada operaiónonstituye una lase.Las operaiones inversas de las que están ontenidas en una lase onstituyen otra lasede equivalenia. Si ambas lases de equivalenia oiniden, se die que se trata de una



28 Capítulo 3lase autoinversa. Los giros de 180Æ, las re�exiones espeulares y la inversión son siempreoperaiones autoinversas.El número de lases de equivalenia ree on la omplejidad del grupo. Los gruposisomorfos Cs, C2 y Ci, que no tienen más que dos operaiones autoinversas, tienen dos lasede equivalenia.Los grupos abelianos, Cn, Sn, on un solo generador del grupo tienen tantas lases deequivalenia omo el orden del grupo.3.4 Un ejemploLas de�niiones y relaiones vistas hasta aquí aera de los grupos puntuales se puedenilustrar on un ejemplo.Sea un triángulo plano equilatero. Posee un eje ternario de simetría perpendiular alplano sobre el que se pueden realizar la operaiones C+
3 y C−

3 . Posee además tres planosde simetría espeular que por ontener al eje de simetría son planos vertiales σv y queidenti�aremos omo σA, σB y σC. El grupo de operaiones se denomina, por tanto, C3v.Estas grá�as orresponden a la identidad y a los dos giros de 180Æ, C+
3 y C−

3 .
A

B C

A

B C

A

B CLas re�exiones son operaiones impropias: no se pueden realizar físiamente sin desomponerel triángulo o sin saarlo del plano en que se enuentra.
A

B C

A

B C

A

B CEsas tres situaiones orresponden al resultado de haber realizado sobre la grá�a originalrespetivamente las re�exiones σA, σB y σC.De esas grá�as es fáil deduir, por apliaión suesiva de dos de esas transformaiones,que los produtos σA � C+
3 = σB y C+

3 � σA = σC no son onmutativos. La tabla demultipliar del grupo, detallada en la tabla 3.1, india que es un grupo isomorfo al grupoetiquetado anteriormente omo grupo de permutaiones de tres objetos S3. El orden delgrupo es seis, g = |G| = 6.El grupo tiene dos generadores, uno de los giros ternarios y una re�exión. Las relaionesde�nitorias �C+
3

�3
= E; σ2A = E;

�
σA C

+
3

�
= E.La lasi�aión de todos los elementos del grupo india que la operaión identidad on-stituye una lase independiente, los giros ternarios otra y las re�exiones una terera.

C3v | E 2C3 3σv | g = 6



Un ejemplo 29Table 3.1: Tabla de multipliar del grupo C3v.
C3v E C+

3 C−
3 σA σB σC

E E C+
3 C−

3 σA σB σC

C+
3 C+

3 C−
3 E σC σA σB

C−
3 C−

3 E C+
3 σB σC σA

σA σA σB σC E C+
3 C−

3

σB σB σC σA C−
3 E C+

3

σC σC σA σB C+
3 C−

3 EHay, por tanto, tres lases de equivalenia, todas ellas son lases autoinversas, es deir, laoperaión inversa de ada una de ellas está ontenida en la misma lase.Los subgrupos impropios son el mismo grupo y el trivial que no ontiene más que laoperaión identidad. Este grupo tiene omo laro subgrupo propio el de las puras rotaiones,el de las operaiones propias, las que se pueden llevar a abo físiamente sin desomponerel objeto en piezas, C3 : { E, C+
3 , C

−
3 } que es ílio y abeliano. Es un subgrupo normalo invariante de índie dos pues ontiene lases ompletas del grupo de partida. Si nos�jamos en la operaión C+

3 y analizamos qué operaiones onmutan on ésta, enontramosque son ella misma, la identidad y el otro giro ternario C−
3 . En total tres operaiones. Esel entralizador de C+

3 en el grupo C3v. El subgrupo ílio oinide on el entralizadorde uno de los giros. El índie de esta subgrupo, oiente entre el orden del grupo C3v y elorden de esta subgrupo, es dos. La lase de equivalenia de los giros tiene, en onseuenai,dos operaiones.También es subgrupo de éste el grupo Cs que no ontien más que la identidad y unare�exión a través de un plano que ontiene al eje de simetría. Este no es un subgruponormal pues no ontiene las tres operaiones re�exión que estaban en la misma lase. Elentralizador de una re�exión ontiene la identidad y la propia re�exión. Consta, por tanto,de dos elementos. Su índie en G es tres. La lase de equivalenia de las re�exiones ontienetres elementos.Los órdenes de los subgrupos son los divisores del orden del grupo origen que en este asoes seis. No puede a�rmarse que el grupo C3v sea el produto direto de esos dos subgrupos,
C3 y Cs, pues inumple una de las ondiiones, que el produto de los elementos de unoy otro subgrupos sea onmutativo. Por lo mismo, tampoo los dos subgrupos menionadosson normales o invariantes.La a�rmaión de que todos los grupos on operaiones propias e impropias son isomorfosa algún otro grupo en el que todas las operaiones sean propias puede ser ilustrado on este



30 Capítulo 3mismo grupo C3v apliado a una pirámide triangular regular. Posee operaiones propias,la identidad y los giros, y operaiones impropias, las re�exiones. Las operaiones propiasonstituyen el subgrupo normal C3. De auerdo on lo que se die en la página 26, elgrupo C3v es la reunión de las operaiones C3v = {C3, σAC3}. A su vez, es isomorfo algrupo generado reemplazando las re�exiones por las trasnformaiones iσAC3. Al apliarsuesivamente las operaiones σA y la inversión i a una de las posiiones del prisma, seobtiene la seuenia
−→ −→uyo resultado �nal es el de un giro C02. Lo mismo se puede haer on las otras operaionesde C3 obteniendo los tres giros C02. El grupo C3v es isomorfo al grupo D3 que no ontinenmás que operaiones propias.3.5 EjeriiosProblema 3.5.1 ¾A qué se denominan �operaiones propias de simetría�?Problema 3.5.2 Los ristalografos pre�eren tratar de los ejes de rotaión-inversión 	nen lugar de la rotaión-re�exión Sn para lasi�ar los ristales. Estableer las orre-spondenias.Problema 3.5.3 ¾Cuál es el onvenio para distinguir las operaiones σv y σd?Problema 3.5.4 ¾Cuál es el orden de los siguientes grupos: C1, C40, D40, S40?Problema 3.5.5 ¾Qué ondiión se ha de umplir para a�rmar que dos grupos deoperaiones de simetría son isomorfos?Problema 3.5.6 ¾A qué equivalen las operaiones S26 y σ−1

v ?Problema 3.5.7 ¾A qué equivale el produto de operaiones i S6?Problema 3.5.8 ¾A qué equivalen los siguientes produtos de operaiones: σh C6C6 C6,
C24 i y i S26?Problema 3.5.9 ¾Qué elementos ontiene y ómo se denomina el grupo generado porla operaión S3?Problema 3.5.10 ¾Qué elementos ontiene y ómo se denomina el grupo generadopor la operaión S5? ¾Cómo se denomina el grupo?Problema 3.5.11 ¾Qué elementos ontiene y ómo se denomina el grupo generadopor la operaión S6? ¾Cómo se denomina el grupo?Problema 3.5.12 ¾Cuáles son los generadores del grupo S3 y sus relaiones de�nito-rias? ¾Qué elementos ontiene?



Ejeriios 31Problema 3.5.13 ¾Cuáles son los generadores del grupo C4v y sus relaiones de�ni-torias? ¾Qué elementos ontiene?Problema 3.5.14 Las siguientes operaiones de simetría
E, S6, S

2
6, S

3
6, S

4
6, S

5
6, C3, C

2
3, i¾onstituyen grupo?Problema 3.5.15 Las siguientes operaiones de simetría

E, S6, S
2
6, S

3
6, S

4
6, C3, i, S

5
6¾onstituyen grupo? Si no onstituyen grupo, quitar los que sobran o añadir el númeromínimo de los que faltan hasta ompletar el grupo.Problema 3.5.16 ¾Cuál es la denominaión del grupo generado por la operaión Snuando n es impar?Problema 3.5.17 ¾Cómo se denomina el grupo generado por S4 y C02? ¾Contiene laopeaión inversión? ¾Y la σh?Problema 3.5.18 ¾Cómo se denomina el grupo generado por S5 y C02? ¾Contiene laopeaión inversión? ¾Y la σh?Problema 3.5.19 Construir la tabla de multipliar de las operaiones del grupo D2h.Problema 3.5.20 Construir la tabla de multipliar de las operaiones del grupo C3v.Problema 3.5.21 ¾Para qué valores de n, la presenia de un eje Sn implia la exis-tenia de un plano de simetría? ¾Para qué valores la de un entro de inversión?Problema 3.5.22 ¾Cuándo se die que dos grupos de operaiones de simetría sonisomorfos?Problema 3.5.23 ¾Qué otra simbología se usa para indiar los grupos C1h, C1v, D1,

D1h, D1d ?Problema 3.5.24 Comprobar que, si un grupo ontiene un ierto elemento S tal que
S2 = C

p
n donde p y n no tienen fatores omunes, también habrá en el mismo grupootro elemento R tal que R2 = Cn.Problema 3.5.25 De los grupos Dnd que inluyen operaiones de simetría S2n, ¾uálesontienen la operaión inversión?Problema 3.5.26 Anotar alguno de los subgrupos de D3d y alguno de los supergruposde C4.Problema 3.5.27 Indiar todos los subgrupos de D5d indiando uáles de ellos soninvariantes.



32 Capítulo 3Problema 3.5.28 ¾Qué grupos se obtienen añadiendo a ada uno de los siguientesgrupos la operaión de simetría indiada? C3 C3v C5v S3 Td C3

i i σh i i S6Problema 3.5.29 El PbTiO3 ristaliza en una red úbia en la que los átomos de Tiestán en el entro del ubo, los de Pb en los vérties y los de O en el entro de adaara. ¾Cuál es el grupo puntual de la elda elemental? ¾Cuál es la simetría loal enlas posiiones de los átomos de Ti, de Pb y de O?Problema 3.5.30 ¾Qué son lases onjugadas de operaiones de simetría?Problema 3.5.31 Construir, para le grupo C4v los produtos de varias lases y expre-sarlos omo reunión de lases ompletas.Problema 3.5.32 ¾Cuáles pueden ser los grupos de operaiones de simetría en moléu-las óptiamente ativas?Problema 3.5.33Problema 3.5.34Problema 3.5.35Problema 3.5.36Problema 3.5.37Problema 3.5.38



Capı́tulo 4RepresentaionesPuesto que la utilidad químia de la Teoría de Grupos está orientada a analizar ómo setransfoman las funiones que desriben una situaión físia onreta de un sistema (en loque aquí se está tratando sistema atómio-moleular), es preisamente de este apartado dedonde saldrán la mayor parte de las apliaiones.Una representaión, Γ , de un grupo no es sino una oleión de matries uadradas, nosingulares, de manera que a ada elemento del grupo se le asoia una de las matries. Haytantas matries omo operaiones hay en el grupo. La únia ondiión impuesta es que lasmatries umplan que su produto matriial satisfaga la misma tabla de multipliar que lade los elementos del grupo.Esa relaión operaión del grupo-matriz uadrada es, en general, un homomor�smo yno un isomor�smo. Es deir, una misma matriz puede estar asoiada a varias operaionesdel grupo. Si la orrespondenia es isomór�a y no homomór�a, es deir, distintas matriesestán asoiadas a distintas operaiones, la representaión se die exata (faithful). En asoontrario, la representaión será inexata (unfaithful).En todo homomor�smo varios elementos de un onjunto están en orrespondenia on elmismo elemento del otro onjunto. El onjunto de los elementos del Grupo G que se asoiana la identidad se onoe omo el núleo (kernel) del homomor�smo.Si las matries han de satisfaer la misma tabla de multipliar que las operaiones delgrupo, la operaión identidad estará siempre representada por la matriz unidad de las di-mensiones pertinentes. Dos operaiones, inversas la una de la otra, estarán representadaspor sendas matries inversas la una de la otra. Este requisito limita las propiedades de lasmatries representaión: han de ser no singulares, su determinante no puede ser nulo, lamatriz inversa de una dada debe existir y estar ontenida entre las de la representaión.Si un onjunto de matries umple la tabla de multipliar del grupo, es deir, formauna representaión del mismo, las matries uyos elementos son los omplejos onjugados delas anteriores, también satisfarán la misma tabla de multipliar y, por ende, serán tambiénrepresentaión del grupo.El ejemplo trivial de representaión es el onjunto de matries de una sola �la y unasola olumna, uyo únio elemento es la unidad. El produto de dihas matries umpleualquier tabla de multipliar que podamos imaginar pues ( 1 ) � ( 1 ) = ( 1 ) Por tanto, esa33



34 Capítulo 4representaión trivial está presente en todos los grupos.Otra representaión también presente en todos los grupos es la representaión regularque hae uso de la propia tabla de multipliar para generar las matries. Utiliemos omoejemplo la tabla de multipliar del grupo S3 detallada anteriormente.
S3 E R S T U V

E E R S T U V

R R S E V T U

S S E R U V T

T T U V E R S

U U V T S E R

V V T U R S ETomamos un elemento omo referenia, por ejemplo T , y onstruimos todos los produtosde los elementos del grupo por T . La tabla de multipliar del elemento T se puede expresarmediante el produto matriial
�
TE TR TS TT TU TV

�
=

�
E R S T U V

�0BBBBBBBBBBBBBBBB�
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCALa operaión resultante del produto puede expresarse omo una ombinaión lineal de lasmismas operaiones. La matriz no tiene más que un elemento unidad en ada �la y olumna.Esa matriz está asoiada a la operaión T .
D(T) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCA



Representaiones 35Siguiendo el mismo proedimiento se puede obtener la matriz representaión de la operaión
V :

D(V) =

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCASi ha de ser una representaión matriial del grupo, ha de umplirse queD(T) �D(V) = D(TV) = D(S)La senilla omprobaión0BBBBBBBBBBBBBBBB�
0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCA �
0BBBBBBBBBBBBBBBB�
0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCA =

0BBBBBBBBBBBBBBBB�
0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCAon�rma que esas matries umplen la misma tabla de multipliar que las operaiones delgrupo. La matriz asoiada a la identidad tiene todos los elementos unidad sobre la diagonalprinipal. En el resto de las matries no hay más que eros a lo largo dela diagonal prinipal.El onjunto de las matries asoiadas a ada una de las operaiones umple la tabla demultipliar del grupo y, por tanto, onstituye su representaión natural o regular. Lasdimensiones de las matries oiniden on el orden del grupo. El onjunto de las matriesonstituye un isomor�smo del grupo. Es una representaión exata (faithful).Las matries de la representaión regular forman un grupo uya ley de ombinaióninterna es el produto matriial ordinario. Es isomorfo al grupo G al que representan.Otra manera de generar representaiones matriiales del grupo onsiste en utilizar lastres oordenadas de posiión de un punto en el espaio tridimensional. 
Rx Ry Rz

!
=

 
x y z

! �0BBBBBBBB�Dxx(R) Dxy(R) Dxz(R)

Dyx(R) Dyy(R) Dyz(R)

Dzx(R) Dzy(R) Dzz(R)

1CCCCCCCCA



36 Capítulo 4Es fáil omprobar que las matries D(R), asoiadas a las operaiones R del grupo, umplenla relaión del produto de operaiones. Si V = RT ,D(V) = D(RT) = D(R) �D(T)por lo que el onjunto de matries {D(R) | 8R 2 G} onstituye una representaión matriialdel grupo on matries de dimensiones 3 � 3. Esta representaión matriial del grupo seonoe omo su representaión natural.Una manera más general de generar representaiones del grupo onsiste en disponer deun espaio lineal de funiones, estable bajo las operaiones del grupo. Esto quiere deirque las transformadas por las operaiones del grupo, de ualquier funión ontenida en dihoespaio lineal, sigue estando en el mismo espaio lineal y, en onseuenia, puede ser esritaomo ombinaión lineal de una base de diho espaio. Sea un espaio lineal de funionesde dimensión n y un onjunto de n funiones linealmente independientes, {f1, f2, � � � , fn}base de diho espaio. Cualquier funión h que esté ontenida en diho espaio se esribe
h =

n∑

i=1

fi ciomo ombinaión lineal de las de base. Para analizar ómo se transforman bajo las opera-iones del grupo las funiones ontenidas en ese espaio, basta analizar el omportamientode las que onstituyen la base.
OR fj =

n∑

i=1

fiDij(R) 8 j = 1, � � � , n (4.1)La matriz de números está asoiada a la operaión R, al espaio lineal de funiones que haservido para su generaión y a la base de funiones {fi} en ese espaio. El onjunto de lasmatries asoiadas a todas las operaiones onstituye la representaión matriial Γ del grupo
G.

Γ = {D(R) | 8 R 2 G} (4.2)Puesto que la únia ondiión impuesta para formar una representaión es el umplim-iento de la tabla de multipliar del grupo, dada una representaión Γ , es fáil enontrar otrasrepresentaiones, relaionadas on ésta. Por ejemplo, el onjunto de matries uyos elemen-tos son los omplejo-onjugados de los elementos de las matries de esta representaión,también onstituyen representaión del mismo grupo
Γ� = {D(R)� | 8 R 2 G} (4.3)pues D(R)�D(S)� = D(RS)�la onjugaión ompleja no altera el orden de los fatores. No ourre lo mismo on lasmatries transpuestas pues el produtoD(R)T D(S)T = D(SR)Texige invertir el orden y, salvo que el grupo sea onmutativo, no se umple la tabla demultipliar del grupo. El mismo argumento puede darse para las matries inversas.



Representaiones 37Distintas representaiones están vinuladas a distintos espaios lineales de funiones. Eneste aso se trata de una representaión onstruida en un espaio lineal de dimensión mon funiones de base gk, k = 1, 2, � � �m. Las matries representaión son de dimensiones
m�m.

OR gl =

m∑

k=1

gkDkl(R) 8 l = 1, � � � ,mLa notaión Γ (µ), on matries D(µ)(R), sirve para distinguir, por el superíndie µ, unarepresentaión de otra.Así pues, una representaión matriial está generada por un espaio lineal de funiones.Las funiones base del espaio lineal se die que son la base de la representaión.Pero, dentro del mismo espaio lineal de funiones, de dimensión n, puede haber unain�nidad de distintas bases, onjuntos de n funiones linealmente independientes. Se trans-forma una base en otra mediante una simple transformaión lineal.
φk =

n∑

j=1

fj AjkLa matriz uyos elementos son Aki ha de tener determinante no nulo, es deir, ha de ser nosingular para que los dos onjuntos de funiones sean linealmente independientes. En esasondiiones la transformaión inversa
fi =

n∑

l=1

φl
�
A−1

�
liexiste.Cada onjunto de funiones de base da lugar a una nueva representaión. Las repre-sentaiones que tienen su origen en distintos onjuntos de base del mismo espaio lineal sedien equivalentes, reservando la denominaión de distintas para las que tienen su origenen distintos espaios lineales de funiones. Las matries de dos representaiones equivalentesestán relaionadas mediante una transformaión de semejanza, la del ambio de base.

ORφk =

n∑

l=1

φlDlk(R,φ) (4.4)
=

n∑

j=1

(OR fj) Ajk =
∑

ij

fiDij(R, f)Ajk

=

n∑

l=1

φl
∑

ij

�
A−1

�
li
Dij(R, f)AjkPor la independenia de las funiones de base es fáil deduir

Dlk(R,φ) =

n∑

ij=1

�
A−1

�
li
Dij(R, f)Ajke igualmente se dedue que las matries que tienen omo base las funiones f se puedenobtener a partir de las que tienen omo base las φ.



38 Capítulo 4La relaión que liga unas representaiones on otras por transformaiones de semejanzaes una relaión de equivalenia pues umple las ondiiones de ser re�exiva, simétria ytransitiva, omo la relaión que ha permitido agrupar los elementos del grupo en lases deoperaiones. Cada espaio lineal de funiones da lugar a una sola representaión distintaaunque puede presentarse en múltiples formas equivalentes por ambio de base. En el re-uento de representaiones distintas, todas las ligadas por transformaiones de semejanzauentan omo una sola.Pero si nos �jamos en la opión onreta de una base partiular, las relaiones preedentes,euaión (4.4), nos proporionan una informaión muho más ria pues nos indian que laprimera funión, k = 1, forma base de la primera olumna de la representaión matriial,la segunda funión φ2 forma base de la segunda olumna e igualmente las demás funiones
φk.La representaión regular menionada anteriormente hae uso de la propia tabla de mul-tipliar del grupo. Es una representaión generada por el álgebra sobre el grupo. El álgebrasobre el grupo está formada por todas las operaiones que pueden ponerse en la forma deuna ombinaión lineal de las operaiones del grupo: ∑

R2G cR R.El onjunto de los elementos situados en la misma posiión en todas las matries de unarepresentaión,
D

(µ)

ij (R) 8 R 2 Gonstituye el vetor representaión ij de la representaión µ-ésima. Consta de tantos datosnumérios omo el orden del grupo. Una representaión matriial, on matries de dimen-siones nµ � nµ, ontiene n2µ vetores representaión.4.1 Representaiones unitariasTodas las representaiones matriiales son equivalentes, por ambio de base, a un onjuntode matries unitarias. Matries unitarias son aquellas uyo inverso oinide on la matrizonjugada y transpuesta de la matriz original.U−1 = UyBasta para ello transformar la base a un onjunto de funiones ortonormales1. Hay múltiplesmaneras de transformar linealmente un onjunto de funiones a otro onjunto ortonormal.El onjunto de n funiones ortonormales no es únio y, en onseuenia, hay una in�nidadde representaiones matriiales, todas ellas equivalentes, donde las matries asoiadas a adauna de las operaiones del grupo son matries unitarias. En una base ortonormal, las matriesrepresentaión D(R,φ)−1 = D(R,φ)y 8 R 2 Gson matries unitarias.1Para que las funiones de base de un espaio lineal sean ortonormales se requiere que en ese espaio estéde�nido un produto interno, un proedimiento de asignar a ada pareja ordenada de funiones del espaioun esalar, en general del ampo omplejo, hfi |fji =aij , on la ondiión de que, al invertir el orden de lasfuniones, se obtenga el omplejo-onjugado, hfj |fii = hfi |fji�.



Repr. unitarias 39
➩ En lo que sigue, al tratar de representaiones del grupo, se entenderáque se re�ere preisamente a representaiones on matries unitarias.Las operaiones ontempladas en los grupos puntuales son isometrías, que preservan lasdistanias. Son, por tanto, transformaiones unitarias que preservan las normas.hOR φi|ORφii = hφi|φii = 1Paree natural que se puedan representar mediante matries unitarias.De una representaión unitaria a otra se pasa, omo en ualquier otro aso, mediante unambio de base

Dlk(R,φ) =

n∑

ij=1

�
A−1

�
li
Dij(R,ϕ)Ajk =

n∑

ij=1

A�ilDij(R,ϕ)AjkLa matriz de ambio de base, A, además de tener determinante distinto de ero, es unamatriz también unitaria. Las transformaiones de semejanza mediante matries unitarias,transfomaiones unitarias, preservan la unitariedad de la matriz que se transforma.Matries uadradas relaionadas por una transformaión unitaria, omo las representa-iones de una misma operaión R en dos bases distintas, tienen muhas osas en omún:� Los oe�ientes del polinomio araterístio:
Pn(λ) = det jD(R) − λ1j� La traza, suma de los elementos situados a lo largo de la diagonal prinipal, n∑

i=1

Dii(R).Coinide, salvo por el signo uando n es par, on el oe�iente del término en λn−1 en elpolinomio araterístio. Se denomina aráter de una operaión en una representaióny tiene una espeial relevania en las apliaiones por lo que será tratada en detallemás adelante.� El determinante. Por ser matries unitarias, ese determinante no puede tomar otrosvalores que no sean �1: positivo para las operaiones que anteriormente se han de-nominado omo propias y negativo para las impropias. También está ontemplado enel polinomio araterístio pues oinide on su término independiente.� Los valores propios. Al tratarse de matries unitarias los autovalores son, en general,números omplejos de módulo unidad.Dado que el determinante del produto de dos matries es igual al produto de los de-terminantes de ada uno de los fatores, los determinantes de las matries representaiónonstituyen, por sí mismos, otra representaión matriial, en este aso on matries de di-mensiones 1� 1, las operaiones propias representadas por la matriz (1) y las impropias por
(−1). De aquí se puede deduir un proedimiento senillo de enontrar un subgrupo normalo invariante de otro. Según se vió en la página 26, un grupoG que tiene operaiones propias eimpropias es isomorfo a otro G0 que no ontiene mas que operaiones propias. Ambos tienenlas mismas representaiones por lo que la mera observaión de las matries representaiónde dimensión unidad, en el grupo que no ontiene más que operaiones propias, G0, permite



40 Capítulo 4identi�ar subgrupos invariantes de índie 2, es deir, on la mitad de los elementos. Sonlos elementos uya matriz representaión es (1). Los elementos del subgrupo están asoia-dos a operaiones propias en G y el resto, aquellos uya matriz representaión es (−1), aoperaiones impropias en G.Puesto que la transformaión unitaria que lleva de una base de representaión a otraD(R,ϕ) = Ay �D(R,φ) �Aes del mismo tipo que la tranformaión que sirve para lasi�ar los elementos de un grupoen lases de onjugaión,D(R,ϕ) = D(T,ϕ) �D(S,φ) �D−1(T,ϕ)(R y S son elementos onjugados por T), todas esas antidades invariantes toman valoresomunes para todas las representaiones equivalentes y para todos los elementos de la mismalase. Se die que son funión de lase. De todos ellos, las trazas jugarán un papel relevante,on la denominaión de arateres, en las apliaiones físias de la Teoría de Grupos.
χ(µ)(R) =

nµ∑

i=1

D
(µ)

ii (R)En esa expresión, ha desapareido la referenia explíita a la base de representaión, pueses independiente de ella, pero se ha indiado que se trata de la representaión µ-ésima onmatries de dimensión nµ.Las matries representaión umplen la tabla de multipliar del grupo. La matriz repre-sentaión de la operaión identidad es, en ualquiera de sus formas equivalentes, una matrizidentidad o unidad de las dimensiones del espaio lineal que ha servido para onstruir larepresentaión.La matriz asoiada la operaión inversa de una dada, en una representaión ualquiera dedimensión n, D �R−1
�

= D(R)−1 es su matriz inversa y, omo se trata de matries unitarias,
Dij(R

−1) =
�
D(R)−1

�
ij

=
�
D(R)y�

ij
= D�

ji(R)la matriz omplejo-onjugada de su transpuesta. Si ahora se suman los elementos diagonalespara alular las trazas,
n∑

i=1

Dii(R
−1) =

n∑

i=1

D�
ii(R)se dedue que el aráter de una operaión y el de su inversa son omplejos onjugados eluno del otro.

χ(µ)
�
R−1

�
=
�
χ(µ)(R)

��Como las operaiones inversas de las que forman una lase de equivalenia también formanlase, el aráter de una lase es omplejo onjugado del aráter de la lase inversa. Enrepresentaiones unitarias, los arateres asoiados a lases autoinversas son números reales.



Repr. irreduibles 414.2 Representaiones irreduiblesUna transformaión unitaria ambia la base de representaión y transforma una repre-sentaión matriial de un grupo en otra equivalente. Si es posible, mediante un ambiode base, transformar las matries representaión de un grupo de manera que todas y adauna de las matries representaión tengan la forma

en que los únios elementos distintos de ero se enuentran en bloques a lo largo de ladiagonal prinipal, entones se die que la representaión es reduible. Si tal transformaiónno es posible, se die que la representaión es irreduible.El produto de dos matries que tengan esa estrutura sigue onservando esa mismaforma. Un bloque diagonal del produto es resultado del produto de los bloques homólogosde los fatores. � =Eso quiere deir que el onjunto de los primeros bloques, para todas las operaiones delgrupo onstituye por sí mismo e independientemente del resto una representaión matriialdel grupo. Igualmente se puede deir para los segundos bloques y para el resto de los bloquesdiagonales.Desde el punto de vista de las funiones de base, la base que ha generado una repre-sentaión on esa estrutura en bloques diagonales, se separa en subonjuntos, ada uno delos uales es base de un subespaio lineal independiente, estable bajo las operaiones delgrupo. Cada subespaio da lugar a uno de los bloques diagonales. La dimensión total delespaio de funiones no ha variado, simplemente se ha redistribuido, de manera que
n = n1 + n2 + � � �la dimensión total es la suma de las dimensiones de ada subespaio. Cualquier repre-sentaión matriial de dimensión unidad es neesariamente irreduible.Como resultado, una representaión reduible se desompone en una reunión de otras deinferior dimensión y, si el proeso ontinúa, en una suma de representaiones irreduibles.



42 Capítulo 4La desomposiión de Γ (µ) se representa por
Γ (µ) = Γ (µ1) � Γ (µ2) � � � �donde el símbolo � india que no es una suma simple de números sino el resultado de lareunión de los subespaios lineales asoiados a ada bloque diagonal. Puesto que puedehaber bloques repetidos, una forma más general de expresar esa suma es
Γ (µ) =

∑�i ai Γ (µi)donde el oe�iente ai da uenta de las repetiiones, es un número real, entero y no negativo,y la suma se extiende a representaiones distintas, no equivalentes.En la desomposiión hay una antidad que se onserva: la traza de la matriz o aráterde la operaión R en la representaión µ-ésima. Es uno de los invariantes en toda transfor-maión unitaria.
χ(µ)(R) =

∑

i

ai χ
(µi)(R) (4.5)El aráter es suma de los arateres de las representaiones de órdenes inferiores en quese desompone una representaión reduible. Esta suma no neesita una notaión espeialpues se trata de una senilla suma de números.El proeso que nos ha llevado a analizar una representaión reduible omo �suma� delas irreduibles puede llevarse a efeto al revés, omponiendo una reduible omo reunión deirreduibles onstruyendo, para todas las operaiones R del grupo, las matries0BBB�D(µ)(R) 0

0 D(ν)(R)

1CCCA 8 R 2 Gy llevando mediante una transformaión de semejanza a otra representaión equivalente aesta. Pero de esa forma no tenemos ninguna informaión adiional aera de las estruturadel grupo.Las propiedades de un grupo y sus apliaiones se mani�estan a través de las representa-iones irreduibles. Por ejemplo, puede a�rmarse que, si una funión f(~r) forma base de unarepresentaión irreduible (µ), la integral ∫
f(~r)d~r, extendida a todos los posibles valores dela variable, se anula siempre que la suma ∑

R2G χ(µ)(R) valga ero. Los estados propios de unoperador de Hamilton en Meánia Cuántia forman base de una representaión irreduibleuya dimensión oinide on la degeneraión del nivel energétio.Pero es di�il adivinar, por el mero aspeto de las matries, si la representaión esreduible o irreduible a no ser que ya esté en una base en que las matries tienen la formadiagonal por bloques. Tampoo es fáil reurrir a todas las posibles transformaiones deambio de base hasta omprobar si es fatible que en alguna base las matries tengan la formadiagonal por bloques. Pero las representaiones irreduibles tienen una serie de propiedadesque failitan la tarea. Las propiedades de las representaiones irreduibles mereen unestudio detallado.



Produto direto 434.3 Produto direto de representaionesEl produto direto, produto Kroneker, o produto externo de dos representaiones es unamanera de onstruir representaiones matriiales de las operaiones del grupo a partir deotras ya onoidas.El produto direto de dos matries,C = A
B,de dimensiones respetivas nA y nB, se de�ne mediante la relaión
Cij;kl = Aik Bjl ij = (i − 1) � nB + j kl = (k − 1) � nB + ldonde los índies de �la ij y de olumna kl son los resultados de la omposiión on losíndies de �la y olunmna de las matries individuales. El siguiente ejemplo de un produtoexterno de una matriz de dimensiones 2� 2 por otra de dimensiones 3� 30BBB�A11 A12

A21 A22

1CCCA
0BBBBBBBB�B11 B12 B13

B21 B22 B23

B31 B32 B33

1CCCCCCCCA =

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
A11B11 A11B12 A11B13 A12B11 A12B12 A12B13

A11B21 A11B22 A11B23 A12B21 A12B22 A12B23

A11B31 A11B32 A11B33 A12B31 A32B12 A12B33

A21B11 A21B12 A21B13 A22B11 A22B12 A22B13

A21B21 A21B22 A21B23 A22B21 A22B22 A22B23

A21B31 A21B32 A21B33 A22B31 A22B32 A22B33

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCApretende ilustrar la anterior relaión.Como resultado de la operaión se ha onstruido una nueva matriz uyas dimensionesson el produto de las dimensiones de los fatores.En el ejemplo expuesto se apreia que el orden de los fatores es importante. El produtono es onmutativo.Una representaión matriial del grupo obtenida omo produto externo de otra dos rep-resentaiones está formada por el onjunto de matries asoiadas a ada operaión del grupo,ada una de las uales es el produto externo de las matries en las dos representaiones in-dividuales.
Γ (µ
ν) = Γ (µ) 
 Γ (ν)

=
{D(µ
ν)(R) = D(µ)(R)
D(ν)(R) j 8R 2 G} (4.6)



44 Capítulo 4En la representaión así onstruida, las operaiones del grupo están representadas por ma-tries de dimensiones nµ � nν.Si nos �jamos en los espaios lineales de funiones que han servido para generar lasrepresentaiones y en las bases de dihos espaios lineales
OR fj =

nµ∑

i=1

fi D
(µ)

ij (R) j = 1, 2, � � � , nµ
OR gl =

nν∑

k=1

gk D
(ν)

kl (R) l = 1, 2, � � � , nνenontramos que la base que ha servido para generar la nueva representaión
OR (fj � gl) =

nµ∑

i=1

nν∑

k=1

(fi � gk) D(µ
ν)

ij;kl (R)es el produto artesiano de las bases de los dos espaios independientes. Es deir, la nuevarepresentaión está obtenida en el espaio lineal produto direto o externo de los dos espaioslineales independientes.Como en otros asos, la representaión está vinulada al espaio lineal que ha servidopara su generaión. Distintas bases en ese espaio dan lugar a representaiones equivalentes,reservando la denominaión de �distintas� a las representaiones que tienen su origen endiferentes espaios lineales. Las bases ortonormales dan lugar a representaiones on ma-tries unitarias. Las transformaiones de semejanza por ambio de base preservan muhasantidades, entre otras las trazas de las matries, los arateres.Los arateres de la nueva representaión son, simplemente, el produto de los arateresde los fatores.
χ(µ
ν)(R) = χ(µ)(R) � χ(ν)(R) (4.7)El produto direto de dos representaiones irreduibles puede dar lugar a una nuevarepresentaión que sea reduible.4.4 EjeriiosProblema 4.4.1 ¾Qué ondiión deben umplir un onjunto de matries de n �las y

n olumnas para ser representaión de un grupo?Problema 4.4.2 Las matries representaión de un grupo, ¾onstituyen por sí mismasun grupo on la operaión produto matriial omo ley de ombinaión interna?Problema 4.4.3 Sea un grupo y una representaión matriial del mismo on matriesde dimensiones 2� 2. ¾Puede una misma matriz representar a más de una operaióndel grupo?Problema 4.4.4Problema 4.4.5



Ejeriios 45Problema 4.4.6Problema 4.4.7 Demostrar que, si Γ es el onjunto de las matries de una repre-sentaión del grupo G, Γ�, onjunto de matries uyos elementos son omplejo-onjugadode las anteriores, también es una representaión del mismo grupo.Problema 4.4.8 Demostrar que, si Γ es el onjunto de las matries de una repre-sentaión del grupo G, Γ−1, onjunto de las matries inversas de las anteriores, no esuna representaión del grupo a no ser que G sea abeliano. Ese onjunto de matriespuede ser una representaión si se asoian a otras operaiones del grupo.Problema 4.4.9 Demostrar que, si Γ es el onjunto de las matries unitarias de unarepresentaión del grupo G, Γ y, onjunto de las matries hermítio onjugadas de lasanteriores, no es una representaión del grupo G a no ser que el grupo sea onmutativo.Problema 4.4.10 ¾Cuándo se puede deir que dos representaiones son equivalentes?Problema 4.4.11Problema 4.4.12Problema 4.4.13Problema 4.4.14Problema 4.4.15Problema 4.4.16Problema 4.4.17Problema 4.4.18Problema 4.4.19Problema 4.4.20Problema 4.4.21
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Capı́tulo 5Representaiones irreduibles5.1 Gran OrtogonalidadUna serie de teoremas deduidos por Shur dan lugar a la identi�aión de otras propiedadesde las representaiones irreduibles hasta llegar la Gran Teorema de la Ortogonalidad(GOT). Los primeros suelen ser enuniados omo Lemas.El primer Lema de Shur hae referenia a una representaión irreduible.Sea una representaión irreduible Γ (µ) formada por el onjunto de las matries asoiadasa ada una de las operaiones del grupo
Γ (µ) = {D(µ)(R), 8R 2 G}y sea también una matriz uadrada M, de las mismas dimensiones que las matries D(µ),on la ondiión de que onmute on todas ellasD(µ)(R) M = MD(µ)(R) 8R 2 GEl teorema enunia que la matrizM no puede ser más que una matriz esalar, un múltiplo dela matriz unidad, un múltiplo de la matriz que, en esa representaión irreduible, representaa la operaión identidad.Una onseuenia inmediata del primer Lema de Shur es que las representaiones irre-duibles de los grupos abelianos o onmutativos han de ser todas ellas de dimensión unidad.En efeto, si tomamos un elemento S del grupo, por ser onmutativo el grupo se ha deumplir que D(S) D(R) = D(R) D(S) 8R 2 Gpero, de auerdo on el primer lema de Shur, eso solamente puede ourrir si D(S) es unamatriz esalar. El argumento se puede extender a ualquier otra operaión S on lo quellegariamos a la onlusión de que todas las matries representaión son matries esalares,produto de un número, en general omplejo, por la matriz unidad. Esos números formanrepresentaiones de dimensión unidad pues umplen la tabla de multiliar del grupo.47



48 Capítulo 5El segundo Lema de Shur hae referenia a parejas de representaiones irreduibles.Sean dos representaiones Γ (µ) y Γ (ν) formadas respetivamente por los onjuntos dematries D(µ)(R) y D(ν)(R) de dimensiones nµ y nν respetivamente. Sea también unamatriz retangularM de dimensiones nµ � nν on la ondiión de que se umplaD(µ)(R) M = MD(ν)(R) 8R 2 GEsa expresión india la igualdad entre dos matries de dimensiones nµ � nν. El teoremaenunia que:� Si las dimensiones oiniden, nµ = nν, o la matrizM is idéntiamente nula,M = 0, osu determinante es distinto de ero, det(M) 6= 0, y las dos representaiones irreduiblesson equivalentes, es deir, están relaionadas por una transformaión de semejanza deambio de base.� Si las dimensiones no oiniden, nµ 6= nν, entones la únia posibilidad es que lamatriz M sea nula, M = 0.Con el auxilio de los lemas de Shur se puede deduir el Gran Teorema de la ortogo-nalidad. ∑

R2G D(µ)

ik (R) D(ν)

lj (R−1) =
|G|

nµ
δij δlk δ

µν (5.1)En esa expresión hay dos formas de presentar las deltas de Kroneker pues el sentido esligeramente distinto. En la forma δij vale la unidad si los dos índies son iguales y valeero si son distintos, pero los índies toman valores enteros y positivos pues indian �lay/o olumna en una matriz. En la forma δµν los índies no tienen que ser neesariamentenúmeros, sirven para identi�ar una u otra representaión irreduible. La delta vale erosi µ y ν haen referenia a dos representaiones irreduibles distintas, no relaionadas portransformaiones de semejanza, y vale la unidad si las dos representaiones son la misma.Demostraión: Construyamos una matriz Z en la formaZ =
∑

R

D(µ)(R) X D(ν)(R−1)donde la matriz X es arbitraria y omprobemos que Z onmuta on ualquiermatriz D(S) asoiada a una operaión S del grupo.D(µ)(S) Z =
∑

R

D(µ)(S) D(µ)(R) XD(ν)(R−1) D(ν)(S−1)D(ν)(S)

=
∑

R

D(µ)(SR) X D(ν)(R−1S−1) D(ν)(S)

=
∑

T

D(µ)(T) X D(ν)(T−1) D(ν)(S)

= Z D(ν)(S)Se ha tenido en uenta que la inversa de un produto de operaiones esel produto de las operaiones inversas de los fatores puestas en orden



Gran Ortogonalidad 49inverso. También se ha tenido en uenta que los produtos SR, para unaoperaión S onreta y todas las operaiones R, dan lugar a las mismasoperaiones en un orden permutado. La suma on respeto a R es lo mismoque la suma on respeto a SR.Todo india que, de auerdo on el segundo Lema de Shur, si las dos rep-resentaiones irreduibles son distintas, no equivalentes, la matriz Z ha deser idéntiamente nula. Por el ontrario, por el primer Lema de Shur, siambas representaiones oiniden, son la misma representaión, entonesla matriz Z es una matriz esalar.En el primer aso, eligiendo omo matriz X que sea toda ella nula exeptouno de sus elementos, Xkl = 1,
∑

R2G D(µ)

ik (R)D
(ν)

lj (R−1) = 0 (5.2)se obtiene la relaión de ortogonaldad orrespondiente a dos representa-iones distintas.En el segundo aso, on la misma eleión de la matriz X,
∑

R2G D(µ)

ik (R)D
(µ)

lj (R−1) = ZijCalulando ahora la traza de esta matriz
nµ∑

i=1

Zii =
∑

R2G nµ∑

i=1

D
(µ)

li (R−1)D
(µ)

ik (R)

=
∑

R2G D(µ)

lk (E) =
∑

R2G δlk
= |G| δlkPero la matriz Z es una matriz esalar de dimensiones nµ � nµ,Z = c I Zij = c δijpor lo que su traza es cnµ. Igualando ambos resultados se obtiene que

c =
|G|

nµ
δlkon lo que se llega a la relaión de ortogonalidad para una misma repre-sentaión irreduible

∑

R2G D(µ)

ik (R)D
(µ)

lj (R−1) =
|G|

nµ
δlk δij (5.3)La euaión 5.1 no hae sino reoger en una misma expresión las euaiones5.2 y 5.3.

❑



50 Capítulo 5La relaión 5.1 puede esribirse de múltiples formas. No hay más que reordar que lasmatries representaión son matries unitarias, que a la operaión inversa de una dada leorresponde la matriz inversa y que ésta es igual a la omplejo-onjugada de su transpuesta.
∑

R2G D(µ)

ik (R)
�D(ν)(R)

�−1

lj
=

|G|

nµ
δij δlk δ

µν (5.4)
∑

R2G D(µ)

ik (R)
�D(ν)(R)

�y
lj

=
|G|

nµ
δij δlk δ

µν (5.5)
∑

R2G D(µ)

ik (R) D(ν)

jl (R)� =
|G|

nµ
δij δlk δ

µν (5.6)La razón para la denominaión de ortogonalidad se apreia si, en lugar de las matriesrepresentaión, se identi�a el onjunto de valoresD(µ)

ik (R) 8R 2 Gomo el vetor ik de la representaión irreduible µ-ésima. Es un vetor en un espaio dedimensión |G|. Ese vetor se normaliza al multipliar porq |G|

nµ
. La relaión de ortogonalidadse esribe entones

∑

R2G  s |G|

nµ
D(µ)

ik (R)

! 0�s |G|

nν
D(ν)

jl (R)�1A = δij δlk δ
µν (5.7)poniendo el énfasis en los vetores representaión más que en las matries. Si han de serortogonales, el número máximo de vetores representaión linealmente independientes nopuede ser mayor que la dimensión del espaio |G|.Hay muhas más relaiones útiles entre las matries unitarias de una representaiónirreduible. La suma de todas las matries representaión extendida a todos los elementosde una lase es una matriz esalar.Demostraión: Fijémonos en la lase de operaiones onjugadas on R,CR, que ontiene n(CR) elementos y alulemos la matriz suma

Ξ
(µ)

ij (CR) =

n(CR)∑

R2C(R)

D
(µ)

ij (R)de todas las de la misma lase de equivalenia. Si las operaiones R y Sestán en la misma lase es porque hay en el grupo G otra operaión T talque S = TRT−1. El índie mudo de la suma es indiferente que sea R o S.
Ξ(µ)(CR) =

n(CR)∑

R2C(R)

D(µ)(TRT−1)

= D(µ)(T)

0� n(CR)∑

R2C(R)

D(µ)(R)

1A D(µ)(T−1)

= D(µ)(T) Ξ(µ)(CR) D(µ)(T)−1



Gran Ortogonalidad 51La matriz así onstruída onmuta on ualquier otra matriz de la mismarepresentaión irreduible. Es, en onseuenia, de auerdo on el primerLema de Shur, una matriz esalar, un múltiplo de la matriz asoiada a laoperaión identidad.
n(CR)∑

R2C(R)

D
(µ)

ij (R) = c(µ)(CR) D(µ)

ij (E) = c(µ)(CR) δij (5.8)La matriz Ξ es esalar, Ξ(µ)(CR) = c(µ)(CR) I. ❑El produto de dos matries asoiadas a dos lases de onjugaión es suma de las asoiadasa distintas lases.Demostraión: Empezamos expresando el produto de dos de las matriesesalares Ξ.
Ξ(µ)(CU) Ξ(µ)(CV ) =

n(CU)∑

U2C(U)

D(µ)(U)

n(CV)∑

V2C(V)

D(µ)(V)

=

n(CU)∑

U2C(U)

n(CV )∑

V2C(V)

D(µ)(UV)Pero, de auerdo on la relaión 2.4, el produto de todos los elementos deuna lase por los de otra es una reunión de lases ompletas.
Ξ(µ)(CU) Ξ(µ)(CV ) =

nC∑CS

cUV;S

n(CS)∑

S2C(S)

D(µ)(S)donde los oe�ientes cUV;S son los mismos que apareen en la euaión(2.4). En onseuenia,
Ξ(µ)(CU) Ξ(µ)(CV) =

nC∑CS

cUV;S Ξ
(µ)(CS) (5.9)es una relaión entre matries esalares y, por tanto, entre números.

c(µ)(CU) c(µ)(CV) =

nC∑CS

cUV;S c
(µ)(CS) (5.10)

❑Los grupos simples son los que no poseen otro subgrupo normal o invariante que lostriviales de la identidad o el propio grupo. Los grupos ílios de orden impar lo son. Enlos grupos simples todas las representaiones irreduibles, exepto la totalmente simétriapresente en todos los grupos, son exatas (faithful), las matries representaión son isomor-�smos del grupo, a ada operaión del grupo le orresponde una matriz distinta.



52 Capítulo 55.2 CarateresLos arateres de las representaiones matriiales han sido de�nidos anteriormente omo lastrazas de las matries representaión. Se ha heho notar que las trazas son invariantes frentea transformaiones de semejanza y, por tanto, son independientes de la partiular eleiónde la base de representaión. El aráter de una operaión tiene el mismo valor para todaslas representaiones equivalentes.Se ha indiado también on anterioridad que, puesto que las relaiones entre elementosde un grupo que onstituyen una lase de equivalenia orresponden a transformaiones desemejanza de sus matries representaión, los arateres son propiedad de lase de equiva-lenia.Cabe ahora señalar las espeiales propiedades de los arateres uando la representaiónes irreduible.Hagamos uso de nuevo del Gran Teorema de la Ortogonalidad, en la formulaión de laeuaión (5.6)
∑

R2G D(µ)

ik (R) D
(ν)

jl (R)� =
|G|

nµ
δµν δij δkly alulemos las trazas de las matries de la misma representaión irreduible

nµ∑

i=1

nµ∑

j=1

∑

R2G D(µ)

ii (R) D
(µ)

jj (R)� =
|G|

nµ

nµ∑

i,j

δij δij =
|G|

nµ
nµ

∑

R2G χ(µ)(R) χ(µ)(R)� = |G|Si se hae la misma ontraión en el aso de dos representaiones irreduibles distintas,el resultado es ero. Por tanto, ambas posibilidades se pueden reoger en las siguientesexpresiones alternativas
∑

R2G χ(µ)(R) χ(ν)(R)� = |G| δµν (5.11a)
∑

R2G χ(µ)(R) χ(ν)(R−1) = |G| δµν (5.11b)denominadas relaiones de ortogonalidad de los arateres.Esas relaiones se pueden simpli�ar si se tiene en uenta que los arateres son propiedadde lase y se agrupan los sumandos iguales en la suma. Llamando CR la lase de los elementosonjugados on R, n(CR) el número de operaiones que hay en diha lase y nC el númerototal de lases en el grupo, se pueden reesribir las mismas relaiones en la forma
nC∑CR

n(CR) χ(µ)(CR) χ(ν)(CR)� = |G| δµν (5.12a)
nC∑CR

n(CR) χ(µ)(CR) χ(ν)(CR−1) = |G| δµν (5.12b)donde se ha tenido en uenta que las operaiones inversas de las de una lase tambiénonstituyen una lase de equivalenia, ambas on el mismo número de elementos. En aquellosasos en que ambas lases oiniden, lases autoinversas, los arateres son números reales.



Reduibilidad 53La razón de la denominaión de ortogonalidad de las preedentes relaiones se pone demani�esto en la forma
nC∑CR

 s
n(CR)

|G|
χ(µ)(CR)!  s

n(CR)

|G|
χ(ν)(CR)�! = δµν (5.13a)

nC∑CR

 s
n(CR)

|G|
χ(µ)(CR)

!  s
n(CR)

|G|
χ(ν)(CR−1)

!
= δµν (5.13b)pues las antidades que apareen entre paréntesis son vetores ortonormales en un espaiode dimensión igual al número de distintas lases de equivalenia del grupo.

☞ Las euaiones (5.11), o (5.12), proporionan riterios de irreduibili-dad de una representaión sin neesidad de esribir las matries ompletasy omprobar que se desdoblan, por tranformaión unitaria, en bloques a lolargo de la diagonal prinipal. Los arateres de la representaión tieneninformaión su�iente.De la euaión (5.8), alulando las trazas, se dedue que
n(CR)∑

R2C(R)

nµ∑

i=1

D
(µ)

ii (R) =

n(CR)∑

R2C(R)

χ(µ)(CR) = n(CR) χ(µ)(CR) = c(µ)(CR) nµel produto del aráter de una lase en una representaión irreduible por el número deelementos en esa lase es un múltiplo de la dimensión de la representaión.Llevando esta última relaión a la euaión (5.10) se obtiene�
χ(µ)(CU)

n(CU)

nµ

� �
χ(µ)(CV )

n(CV )

nµ

�
=

=

nC∑CS

cUV;S

�
χ(µ)(CS) n(CS)

nµ

�que en forma simpli�ada se esribe omo
n(CU) χ(µ)(CU) n(CV ) χ(µ)(CV ) =

= nµ

nC∑CS

cUV;S n(CS) χ(µ)(CS) (5.14)Las euaiones (2.4), (5.10) y (5.14) son relaiones análogas aera de los produtos de lasesompletas de operaiones.5.3 ReduibilidadSe ha visto anteriormente que una representaión reduible se puede presentar, por meratranformaión de ambio de base, de manera que todas las matries aparezan en forma de



54 Capítulo 5bloques a lo largo de sus diagonales prinipales. En esa transformaión las trazas de lasmatries son antidades invariantes. Además, omo se india en la euaión�(4.5)
χ(R) =

irred∑

µ

aµ χ
(µ)(R) (5.15)el aráter de una operaión en una representaión reduible es suma de los arateres de lasirreduibles en que se desdobla. Los oe�ientes aµ sirven para tener en uenta las posiblesrepetiiones.Las relaiones de ortogonalidad de los arateres, euaión�(5.11), permiten fáilmentealular los valores de los oe�ientes aµ. En efeto, multipliando los dos miembros de laeuaión�(5.15) por χ(ν)(R−1) y sumando para todas las operaiones R se obtiene

∑

R2Gχ(R) χ(ν)(R−1) =

irred∑

µ

aµ
∑

R2G χ(µ)(R) χ(ν)(R−1)

= |G|

irred∑

µ

aµ δ
µν = |G| aνde donde se dedue que

aν =
1

|G|

∑

R2G χ(R) χ(ν)(R−1) =
1

|G|

∑

R2G χ(R) χ(ν)(R)� (5.16)o bien, puesto que los arateres son propiedad de lase, agrupando términos de la suma
aν =

1

|G|

nC∑CR

n(CR) χ(CR) χ(ν)(CR−1) (5.17a)
=

1

|G|

nC∑CR

n(CR) χ(CR) χ(ν)(CR)� (5.17b)El oe�iente aν ha de ser un número real, entero y no negativo.Otras relaiones de ompletitud se pueden obtener alulando las antidades
∑

R2Gχ(R) χ(R−1) =

irred∑

µ

irred∑

ν

aµ aν
∑

R2G χ(µ)(R) χ(ν)(R−1)donde, de auerdo on la relaión de ortogonalidad de los arateres de las representaionesirreduibles,
∑

R2Gχ(R) χ(R−1) = |G|

irred∑

µ

irred∑

ν

aµ aν δ
µν = |G|

irred∑

µ

a2µEs deir, la suma extendida a todas las operaiones del grupo
1

|G|

∑

R2Gχ(R) χ(R−1) =
1

|G|

nC∑CR

n(CR) χ(CR) χ(CR−1) =

irred∑

µ

a2µ (5.18)ha de dar lugar a una suma de uadrados perfetos de números naturales.



Reduibilidad 55
➩ Ha de haerse inapié en que todas las relaiones hasta aquí reogidasse re�eren a representaiones irreduibles.La representaión regular desrita anteriormente en pág. 34, basada en el álgebra sobreel grupo, para uya onstruión ha bastado la tabla de multipliar del grupo, tiene el valor

|G| omo aráter de la operaión identidad. En diha representaión el aráter del restode las operaiones es nulo.
χreg(CR) =

{
0 si CR 6= E

|G| si CR = EAl analizar ómo se desompone en suma de irreduibles resulta, por apliaión de la relaión(5.18), que
irred∑

µ

a2µ =
1

|G|
|G|2 = |G|.Es, en onseuenia, una representaión reduible. Los oe�ientes de la desomposiión sealulan fáilmente a partir de las euaiones (5.17

aµ =
1

|G|
(|G| nµ + 0 + � � � ) = nµ.En la representaión regular partiipan todas las representaiones irreduibles on fatoresque igualan a la dimensión de ada representaión.

χreg(CR) =

irred∑

µ

nµ χ
(µ)(CR)De aquí se dedue otra relaión aera de las representaiones irreduibles de un grupo�nito. Puesto que en ualquier representaión, el aráter orrespondiente a la identidad essiempre igual a la dimensión de la representaión,

irred∑

µ

n2µ = |G| (5.19)
☞ la suma de los uadrados de las dimensiones de las representaionesirreduibles de un grupo �nito es igual al orden del grupo.La euaión (5.7) enunia que el número de vetores representaión irreduibles independi-entes no puede ser mayor que el orden del grupo |G|. Cada representaión irreduible aportaun número de vetores igual al uadrado de su dimensión, n2µ. El orden del grupo debeoinidir on el número de vetores independientes y, en onseuenia, se pude esribir otrarelaión de ortogonalidad

irred∑

µ

∑

ij

 s
|G|

nµ
D(µ)

ik (R)

!  s
|G|

nµ
D(ν)

ij (S)�! = δRS (5.20)Los elementos de los vetores representaión asoiados a las representaiones irreduiblesde un grupo �nito, forman una matriz uadrada unitaria. Llamando Z a diha matriz, lasrelaiones (5.7) y (5.20) indian que Z es una matriz unitaria: ZZy = ZyZ = I.



56 Capítulo 5Sumando la euaión (5.14) para todas las representaiones irreduibles, en el lado dere-ho de la igualdad apareen los arateres de la representaión regular.
n(CU) n(CV)

irred∑

µ

χ(µ)(CU) χ(µ)(CV ) =

nC∑

CS

cUV;S n(CS) χreg(CS)El únio valor distinto de ero en χreg(CS) es el de la lase de la identidad. Los valoresde los oe�ientes cUV;E están reogidos en la euaión (2.5). Con toda esa informaión seobtienen las relaiones
irred∑

µ

χ(µ)(CU) χ(µ)(CU−1) =
|G|

n(CU)
(5.21a)

irred∑

µ

χ(µ)(CU) χ(µ)(CU)� =
|G|

n(CU)
(5.21b)La misma suma se anula si las dos lases de equivalenia que se multiplian no son una lainversa de la otra. Normalizando esos vetores se puede agrupar en la forma

irred∑

µ

 s
n(CU)

|G|
χ(µ)(CU)

!  s
n(CV )

|G|
χ(µ)(CV−1)

!
= δCUCV (5.22a)

irred∑

µ

 s
n(CU)

|G|
χ(µ)(CU)

!  s
n(CV )

|G|
χ(µ)(CV)�! = δCUCV (5.22b)Las euaiones (5.12) indian que los arateres de las distintas representaiones irre-duibles son tratados omo vetores ortogonales, linealmente independientes, de dimensiónigual al número de lases de equivaleniaLas euaiones (5.22) indian que los mismos arateres pueden ser tratados omo ve-tores ortogonales de dimensión igual al número de representaiones irreduibles.

☞ El número de representaiones irreduibles de un grupo �nito oinideon el número de lases de equivalenia.De todo ello se dedue que la Tabla de Carateres de un grupo �nito, forma una matrizuadrada que, normalizada adeuadamente, resulta unitaria. Las euaiones (5.13) re�ejanla ortonormalidad por las representaiones irreduibles mientras que las euaiones (5.22 lohaen por lases de equivalenia.5.4 NotaiónEl onjunto de todas las matries unitarias que onstituye una representaión del grupo seindia habitualmente por la letra griega Γ . Un modi�ador de la notaión suele ser neesariopara distinguir una representaión de otra no equivalente. En este trabajo se ha venidousando una letra griega µ, ν, σ, etc. oloada omo superíndie.Entrando en grupos partiulares una notaiónmás espeí�a se hae neesaria. Los onve-nios internaionales reomiendan la siguiente notaión para las representaones irreduiblesde los grupos puntuales �nitos:



Notaión 57� Las representaiones de orden uno se indian por las letra A o B. La distinión entreuna y otra tiene su origen en la operaión prinipal giro Cn, o giro seguido de re�exión
Sn. Si el aráter orrespondiente a esa operaión es positivo, la representaión seindia on A; si es negaivo on B.� Las representaiones de orden dos se indian on E. También se suele indiar por laletra E oletivamente a una pareja de representaiones unidimensionales, omplejaonjugada la una de la otra, aún uando sean distintas, no equivalentes.� Las representaiones de orden superior, 3, 4, 5 se indian on las letras F, G, H. Enlos textos de Químia Inorgánia se suele sustituir F por T para evitar onfusión onestados eletrónios atómios.Además de esta notaión básia se han de inluir modi�adores, subíndies y superíndies,para tener en uenta el resto de las operaiones presentes.� Subíndie 1 si la representaión es simétria para la operaiónC02, giro de 180Æ alrededorde un eje seundario perpendiular al eje prinipal, o también si es simétria frente ala re�exión σv a través de un plano que ontiene al eje prinipal.� Superíndie 0 o 00 si india simetría o antisimetría frente a la re�exión en un planoeuatorial σh.� Subíndie g o u si el aráter asoiado a la operaión inversión es positivo o negativorespetivamente.La notaión se omplementa on el tipo de letra empleado. Se usan letra minúsulas paraindiar el estudio de un subproblema, un eletrón en uns sitema polieletrónio, un modonormal de vibraión independientemente del resto, et. Las letras mayúsulas suelen indiarque se estudia el problema en su onjunto, todos los eletrones de una átomo o moléula,estados vibraionales globales, et.Siguiendo esas notaiones enontramos representaiones irreduibles etiquetadas omoA 0

1g, B2u, E2u, F1g, et.A pesar de las normas preedentes, en algunos grupos puntuales persisten ambigüedadesen la notaión de las representaiones irreduibles. Parte de diha ambigüedad se resuelve porestrita apliaión del onvenio de orientaión de los ejes artesianos expuesto en la página 24.En el grupo D2h, uya tabla de arateres se reogen en la Tabla 5.1, la asignaión de lossubíndies 1, 2, o 3 a las representaiones de tipo B sigue, por onvenio, la pauta indiadaen diha tabla. Una situaión análoga aparee en la asignaión de los subíndies 1 o 2 de lasreprsentaiones ireduibles de tipo F en los grupos Td, O y Oh.En la misma tabla de arateres del grupo D2h se apreia otra peuliaridad omún alos grupos que pueden ser esritos omo produto direto de otros dos. El grupo D2hes el produto direto D2 
 Ci. El grupo Ci no tiene más que dos operaiones y, portanto, dos representaiones irreduibles, la simétria y la antisimétria on respeto a lainversión. La tabla del grupo D2h tiene uatro uadrantes: el superior izquierda es la tablade arateres del grupoD2, los otros tres uadrantes son la repetiión del primero on mismosigno para dar lugar a las representaiones etiquetadas omo g y on el signo invertido enlas representaiones de tipo u.



58 Capítulo 5Table 5.1: Carateres de las representaiones irreduibles del grupo D2h
D2h E C2(z) C2(y) C2(x) i σ(xy) σ(xz) σ(yz) |G| = 8Ag 1 1 1 1 1 1 1 1B1g 1 1 −1 −1 1 1 −1 −1B2g 1 −1 1 −1 1 −1 1 −1B3g 1 −1 −1 1 1 −1 −1 −1Au 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1B1u 1 1 −1 −1 −1 −1 1 1B2u 1 −1 1 −1 −1 1 −1 1B3u 1 −1 −1 1 −1 1 1 −15.5 EjemploUn ejemplo sirve para ilustrar esas relaiones. De nuevo el ejemplo es el grupo C3v uyatabla de multipliar está presentada en la Tabla 3.1. La operaión identidad es, omoen ualquier otro grupo, una lase de equivalenia. Las dos operaiones de giro ternarioonstituyen otra lase y las tres re�exiones una terera. El grupo tiene seis operaionesagrupadas en tres lases. Los produtos entre lases ompletas de operaiones, menionadosen la relaión (2.4), son reunión de lases ompletas de operaiones. La tabla de multipliarentre lases ompletas de operaiones orrespondiente a este grupo es

C3v CE CC3
Cσv

CE CE CC3
Cσv

CC3
CC3

2CE + CC3
2Cσv

Cσv
Cσv

2Cσv
3CE + 3CC3donde también se on�rma el umplimiento de la relaión (2.5).Las matries representaión irreduibles del grupo están reogidas en la Tabla 5.2. Setrata, obviamente, de una de las in�nitas maneras equivalentes de presentar la representaión



Ejemplo 59de dimensiones 2 � 2. Una alternativa, esta vez en el ampo omplejo, está reogida enla Tabla 5.3. Aunque, en general, una representaión matriial es un homomor�smo delgrupo, la representaión mediante matries 2� 2 es un isomor�smo pues todas las matriesson distintas. Se puede omprobar que es irreduible porque no onmutan entre sí. Siuna misma transformaión de semejanza puede llevar dos matries a la forma diagonal, lasmatries onmutan y, al revés, si onmutan son diagonalizables por la misma transformaiónde semejanza. Puesto que las matries de esa representaión no onmutan, no hay unatransformaión de semejanza que lleve simultáneamente las seis matries a forma diagonal.Se trata de una representaión irreduible.
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Table 5.2: Representaiones irreduibles del grupo C3v
C3v E C+

3 C−
3 σA σB σCA1 1 1 1 1 1 1A2 1 1 1 −1 −1 −1E 0B�1 0

0 1

1CA 0B�−1
2

−

p

3
2p

3
2

−1
2

1CA 0B� −1
2

p

3
2

−

p

3
2

−1
2

1CA 0B�1 0

0 −1

1CA 0B� −1
2

−

p
3
2

−

p
3
2

1
2

1CA 0B�−1
2

p
3
2p

3
2

1
2

1CA

Table 5.3: Representaiones irreduibles del grupo C3v (Forma alternativa)
C3v E C+

3 C−
3 σA σB σCA1 1 1 1 1 1 1A2 1 1 1 −1 −1 −1E 0B�1 0

0 1

1CA 0B�ε 0

0 ε�1CA 0B�ε� 0

0 ε

1CA 0B�0 1

1 0

1CA 0B�0 ε�
ε 0

1CA 0B� 0 ε

ε� 0

1CA

ε = exp 2πi
3

ε2 = ε�



Ejemplo 61Table 5.4: Vetores representaión del grupo C3v
C3v E C+

3 C−
3 σA σB σCv1 1 1 1 1 1 1v2 1 1 1 −1 −1 −1v3 1 −1

2
−1
2

1 −1
2

−1
2v4 0

p
3
2

−
p
3
2

0
p
3
2

−
p
3
2v5 0 −

p
3
2

p
3
2

0
p
3
2

−
p
3
2v6 1 −1

2
−1
2

−1 1
2

1
2La Tabla 5.4 tiene la misma informaión que las matries de las representaiones ir-reduibles, separando las matries en vetores tomando en el mismo vetor los elementoshomólogos de las matries. Las matries de dimensiones 2� 2 dan lugar a los últimos ua-tro vetores. Por último, la Tabla 5.5 reoge los mismos vetores pero ya normalizados, demanera que, para ada vetor, la suma de los uadrados de sus módulos sea la unidad. Enesta última forma, el onjunto de los seis vetores línea, ada uno de los uales tiene seisdatos numérios, forma una matriz uadrada Z que aquí se transribe.

Z =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
1p
6

1p
6

1p
6

1p
6

1p
6

1p
6

1p
6

1p
6

1p
6

− 1p
6

− 1p
6

− 1p
6

1p
3

− 1

2
p
3

− 1

2
p
3

1p
3

− 1

2
p
3

− 1p
3

0 1
2

−1
2

0 1
2

−1
2

0 −1
2

1
2

0 1
2

−1
2

1p
3

− 1

2
p
3

− 1

2
p
3

− 1p
3

1

2
p
3

1p
3

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
(5.23)

Lo que la euaión 5.7, el Gran Teorema de la Ortogonalidad, enunia es que la matrizZ es una matriz unitaria, ortogonal en el aso del ejemplo por ser todos sus datos reales, yque, por tanto, Z �Zy = I. Las líneas de la matriz Z están normalizadas y son ortogonales.La matriz Z umple las relaiones (5.7).Pero también se umple que Zy � Z = I. Es deir, se umplen las relaiones (5.20).



62 Capítulo 5Table 5.5: Vetores representaión del grupo C3v normalizados
C3v E C+

3 C−
3 σA σB σCv1 1p

6

1p
6

1p
6

1p
6

1p
6

1p
6v2 1p

6

1p
6

1p
6

− 1p
6

− 1p
6

− 1p
6v3 1p

3
− 1

2
p
3

− 1

2
p
3

1p
3

− 1

2
p
3

− 1p
3v4 0 1

2
−1
2

0 1
2

−1
2v5 0 −1

2
1
2

0 1
2

−1
2v6 1p

3
− 1

2
p
3

− 1

2
p
3

− 1p
3

1

2
p
3

1p
3Table 5.6: Carateres de las representaiones irreduibles del grupo C3v (ada operaión porseparado)

C3v E C+
3 C−

3 σA σB σCA1 1 1 1 1 1 1A2 1 1 1 −1 −1 −1E 2 −1 −1 0 0 0Otra de las relaiones menionadas anteriormente y que puede ser observada en la Tabla5.2, o en la Tabla 5.3, es la que enunia que la suma de las matries representaión, orre-spondientes a operaiones de la misma lase, es una matriz esalar. La suma de las matriesasoiadas a los dos giros ternarios, C+
3 y C−

3 , es �−1 0
0 −1

�. La matriz suma de las orrespondi-entes a las tres re�exiones espeulares es, en ualquiera de las in�nitas formas equivalentes,�
0 0
0 0

�.El mismo ejemplo utilizado anteriormente sirve para ilustrar las relaiones de ortogo-nalidad de los arateres. De la Tabla 5.2 (o de su alternativa Tabla 5.3) se deduen losarateres reogidos en la Tabla 5.6.Puesto que los arateres se pueden agrupar por lases de equivalenia, la forma habitualde presentar esa Tabla de arateres es la que se reoge en la Tabla 5.7. En esa tabla, lalase de los giros ternarios tiene dos elementos mientras que la de las re�exiones espeulares



Ejemplo 63Table 5.7: Carateres de las representaiones irreduibles del grupo C3v
C3v E 2C3 3σvA1 1 1 1A2 1 1 −1E 2 −1 0Table 5.8: Carateres normalizados de las representaiones irreduibles del grupo C3v

C3v E 2C3 3σvA1 1p
6

1p
3

1p
2A2 1p

6

1p
3

− 1p
2E 2p

6
− 1p

3
0tiene tres. La ortogonalidad se apreia más fáilmente si se normaliza ada línea de esa tablade manera que la suma de los uadrados de sus módulos tome el valor unidad. Los arateresnormalizados apareen en la Tabla 5.8.Los datos que apareen en esta última tabla reogidos en forma de una matriz

Z =

0BBBBBBBB� 1p
6

1p
3

1p
2

1p
6

1p
3

− 1p
2

2p
6

− 1p
3

0

1CCCCCCCCAonstituyen una matriz unitaria, ortogonal en este aso pues las lases son autoinversas ylos arateres reales. Las relaiones 5.13a y 5.13b indian que las �las de la matriz Z estánnormalizadas y son ortogonales unas on respeto a las demás, Z � Zy = I.Las relaiones de ortogonalidad (5.22) indian, en ambio, que las olumnas de la matrizZ también son ortogonales, Zy � Z = I.



64 Capítulo 55.6 Produto diretoEl produto direto, o produto Kroneker, de dos representaiones ha sido de�nido en laeuaión (4.6). Es una manera de obtener una representaión de orden nµ � nν a partirde dos representaiones de dimensiones individuales nµ y nν. Los arateres de la nuevarepresentaión, para ada una de las operaiones del grupo, se obtienen, euaión (4.7), omoproduto de los arateres de ada operaión en las dos representaiones por separado.
χ(µ
ν)(R) = χ(µ)(R) � χ(ν)(R) 8R 2 GLa representaión así generada, omo produto direto de dos irreduibles, puede ser re-duible y, por tanto, separable omo �suma� de las irreduibles. Los arateres de la nuevarepresentaión son suma de los arateres de las representaiones en que se desdobla.

χ(µ
ν)(R) =

irred∑

τ

aτ(µν) χ
(τ)(R)Los oe�ientes reales y positivos aτ se alulan por apliaión de las relaiones (5.17)

aτ(µν) =
1

|G|

∑

R2G χ(µ)(R) � χ(ν)(R) � χ(τ)(R)�
aτ(µν) =

1

|G|

nC∑CR

n(CR) � χ(µ)(CR) � χ(ν)(CR) � χ(τ)(CR)�En esas euaiones hay presente una simetría entre los oe�ientes de los produtos Kronekerde las representaiones irreduibles.
aτ(µν) = aµ�(ντ�) = aν�(τ�µ)Con el asteriso se ha querido indiar la representaión irreduible uyas matries tienentodos sus elementos omplejo-onjugados de los de la representaión de referenia. Losarateres son, por tanto, omplejo-onjugados de los de aquella.De todas las representaiones irreduibles en que puede desdoblarse la representaión

µ 
 ν hay una que tiene, por sus apliaiones, un partiular interés. Es la representaiónirreduible trivial totalmente simétria, presente en todos los grupos, en que todas las ma-tries representaión son de dimensión unidad, una �la y una olumna, todas las matriesiguales a la matriz (1) y uyos arateres son la unidad para ualquiera de las operaiones.Es la representaión generada por un espaio lineal de funiones de dimensión unidad, uyasfuniones tienen la simetría ompleta del grupo, son totalmente simétrias. Puesto que estápresente en todos los grupos la indiaremos por Γ (1). El oe�iente a1 vale
a1 =

1

|G|

nC∑CR

n(CR) � χ(µ)(CR) � χ(ν)(CR)La suma que aparee en el lado dereho de esa relaión es preisamente la misma que enla relaión de ortogonalidad de los arateres de la euaión (5.11). En onseuenia, eloe�iente a1 es distinto de ero si las dos representaiones µ y ν son una de ellas omplejo-onjugada de la otra, Γ (ν) =
�
Γ (ν)

��, y en tal aso vale la unidad.



Ejeriios 65
☞ La únia posibilidad de obtener la representaión totalmente simétria,por produto direto de representaiones irreduibles, onsiste en multipliaruna representaión por su omplejo-onjugada. Al desdoblar ese produto,la representaión totalmente simétria aparee una sola vez.Esta importante onlusión juega un papel ruial en las apliaiones de la Teoría deGrupos en Químia, pues sirve para simpli�ar problemas de Meánia Cuántia, para on-luir a priori qué propiedades pueden ser distintas de ero en un estado de un sistema, paradeduir reglas de seleión espetrosópias, y en tantas otras.5.7 EjeriiosProblema 5.7.1 ¾Por qué se die que los arateres de una representaión de un gruposon �propiedad de lase�?Problema 5.7.2 Las representaiones irreduibles de un grupo pueden ser elegidas demanera que las matries de la representaión sean unitarias. ¾Cuántas representa-iones irreduibles unitarias no equivalentes tiene un grupo puntual �nito? ¾Cuántosvetores representaión?Problema 5.7.3 Comprobar que si el onjunto de matries D(R) 8R 2 G es una repre-sentaión dell grupo G, el onjunto de las matries �D(R)T

�−1 es otra representaióndel mismo grupo y además ambas son reduibles o ambas irreduibles.Problema 5.7.4 Esribir las relaiones de ortogonalidad entre los vetores representa-ión de un grupo puntual �nito.Problema 5.7.5 Esribir las relaiones de ortogonalidad entre los arateres de lasrepresentaiones irreduibles de un grupo puntual �nito.Problema 5.7.6 Utilizar las relaiones de ortogonalidad de las representaiones irre-duibles para obtener la tabla de arateres del grupo C8v.Problema 5.7.7 El grupo D5 onsta de las siguientes operaiones agrupadas en lases:
E 2C5 2C25 5C02¾Cuántas y de qué órdenes son sus representaiones irreduibles?Problema 5.7.8 Comprobar que la suma de las potenias m-ésimas de los arateresde una representaión de un grupo, ∑

R2G (χ(R))
m, es un múltiplo del orden del grupo y,en general,

1

|G|

∑

r2G f(χ(R)) = enterosiempre que f sea una funión polinómia on oe�ientes enteros.



66 Capítulo 5Problema 5.7.9 Determinar la tabla de arateres de las representaiones irreduiblesde un grupo �nito uyas lases ontinen 1, 2, 1, 4, 2, 2, 4 elementos utilizando las rela-iones de su ortogonalidad.Problema 5.7.10 ¾Pueden los arateres de las representaiones servir para distinguirlas no equivalentes? ¾Y dos que sean equivalentes?Problema 5.7.11 ¾Cómo se puede saber, on la únia informaión de los arateres,si una representaión dada de un grupo �nito es reduible o irreduible?Problema 5.7.12 ¾Cómo se puede saber si dos representaiones reduibles, al desom-ponerse omo suma de ireduibles, tienen alguna en omún?Problema 5.7.13 Comprobar que dos representaiones reduibles Γ (1) y Γ (2) no tienenninguna representaión en omún si sus arateres son ortogonales.
∑

R2G χ(1)(R)χ(1)�(R) = 0Problema 5.7.14 Comprobar que el produto direto Γ (µ)
Γ (ν) será irreduible si unade las representaiones es irreduible y la otra de dimensión unidad.Problema 5.7.15 Comprobar que el produto direto de dos representaiones irre-duibles Γ (µ) 
 �Γ (ν)
�� unitarias, µ 6= ν�, no ontiene a la representaión totalmentesimétria. En ambio, el produto direto de una representaión irreduuble por suomplejo-onjugada ontiene a la totalmente simétria una sola vez.Problema 5.7.16 ¾Qué ondiión han de umplir dos representaiones irreduibles deun grupo para que su produto Kroneker ontenga a la totalmente simétria?Problema 5.7.17 Comprobar que el produto Kroneker de dos representaiones irre-duibles Γ (µ) y Γ (ν) de dimensiones respetivas nµ y nν (nµ > nν) no ontiene ningunarepresentaión irreduible de dimensión inferior a nµ/nν.Problema 5.7.18 Obtener los arateres de las representaiones obtenidas omo pro-duto Kroneker de las ireduibles del grupo C3v y desomponerlas en suma de irre-duibles. En otras palabras, esribir la tabla de multipliar de las representaionesirreduibles del grupo C3v.Problema 5.7.19Problema 5.7.20Problema 5.7.21Problema 5.7.22Problema 5.7.23Problema 5.7.24Problema 5.7.25



Capı́tulo 6Funiones adaptadas a la simetría6.1 ProyetoresEn general un espaio estable bajo las operaiones del grupo da lugar a una representaión.
ORφn =

∑

m

φm Dmn(R)Por un ambio de base el espaio se desdobla en subespaios independientes.
ORϕ

(µ)

l =

nµ∑

k

ϕ
(µ)

k D
(µ)

kl (R) (6.1)Poder disponer de una base adaptada a la simetría del problema es importante por lassimpli�aiones que puede aportar. Por ejemplo, en el aso de los estados estaionarios enMeánia Cuántia, quien mara la simetría del problema es el onjunto de las invarianiasde operador de Hamilton. Los estados estaionarios tienen, en general, una simetría inferiora la del problema. Las funiones que forman base de las distintas olumnas de las distintasrepresentaiones irreduibles son ortogonales y además no interaionantes on respeto alHamiltoniano. El produto internoh f(µ)

k j Ĥ j f(ν)

l i =

∫ �
f
(µ)

k (x)
��
Ĥ f

(ν)

l (x) dxse anula siempre que la representaión µ sea distinta de la ν y que las olumnas k y l nooinidan. En onseuenia, la representaión matriial del operador de Hamilton en dihabase es automátiamente diagonal por bloques on la obvia simpli�aión del problema queeso onlleva.Es, por tanto, sumamente interesante disponer de un proedimiento senillo que permitatransformar una base de funiones en otra adaptada que, por separado, forme base de lasrepresentaiones irreduibles.El problema que se plantea es el de enontrar esa transformaión de ambio de base quelleva la representaión matriial de las operaiones del grupo a forma diagonal por bloques.Diho de otra manera, se trata de enontrar los subespaios lineales de funiones que son67



68 Capítulo 6estables, e irreduibles, bajo las operaiones del grupo. Una base así está formada porfuniones adaptadas a la simetría.Para onseguir ese objetivo empezaremos por de�nir los operadores
P

(ν)

ij =
nν

|G|

∑

R2G D(ν)

ij (R−1) OR (6.2)Hay un operador de este tipo por ada vetor representaión irreduible del grupo. Es deir,ada representaión irreduible ν, da lugar a un operador por ada �la y ada olumna (i, j),tantos omo n2ν. En total, ∑irred
ν n2ν que oinide on el orden, |G|, número de operaiones,del grupo. .La importania de estos operadores se puede apreiar por sus efetos sobre las funionesque han servido de base para generar las representaiones.

P
(ν)

ij ϕ
(µ)

l =
nν

|G|

∑

R2G D(ν)

ij (R−1)
�
ORϕ

(µ)

l

�
=
nν

|G|

∑

R2G  nµ∑

k

ϕ
(µ)

k D
(µ)

kl (R)

!
D

(ν)

ij (R−1)

=
nν

|G|

nµ∑

k

ϕ
(µ)

k

∑

R2G D(µ)

kl (R)D
(ν)

ij (R−1)por la ortonormalidad de los vetores representaión
=

nµ∑

k

ϕ
(µ)

k δµν δki δlj

= δµν δlj ϕ
(µ)

iSi el operador asoiado a la representaión irreduible ν se aplia a una funión que formabase de otra representaión irreduible µ distinta, δνµ = 0, el resultado es nulo. Si se apliaa una funión que forma base de la olumna j-ésima, es deir, si l oinide on j, δjl = 1,de la misma representaión irreduible, δνµ = 1, lo que se obtiene es la funión ϕ(ν)

i , unafunión que está ontenida en el mismo subespaio lineal estable bajo las operaiones delgrupo pero que forma base de otra olumna de la representaión matriial. Los operadores
P

(ν)

ij on i 6= j son operadores de desplazamiento (shift operators).
P

(ν)

ij φ
(ν)

j = φ
(ν)

i (6.3)En ambio, los operadores asoiados a elementos diagonales de las matries representaión,
P

(ν)

ii =
nµ

|G|

∑

R2G D(µ)

ii (R−1) OR (6.4)son operadores de proyeión
P

(ν)

ii φ
(ν)

i = φ
(ν)

isobre el subespaio asoiado a una olumna de la representaión matriial, La on�rmaiónde que se trata de operadores de proyeión requiere la ondiión de idempotenia que esfáil de omprobar.



Proyetores 69El onjunto de los |G| operadores del tipo señalado, euaión (6.2), onstituye la base delálgebra sobre el grupo, son sus unidades básias. Otro de los operadores del onjunto es
P

(µ)

kl =
nµ

|G|

∑

S2G D(µ)

kl (S−1) OSPor apliaión suesiva de este nuevo operador sobre el resultado, euaión (6.3), del anterior
P

(µ)

kl φ
(ν)

i = P
(µ)

kl P
(ν)

ij φ
(ν)

j = δνµ δil P
(µ)

kj φ
(µ)

jse dedue la relaión fundamental entre estos operadores.
P

(µ)

kl P
(ν)

ij = δµν δil P
(µ)

kj (6.5)Otra ondiión que han de umplir los operadores de proyeión sobre subespaios distin-tos es que sean mutuamente exluyentes, su produto ha de ser nulo. La relaión de mutuaexlusión
P

(ν)

ii P
(µ)

kk = δνµ δik P
(µ)

kkes una aso partiular de la anterior que inluye la ondiión de idempotenia.Los operadores P(ν)

ij son ombinaiones lineales de las operaiones OR donde los oe�-ientes de la ombinaión lineal son los elementos de los vetores representaión. Al revés,las operaiones OR son ombinaiones lineales de aquellos.
OR =

irred∑

ν

nν∑

ij

P
(ν)

ij D
(ν)

ij (R)pues D(ν)

ij (R−1)D
(ν)

ij (R) = D
(ν)

ij (E) = δij. Es la transformaión inversa de la de�niión delos operadores P(ν)

ij .Puesto que todos estos operadores aquí de�nidos son operadors lineales, la apliaiónde los operadores de proyeión a una funión arbitraria, no neesariamente adaptada ala simetría del problema, da omo resultado una funión que forma base del subespaiomonodimensional vinulado a una olumna de una representaión irreduible.Esos operadores de proyeión requieren que se disponga de una de las formas equiva-lentes de las matries de las representaiones irreduibles. Más habitual es que tan solo seonozan los invariantes de las representaiones irreduibles, relaionadas por una transfor-maión unitaria, y, en espeial, los arateres.Si tan solo se dispone de los arateres de las representaiones irreduibles, los operadores
P(ν) =

nν∑

i=1

P
(ν)

ii =
nν

|G|

∑

R2G χ(ν)(R−1) OR (6.6)
=
nν

|G|

∑

R2G χ(ν)(R)� OR (6.7)apliados sobre una funión arbitraria dan omo resultado una funión que está ontenidaen el espaio lineal, estable bajo las operaiones del grupo, que está en la base de la repre-sentaión ν-ésima, independientemente de las olumnas de la representaión.



70 Capítulo 6Estos operadores umplen las relaiones de idempotenia y mutua exlusión
P(ν) P(µ) = δνµ P(ν)y son ompletos en el sentido de que su suma, extendida a todas las representaiones irre-duibles

irred∑

ν

P(ν) =

irred∑

ν

nν∑

i

P
(ν)

ii = Ees la identidad.Si las funiones de base están adaptadas a la simetría, es deir, forman base de las repre-sentaiones irreduibles del grupo, de auerdo on la euaión (6.1), en sus transformaionessolo partiipan las funiones del mismo subespaio asoiado a la misma representaión irre-duible.6.2 Vibraiones moleularesComo ejemplo prátio de apliaión de la simetría a la simpli�aión de problemas deinterés químio y la ordenaión y lasi�aión de sus resultados, abordamos el estudio de losmovimientos de deformaión en moléulas.Una moléula estable, en un estado estaionario onreto, es un onjunto de puntosmateriales on masa ligados, los átomos. Su energía aumenta al desplazar los núleos desus posiiones de equilibrio, modi�ando distanias internuleares, ángulos de valenia o detorsión, et. Para pequeños desplazamientos, la energía del sistema puede expresarse por undesarrollo en serie de potenias.
V = Veq +

3N∑

i=1

�
∂V

∂ai

�
eq

ai +
1

2!

3N∑

ij

�
∂2V

∂ai ∂aj

�
eq

ai aj

+
1

3!

3N∑

ijk

�
∂3V

∂ai ∂aj ∂ak

�
eq

ai aj ak + . . .

(6.8)En esa expresión las variables ai representan los desplazamientos artesianos de las posiionesde los núleos desde las de equilibrio
ai = xi − xi,eq (i = 1, . . . 3N)y las suesivas derivadas están aluladas todas ellas justamente en la onformaión deequilibrio. El número total es 3N; los tres primeros datos, i = 1, 2, 3, haen referenia res-petivamente a los desplazamientos en las direiones x, y, z del primer núleo, los tres datossiguientes se re�eren al segundo de los núleos, y de la misma forma hasta el total de Nnúleos.El primer término del desarrollo en serie puede ponerse a ero y ser tomado omo unorigen arbitrario de la esala energétia y el segundo de los términos es nulo si las derivadasestán tomadas en la onformaión de equilibrio. El término dominante es, por tanto, elterero, el de las derivadas segundas. La aproximaión armónia despreia los términos de



Vibraiones moleulares 71orden superior.
V =

1

2

3N∑

ij

ai Fij aj (6.9)La matriz F, matriz de las segundas derivadas, también denominada matriz de Hess o hes-siana, es simétria y, dado que la onformaión de equilibrio es estable, ha de ser semide�nidapositiva1. Para el estudio de las deformaiones moleulares, F es la matriz de las onstantesde fuerza.Al mismo tiempo los núleos estan en movimiento on una energía inétia de traslaión
T =

1

2

3N∑

i


aimi 
ai (6.10)donde mi son las masas atómias, las tres primeras, i = 1, 2, 3, son las del primer núleo,las siguientes, i = 4, 5, 6 son tres datos iguales a la masa del segundo de los núleos, et.,hasta ompletar los N núleos. La notaión on el punto es la habitual para indiar derivadatemporal, veloidad. La notaión matriial simpli�a las euaiones:
T =

1

2

atm 
a (6.11)

V =
1

2
at Fa (6.12)De estas energías inétia y potenial se deduen las euaiones del movimiento.

0 = mi �ai +

3N∑

j

Fij aj i = 1, 2, � � � , 3N (6.13a)0 = m �a + Fa (6.13b)Ese onjunto de euaiones enunia que el movimiento de la variable i-ésima depende delas posiiones de las otras 3N − 1 variables a través de los elementos no diagonales de lamatriz hessiana F. Se die entones que los movimientos, las evoluiones de ada una de lasvariables, están aoplados.Si esta matriz fuese diagonal se podría desomponer el problema en 3N problemas in-dependientes pues ada variable no dependería más que de antidades relaionadas on lapropia variable. Es deir, los distintos movimientos se podrían desaoplar.Puesto que la matriz F es simétria, un ambio de variables puede llevarla a formadiagonal
T =

1

2

3N∑

i


ξi 
ξi
V =

1

2

3N∑

i

ξi λi ξi1Una matriz A es de�nida positiva si se umple que vyAv > 0 ualquiera que sea el vetor olumna v.Sus valores propios son reales y positivos. Es semide�nida positiva si la relaión anterior puede ser � 0 enlugar de mayor que ero. Entre sus valores propios puede haber algunos nulos.



72 Capítulo 6Las nuevas variables independientes ξi son ombinaiones lineales de las anteriores ai. Enesta formulaión las euaiones de movimiento
0 = �ξi + λi ξi i = 1, 2, � � � , 3N (6.14a)0 = �ξ + Λξ (6.14b)permiten estudiar la evoluión en el tiempo de ada una de ellas por separado. La evoluiónde ada variable es independiente y orresponde a uno de los movimientos desaoplados.Los posibles valores de λi son todos reales, positivos o nulos, nuna negativos puesla onformaión de partida era de equilibrio. Las variables asoiadas a los valores nulosevoluionan

λi = 0 −→ ξi,t = ξi,0 + vi talejándose inde�nidamente de la posiión de partida en movimiento uniforme. Esa soluiónorresponde a la traslaión o a la rotaión en el espaio del onjunto moleular omo un todorígido sin deformar. La veloidad vi puede ser, por tanto, lineal o angular.El resto de las soluiones del problema
λi > 0 −→






ξi,t = ξi,0 os (ωi t + γi)

λi = ω2i = 4π ν2i = 4π c2 �ν2iindia que, al evoluionar esas variables en el tiempo, se vuelve íliamente a pasar porla posiión original en un movimiento osilatorio armónio on freuenias νi. Las varibles
ξi orrespondientes se denominan oordenadas normales de vibraión. Su evoluión en eltiempo son los modos normales de vibraión de la moléula.Desde el punto de vista de los álulos numérios, todo lo que se neesita onoer es laforma del ampo potenial V , o su equivalente, la matriz de onstantes de fuerza F. Todoonsiste en enontrar la transformaión lineal que lleva de las variables a1, desplazamientosartesianos desde la posiión de equilibrio, a las variables ξi, oordenadas normales. Alhaerlo, se desompone el problema global en un onjunto de problemas individuales. Espreisamente en ese paso en el que la simetría del problema, por medio de la Teoría de Gruposayuda a simpli�ar el problema y lasi�ar sus soluiones, sin llegar nuna a resolverlo. Elproblema meánio no se puede obviar.La simpli�aión del problema aparee al utilizar variables adaptadas a la simetría si dela moléula, en lugar de los desplazamientos artesianos de los núleos, pues de esa formalas segundas derivadas �

∂2V

∂si ∂sj

�
eqse anulan uando las variables si y sj forman base de distinta representaión irreduible einluso de distinta olumna de la misma representaión. La matriz hessiana tiene entones laforma diagonal por bloques en que ada bloque está asoiado a una representaión irreduibledistinta.Las euaiones de movimiento (6.13) se transforman en

0 = �sp +

3N∑

q

dpq sq p = 1, 2, � � � , 3N (6.15a)



Vibraiones moleulares 730 = �s + d s (6.15b)on la partiularidad de que la matriz de onstantes de fuerza, d, es ahora diagonal por blo-ques; los elementos matriiales situados fuera de esos bloques son nulos. La resoluión de esesistema de euaiones, que da lugar al desaoplamiento de los movimientos, no puede om-binar más que variables del mismo bloque, de la misma simetría. Las llamadas oordenadasnormales son neesariamente adaptadas a la simetría del problema.6.2.1 EjemploPara ilustrar el proedimiento, nada mejor que haer uso de un aso partiular. Sea lamoléula de tri�uorometano CHF3 en su estado fundamental eletrónio uya onformaiónde equilibrio tiene la simetría C3v on un eje trigonal. La tabla de las operaiones de simetríade ese grupo está menionada en al Tabla 3.1 y una de las posibles formas equivalentes desus representaiones irreduibles en la Tabla 5.2.Las deformaiones de esa moléula desde la onformaión de equilibrio implian quinedesplazamientos artesianos. Es, por tanto, un problema de movimiento on quine vari-ables ai. Para ordenarlas aeptaremos que las tres primeras son los desplazamientos en lasdireiones x, y, z del átomo de arbono situado en el origen de un sistema de oordenadas,las siguientes tres variables son las del átomo de hidrógeno situado a lo largo de la direiónpositiva del eje z. En esa ordenaión le siguen las tres variables del átomo de �uor situadosobre el plano xz y las seis restantes haen referenia a los otros dos átomos de �uor.La simetría del problema es la del ampo potenial V en el que se mueven los núleos. Elpotenial es invariante frente a las seis operaiones de simetría del grupo C3v. Al realizar unade las operaiones de simetría, giro o re�exión, el desplazamiento en una ierta direión deuno de los átomos se onvierte en una ombinaión lineal de los desplazamientos del onjuntode los átomos. Por tanto, los desplazamientos de los átomos en las tres direiones del espaioforman base de un espaio lineal de funiones estable bajo las operaiones del grupo y que,en onseuenia, sirve para onstruir una representaión matriial del grupo. La dimensióndel espaio lineal es quine y quine serán las dimensiones de las matries representaión.Antes de ontinuar, y para evitar arrastrar las ditintas masas de los átomos a lo largode la resoluión del problema, las onsideraremos inluídas en la propia variable, de�niendounas nuevas variables ponderadas en la forma
qi =

p
mi ailo ual no modi�a las relaiones de simetría del problema.Las matries representaión orrespondientes a los dos generadores del grupo, las opera-iones C+

3 y σA están reogidas en la Tabla 6.1. Estas matries representaión de dimensionesquine son, en realidad, el resultado de un produto externo de la representaión debida ala permutaión de núleos a que da lugar la operaión giro o re�exión, por la representaiónnatural del grupo. Esta manera de generar las matries de la representaión aparee desa-rrollada en la tabla 6.2. Para ada operaión de simetría, uno de los fatores india ómose reemplazan unos núleos por otros al llevar a abo la orrespondiente transformaiónmientras que el otro fator india la transformaión de los desplazamientos artesianos deun punto genério. Los arateres de la representaión así obtenida son los orrespondientesprodutos de los arateres de los fatores.



74 Capítulo 6Table 6.1: Efeto de los operadores C+
3 y σ(xz) sobre las oordenadas artesianas

C
+
3

�
q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 q10 q11 q12 q13 q14 q15

�
=

=

�
q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 q10 q11 q12 q13 q14 q15

� �
�
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

− 1
2

−

p
3

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0p

3
2

− 1
2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 − 1
2

−

p
3

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

p
3

2
− 1

2
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 1
2

−

p
3

2
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

p
3

2
− 1

2
0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 − 1
2

−

p
3

2
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

p
3

2
− 1

2
0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 − 1
2

−

p
3

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

p
3

2
− 1

2
0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
σ(xz)

�
q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 q10 q11 q12 q13 q14 q15

�
=

=

�
q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8 q9 q10 q11 q12 q13 q14 q15

� �
�
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



Vibraiones moleulares 75Table 6.2: Matries representaión omo produto externo
D(C+

3
) =

0BBBBBBBBBBBB�
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCA
0BBBBB�−1
2

−
p
3
2

0p
3
2

−1
2

0

0 0 1

1CCCCCA
D(σ(xz)) =

0BBBBBBBBBBBB�
1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCA
0BBBBB�1 0 0

0 −1 0

0 0 1

1CCCCCA
Para obtener las matries representaión de las demás operaiones del grupo basta unmero produto matriial, siguiendo la tabla de multipliar del grupo presentada en laTabla 3.1.Los arateres, las trazas de las matries, de esta representaión de dimensión quineestán reogidos en la siguiente tabla:

C3v E 2C3 3σv g = 6

Γperm 5 2 3 3A1 � E
Γnat 3 0 1 A1 � E
Γ 15 0 3Las representaiones irreduibles de este grupo son de dimensiones uno o dos. Una rep-resentaión de orden quine tiene que ser reduible. Por transformaiones de semejanzapuede ser llevada a forma diagonal por bloques. Las relaiones (5.17) indian que esta rep-resentaión es la suma Γ = 4A1 � A2 � 5E. La suma de los uadrados de los oe�ienteses uarenta y dos que es lo que predie la euaión (5.18).Quiere esto deir que el problema de quine variables es desomponible en un problemade uatro variables, otro de una sola variable y, omo la representaión E es de dimensióndos, un terero de dimensión diez. Pero si se esoge el ambio de variable de manera queino variables formen base de la primera olumna de la representaión E y otras ino de



76 Capítulo 6Table 6.3: Transformaión de adaptaión a la simetría�
s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 s13 s14 s15
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=
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� �
�
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1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAla segunda olumna, el problema de diez variables se desdobla en realidad en dos problemasde ino variables ada uno y que además son idéntios.Por apliaión de los operadores de proyeión, operadores diagonales en la euaión (6.2),sobre los desplazamientos artesianos, se obtiene una serie de ombinaiones lineales de losmismos. Las nuevas variables forman base de las representaiones irreduibles del grupo.Solamente hay uatro ombinaiones lineales que forman base de la representaión irreduibleA1, una sola funión distinta de ero base de la representaión A2 y dos onjuntos deino ombinaiones lineales que forman base respetivamente de las olumnas primera ysegunda de la representaión E tal y omo aparee en la tabla 5.2. Es ierto que en esaoperaión apareen más funiones distintas de ero pero el resto no son independientes. Enla tabla 6.3 se ha reogido una de las posibles opiones normalizada de manera que la matrizde transformaión sea ortogonal. De esa forma las oordenadas {s6, s11} dan lugar a unarepresentaión de tipo E omo la de la tabla 5.2, la pareja {s7, s12} otra y así el resto delas variables adaptadas a la simetría. Obviamente hay otras posibilidades pero siempre seonservarán las dimensiones de los subespaios asoiados a ada una de las representaionesirreduibles.Las representaiones matriiales de las operaiones de simetría que se obtienen on lasnuevas variables si están dadas en la tabla 6.4. En ellas se apreia laramente la desom-posiión en bloques de dimensiones uatro, uno y diez a lo largo de la diagonal prinipal.Inluso el primer bloque, orrespondiente a la representaión A1, ha resultado por sí mismodiagonal.



Vibraiones moleulares 77Table 6.4: Efeto de los operadores C+
3 y σ(xz) sobre las oordenadas de simetría
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σ(xz)

�
s1 s2 s3 s4 s5 s6 s7 s8 s9 s10 s11 s12 s13 s14 s15
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1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
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0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 −1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA



78 Capítulo 6La matriz de onstantes de fuerza en esta base es diagonal por bloques: un primerbloque de dimensión uatro orrespondiente a la representaión A1, otro de dimensión unoy dos idéntios de dimensiones ino. La eleión de la base de manera que forme base delas distintas olumnas de la representaión E failita que estos dos últimos bloques seanidéntios. Los valores de λi que resulten de ellos son iguales y omo los distintos de eroestán vinulados a las freuenias de los modos de vibrar, habrá pares de modos normalesde vibraión on las mismas freuenias. Son modos normales de vibraión degeneradossin que esta denominaión sea equivalente a la degeneraión de los niveles energétios quese obtienen en un tratamiento uántio. Este tratamiento es de la Meánia Clásia parapuntos materiales ligados.Las posibilidades que ofree la Teoría de Grupos no aaban on la simpli�aión de losálulos numérios. Es apaz de predeir, sin neesidad de alularlos, uántos valores nulosde λi se van a obtener en ada bloque de simetría, los que orresponden a la traslaión yrotaión del onjunto omo un todo rígido. El desplazamiento del onjunto en la direióndel eje z forma base de la representaión A1 pues es invariante frente a los giros y re�exionesdel grupo C3v. Los desplazamientos en las direiones x e y forman onjuntamente basede la representaión E de orden dos. El estudio de la rotaión es el de las omponentes delmomento angular. La omponente axial, omponente z, del momento angular, giro alrededordel eje ternario de simetría, forma base de la representaión A2. Las otras dos omponentes,transversales, de la rotaión forman base de la representaión E. Las tablas publiadas dearateres de las representaiones irreduibles suelen aportar esta informaión.En onseuenia, de los uatro valores de λi del primer bloque uno de ellos será nulo. Solohay tres modos normales de genuina vibraión, on sus respetivas freuenias, de simetríaA1, totalmente simétrios. Del bloque A2 de dimensión uno, la únia soluión orrespondea λi = 0. Es la rotaión alrededor del eje z. En los dos bloques idéntios de representaiónE habrá dos valores nulos de λi en ada uno de ellos. Quedan tan solo tres dobles mo-dos normales de vibraión. Son seis modos pero las freuenias son iguales dos a dos. Larepresentaión onstruída on los desplazamientos artesianos de los núleos se desdobla enla parte que orresponde a la traslaión del onjunto más la de rotaión omo un sólidorígido más la parte de las deformaiones, vibraiones armónias. Los arateres de unarepresentaión reduible son la suma de los de las irreduibles en que se desompone. Latabla 6.5 presenta las distintas ontribuiones a los arateres debidas a loa movimientos detraslaión, rotaión y vibraión por separado. Como resumen, tres oordenadas normales setransforman omo la representaión totalmente simétria A1, on tres freuenias distintas.Los movimientos orrespondientes a la evoluión en el tiempo de estas variables onservanen todo momento la simetría C3v de la posiión de equilibrio. Los otros seis movimien-tos independientes presentan solo tres freuenias distintas. Al evoluionar, la moléula sedeforma y pierde la simetría que tiene en la posiión de equilibrio de partida.La tabla 6.7 da uenta de la representaiones en que forman base las oordenadas nor-males de moléulas senillas lasi�adas por los grupos de operaiones de simetría.Si se analiza on un poo de detalle las matries representaión de los generadores, C+
3 y

σ(xz) que apareen en la tabla 6.1, se apreia que en ningún aso los desplazamientos en ladireión z, alineados on el eje ternario de simetría, se ombinan on los desplazamientostransversales. Si no lo haen on los generadores no lo haen on ninguna de las operaionesde simetría del grupo. Por tanto, en el ejemplo propuesto, los desplazamientos en la direión



Vibraiones moleulares 79Table 6.5: Desomposiión de los arateres
C3v E 2C3 3σv g = 6

Γ 15 0 3 4A1 � A2 � 5E
Γtras 3 0 1 A1 � E
Γrot 3 0 −1 A2 � E
Γvib 9 0 3 3A1 � 3E

z por sí mismos forman un espaio lineal estable, base de una representaión matriial delgrupo. Los arateres de la orrespondiente representaión son:
C3v E 2C3 3σv g = 6

Γ(z) 5 2 3 3A1 � EDe estos ino movimientos independientes, hay uno de tipo A1 que es senillamente latraslaión del onjunto sin deformar a lo largo del eje z y los dos movimientos de simetría Eorresponden a las rotaiones alrededor de los ejes x e y que involuran desplazamientos enla direión z.Como onseuenia, si se pudiese restringir el movimiento de los núleos a sus desplaza-mientos a lo largo de la direión z se enontraría que solamente hay dos modos de deformary haer vibrar la moléula. Ambos modos son totalmente simétrios, onservan en todomomento la simetría que tiene la moléula en su onformaión de equilibrio.La separaión entre los desplazamientos longitudinales y transversales que permite lasimetría no signi�a que la Dinámia también los separe. La posibilidad de esta separaiónadiional no está propiamente en la simetría sino en el ampo de fuerzas que mantiene losátomos ligados. Es deir, esta separaión no implia que la matriz d de onstantes de fuerzaque aparee en las euaiones (6.15) se haya desdoblado adiionalmente en bloques diagonalesmás pequeños. Hay, en el ómputo global, otros movimientos de deformaión que tambiénson de simetría A1.En ambio, este análisis adiional en movimientos a lo largo del eje de mayor simetría y elresto de los movimientos es posible en moléulas uya onformaión de equilibrio sea plana.En tales asos la matriz de onstantes de fuerza separa los movimientos de deformaión-vibraión en el plano moleular de los que tienen lugar perpendiularmente al plano moleu-lar. Un ejemplo muy senillo es el de la moléula de etileno, C2H4, uyo estado fundamentaleletrónio presenta una geometría de equilibrio plana on simetría D2h. La tabla de ara-teres de este grupo es la que aparee en la tabla 5.1.Un estudio análogo al que se ha realizado en el ejemplo anterior da los resultados reogidosen la tabla 6.6. En este grupo de operaiones de simetría hay tres ejes binarios equivalentes.La eleión partiular de dihos ejes al orientar la moléula ambia las denominaiones de



80 Capítulo 6Table 6.6: Desomposiión por los arateres de los movimientos en la moléula C2H4
D2h E C2(z) C2(y) C2(x) i σ(xy) σ(xz) σ(yz) g = 8

Γ 18 −2 0 0 0 0 2 6

Γtras 3 −1 −1 −1 −3 1 1 1

Γrot 3 −1 −1 −1 3 −1 −1 −1

Γvib 12 0 2 2 0 0 2 6

Γ(x) 6 −2 0 0 0 0 2 −6

Γtras(x) 1 −1 −1 1 −1 1 1 −1

Γrot(yz) 2 0 0 −2 2 0 0 −2

Γvib(x) 3 −1 1 1 −1 −1 1 −3las representaiones de tipo B. En lo que sigue se ha prourado seguir las reomendaionesde IUPAC tomando el origen de oordenadas en el entro de masas, en el punto medio delenlae C�C, alineando el eje z on el enlae C�C pues el que pasa por el mayor númerode átomos, el eje x perpendiular al plano moleular y el eje y perpendiular a los otros dosy, en onseuenia ontenido en el plano moleular.Con ese onvenio de notaión, la representaión generada por las oordenadas normalesde vibraión es la suma
Γvib = 3Ag �Au � 2B1u � B2g � 2B2u � 2B3g � B3uque inluye todos los movimientos de vibraión armónia. De entre estos, los que impliandesplazamientos fuera del plano moleular son los que apareen en la suma

Γvib(x) = Au � B2g � B3uObviamente, otra eleión para la orientaión de los ejes da lugar a otras denominaionesde las oordenadas normales y de los modos normales de vibraión de esta moléula. Noambia la posibilidad de separaión de los movimientos, solo su etiquetado.En este problema, las oordenadas normales orrespondientes a los tres desplazamientosvibraionales fuera del plano apareen omo únias en la relaión del onjunto de todas ellas.En la relaión general solo hay una oordenada Au, una sola de tipo B2g y una sola B3u.Por tanto, en este problema hay una separaión lara entre los movimientos de vibraión enel plano y fuera de él.



Vibraiones moleulares 81Desde la posiión de equilibrio representada en la grá�a
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z

las deformaiones fuera del plano del papel están representadas por los siguientes esquemas
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⊖⊖que orresponden respetivamente a las vibraiones de simetría Au, B2g y B3u. Los esquemassimplemente indian que el movimiento de unos átomos en un sentido es simultáneo aldesplazamiento de otros átomos en las direiones indiadas.
➩ Toda esta desomposiión de un movimiento ompliado de deforma-ión, de vibraión, ha sido posible on ayuda de la Teoría de Grupos parauna forma uadrátia del ampo potenial, euaión (6.8). La aproximaiónarmónia es aeptable para pequeñas deformaiones. La inlusión de térmi-nos orretivos superiores impide la separaión y el estudio individualizadode los posibles movimientos del onjunto moleular.
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Table 6.7: Simetría de las oordenadas normales de moléulas senillasMoléula Grupo ClasesXY2 C2v 2A1 � B2XY3 C3v 2A1 � 2EXY4 C4v 2A1 � 2B1 � B2 � 2EXY3 D3h A0

1 �A00

2 � 2E0X4 D4h A1g � B1g � B2g � EuXY4 D4h A1g � B1g � B2g �A2u � B2u � 2EuX2Y4 D2h 3Ag �Au � 2B1g � B1u � B2g � 2B2u � 2B3uX2Y4 Plana1 D2h 3Ag �Au � 2B1u � B2g � 2B2u � 2B3g � B3uX2Y6 D3d 3A0

1 � A00

1 � 2A00

2 � 3E0 � 3E00XY3Z C3v 3A1 � 3EX6Y6 D6h 2A1g �A2g �A2u � 2B1u � 2B2g � 2B2u � E1g � 3E1u � 4E2g � 2E2uX4 Td A1 � E� F2XY4 Td A1 � E� 2F2XY2 D∞h Σ+
g � Σ+

u �ΠuX2Y2 D∞h 2Σ+
g � Σ+

u �Πg �ΠuXYZ C∞v 2Σ+ �Π
1En moléulas on simetría D2h distintas orientaiones de los ejes dan lugar a ambios de etiquetas en las representaionesirreduibles B. El onvenio internaional asigna el eje z de manera que sea el de más alta simetría y, si no es su�iente,el que pasa por el máximo número de átomos y, si aún no es su�iente, el que orta al mayor número de enlaes;en moléulas planas el eje x perpendiular al plano moleular si no ha sido asignado por las ondiiones anteriores.



Matries de proximidad 836.3 Matries de proximidadSon muhos los problemas en Físia o en Químia en que han de tratarse on matriesde proximidad, adyaenia o ontigüedad (Adjaeny matrix). Un ejemplo prátio loonstituye el estudio de estruturas eletrónias moleulares por el método de orbitalesmoleulares en su versión naif de Hükel. A pesar de la semillez del proedimiento esasombrosa la antidad de informaión útil que puede obtenerse aera de la estrutruramoleular.Dado un onjunto de n puntos, nodos, unidos entre sí por aristas, la matriz de on-tigüedad, A, es una matriz uadrada, n � n, de tantas �las y olumnas omo el númerode nodos y uyos elementos valen todos ellos ero on la exepión de que un elemento nodiagonal Apq = 1 si los nodos p y q están unidos por una arista. En Químia los nodos sepueden identi�ar on átomos y las aristas on enlaes. La matriz de adyaenia informatan solo de qué átomos están unidos entre sí, lo que se suele representar mediante un trazoentre ambos átomos.Una matriz de proximidad puede estar modi�ada para dar uenta de la importaniarelativa de unas aristas frente a otras; en Químia se india de esa manera la mayor omenor importania de iertos enlaes. En estos asos se die que se trata de una matriz deproximidad ponderada.Es una matriz real simétria uyos elementos diagonales son todos nulos. Las poteniasde las matries de ontigüedad se interpretan en el sentido de que los elementos no diagonalesde la matriz al uadrado, (A2)pq, indian el número de posibles aminos entre los nodos py q que reorren dos aristas, los del ubo los que requieren pasar por tres aristas y así lasdemás. En ese reuento está inluida la posibilidad de rehaer el amino adelante y atráspasando una y otra vez por la misma arista.Al ser una matriz real simétria, los valores propios de la matriz de proximidad sonnúmeros reales que pueden ser obtenidos por un proedimiento de diagonalizaión medianteuna transformaión ortogonal. Los valores propios son los elementos diagonales de la matrizdiagonalizada. OT AO = DLa búsqueda de esa matriz de transformaiónO es laboriosa. Es preisamente aquí donde lasimetría failita los álulos llevando a abo una transformaión intermedia que lleva a unaforma que, si no es ompletamente diagonal, al menos es diagonal por bloques; los bloquesfuera de la diagonal se anulan. Basta para ello ambiar de base y pasar a una base adaptadaa la simetría del problema.El ejemplo siguiente pretende ilustrar el proedimiento. Sea el grafo que onsta de uatronodos enlazados de la manera indiada.
1 2 3 4
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2 3

4

1

2 3

4

Se han dibujado tres opiones de presentar el grafo. La matriz de proximidad es la mismapara ualquiera de las opiones en que se dibuje el onjunto de nodos y aristas. Inluso los



84 Capítulo 6trazos que maran los vínulos pueden entreruzarse. Las onlusiones que pueden obtenersedel grafo no dependen de que esté dibujado de una u otra manera. Si se re�ere a unproblema químio de álulo de estruturas moleulares, ese grafo puede orresponder a lalos orbitales π de una moléula onjugada omo butadieno. La segunda grá�a orrespondea una onformaión trans mientras que la última se puede itar omo la onformaión is.El método de orbitales moleulares en su versión senilla de Hükel no es apaz de distinguirentre ambas onformaiones al no haer uso más que de la matriz de adyaenia.La matriz de ontigüedad orrespondiente a ese grafo0BBBBBBBBBBBB�
0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCAindia que hay un enlae entre los nodos 1 − 2, 2 − 3 y 3 − 4. Al revés, dada esa matrizse puede reonstruir el grafo. La onstruión de esa matriz ha respetado la ordenaión,numeraión, de los nodos.El uadrado y el ubo de esa matriz0BBBBBBBBBBBB�
1 0 1 0

0 2 0 1

1 0 2 0

0 1 0 1

1CCCCCCCCCCCCA
0BBBBBBBBBBBB�
0 2 0 1

2 0 3 0

0 3 0 2

1 0 2 0

1CCCCCCCCCCCCAindian que hay una sola manera de ir desde el nodo 1 hasta el nodo 3 en dos pasos peroque hay tres maneras distintas de ir desde el nodo 2 hasta el nodo 3 en tres etapas. Estasúltimas pasando y repasando por la misma arista varias vees.Al haber uatro nodos, la matriz de proximidad es de dimensiones 4 � 4. El álulode los valores propios de esa matriz requiere resolver la euaión que anula su polinomioaraterístio de grado uarto. La simetr'�a permite simpli�ar el problema desdoblándoloen subproblemas de órdenes inferiores. Una base adaptada a la simetría del grafo introduemuhos más elementos nulos en la matriz de adyaenia. Los elementos matriiales queombinan bases de distintas representaiones irreduibles, o distintas olumnas de la mismarepresentaión irreduible si la representaión es de orden mayor que la unidad, valen ero.La simetría del grafo propuesto en ualquiera de sus imágenes onsta de tan solo dosoperaiones: la identidad y la operaión que permuta simultáneamente los nodos 1 on 4 y2 on 3. Esta forma de verlo omo permutaiones de nodos es omún a ualquier imagendel grafo. Si se adopta la imagen puesta en segundo lugar la �gura presenta una simetría



Matries de proximidad 85espaial orrespondiente al grupo C2 mientras que la imagen presentada en terer lugar tieneun plano de simetría izquierda-dereha uyo grupo de operaiones es Cs. Todos esos gruposson isomorfos y, en onseuenia, puede tomarse ualquiera de ellos pues darán lugar a lasmismas onlusiones. De todas formas, la presentaión omo grupo de las permutaiones denodos paree más general.Las dos operaiones forman lases independientes y son autoinversas. Ese grupo no tienemás que dos representaiones irreduibles uyos arateres reales son:
(1)(2)(3)(4) (12)(34)

Γ1 1 1

Γ2 1 −1Son las representaiones simétria y antisimétria respeto de la permutaión de los nodos.Los nodos se transforman por las operaiones y dan lugar a una representión de dimen-sión uatro uyos arateres son
(1)(2)(3)(4) (12)(34)

Γ 4 0Esa representaión se ha generado por apliaión de las operaiones permutaión sobre elonjunto de los nodos. El método de Hükel de orbitales moleulares supone que los nodosson núleos y que en ada núleo hay entrado un orbital atómio. La representaión matri-ial es generada por la apliaión de las operaiones del grupo (giros o re�exiones) sobre elonjunto de los orbitales atómios.Esta representaión reduible es la suma Γ = 2Γ1 � 2Γ2. Habra dos ombinaiones delos nodos simétrias y otras dos antisimétrias Los proyetores sobre ambas representaionesirreduibles son:
PΓ1

=
1

2
(E + R)

PΓ2
=
1

2
(E − R)Por senillez de notaión se han indiado las operaiones on E y R.La apliaión del primero de esos proyetores sobre los nodos del grafo da lugar a lassiguientes ombinaiones:

PΓ1
n1 =

1

2
(n1 + n4)

PΓ1
n2 =

1

2
(n2 + n3)

PΓ1
n3 =

1

2
(n2 + n3)

PΓ1
n4 =

1

2
(n1 + n4)



86 Capítulo 6Solo hay dos ombinaiones linealmente independientes que son (n1 + n4) y (n2 + n3)salvo fatores de normalizaión. Igual ourre on la proyeión sobre el subespaio de lareprsentaión antisimétria. En resumen, y puesta en forma matriial, la nueva base adap-tada a la simetría del problema orresponde a la transformaión ortogonal 
n1 n2 n3 n4

! �0BBBBBBBBBBBB�
1p
2

0 1p
2

0

0 1p
2

0 1p
2

0 1p
2

0 − 1p
2

1p
2

0 − 1p
2

0

1CCCCCCCCCCCCALas dos primeras olumnas orresponden a la representaión Γ1 y las dos últimas a la anti-simétria.La matriz de adyaenia transformada queda en la forma0BBBBBBBBBBBB�
1p
2

0 0 1p
2

0 1p
2

1p
2

0

1p
2

0 0 − 1p
2

0 1p
2

− 1p
2

0

1CCCCCCCCCCCCA �0BBBBBBBBBBBB�
0 1 0 0

1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCA �0BBBBBBBBBBBB�
1p
2

0 1p
2

0

0 1p
2

0 1p
2

0 1p
2

0 − 1p
2

1p
2

0 − 1p
2

0

1CCCCCCCCCCCCA =

=

0BBBBBBBBBBBB�
0 1 0 0

1 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 −1

1CCCCCCCCCCCCAen que laramente se apreia que se ha desdoblado en dos bloques independientes de dimen-siones ambos 2�2 a lo largo de la diagonal prinipal sin que hayan ambiado ninguno de losinvariantes de la matriz, entre ellos sus valores propios. Simplemente es más fáil alular losvalores propios de esta matriz que de la primitiva pues se pueden alular los valores propiosde ada bloque por separado. Es preisamente una de las ventajas que aporta la simetría.El polinomio araterístio está desompuesto en dos fatores
P(λ) = det jA − λ1j =

�
λ2 − λ − 1

� �
λ2 + λ − 1

�el primero de los uales orresponde a la parte simétria, al primero de los bloques, y elsegundo a la parte antisimétria. Los valores de λ que anulan ese polinomio araterístio



Ejeriios 87son 1+
p
5

2
, 1−p5

2
, −1+

p
5

2
, −1−

p
5

2
. Los dos primeros proeden del fator simétrio y los otrosdos del antisimétrio.Pero en esos valores propios se pone de mani�esto otra forma de simetría no ontempladahasta aquí. Los valores propios de la parte antisimétria son los opuestos de los de la partesimétria. El grafo de uatro nodos que se viene usando omo ejemplo es espeial en elsentido de que los nodos se pueden separar en dos subonjuntos de manera que los nodosde un subonjunto enlaen on los del otro subonjunto pero no entre ellos. Es un grafoalternante. Si se ponen maras para distunguir los de un subonjunto de los del otro, porejemplo, los nodos de un subonjunto marados on un asteriso y los del otro on una ruzo on distintos olores,

1 2 3 4
* † * †nada impide permutar las maras sin que ambie el problema. El resultado es que los valorespropios se agrupan por parejas, un valor y su opuesto. La simetría frente a la permutaiónde las maras orresponde a la simetría de ambio de signo de los valores propios. Elpolinonio P(λ) es el mismo que P(−λ). Si el número de nodos de un grafo alternante esimpar, P(λ) = −P(−λ), al menos uno de los valores propios de su matriz de proximidad esero.Otras matries relaionadas on las de adyaenia son las matries laplaianas. Se de�nenomo G − A en que la matriz G es una matriz diagonal en que los elementos diagonalesindian el número aristas que tienen onetan un nodo on el resto. En el estudio deestruturas moleulares, ese número señala on uántos enlaes está unido un átomo. Lasmatries laplaianas son semide�nidas positivas, sus valores propios reales tienen el valorero omo ota inferior.6.4 EjeriiosProblema 6.4.1 ¾Qué relaiones hay entre los operadores de proyeión sobre sube-spaios asoiados on representaiones irreduibles?Problema 6.4.2 En el estudio por el método general de Orbitales Moleulares de laespeie OF2, (C2v), se utilizado una base de orbitales atómios onsistente en los or-bitales 2s, 2px, 2py, 2pz entrados en ada uno de los tres átomos. Transformar la basepara que sea adaptada a la simetría.Problema 6.4.3 En un ion omo Ni(CN4)2−, (D4h), determinar los arateres de larepresentaión que tiene omo base los ino orgitales tipo d del átomo entral. Com-probar si es reduible. Si los es, enontrar las ombinaiones lineales neesarias paraque la nueva base lo sea de las representaiones irreduibles.Problema 6.4.4Problema 6.4.5Problema 6.4.6 Determinar la simetría de las oordenadas normales y modos de vi-braión de la moléula de H2CO en su estado eletrónio fundamental.



88 Capítulo 6Problema 6.4.7 La moléula de etileno tiene la simetría D2h en su estado eletróniofundamental. Sin embargo, en algunos de sus estados eletrónios exitados la simetríaorresponde al gruypo D2d. Determinar la simetría de las oordenadas normales ymodos de vibraión de esta moléula en esos estados exitados.Problema 6.4.8 Determinar la simetría de los modos normales de vibraión de [PtCl4]2−en su onformaión uadrangular plana.Problema 6.4.9 Determinar la simetría de los modos normales de vibraión de is-
[Pt(NH3)2Cl2] en su onformaión plana en el grupo entral.Problema 6.4.10 A vees una determinada representaión irreduible no aparee entrelos modos normales de vibraión de una moléula. Tal ourre on la representaión A2en el aso de la moléula NH3 piramidal regular. Es una peuliaridad de la moléulapero no del grupo puntual. Enontrar otra moléula, también on el grupo puntual
C3v, más ompliada que NH3, que tenga algún modo normal de vibraión de simetríaA2.Problema 6.4.11 Determinar la simetría de los modos normales de vibraión de laonformaión moleular (C = CH2)3 plana on un eje ternario de simetría. Determi-nar uales de esos modos normales implian deformaiones fuera del plano moleular.Problema 6.4.12 Determinar la simetría de los modos normales de vibraión deláido C2O2−4 .Problema 6.4.13 Determinar la simetría de los modos normales de vibraión de otalo-ro-ilo-otano en dos de sus posibles onformaiones: La que tienen todos los átomosde H en posiión euatorial y la que tiene sus átomos de H alternativamente axial yeuatorial.Problema 6.4.14 La matriz de ontigüedad de una adena lineal, abierta en sus ex-tremos, de nodos presenta la estrutura0BBBBBBBBBBBBB�

0 1 0 0 � � �
1 0 1 0 � � �
0 1 0 1 � � �
0 0 1 0 � � �... ... ... ... . . .

1CCCCCCCCCCCCCAComprobar que sus valores propios obedeen la relaión λk = −2 os kπ
n+1

siendo n elnúmero de nodos



Ejeriios 89Problema 6.4.15 La matriz de ontigüedad de una adena lineal, errada sobre símisma, de nodos presenta la estrutura0BBBBBBBBBBBBB�
0 1 0 � � � 1

1 0 1 � � � 0

0 1 0 � � � 0... ... ... . . . ...
1 0 0 � � � 0

1CCCCCCCCCCCCCAComprobar que sus valores propios obedeen la relaión λk = 2 os 2kπ
n

siendo n elnúmero de nodosProblema 6.4.16 Enontrar la matriz inversa de
M =

0BBBBBBBBBBBBB�
a c b c d

c a b d c

b b a b b

c d b a c

d c b c a

1CCCCCCCCCCCCCAAyuda: Puede tomarse omo la matriz de adyaenia ponderada de un grafo. Portransformaión de semejanza se puede llevar a forma diagonal por bloques, obtenerlos inversos de los bloques y deshaer la transformaión.Problema 6.4.17 Calular los valores propios de la matriz0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
0 1 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0

1 1 0 0 0 1

1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCA



90 Capítulo 6Problema 6.4.18 Calular los valores propios de la matriz0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
0 1 1 1 0 0

1 0 1 0 1 0

1 1 0 0 0 1

1 0 0 0 1 1

0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 1 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCAProblema 6.4.19 Calular los valores propios de la matriz0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
0 1 1 1 1 0 0 0

1 0 1 1 0 1 0 0

1 1 0 1 0 0 1 0

1 1 1 0 0 0 0 1

1 0 0 0 0 1 1 1

0 1 0 0 1 0 1 1

0 0 1 0 1 1 0 1

0 0 0 1 1 1 1 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAProblema 6.4.20 Estudiar por el método simple de Hükel de orbitales moleulares elsistema π de los eletrones del hidroarburo uyos átomos de C presentan la siguientematriz de adyaenia: 0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0

1 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCAProblema 6.4.21 Estudiar por el método simple de Hükel de orbitales moleulares elsistema π de los eletrones del hidroarburo uyos átomos de C presentan la siguiente



Ejeriios 91matriz de adyaenia: 0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 1

0 1 0 1 0 0

0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 1

0 1 0 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCAProblema 6.4.22Problema 6.4.23Problema 6.4.24Problema 6.4.25
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Capı́tulo 7Grupos y Meánia CuántiaLa Meánia Cuántia se ha revelado omo el instrumento más e�az en el estudio de átomos,moléulas o ristales y, en general, de sistemas onstituídos por partíulas elementales. Paralos estudios de la Químia esas partíulas elementales son núleos y eletrones. Se aeptaque las partíulas elementales poseen masa, arga elétria y momento angular intrínseo deespín La desripión del estado de un sistema en un momento determinado se hae por mediode una funión matemátia de variable ompleja que debe umplir una serie de requisitos, yque depende de las oordenadas de posiión de las partíulas que forman el sistema, de susmomentos angulares de espín, si son relevantes en un problema onreto, y del tiempo.La interpretaión habitual de la funión matemátia es estadístia, el uadrado de sumódulo, |Ψ |2 = ΨΨ�, se asoia a densidades de probabilidad, pero su evoluión en eltiempo es plenamente determinista.
~

i

∂

∂t
Ψ(~r, t) = Ĥ Ψ(~r, t) (7.1)Es la onoida euaión de Shrödinger dependiente del tiempo. El operador Ĥ orespondea la funión Hamiltoniana de la Meánia Clásia.Las transformaiones de las variables de un problema que se pueden estudiar pueden serlasi�adas omo� Traslaión o inversión del tiempo. Es una operaión apliable a la euaión de Shrödingerdependiente del tiempo.� Traslaión en el espaio.� Simetría espaial: giros, re�exiones, inversión y giros impropios del sistema oorde-nado.� Permutaión de oordenadas de posiión de partíulas idéntias.� Simetrías dinámias.Cada una de esas invarianias da lugar a un grupo de operaiones. El grupo de todas lasinvarianias del Hamiltoniano es el produto direto de todos los grupos anteriores.93



94 Capítulo 7La invariania de las euaiones frente a la traslaión del tiempo está asoiada a laonservaión de la energía total del sistema. El operador traslaión en el tiempo en uantía
τ modi�a las funiones que desriben el sistema en la forma

O(τ)Ψ(~r, t) = Ψ0(~r, t) = Ψ(~r, t− τ)El desarollo en serie de Ψ(~r, t− τ) a partir del punto en que τ = 0 ondue a la expresión
O(τ)Ψ(~r, t) =

�
1 − τ

∂

∂t
+
τ2

2!

∂2

∂t2
−
τ3

3!

∂3

∂t3
+ � � �� Ψ(~r, t) = e−τ ∂

∂t Ψ(~r, t)La expresión preedente resulta partiularmente senilla uando el operador de Hamilton nodepende explíitamente del tiempo, pues en tal aso, on la ayuda de la euaión (7.1), sededue que O(τ) = eiτĤ/~.Un razonamiento similar permite esribir el operador asoiado a la traslaión ontinuaen el espaio tridimensional, ~ρ, del sistema de oordenadas.
O~ρΨ(~r, t) = Ψ(~r − ~ρ, t) = e−~ρr Ψ(~r, t) = e−i~ρ ~̂p/~ Ψ(~r, t)El operador traslaión en el espaio está, en onseuenia, vinulado a la antidad demovimiento, al impulso lineal. Así esrito es un operador unitario pues ~̂p es un operadorhermítio.7.1 Niveles energétiosSi el operador de Hamilton es independiente del tiempo, es posible enontrar soluionespartiulares de la euaión anterior en que las variables posiión y tiempo aparezan enfatores independientes.

Ψ(~r, t) = Φ(~r) ei E t/~ (7.2)Son los estados estaionarios on un ontenido onreto de la energía total. La denomi-naión india que el uadrado de su módulo es independiente del tiempo, ΨΨ� = ΦΦ�.La antidad E que ahí aparee, y que ha permitido la separaión de variables, es uno de losposibles valores propios del operador de Hamilton.
Ĥ Φ(~r) = EΦ(~r) (7.3)Los posibles valores de E se identi�an on los posibles niveles energétios del sistema enada estado estaionario desrito por la respetiva funión Φ.La existenia de varias funiones Φ linealmente independientes, asoiadas al mismo valorde E, es la degeneraión del orrespondiente nivel energétio. Si un índie señala un nivelenergétio Ei, otro u otros índies se neesitan para identi�ar las distintas soluiones degen-eradas. De momento, las distintas funiones degeneradas, Φik se distinguirán por el índie

k que puede tomar gi valores distintos, tantos omo la degeneraión del nivel energétio.Como en ualquier otra área de la Físia y de la Químia, las invarianias de las eua-iones ondiionan sus soluiones. La Teoría de Grupos permite lasi�ar las soluionesestaionarias antes de resolver el problema. La euaión de valores y funiones propias esuna igualdad entre funiones matemátias. Se transforman si hay un ambio en las variables



Niveles energétios 95de la siguiente manera: si R transforma las variables, OR transforma las funiones que deellas dependen
OR Ĥ Φik = Ei OR Φike insertando el operador identidad entre Ĥ y Φ

OR Ĥ O
−1
R︸ ︷︷ ︸

OR Φik︸ ︷︷ ︸ = Ei OR Φik︸ ︷︷ ︸la nueva euaión india que la funión transformada (ORΦik) es funión propia del operadortransformado OR Ĥ O−1
R orrespondiente al mismo valor propio Ei.Esa relaión es más general pues india ómo se transforman las funiones por la trans-formaión de las variables y también ómo se transforman los operadores que atúan sobreesas funiones.Espeial interés tienen las operaiones OR que dejan invariante el operador de Hamilton
OR Ĥ O

−1
R = Ĥ OR Ĥ = Ĥ ORo que, diho de otra manera, que onmutan on él. Si hay otra transformaión que tambiénonmuta on Ĥ, OS Ĥ = ĤOS, tal que el produto de ambas operaiones, apliaión suesivade dos de esas transformaiones, es otra transformaión que también onmuta on Ĥ,

OSOR︸ ︷︷ ︸ Ĥ O−1
R O−1

S︸ ︷︷ ︸
= Ĥ OSOR︸ ︷︷ ︸ Ĥ = Ĥ OROS︸ ︷︷ ︸

OT Ĥ O
−1
T = Ĥ OT Ĥ = Ĥ OTestamos ante el grupo de las operaiones que onmutan on Ĥ. Existe la operaión identidadque onsiste en no transformar, existe la operaión inversa de otra y faltaría por ompro-bar que el produto posee la propiedad asoiativa para on�rmar que el onjunto de lastransformaione forma un grupo. Es el grupo del operador de Hamilton.Puede deirse que el operador de Hamilton forma base de un espaio lineal de operadoresde dimensión unidad que es base de la representaión irreduible totalmente simétria de supropio grupo. Las funiones propias de este operador poseen, en general, inferior simetría.La relaión de funiones propias también se umple on las funiones transformadas
Ĥ (ORΦik) = Ei (OR Φik)de donde se dedue que (ORΦik) no puede ser linealmente independiente del onjunto delas funiones Φik; ha de ser una ombinaión lineal de ellas.
OR Φik =

gi∑

l

Φil Dlk(R)Si el nivel energétio es no degenerado, el efeto de la transformaión se redue a la multi-piaión por un fator de fase, por un número omplejo de módulo unidad, eiϕ.Las gi funiones propias del operador de Hamilton, asoiadas al mimsmo valor propiode la energía, y que desriben los gi estados degenerados, forman base de un espaio linealde funiones estable bajo las operaiones que dejan invariante al operador de Hamilton y,por tanto, forman base de una representaión matriial del grupo uya dimensión oinideon la degeneraión del nivel energétio. Habitualmente es una representaión irreduible



96 Capítulo 7del grupo por lo que las soluiones partiulares degeneradas entre sí se etiquetan on larepresentaión irreduible µ-ésima en la que forman base.
OR Φ

(µ)

ik =

gi∑

l

Φ
(µ)

il D
(µ)

lk (R)Las transformaiones, uyo efeto sobre las funiones propias de Ĥ se analiza, suelen serisometrías que preservan las distanias entre los puntos. Por ello, y para funiones Φikortonormales, las matries representaión D(µ)(R) son matries unitarias. Todas las propie-dades de las representaiones matriiales irreduibles del grupo mediante matries unitariasson apliables a las representaiones generadas por las funiones propias del operador deHamilton asoiadas a ada nivel energétio disreto. En partiular, son apliables todas lasrelaiones deduidas a partir del Gran Teorema de la Ortogonalidad.En el aso poo freuente en que las matries orrespondan a una representaión re-duible se die que hay una degeneraión aidental, niveles energétios que oiniden �porasualidad�. Sin embargo, esas asualidades no se suelen dar en la Cienia y, para la mayorparte de los asos analizados, ha aabado por enontrarse que la simetría empleada, el grupode operaiones, no re�eja la simetría ompleta del problema, del operador de Hamilton, sinoque hay otro supergrupo del que este es un subgrupo de manera que los estados degeneradosasoiados a un nivel energétio forman base de una representaión ireduible.La lasi�aión de los estados estaionarios, soluiones de la euaión de Shrödingerindependiente del tiempo, de un operador Hamiltoniano hae uso de la simetría para es-tableer una orrespondenia entre los números uántios y las representaiones irreduiblesdel grupo de las invarianias.El operador de Hamilton onsta de ontribuiones debidas a las energías inétias de laspartíulas que onstituyen el sistema y de otros términos de energía potrenial en que sereogen las interaiones mútuas y on ampos externos. Las primeras implian operadoresen forma de laplaianas. Las laplaianas son invariantes frente a todas las operaionesgiros propios e impropios, re�exiones y la inversión del sistema de oordenadas. Se de-nominan simetrías espaiales o geométrias para distinguirlas de las simetrías dinámiasque afetan no solo a las oordenadas de posiión sino que inluyen transformaiones delos impulsos o antidades de movimiento. Por tanto, para estableer qué transformaionesonmutan on el operador de Hamilton ha de prestarse atenión a la energía potenial.La otra uestión a onsiderar es que habitualmente se busan soluiones partiularesaproximadas dentro de un espaio lineal �nito, subespaio del espaio de Hilbert en que seha planteado el problema. Es el resultado de la proyeión de la euaión de Shrödinger,euaión (7.3), sobre ese subespaio. La simetría pertinente para ese problema no es, portanto, la del operador de Hamilton sino la de su proyeión sobre el espaio lineal de trabajo.7.1.1 Elementos matriialesLos valores propios del operador de Hamilton se obtienen diagonalizando su representaiónmatriial en el espaio lineal de trabajo. Para ello se busa una base en ese espaio lineal,
χi, y se resuelve el sistema de euaiones lineales

∑

l

Hkl cli = Ei
∑

l

Skl cli 8 k, i (7.4)



Niveles energétios 97donde
Hkl =



χk j Ĥ χl� Skl = hχk jχliEl resultado equivale a haber desarrollado las soluiones aproximadas, Ψi, de la euaión deShrödinger en el espaio de trabajo omo ombinaiones lineales de una base de ese espaio,

Ψi =
∑

k

χk cki. La matriz uadrada S reoge la �métria� de esa base en ese espaio linealy la matriz H es la representaión matriial de Ĥ en la misma base. Ambas son matrieshermítias y la matriz S es además de�nida positiva.El proedimiento habitual onsiste en transformar la base de manera que tanto la re-presentaión matriial del hamiltoniano omo la matriz S queden en forma diagonal. Nueva-mente este es un problema de ambio de base en un espaio lineal. Aquí es donde la simetría yla Teoría de Grupos juega un papel relevante pues permite simpli�ar el problema y lasi�arsus soluiones.Si, en vez de tomar una base arbitraria omo base del espaio lineal de trabajo, seesoge una base adaptada a la simetría del problema, tanto la matriz S omo la matrizH quedan diagonalizadas parialmente en bloques diagonales, ada uno de los uales estárelaionado on una de las representaiones ireduibles del grupo orrespondiente. En efeto,las funiones que forman base de distintas representaiones irreduibles son ortogonales entresí. Solamente son distintos de ero los elementos de la matriz S tales que uno de sus índiesseñala una funión base de una representaión irreduible y el otro índie señala una funiónbase de la representaión omplejo-onjugada de la anterior.La razón es muy senilla. Para que el resultado de una integraión sea distinto de ero serequiere que el integrando sea totalmente simétrio, o bien ontenga una parte totalmentesimétria. Según se apuntó en la página 65, eso solo se alanza uando ese elemento matriiales el resultado del produto de una funión base de una representaión irreduible por otraque sea base de la representaión irreduible omplejo-onjugada de la anterior1.En el aso de representaiones irreduibles de órdenes superiores a la unidad, se puede irun poo más adelante e indiar que esa ondiión no solo afeta a funiones que formen basede representaiones irreduibles distintas sino que inluso a las que forman base de distintasolumnas de la misma representaión.Demostraión: Si ada uno de los fatores forman base de una olumnade una representaión irreduible ha de ser porque es el resultado de unaproyeión sobre el subespaio asoiado a esa olumna de la representaiónmatriial.D
χ

(ν)

k

���χ(µ)

l

E
=
D
P

(ν)

kk φa

���P(µ)

ll φb

E
=

∫ �
P

(ν�)

kk φ�a� �P(µ)

ll φb

� dτ
=

∫
φ�a �P(ν�)

kk

�y �
P

(µ)

ll

�
φb dτEn esa expresión se ha indiado on τ el onjunto de las variables del pro-blema sobre las que se realiza la integraión. De auerdo on la de�niión1 En la mayor parte de los grupos puntuales de interés en Químia una representaión y su omplejo-onjugada son equivalentes, los elementos matriiales de la representaión son reales. Ambas representaionesson la misma. Por ello se puede deir que ambos fatores en Skl han de ser base de la misma representaiónirreduible y así aparee a vees enuniado



98 Capítulo 7de la euaión (6.2), el operador de proyeión sobre una olumna hae usode las matries representaión y no solo de sus arateres. El operador
P

(ν�)

kk =
nν

|G|

∑

R2G �D(ν)

kk (R−1)
��
ORindia la proyeión sobre el subespaio asoiado a la olumna k-ésima dela representaión omplejo-onjugada de la ν-ésima. Su operador adjunto�

P
(ν�)

kk

�y
=
nν

|G|

∑

R2G D(ν)

kk (R−1) O
y
R

=
nν

|G|

∑

R2G D(ν)

kk (R−1) OR−1

=
nν

|G|

∑

R2G D(ν�)

kk (R) OR−1 = P
(ν�)

kkoinide on el mismo operador. El produto de los proyetores
P

(ν�)

kk P
(µ)

ll = δν
�µ δkl P(µ)

llse anula a no ser que la representaión ν� en la que forma base el fator dela izquierda oinida on la representaión µ en la que forma base el fatorsituado a la dereha en el produto esalar y si ambos fatores no formanbase de la misma olumna de sus respetivas representaiones irreduibles.Si las matries representaión son reales, puede deirse que los únios ele-mentos matriiales del produto esalar no nulos son aquellos en que ambosfatores forman base de la misma representaión irreduible. ❑Una base adaptada a la simetría del problema da lugar a una matriz S en bloques a lolargo de la diagonal, ada bloque asoiado a una representaión ireduible y su omplejo-onjugada. Si la adaptai'on a la simetría llega a separar por olumnas de una mismarepresentaión irreduible de dimensiones superiores a la unidad, su bloque asioiado está,a su vez, desompuesto en subbloques diagonales independientes asoiados a las distintasolumnas de la representaión; todos los subbloques idéntios. Los elementos exteriores aestos bloques diagonales son todos nulos.La utilizaión de una base adaptada a la simetría del problema no solo da lugar a una ma-triz S en bloques sino que también aparee en bloques diagonales la matriz representaión delHamiltoniano. Diho de otra manera, las funiones adaptadas a la simetría del problema nosolo son ortogonales sino que también son no interaionantes on respeto al Hamiltoniano.Basta para demostrarlo modi�ar ligeramente la demostraión anterior insertando el ope-rador de Hamilton entre las funiones de la izquierda y de la dereha del produto esalar. Losoperadores de simetría onmutan on el Hamiltoniano pues son preisamente los elementosdel grupo de las operaiones que lo haen, son elementos del grupo del Hamiltoniano.Un par de ejemplos permiten alarar lo expuesto. El problema de una partíula de masa
m enerrada en un �aja� de potenial monodimensional que se extiende desde x = 0 hasta
x = L

Ĥ = −
~2

2m

d2dx2 (0 � x � L)



Niveles energétios 99tiene soluiones exatas bien onoidas y presentadas en ualquier texto elemental de MeániaCuántia.
Ψn =

r
2

L
sin nπx

L
(0 � x � L)Pero busquemos soluiones aproximadas en el espaio lineal desarrollado por las siguientesfuniones linealmente independientes que se anulan el los extremos de la �aja�:

ϕ1(x) = N1 x
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��
x− L

�� � � = � � �El operador de Hamilton tiene una lara simetría: es invariante frente a la transformaiónde la variable x ↔ L − x. El grupo de operaiones de simetría no ontiene más que dosoperaiones: la identidad y esa operaión re�exión en el entro de la �aja�. Tiene, enonseuania, dos representaiones irreduibles.
E x ↔ L− x

Γ1 1 1

Γ2 1 −1Una de ellas orresponde a las funiones que no ambian de signo al efetuar la re�exión enel entro de la aja y la otra a las que ambian de signo. Las soluiones exatas son unassimétrias y otras antisimétrias frente a esa operaión de simetría. La base de funiones quese ha esogido ya es adaptada a la simetría del problema, pues las funiones ϕi esritas másarriba son alternativamente simétrias y antisimétrias, es deir, forman base de una u otrarepresentaión irreduible. Una mera reordenaión de la base, las de índie impar que sonsimétrias separadas de las de índie par, antisimétrias, hae que tanto la matriz S omo lamatrizH aparezan desompuestas en bloques diagonales, el que orresponde a las funionessimétrias separado e independiente del que orresponde a las antisimétrias. Los bloquesno diagonales mixtos son nulos. El problema se ha desompuesto en dos subproblemasindependientes: el de las funiones simétrias y el de las antisimétrias. Las soluionesaproximadas simétrias no pueden ser expresadas más que omo ombinaiíon lineal de lasfuniones de base simétrias y lo mismo puede deirse de las antisimétrias. La mejor o peor



100 Capítulo 7aproximaión a las soluiones exatas está ondiionada por la seleión de las funiones debase del espaio lineal de trabajo. De heho, puesto que las soluiones exatas son funionesarmónias, esta aproximaión no es sino un desarrollo de Fourier inverso.El otro ejemplo está relaionado on el estudio de los estados estaionarios del onjuntode los eletrones en un átomo o en una moléula. Si el operador de Hamilton no inluye tér-minos de interaión en que partiipen los espines de los eletrones, el espín total del sistemaes una onstante de movimiento, sus operadores asoiados onmutan on el de Hamilton. Losestados propios del Hamiltoniano pueden ser atalogados on estados singuletes, tripletes,quintetes, et. si el número de eletrones es par y omo dobletes, uartetes, et. si es impar.Si la base de representaión es adaptada a la simetría del problema, son funiones las unasorrespondientes a singuletes, otras a tripletes, et. la representaión matriial del Hamil-toniano apareerá en bloques, el bloque de los estados singuletes separado e independientedel de los tripletes, et. Un estado singulete, expresado en esa base, no puede ser más queombinaión lineal de funiones singuletes y lo mismo puede deirse para otros tipos deestados.7.1.2 Reglas de SeleiónLa interaión entre la materia, átomos, moléulas o ristales, on la radiaión eletromag-nétia da lugar a toda una pléyade de fenómenos que sirven, entre otras apiaiones, on�nes analítios para identi�ar la espeie y también para el estudio de la propia estruturade la materia. De entre todos los distintos modos de interaionar tiene espeial importaniala posibilidad de que, omo resultado de la interaión, la materia haya pasado de un estadoestaionario a otro ganando o perdiendo la energía orrespondiente. Son las transiionesespetrosópias. Si la materia ha ganado en energía se die que ha absorbido parte de laradiaión eletromagnétia. Si, por el ontrario, ha perdido energía se die que ha habidoun proeso de emisión. Proesos también relaionados son los de la dispersión de la luz, sino on ambio en la longitud de onda o su freuenia. Estos últimos fenómenos de onoenomo dispersión Raman. En ualquier aso estos fenómenos no agotan los posibles resultadosde esa interaión.Si se presta atenión a los fenómenos de absorión y emisión de luz se enuentra que noes posible una trasiión de ualquier estado estaionario a ualquier otro estado; tan solo sonposibles transiiones que umplan una serie de requisitos. Todos los requisitos se puedenondensar en la neesidad de que el resultado

Ψinicial

�� Ô Ψfinal�sea distinto de ero. El operador Ô india el tipo de interaión que se estudia.En la espetrosopía que se estudió hasta la puesta en serviio los láseres, el operador Ôes el operador asoiado al momento dipolar elétrio. Puesto de manera más ompleta loque se requiere que sea distinto de ero es el resultado del produto esalarD
Ψinicial

��� ~̂pΨfinalE � ~Edonde el vetor ~E es el ampo elétrio de la radiaión eletromagnétia e india la direiónde su polarizaión. Es deir, se requiere que el resultado de la integraión sea distinto de



Niveles energétios 101ero y, omo vetor, que no sea ortogonal a la direión de polarizaión de la luz que induela transiión.Como en el aso de los elementos matriiales del hamiltoniano, para que el resultadode la integraión sea distinto de ero, el integrando ha de ser o ha de ontener una partetotalmente simétria. La diferenia fundamental estriba en que el grupo de operaiones desimetría que se está onsiderando es justamente el grupo que deja invariante el hamiltoniano.En ese grupo el operador de Hamilton forma base de la representaión irreduible trivial to-talmente simétria. La separaión en bloques de la representaión matriial del hamiltonianooinide on los bloques de la matriz de la �métria�. En el problema de las transiionesespetrosópias, las tres omponentes del momento dipolar elétrio forman base de unarepresentaión del grupo reduible o irreduible. En el análisis de las posibilidades de que seao no sea nula la integral han de tenerse también en uenta las transformaiones del operadorbajo las operaiones del grupo.En el grupo C3v, uya tabla de arateres de sus representaiones irreduibles estáreogida en la tabla 5.7, la omponente pz del momento dipolar forma base de la repre-sentaón A1 mientras que las omponentes {px, py} forman base onjuntamente de la rep-resentaión irreduible E. Si la radiaión eletromagnétia está polarizada en la direión
z son posibles transiiones A1 ↔ A1, A2 ↔ A2, E↔ E, pero son transiiones prohibidasA1 ↔ A2, A1 ↔ E, A2 ↔ E, pues el produto direto A2 
 A1 
 E = E ni es ni ontieneparte totalmente simétria. Son las transiiones que habitualemente se indian omo k, puessu polarizaión es paralela al eje prinipal de simetría. En ambio, las transiiones on po-larizaión transversa se indian on el símbolo ?. Son las que permiten las omponentes
{px, py} del momento dipolar. Con esta polarizaión la transiión A1 ↔ E es permitida puesel produto direto de las representaiones irreduibles A1
E
E = A1�A2 �E presentauna omponente totalmente simétria A1.Las transiiones por momento dipolar elétrio son uno de los posibles meanismos dela interaión entre la materia y la radiaión eletromagnétia. Otros meanismos inluyeninteraiones a través de momentos uadrupolares elétrios o de orden superior así omomomentos multipolares magnétios.Las transiiones espetrosópias permitidas se reogen en reglas mnemoténias ono-idas omo Reglas de Seleión. Estas reglas inorporan habitualmente en su enuniado elmeanismo de interaión a no ser que se deduza del ontexto. Por ejemplo, �Reglas deSeleión por momento dipolar elétrio�.
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Capı́tulo 8Simetría de las permutaiones8.1 Grupo simétrioPermutar los objetos es ordenarlos de otra forma. Los objetos pueden ser reales omo losomensales sentados a una mesa, o los eletrones de un sistema de interés físio o los núleosidéntios en una moléula. Pueden también ser las variables de una funión o las oordenadasespaiales de un punto material. El estudio de las permutaiones de n objetos es importante,entre otras razones, porque hay un Prinipio General de Simetría/Antisimetría para lasfuniones que desriben bosones/fermiones frente a la permutaión de las oordenadas �espaio-espín� de dos de esas partíulas o, si se pre�ere, hay un Prinipio de Exlusiónde Pauli que ondiiona la forma de las funiones de onda que desriben un onjunto deeletrones. Además, según el teorema de Cayley, ualquier grupo de orden n, n elementosen el grupo, es isomór�o a un subgrupo del grupo de las permutaiones de n objetos.8.1.1 PermutaionesLas permutaiones de n objetos forman grupo. Lo vemos on un ejemplo de ino objetosetiquetados siguiendo una pauta onreta omo el orden alfabétio.0BBB�A B C D E

D B E C A

1CCCALos objetos de la �la superior han sido sustituídos por los que se enuentran inmediatamentedebajo en la �la inferior. El objeto A, ha sido sustituído por el que lleva la etiqueta D, elde la D, por el de la etiqueta C, et. La misma permutaión puede ponerse en la forma0BBB�C E D A B

E A C D B

1CCCA103



104 Capítulo 8además de otras varias pues, de esas formas, se quieren indiar las mismas sustituiones delos objetos. Son los objetos los que se reemplazan unos a otros independientemente de ómose hayan etiquetado para su identi�aión. Las permutaiones han de verse omo una serie deoperaiones que atúan sobre un onjunto de objetos. Esta independenia de la naturalezade los objetos permite un estudio de las operaiones permutaión haiendo abstraión delonjunto de objetos al que se aplia.No todas las permutaiones reemplazan todos los objetos; en el ejemplo el objeto B noha sido reemplazado por ningún otro. El onjunto de las n! operaiones permutaión queatúan sobre n objetos umple los postulados que de�nen un grupo.� Hay una ley de ombinaión interna �produto de operaiones permutaión� queonsiste en la permutaión suesiva de los objetos de auerdo on dos operaiones dis-tintas. En prinipio, este produto no es onmutativo y su resultado es independientede la naturaleza de los objetos, sean éstos eletrones o asistentes a una reunión, queson reemplazados unos por otros.
P1 =

0BBB�A B C D E

D B E C A

1CCCA P2 =

0BBB�A B C D E

C E A D B

1CCCA
P2 P1 =

0BBB�A B C D E

D E B A C

1CCCAEl resultado es otra permutaión de los mismos objetos. Por la primera permutaión,el objeto A es reemplazado por D y, por la segunda permutaión, D no es reemplazadopor ningún otro. En resumen, omo resultado de la apliaión de ambas permutaiones,
A es reemplazado por D. Al mismo tiempo el objeto D es reemplazado suesivamentepor C y éste, a su vez, por A. Como onvenio, en general se aepta que la primerapermutaión que se aplia a los objetos es la que �gura más a la dereha aunque otrasopiones también apareen en la literatura ientí�a.� Existe la operaión identidad que onsiste en dejar los objetos omo están.

e =

0BBB�A B C D E

A B C D E

1CCCAComo tal operaión identidad ha de umplir que
e P = P e = Psea uál sea la operaión P.



Grupo simétrio 105� Para ada permutaión de los objetos existe la permutaión inversa que onsiste envolver los objetos a omo estaban en la situaión preedente.
P =

0BBB�A B C D E

D B E C A

1CCCA P−1 =

0BBB�A B C D E

E B D A C

1CCCA
P−1 P = P P−1 = eLa operaión inversa de una dada lo es igualmente por la izquierda que por la dereha.El produto de una permutaión por su inversa es la identidad.� El produto de las permutaiones tiene la propiedad asoiativa,

P3 =

0BBB�A B C D E

D E A C B

1CCCA
P3 P2 =

0BBB�A B C D E

A B D C E

1CCCA
P3 P2 P1 = (P3 P2) P1 = P3 (P2 P1) =

0BBB�A B C D E

C B E D A

1CCCAEl llamadoGrupo Simétrio está formado por las n! permutaiones distintas de n objetosy, habitualmente, es indiado por el símbolo Sn.8.1.2 Estrutura ília de las permutaionesLas permutaiones poseen una estrutura ília. Para ponerlo de mani�esto volvemos areesribir la permutaión anterior de otra forma:
P =

0BBB�A D C E B

D C E A B

1CCCA =

0BBB�A D C E

D C E A

1CCCA0BBB�B
B

1CCCAEl objeto A ha sido sustituído por el D, éste por el C, el C por el objeto E y, �nalmente,el E por A errando el ilo. El objeto B no ha ambiado de posiión. En esa estruturaen ilos no hay objetos omunes a dos o más ilos. Son ilos independientes que atañen



106 Capítulo 8a distintos objetos, a subonjuntos disjuntos de objetos. El produto de permutaiones queatúan sobre subonjuntos disjuntos de objetos es onmutativo.0BBB�A D C E

D C E A

1CCCA0BBB�B
B

1CCCA =

0BBB�B
B

1CCCA0BBB�A D C E

D C E A

1CCCAEl ilo 0BBB�A D C E

D C E A

1CCCAtambién se puede esribir omo 0BBB�D C E A

C E A D

1CCCAo en otras múltiples formas que mantengan la misma relaión entre los objetos de la �lasuperior y los de la segunda. Esribiendo la primera sustituión, el resto de la notaión esobligada si no se quiere que se trate de otra permutaión distinta.Se puede simpli�ar la notaión de las permutaiones si se anotan solamente la seueniade reemplazamientos. La misma permutaión se puede esribir de múltiples formas puessolamente se tiene en onsideraión qué objeto reemplaza a otro dado.
P = (ADCE) (B) = (EADC) (B) = (B) (CEAD) = � � �En esa notaión ada objeto es reemplazado por el que viene a ontinuaión hasta llegaral último del ilo que es reemplazado por el que �gura en primer lugar. De esta maneratambién se pone de mani�esto que la permutaión de los ino objetos se puede desomponeren produto de una permutaión ília de uatro objetos, por otro ilo que no afeta másque al quinto objeto que no ha sido reemplazado. El número de elementos en un ilo essu longitud. Los ilos de longitud uno, que indian que un objeto no ha sido sustituídopor ningún otro pueden suprimirse si no da lugar a equívoos pues no afeta al resultadode la permutaión. Por ejemplo, la permutaión (CD) india que los objetos C y D se haninterambiado entendiéndose que sin modi�ar el resto de los objetos.Las permutaiones indiadas omo P1 y P2 en el apartado anterior se esriben en estanotaión en la forma

P1 = (ADCE) (B) P2 = (AC) (D) (BE)y su produto
P2 P1 = (AD) (BEC)onsta de un ilo de dos objetos por otro ilo de tres.Una misma permutaión puede esribirse omo produto de ilos de múltiples formasequivalentes pues el produto de ilos independientes es onmutativo y un mismo ilo



Grupo simétrio 107puede también esribirse de varias maneras. Es la estrutura ília de la permutaión,es deir, en uántos ilos independientes se desompone una permutaión y uáles son suslongitudes respetivas.La identidad será representada por
e = (A) (B) (C) (D) (E)tantos ilos de un objeto omo objetos hay presentes.El operador inverso de una permutaión onsta de los mismos ilos on los mismosobjetos pero esritos en orden inverso o en alguna desde sus formas equivalentes.

P = (ADCE) (B) P−1 = (ECDA) (B) = (CDAE)) (B)Una permutaión y su inversa tienen, por tanto, la misma estrutura ília.En ada grupo Sn hay una sola permutaión que onste de n ilos de longitud unidad,la identidad, y (n − 1)! permutaiones que onstan de un solo ilo de n objetos, ademásde otras permutaiones on un número de ilos intermedio. El número medio de ilosindependientes en que se desomponen las n! permutaiones viene dado por
1 +

1

2
+
1

3
+ � � � +

1

nrelaionado on la media armónia Hn de los números del 1 al n.
1

Hn
=
1

n

n∑

k=1

1

kCualquier permutaión que solamente altera las posiiones de dos objetos (AB) = (BA)se denomina una transposiión y es autoinversa.Todas las permutaiones pueden expresarse omo una apliaión suesiva de transposi-iones.
(ABC) = (CA) (AB) = (AB) (BC) = (BC) (AC) = � � �En este ejemplo, los fatores afetan a objetos omunes. Al afetar a objetos omunes el ordende apliaión de esas transposiiones es importante. Esos produtos no son onmutativos.La desomposiión de una permutaión en produto de transposiiones no es únia. Engeneral, un ilo de p objetos puede ser expresado omo produto de p − 1 transposiiones
(ABCD) = (AD) (AC) (AB) = (AB) (BC) (CD) = � � �pero también por p+ 1, p+ 3, p+ 5, et. transposiiones.

(ABCD) = (AC) (AD) (BD) (CD) (AC)El valor de p − 1 es el mínimo. Como en todos los produtos de operaiones, se entiendeque la primera transposiión apliada es la que se enuentra más a la dereha de la adena.La multipliaión de dos ilos que tienen un elemento en omún es senilla; basta llevarel objeto omún a la última posiión del fator de la izquierda y a la primera posiión en elfator de la dereha y ombinar ambos ilos.
(DBC) (AEB) = (CDB) (BAE) = (CDBAE)



108 Capítulo 8Otras multipliaiones que afetan a un objeto omún omo
(ABG)−1 (BCDE . . .) (ABG) = (ACDE . . .)en que el primer fator es el inverso del terero, tienen por únio efeto reemplazar B por Aen la segunda de las permutaiones.8.1.3 Orden de una permutaiónComo ourre on otros grupos de transformaiones, el orden de una permutaión es lapotenia mínima a la que hay que elevarla para alanzar la identidad.El orden de una mera transposiión es dos pues su uadrado es la operaión identidad. Elorden de una permutaión que onsta de un solo ilo de p objetos oinide on su longitud

p.
(BDE)2 = (BDE)(BDE) = (BED) (BDE)3 = eEl orden de una permutaión arbitraria, produtos de varios ilos independientes, es elmínimo omún múltiplo de las longitudes de los ilos en que se desompone. Por ejemplo,una permutaión omo (A)(BCD)(EF) que onsta de un ilo de orden uno, otro de ordentres y el último de orden dos, es de orden sexto, pues hay que multipliarla por sí mismaseis vees para obtener la identidad. Seis es el mínimo omún múltiplo de 1, 2, 3.8.1.4 Paridad de una permutaiónSi el número de transposiiones en que se desompone una permutaión es par, se die quela permutaión es par. Si, por el ontrario, ese número es non, se die que la permutaión esimpar. Aunque la desomposiión en produto de transposiiones no es únia, su paridad sílo es.La paridad de una permutaión también puede ponerse de mani�esto mediante un pro-edimiento grá�o. Si representamos la permutaión por el esquema

A B C D E

D B E C A

PPPPPPPPPq?

J
J

JĴ

�������

�
�

�
��+No hay ahora más que ontar el número de ruzamientos en las líneas que unen los distintosobjetos antes y después de la permutaión. Si el número de rues es par, la permutaión espar. Si es un número impar �siete en el ejemplo preedente�, la permutaión es impar.La paridad de una permutaión puede ser también estudiada on el álgebra matriial. Sionstruimos la matriz asoiada a una permutaión de manera que sea toda de eros exeptoen la �la y olumna en que un objeto es reemplazado por otro omo



Grupo simétrio 109A B C D EA 0 0 0 0 1B o 1 0 0 0C 0 0 0 1 0D 1 0 0 0 0E 0 0 1 0 0que representa la permutaión anterior, el determinante de esa matriz es �1, el signo positivopara la permutaiones pares y el negativo para las impares. La matriz asoiada a un produtode permutaiones es simplemente el produto matriial, no onmutativo, de las matriesasoiadas a ada una de ellas.La paridad está relaionada on la estrutura ília. Un ilo de un número par deobjetos es una permutaión impar, mientras que los ilos on número impar de objetosindian permutaiones pares. La paridad de la permutaión oinide on la ombinaión delas paridades de los ilos independientes en que se desompone.Hay otra manera inluso más senilla de analizar la paridad de una permutaión. Elderemento de una permutaión es la diferenia entre el número n de objetos y el de ilosindependientes en que se desompone. La permutaión (A)(BCD) afeta a uatro objetos yse estrutura en dos ilos independientes. Su diferenia, el deremento de esa permutaión,es dos. Si el deremento es par, la permutaión es par y vieversa.Si bien se mira, las distintas maneras de determinar la paridad de una permutaión sontodas ellas distintas formas de presentar una sola relaión.La identidad es siempre par. Una permutaión y su inversa tienen la misma estruturaília y, por tanto, la misma paridad. En el grupo hay tantas permutaiones pares omoimpares.La paridad de una permutaión P también se suele indiar por εP
εP = (−1)p =

{
+1 para las permutaiones pares.
−1 para las permutaiones impares.donde p el número de transposiiones, par o impar, en que se desompone la permutaión

P. La paridad de un produto de permutaiones es el produto de sus respetivas paridades.
εP2 P1

= (−1)p2 (−1)p1 = (−1)p1+p2Esa tabla de multipliar de las paridades es la misma que aparee en muhos otros ontextos
+ � + = +

+ � − = −



110 Capítulo 8
− � + = −

− � − = +e india que el grupo Sn de las n! permutaiones de n objetos es homomór�o del grupo S2que no ontiene más que dos elementos {e, a}, on la tabla de multipliar
e � e = e

e � a = a

a � e = a

a � a = ede manera que las permutaiones pares estén asoiadas a la identidad y las impares a la otraoperaión a.Vista la paridad omo el determinante de la matriz asoiada, la paridad del produto dedos permutaion es el produto de sus respetivas paridades omo el determinante de unproduto de matries es el produto de sus determinantes.8.1.5 Generadores del grupoEs el onjunto mínimo de operaiones a partir de las uales, por apliaiones suesivas,produtos de operaiones, se pueden generar el resto de los elementos del grupo. En el asodel grupo simétrio, una manera senilla, aunque no la únia, de seleionar los generadoreses la de las transposiiones entre los objetos uyas etiquetas sean orrelativas. Son lasllamadas transposiiones adyaentes.Siguiendo on el ejemplo de ino objetos, todas sus permutaiones se pueden obtenerpor apliaión suesiva de las siguientes transposiiones adyaentes:
g1 = (AB)

g2 = (BC)

g3 = (CD)

g4 = (DE)El número de generadores oinide on el de objetos menos uno
g1, g2, � � � , gn−1Todos los generadores así esogidos son de orden dos, su uadrado es la operaión identidad.

g2i = e (i = 1, 2, � � � , n − 1)Otras relaiones entre los generadores están dadas por las siguientes expresiones
(gi gi+1)

3
= e (i = 1, 2, � � � , n− 2)

gi gi+1 gi = gi+1 gi gi+1 (i = 1, 2, � � � , n− 2)

gk gl = gl gk (k = 1, 2, � � � , n− 3; l = k + 2, � � � , n− 1)De esas expresiones, las dos primeras son redundantes y la última no hae sino re�ejar elheho de que dos permutaiones que afetan a distintos objetos onmutan entre sí.Cualquier otro grupo uyos generadores satisfagan estas mismas relaiones ha de serneesariamente isomorfo al grupo Sn.



Grupo simétrio 1118.1.6 Las permutaiones omo operaiones unitariasEl operador adjunto Ôs de otro dado Ôr es aquél que umple la relaiónhÔsΦ|Ψi = hΦ|ÔrΨiy se india omo Ôs = Ô
y
r. Indudablemente �Ôy

r

�y
= Ôr, el operador adjunto del adjuntoes el propio operador. Los operadores que umplen Ôy

r = Ôr se dien autoadjuntos ohermítios.Los operadores unitarios Û son los que preservan las normas.hÛΨ|ÛΨi = hΨ|ΨiHaiendo uso del operador adjunto hΨ|Ψi = hΨ|ÛyÛΨiPara que sea verdad independientemente de la naturaleza de Ψ se ha de umplir que Ûy =

Û−1, es deir, el operador adjunto de uno unitario ha de ser su inverso.Sea una operaión que permuta las variables de una funión f(x) donde x representa elonjunto de variables. Sea r̂x el onjunto de las variables permutadas por la permutaión r,es deir, en otro orden. De auerdo on la transformaión de las variables y de las funiones,
f0(x0) = Ôr f(r̂x) = f(x)

f0(x) = Ôr f(x) = f(r̂−1x)

f(x) = Ô−1
r f(r̂−1x)donde se ha heho distinión entre el operador que atúa sobre las variables y el operador

Ôr que modi�a la funión. Como el resultado de la integraión de funiones no depende dela denominaión de las variables sino, tan solo, de la forma analítia de la funión y de loslímites de integraión hf(x)| f(x)i = hf(r̂−1x)| f(r̂−1x)i
= hÔr f(x)| Ôr f(x)i
= hf(x)| Ôy

r Ôr f(x)iDe ahí se dedue que Ô−1
r = Ô

y
r on�rmando que se trata de operadores unitarios.8.1.7 Clases de equivalenia de las operaionesLas relaiones de equivalenia son una manera de lasi�ar los elementos de un onjunto,en el aso presente los elementos de un grupo, on la ondiión de que todos los elementosestén en alguna de las lases y que las lases sean disjuntas, es deir, que no haya un mismoelemento en más de una lase. Estas relaiones tienen las propiedades de ser re�exivas,transitivas y simétrias.Dos elementos de un grupo de las permutaiones, P y Q, se dien onjugados, y son dela misma lase, si están relaionados por

R−1 P R = Q



112 Capítulo 8donde R es alguna de las permutaiones del grupo Sn y R−1 es su inversa.En el grupo de las permutaiones de n objetos, las relaiones de equivalenia no modi�anla estrutura ília de la permutaión. Esto quiere deir que las operaiones de permutaión
P y Q anteriores neesariamente se desomponen de la misma forma en ilos independi-entes. Por ejemplo, para ino objetos, las permutaiones (A)(BC)(DE) y (C)(BD)(AE)están lasi�adas en la misma lase de equivalenia o de onjugaión. Ambas onstan de dosilos de dos objetos y un ilo de un solo objeto. Como una operaión y su inversa tienenla misma estrutura ília, las lases de equivalenia son autoinversas, una permutaión ysu inversa están en la misma lase.Para ordenar las lases de elementos del grupo basta, por tanto, analizar las posiblesestruturas ílias de las permutaiones. En general, una permutaión se desompone enilos independientes on la siguiente estrutura:

ν1 ilos de 1 objeto
ν2 ilos de 2 objetos� � � � � �
νm ilos de m objetosNaturalmente, ∑

m

(1ν1 + 2ν2 + � � � + mνm) = n, todos los objetos han de estar en algunode los ilos. El onjunto de números no negativos {ν} = {ν1, ν2, � � � , νm} es una partiióndel número n. Las lases de equivalenia se identi�an por las distintas partiiones de n.Con uatro objetos, las únias posibilidades son:
ν1 = 4 ν2 = 0 ν3 = 0 ν4 = 0 {4, 0, 0, 0}

ν1 = 2 ν2 = 1 ν3 = 0 ν4 = 0 {2, 1, 0, 0}

ν1 = 0 ν2 = 2 ν3 = 0 ν4 = 0 {0, 2, 0, 0}

ν1 = 1 ν2 = 0 ν3 = 1 ν4 = 0 {1, 0, 1, 0}

ν1 = 0 ν2 = 0 ν3 = 0 ν4 = 1 {0, 0, 0, 1}Las partiiones de un número natural n han sido ampliamente estudiadas a lo largo dela historia. Muhas de las relaiones que aquí se menionan ya eran onoidas por Euler.El interés por dihas partiiones en este ontexto es porque atalogan las distintas lases deequivalenia y, omo se verá más adelante, las representaiones irreduibles del grupo Sn.El número de posibles partiiones de n, y de lases de equivalenia de Sn, oinide on eloe�iente de xn en el desarrollo de la funión generatriz
P(x) =

∞∏

k=1

�
1− xk

�−1
=

∞∏

k=1

�
1+ xk + x2k + x3k + � � � �

= (1+ x+ x2 + x3 + � � � )(1+ x2 + x4 + � � � )(1 + x3 + � � � ) � � �
P(x) = 1+ x+ 2x2 + 3x3 + 5x4 + 7x5 + 11x6 + 15x7 + 22x8 + 30x9 + � � �



Grupo simétrio 113El término 11x6 india que las 6! = 720 permutaiones de seis objetos están lasi�adas enalguna de las one lases de equivalenia.La estrutura ília, y las lases de equivalenia, son habitualmente identi�adas por lanotaión:
(1ν1 2ν2 � � � mνm)evitando los eros. Los 4! elementos del grupo S4 están atalogados en alguna de las inolases de equivalenia �

14
�
,
�
12 2

�
,
�
22
�
, (1 3) , (4)donde también se ha omitido el superíndie uando es la unidad.El número de permutaiones que se inluyen en ada una de las lases onstituye unproblema de ombinatoria. A la partiión {ν} están asoiadas

n{ν} =
n!

ν1! 1ν1 ν2! 2ν2 � � � νm! mνmpermutaiones. La identidad, omo en todos los grupos, onstituye por sí misma una lasede equivalenia (1n) vinulada a la partiión {n, 0, 0, � � � }. La suma, extendida a todas laslases de equivalenia, del número de permutaiones en ada lase oinide on el númerototal de permutaiones n!.El número de permutaiones en una lase de equivalenia puede también ser obtenido apartir del desarrollo de la funión generatriz 
∞∑

k=1

xk

k
tk

!m
= m!

∞∑

n=m

tn

n!

∑
n{ν} x

ν1

1 x
ν2

2 . . . xνn
n

(ν1 + ν2 + . . .+ νn = m)y apareen en el desarrollo del determinante���������������������������
x1 x2 x3 x4 . . . xn−1 xn

1 x1 x2 x3 . . . xn−2 xn−1

0 2 x1 x2 . . . xn−3 xn−2

0 0 3 x1 . . . xn−4 xn−3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 0 . . . n− 1 x1

���������������������������
=

=
∑

(−1)n−
∑
νi n{ν} x

ν1

1 x
ν2

2 x
ν3

3 . . . xνn
nPara el aso partiular de n = 4 las veintiuatro permutaiones se atalogan en lases de



114 Capítulo 8auerdo on la siguiente distribuión:Clase �14� 1 operaiónClase �12 2� 6 operaionesClase �22� 3 operaionesClase (1 3) 8 operaionesClase (4) 6 operaionesen las ino lases de equivalenia. De estas, la primera, on un solo elemento, es la identidad,la segunda engloba las transposiiones simples, las permutaiones inluídas en las partiiones�
12 2

� y (4) son las doe permutaiones impares.8.1.8 SubgruposEl produto de dos permutaiones pares, o de dos permutaiones impares, da lugar a otrapermutaión también par. En ambio, el produto de una par por otra impar es impar. Enonseuenia, el onjunto de las permutaiones pares, que inluye a la identidad, onstituyepor sí mismo un grupo.Dentro del grupo Sn hay permutaiones que pueden presentarse omo desompuestas enilos independientes, todos ellos de la misma longitud. Con uatro objetos podemos tenerlas siguientes permutaiones:
(A)(B)(C)(D); (AB)(CD); (AC)(BD); (AD)(BC)Estas uatro permutaiones onstituyen, por sí mismas un grupo, subgrupo de S4. Con losmismos uatro objetos se pueden también seleionar el subgrupo formado por

(A)(B)(C)(D); (ABCD); (AC)(BD); (ADCB)on elementos que tienen ilos idependientes de la misma longitud. Este último grupoen partiular es un grupo ílio pues sus elementos pueden obtenerse omo las suesivaspotenias de un solo generador, por ejemplo, (ABCD).
g = (ABCD)

g2 = (ABCD)2 = (AC)(BD)

g3 = (ABCD)3 = (ADCB)

g4 = (ABCD)4 = (A)(B)(C)(D) = eSi el número n de objetos es primo, este subgrupo onsta tan solo de la identidad y de n− 1permutaiones ílias de n objetos. El grupo que resulta es un grupo ílio.Estas permutaiones, y los subgrupos que ellas onstituyen, se denominan regulares. Lossubgrupos regulares onstan de tantas operaiones permutaión omo objetos a permutar.



Grupo simétrio 115En estos subgrupos, aparte de la identidad que no modi�a ninguno de los objetos, el restode las permutaiones los modi�an todos, no dejan ningún objeto sin ser sustituído por otro.Diho de otra manera, en estos subgrupos, que onstan de tantos elementos omo objetossobre los que atúan, ninguna de las permutaiones, aparte de la operaión identidad, puedeser desompuesta de manera que apareza un ilo de un solo objeto.Otros obvios subgrupos de Sn son Sn−1, Sn−2, et.8.1.9 Subgrupo alternanteLas permutaiones de un número �nito de objetos n se dien pares si se expresan omo unproduto de un número par de transposiiones y se dien impares si son el resultado de unnúmero impar de transposiiones. El produto de una permutaión par por otra par da unanueva permutaión también par, por lo que las permutaiones pares de n objetos onstituyengrupo.Se trata de un subgrupo del grupo simétrio Sn que tiene exatamente la mitad delnúmero de elementos, n!/2, y que se denomina grupo alternante, An. Es un subgruponormal de Sn pues ontiene lases ompletas de permutaiones. De la misma manera quelos elementos de un grupo Sn se pueden generar a partir de transposiiones, ilos de ordendos, los elementos del grupo alternante, An, se pueden generar a partir de las más senillaspermutaiones pares, los ilos de orden tres siempre que el número de objetos a permutar seaal menos tres. Con tres objetos, el grupo alternante es un grupo ílio de tres operaionesisomorfo a ualquier grupo de orden tres.Los grupos alternantes de n objetos son grupos simples en el sentido de que no puedenser desompuestos en grupos de orden inferior. El grupo alternante A4, on doe elementos,además de simple es ílio. Es isomorfo al grupo de las rotaiones propias del tetraedro. Si
n � 5 son simples pero no ílios. El grupo A5 on sesenta elementos es el grupo simpleno ílio de menor orden. Es isomorfo al grupo de las rotaiones propias del dodeaedro odel iosaedro.En el grupo alternante, las permutaiones ílias que afetan a k objetos (k tiene queser un número impar para que la permutaión sea par) son onjugadas y están en la mismalase de equivalenia siempre que k < n − 1. Esta a�rmaión es apliable para n igual aino o superior. Para n = 4, la únia posibilidad es k = 1 que se redue a la identidad.El número de lases de equivalenia de los grupos alternantes reen on el valor de nsegún la seuenia 1, 3, 4, 5, 7, 9, 14, 18, � � � . Es deir, las doe permutaiones del grupo A4se lasi�an en alguna de las uatro lases de equivalenia, las sesenta permutaiones paresde ino objetos se atalogan en ino lases, et.8.1.10 Diagramas de YoungPuesto que el número de representaiones irreduibles no equivalentes de un grupo oinideon el número de lases de equivalenia, es lógio que las partiiones de n sirvan a la vezpara etiquetar las lases de operaiones y las representaiones irreduibles.Una manera alternativa de partiionar n onsiste en una serie de valores de λi de maneraque

λ1 � λ2 � � � � � λm λ1 + λ2 + � � � + λm = n



116 Capítulo 8donde algunos valores de λi pueden oinidir.Hay un método grá�o de desribir las partiiones de n, las representaiones irreduiblesdel grupo. Consiste en disponer un total de n asillas en �las y olumnas de manera que,en ada �la haya λi asillas, es deir, que el número de asillas en una �la no sea mayor queen la �la superior. Para n = 4 los ino posibles diagramas son
Estos diagramas, onoidos omo diagramas de Young, tienen apliaiones en múltiplesampos además de ser de gran ayuda en el estudio del grupo simétrio. Suelen etiquetarsemediante la partiión de n por el onjunto de valores de λi en la forma {λ} = {λ1 λ2 � � � λm}.Hay múltiples maneras de referirse a esos diagramas y, por tanto, a las partiiones {λ} deun número n. En el diagrama se pueden identi�ar las p asillas �diagonales� situadas a lalargo de la �diagonal prinipal�.

q

qEl diagrama está ompletamente identi�ado ontando el número de asillas a la dereha,
ai, y por debajo, bi, de ada una de las p asillas �diagonales�.

{λ1, λ2, � � � , λm} −→

0BBB�a1 a2 � � � ap

b1 b2 � � � bp

1CCCAEl número p se denomina rango de la partiión. La suma p+a1+a2+ � � �+ap+b1+b2+� � �+ bp = n ha de oinidir on el número total de asillas. Para el diagrama del ejemplo,esta forma de notaión se redue a � 3 13 2 �.Hay distintas partiiones {λ} relaionadas entre sí porque orresponden a diagramas deYoung en que se han interambiado �las por olumnas. Son diagramas duales el uno delotro. Las partiiones se suelen indiar por {λ} y {�λ}. En la notaión ahora indiada, parareferirse a ese diagrama dual basta interambiar los papeles de ai y bi.
{�λ} −→

0BBB�b1 b2 � � � bp

a1 a2 � � � ap

1CCCADos partiiones distintas {λ} y {λ0} se pueden omparar y estableer un orden entre ellassiempre que haya un riterio de prelaión. Se die que la partiión {λ} es mayor o prioritariasobre la partiión {λ0} si la primera de las diferenias λi − λ0i es positiva.A los anteriores diagramas de la partiión de n = 4 les orresponde las siguientes parti-iones {λ} ordenadas en orden dereiente según el riterio anterior.
{4, 0, 0, 0}
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{3, 1, 0, 0}

{2, 2, 0, 0}

{2, 1, 1, 0}

{1, 1, 1, 1}Las partiiones {λ} de n sirven para etiquetar las representaiones irreduibles del gruposimétrio Sn. Las representaiones irreduibles orrespondientes al ejemplo preedente, n =

4, se indian on la notaión [4℄, [31℄, [22℄, [212℄ y [14℄ respetivamente, evitando, tambiénen este aso, los valores nulos y los superíndies unidad. Las �las de igual longitud se hanagrupado en el superíndie. Esta notaión se similar a la utilizada para identi�ar las lasesde equivalenia.El número de partiiones {λ} en que todos los valores de λi distintos de ero son impares esigual al número de partiiones en que todos los valores de λi distintos de ero son distintosentre sí. Con n = 4 hay dos partiiones en que los λi son impares: son las partiiones
{1, 1, 1, 1} y {3, 1, 0, 0}. También hay dos partiiones, {3, 1, 0, 0} y {4, 0, 0, 0}, en que todoslos λi son distintos entre sí. Para n = 5 hay tres de ada uno de los tipos: {1, 1, 1, 1, 1},
{3, 1, 1, 0, 0} y {5, 0, 0, 0, 0} para el primer tipo y {3, 2, 0, 0, 0}, {4, 1, 0, 0, 0} y {5, 0, 0, 0, 0} parael segundo.Es fáil enontrar una orrespondenia entre la partiión de n en un onjunto de {ν} yen otro onjunto de {λ}.

λ1 = ν1 + ν2 + ν3 + � � � + νm

λ2 = ν2 + ν3 + � � � + νm� � � � � � � � �
λm = νm

νi = λi − λi+1Para n = 5, a la partiión en {ν} dada por los números {0, 1, 1, 0, 0} le orresponde unapartiión en {λ} dada por {2, 2, 1, 0, 0}. De auerdo on lo expuesto anteriormente, omo lasede equivalenia se lasi�a on el símbolo (2 3) mientras que omo representaión irreduibleorresponde a [221℄ on el diagrama
Desde el punto de vista grá�o, la diferenia entre haber analizado la partiión de n enforma de {ν} o de {λ} onsiste en interambiar las �las y olumnas. Por tanto, los mismosdiagramas sirven para etiquetar las lases de operaiones y las representaiones irreduibles.



118 Capítulo 88.1.11 Representaiones irreduiblesUna representaión de un grupo es un onjunto de matries uadradas, en general del ampoomplejo, que umplen, bajo el produto matriial, la misma tabla de multipliar que loselementos del grupo. Se trata de un homomor�smo y no de un isomor�smo pues no todaslas matries han de ser distintas.Como soporte de una representaión hay un espaio lineal de funiones que se trans-forman entre sí por las operaiones del grupo, es deir, es un espaio lineal estable bajolas operaiones del grupo. Una base de ese espaio lineal se transforma de auerdo on larelaión
ÔP fj =

nµ∑

i=1

fi D(µ)

ij (P)donde P es una operaión del grupo, ÔP es el operador que transforma las funiones fi y nµes la dimensión del espaio. La matriz uyos elementos son D(µ)

ij (P) es la representaión de
P en el espaio de dimensión nµ. El onjunto de todas las matries

{D(µ)(P)} 8P 2 Snonstituye una representaión Γ (µ) del grupo de las permutaiones Sn. La dimensión delespaio lineal pasa a indiar la dimensión u orden de la representaión.En general, distintos espaios lineales de funiones dan lugar a distintas representaionesmatriiales del grupo. Exepionalmente, si las funiones de dos espaios lineales, de idén-tias dimensiones aunque se trate de distintas funiones, ambos estables bajo el grupo, setransforman bajo las operaiones del grupo de la misma manera pueden dar lugar a la mismarepresentaión irreduible.Se pueden obtener distintas representaiones del grupo tomando otras bases del mismoespaio lineal estable bajo el grupo; en este aso, no se habla de representaiones distintassino equivalentes, sus matries están relaionadas por la transformaión de semejanza aso-iada al ambio de base. Son, por tanto, los espaios lineales de funiones, y no una baseonreta de ellos, los que identi�an las representaiones distintas.Una representaión se die irreduible si no es posible enontrar dentro del espaio de fun-iones un subespaio de dimensión inferior a nµ que también sea estable bajo las operaionesdel mismo grupo. El número de representaiones irreduibles distintas, no equivalentes, o-inide on el número de lases de equivalenia.Las representaiones equivalentes, onstituídas por onjuntos de matries relaionadasmediante transformaiones de semejanza, tienen muhas osas en omún. Las matriesasoiadas a la misma operaión en distintas bases, tienen en omún, entre otras osas, losdeterminantes, los oe�ientes del polinomio araterístio, los autovalores y las trazas, sumade los elementos diagonales. Estas trazas se onoen omo arateres de la representaión.El onjunto de los arateres de una representaión es, por tanto, independiente de la baseseleionada en el espaio de funiones. Las representaiones equivalentes tienen el mismoonjunto de arateres. Los arateres distinguen una representaión de otra distinta, noequivalente, asoiada a otro espaio de funiones. Los arateres de las representaiones sonpropiedad de la lase de equivalenia: los elementos que se agrupan en la misma lase tienenlos mismos arateres. En partiular, en ualquier representaión irreduible, el aráter del



Grupo simétrio 119elemento identidad del grupo, que forma una lase por sí mismo, oinide on la dimensióndel espaio lineal de funiones.Para determinar las dimensiones de las distintas representaiones irreduibles se haeuso una vez más de los diagramas de Young. Una apliaión regular onsiste en oloarnúmeros del uno hasta n en las n asillas del diagrama de Young de manera que, en una �la,rezan haia la dereha y, en una olumna, rezan haia abajo. Estas apliaiones regularespermiten que, al suprimir la asilla on el índie más alto n, el diagrama que resulte siguesiendo un diagrama válido de Young orrespondiente al grupo Sn−1. La representaión [221℄ del grupo S5 tiene las siguientes posibilidades135 24 134 25 125 34 124 35 123 45La dimensión de la representaión irreduible oinide on el número de estas apliaionesregulares o uadros de Young estándar. Las ino apliaiones regulares del ejemplo in-dian que se trata de una representaión irreduible de dimensión ino. Esos uadros deYoung sirven también para identi�ar no solo la dimensión del espaio, sino inluso unabase onreta, fi, en ese espaio lineal.Hay un riterio usado para ordenar esos uadros de Young en funión de una desviaiónreiente del orden natural entendiendo por este la ordenaión que sitúa los números másbajos en la primera �la, los más bajos del resto en la segunda, et. Los uadros anterioresestán ordenados según ese riterio. El uadro del orden natural �gura en primer lugar; es eluadro fundamental o, también llamado normal. El resto de los uadros estándar puedenverse omo resultado de iertas permutaiones sobre el uadro fundamental.Esos uadros de Young también indian la manera en que se van desomponiendo lasrepresentaiones irreduibles a medida que se desiende de simetría desde el grupo Sn sue-sivamente a Sn−1, Sn−2, hasta S2 por el senillo proedimiento de ir eliminando, en adaaso, el objeto on el número de identi�aión más alto.
f1 : [221] −→ [22] −→ [21] → [2]

f2 : [221] → [212] → [21] → [2]

f3 : [221] → [22] → [21] → [12]

f4 : [221] → [212] → [21] → [12]

f5 : [221] → [212] → [21] → [12]Ese análisis informa que, al desender en simetría desde el grupo S5 al grupo S4 la represen-taión irreduible [221] de dimensión ino se desdobla en las representaiones irreduibles
[212] de dimensión tres y [22] de dimensión dos.Alternativamente, se puede llegar al mismo resultado de la dimensión de la representa-ión irreduible poniendo en ada asilla la suma del número de asillas que se enuentran asu dereha y haia abajo inluyendo ella misma. En el diagrama de Young de one asillas,la línea punteada atraviesa uatro asillas. En onseuenia, en la asilla en que esa líneaambia de direión debe ir el número uatro.



120 Capítulo 84En este otro diagrama de ino asillas se han anotado los números que orresponden a adaasilla. 431 21La dimensión de la representaión irreduible araterizada por ese diagrama es el resultadode dividir n! por todos los números que apareen en las asillas. En el ejemplo anterior deino asillas, grupo S5,
5!

4 � 3 � 1 � 2 � 1 = 5omo por el proedimiento desrito anteriormente. La expresión general
χ[22 1] (15) = 5india que el aráter de la identidad (15) en la representaión [22 1℄ es ino.Hay otros proedimientos prátios de alular las dimensiones de las representaionesirreduibles del grupo Sn sin neesidad de esribir todas las apliaiones regulares, todos losuadros estándard de Young. Esta es otra alternativa. Denominaremos m el número de�las del diagrama de Young, el número de valores de λi distintos de ero en la partiión de

n. Se de�nen unas nuevas antidades
hi = λi + m − ique oiniden on los valores anotados anteriormente en las asillas de la primera olumna.La dimensiíon de la representaión irreduible oinide on
n!

h1!h2!h3! � � � ∏

i<j

(hi − hj)Ese produto de las diferenias está relaionado on el determinante de Vandermonde
(−1)

m(m−1)

2

������������������
1 h1 h21 � � � hm−1

1

1 h2 h22 � � � hm−1
2� � �

1 hm h2m � � � hm−1
m

������������������ =
∏

i<j

(hi − hj)

Para el mismo ejemplo anterior del grupo S5 y representaión irreduible [22 1], el númerode �las en el diagrama de Young es m = 3, los valores de hi son 4, 3 y 1. La dimensión dela representaión irreduible es
5!

4! 3! 1!
(4− 3) (4 − 1) (3 − 1) = 5



Grupo simétrio 121la misma que on los proedimientos anteriores.De todas las representaiones irreduibles hay algunas que tienen espeial importaniapor lo que se verá más adelante. Se trata de las representaiones irreduibles uyos diagramasde Young asoiados no tengan más de dos �las: {λ} = {λ1, λ2, 0, 0, � � � }. La dimensión de laorrespondiente representaión irreduible es
λ1 − λ2 + 1

λ1 + λ2 + 1

�
λ1 + λ2 + 1

λ2

�La dimensión de esta representaión irreduible oinide on el número de funiones deespín eletrónio de un onjunto de n = λ1+λ2 eletrones on un número uántio de espín
S = λ1−λ2

2
.Dos representaiones irreduibles uyos diagramas de Young asoiados sean duales eluno del otro, resultado de interambiar �las y olumnas, son de las mismas dimensiones.Además, de auerdo on teorema de Burnside, la suma de los uadrados de las dimensionesde las representaiones irreduibles

∑

µ

�
χ(µ)(e)

�2
= n!oinide on el número de operaiones del grupo.Para determinar el resto de los arateres de las distintas representaiones irreduibleshay que tener en uenta que� todos los arateres son reales, pues las lases son autoinversas. Una operaión y suinversa tienen la misma estrutura ília y están en la misma lase.� dos representaiones onjugadas, uyos diagramas de Young se relaionan por el inter-ambio de �las y olumnas, diagrama dual uno del otro, tienen los mismos araterespara las operaiones pares y de signo opuesto para las operaiones impares. Las rep-resentaiones autoonjugadas tienen arateres nulos para las operaiones impares.El término onjugado utilizado en este ontexto hae referenia a los diagramas deYoung y no debe ser onfundido on la onjugaión ompleja. En el aso de las per-mutaiones, la representaión omplejo-onjugada de una dada es equivalente a ellamisma on arateres reales.Para enontrar el valor de los arateres se va a seguir el proedimiento propuesto porA. J. Coleman1. Anteriormente se ha oloado en ada asilla de un diagrama de Youngun número que se identi�a on todas las asillas que quedan a la dereha y debajo de unadada. El diagrama de Young está perfetamente identi�ado por el onjunto de números de laprimera olumna. En el ejemplo presentado más arriba, el diagrama [22 1℄ está identi�adopor |431|. Esta seuenia de números puestos entre barras puede manejarse on algunasde las reglas apliables a los determinantes. Los números negativos no tienen sentido. Dosnúmeros idéntios anulan el �determinante�. La permutaión de dos números ambia el signodel �determinante�.Con esas reglas tan senillas se obtienen los arateres de las distintas lases de equiv-alenia en esa representaión irreduible. Calulamos a ontinuaión el aráter de la lase1A. J. Coleman, Adv. in Quantum Chemistry, 4, 83 (1968)



122 Capítulo 8(12 3): La apliaión (12 3) al �determinante� |431| onsiste en ir restando suesivamente 1,otra vez 1 y, por último 3 de ada una de las posiiones de |431|.
(12 3) |431| = (1 3){|421| + |430|}

= (3){|321| + |420| + |420|}

= |021| + 2 |120| = |210| − 2 |210| = −1 |210|Al �nal, el �determinante� ha de quedar omo una seuenia dereiente de números onse-utivos. De ahí se dedue que
χ[22 1] (12 3) = −1Puesto que se trata de una lase de operaiones pares, el aráter en la representaiónonjugada on la anterior, [32], ha de ser el mismo.

(12 3) |42| = (1 3){|32| + |41|}

= (3){|31| + |31| + |40|}

= 2 |01| + |10| = − 2 |10| + |10| = −1 |10|

χ[32] (12 3) = −1En todos los grupos de permutaionesSn hay dos representaiones irreduibles de espeialrelevania. Ambas son de dimensión unidad. La primera es la representaión trivial, presenteen todos los grupos, que onsta de matries de dimensiones 1 � 1, todas ellas iguales a launidad. Se trata de la representaión totalmente simétria, identi�ada on el diagrama
[n] ..........De auerdo on el prinipio de simetría/antisimetría, las funiones que desriben un on-junto de bosones deben transformarse por la permutaión de sus oordenadas omo estarepresentaión irreduible.La otra representaión irreduible de espeial interés es la onjugada de la anterior aso-iada a un diagrama [1n] omo ..... .....uyos arateres son −1 para las permutaiones impares. Es la representaión totalmenteantisimétria. Un onjunto de fermiones deben estar desritos por funiones que formenbase de esta representaión.8.1.12 Matries representaiónDisponer de las matries representaión de un grupo es un poo más ompliado que al-ular sus arateres. Las primeras dependen de una base. En el aso de representaionesequivalentes, distintos onjuntos de matries representaión están relaionados mediante



Grupo simétrio 123transformaiones de semejanza siguiendo el ambio de base. En ambio, los arateres soninvariantes frente a esos ambios de base.A pesar de la multipliidad de representaiones matriiales que se pueden tener inlusoonstruídas sobre el mismo espaio lineal de funiones, hay proedimientos senillos deobtener una forma de representaión a partir de la ual otras representaiones equivalentespueden obtenerse por rotaión de la base. En ualquier aso, solamente es neesario disponerde las representaiones matriiales de los generadores del grupo. El resto de las matriesasoiadas a otras operaiones se alulan de auerdo on la misma tabla de multipliar delas operaiones del grupo. En el grupo de las permutaiones los n−1 generadores se puedenesoger en la forma (OiOj) donde Oi y Oj son dos de los objetos uyas permutaionesse estudian y el índie j = i + 1. Los generadores que así se indian orresponden a lastransposiiones (AB), (BC), (CD), et.Representaión ortogonal estándarLos diagramas de Young sirven para identi�ar las representaiones irreduibles. El númerode las apliaiones regulares, oloaión de los números 1, 2, . . . , n en las asillas del diagramaen orden reiente haia la dereha y haia abajo, uadros de Young estándar, india ladimensión de la representaión. Además, ada una de esas apliaiones regulares identi�auna de las funiones de base del espaio lineal que sustenta esa representaión irreduible.Para la representaión [2 12] del grupo S4134 2 124 3 123 4hay tres apliaiones regulares indiando que la dimensión del espaio de funiones, y dela representaión irreduible, es tres. Las matries representaión serán de dimensiones
3 � 3. Inluso, se vió anteriormente que esas apliaiones regulares, uadros estándar deYoung, pueden ser ordenados on el riterio de desviaión reiente respeto de la apliaiónfundamental.Pero los mismos uadros de Young también haen referenia a las tres funiones lineal-mente independientes de manera que permiten esribir las matries de la representaión sinllegar a onoer de forma explíita esas funiones. Si los objetos a los que se re�eren laspermutaiones son las variables de las funiones, ada uno de esos diagramas india unafunión que no ambia de signo al permutar las variables uyos índies onseutivos estánen la misma �la y sí ambian al permutar dos variables uyos índies onseutivos estén enla misma olumna. Por ejemplo, el primero de los diagramas india la funión

+f(x1 , x2 , x3 , x4) − f(x1 , x2 , x4 , x3) + f(x2 , x1 , x3 , x4) − f(x2 , x1 , x4 , x3)

−
1

2
f(x1 , x3 , x2 , x4) +

1

2
f(x1 , x3 , x4 , x2) +

1

2
f(x1 , x4 , x2 , x3) −

1

2
f(x1 , x4 , x3 , x2)

−
1

2
f(x2 , x3 , x1 , x4) +

1

2
f(x2 , x3 , x4 , x1) +

1

2
f(x2 , x4 , x1 , x3) −

1

2
f(x2 , x4 , x3 , x1)

−
1

2
f(x3 , x1 , x2 , x4) +

1

2
f(x3 , x1 , x4 , x2) −

1

2
f(x3 , x2 , x1 , x4) +

1

2
f(x3 , x2 , x4 , x1)

+
1

2
f(x4 , x1 , x2 , x3) −

1

2
f(x4 , x1 , x3 , x2) +

1

2
f(x4 , x2 , x1 , x3) −

1

2
f(x4 , x2 , x3 , x1)que no ambia de signo por la permutaión (x1x2) pero que ambia por la permutaión

(x3x4). Las otras dos funiones a que haen referenia los uadros de Young anteriores,



124 Capítulo 8ambian de signo por la permutaión (12).Las matries representaión de los generadores del grupo se obtienen on failidad sigu-iendo unas senillas reglas prátias. Para la matriz asoiada a la transposiión (ij), j = i+1se analizan las posiiones relativas de i y j en en las suesivas apliaiones regulares.� Si j está en la misma �la que i, se esribe 1 en la diagonal y 0 en el resto de la �la yolumna.� Si j está en la misma olumna que i, se esribe −1 en la diagonal y 0 en el resto de la�la y olumna.� Si no se umple ninguna de las dos ondiiones anteriores, ha de haber neesariamentedos apliaiones regulares que se diferenian tan solo en el interambio de i y j. Losuatro elementos que orresponden a esas dos funiones en la matriz se esriben en laforma 0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
� � � � � � � � � � � � � � �� � � −s � � � �

1− s2
�1/2 � � �... ...� � � �

1− s2
�1/2 � � � s � � �� � � � � � � � � � � � � � �

1CCCCCCCCCCCCCCCCCAdonde s es el inverso de la �distania� entre las asillas oupadas por i y j siguiendoel movimiento de la torre en el juego del ajedrez, es deir, por la �la y la olumna deasillas y no en diagonal.Para la matriz asoiada a la transposiión (12), la primera de las funiones tiene losíndies 1 y 2 en la misma �la. 0BBBBBBBB�1 0 0

0 . .

0 . .

1CCCCCCCCAEn la segunda de las funiones ambos índies están en la misma olumna.0BBBBBBBB�1 0 0

0 −1 0

0 0 .

1CCCCCCCCA



Grupo simétrio 125En la terera funión también están en la misma olumna.0BBBBBBBB�1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

1CCCCCCCCALa matriz asoiada a la transposiión (23) se obtiene por el mismo proedimiento. En lasdos primeras funiones, ambos índies están separados por dos asillas, s = 1/2. La matrizorrespondiente será 0BBBBBBBB�−1
2

p
3
2

.p
3
2

1
2

.

. . .

1CCCCCCCCAEn la terera funión los índies 2 y 3 están en la misma olumna.0BBBBBBBB�−1
2

p
3
2

0p
3
2

1
2

0

0 0 −1

1CCCCCCCCASiguiendo el mismo proedimiento la matriz asoiada a la permutaión (34) resulta0BBBBBBBB�−1 0 0

0 −1
3

p
8
3

0
p
8
3

1
3

1CCCCCCCCALas tres son matries ortogonales on determinante +1, y on la traza, el aráter de laoperaión en la representaión irreduible, −1.Una vez determinadas la matries representaión de los generadores del grupo, los pro-dutos de estas matries generan las matries asoiadas al resto de las operaiones siguiendolas tablas de multipliar del grupo.Si en lugar de elegir omo ejemplo la representaión irreduible [212] se hubiese elegidosu representaión onjugada [31], las funiones de base hubiesen sido1 2 34 1 2 43 1 3 42



126 Capítulo 8ordenadas según el mismo riterio indiado anteriormente. Las matries representaión delos generadores (12), (23), (34) resultan respetivamente0BBBBBBBB�1 0 0

0 1 0

0 0 −1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�1 0 0

0 −1
2

p
3
2

0
p
3
2

1
2

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�−1

3

p
8
3

0p
8
3

1
3

0

0 0 1

1CCCCCCCCATambién son matries ortogonales pero on determinante −1 y traza +1. En efeto, puestoque los generadores son operaiones impares, sus arateres han de ser de signos opuestosen dos representaiones onjugadas.El onjunto de matries que se han obtenido por este proedimiento, para uno o parael otro ejemplo, utilizando los uadros estándar de Young, onstituyen la representaiónortogonal estándar de Young o, simplemente representaión estándar, no son más queuna opión de las in�nitas posibles, todas ellas equivalentes, de esribir las representa-iones irreduibles. Las unas están relaionadas on las otras mediante transformaiones desemejanza, de ambio de base de la representaión.Representaiones no estándarUna de las in�nitas representaiones irreduibles no estándar asoiada al diagrama de Youngse puede obtener on unas reglas senillas, ligeras modi�aiones de las que se usaronpara obtener las matries orrespondientes a los generadores en la representaión estándar.� Ordenando las apliaiones regulares, los uadros estándar de Young, en orden inverso.1 3 42 1 2 43 1 2 34� Conservando el resto de las reglas para onstruir la representaión irreduible estándarexepto en el aso de dos uadros de Young que di�eren tan solo en una permutaión
(ij), j = i + 1 de los índies. En este aso, ambian de signo los uatro elementosmatriiales.Como en ualquier otra opión, si se dispone de las matries asoiadas a los generadores, lasasoiadas al resto de las operaiones se obtienen siguiendo la tabla de multipliar del grupo.La representaión [3 1] que así se obtiene presenta las siguientes matries para los gener-adores (12), (23), (34) respetivamente0BBBBBBBB�−1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB� 1

2
−
p
3
2

0

−
p
3
2

−1
2

0

0 0 1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�1 0 0

0 1
3

−
p
8
3

0 −
p
8
3

−1
3

1CCCCCCCCA



Grupo simétrio 127Esta representaión irreduible no es la estándar [3 1] sino una equivalente a ella. La rep-resentaión estándar y la no estándar están relaionadas por una transformaión de ambiode base dada, en este ejemplo, por la matriz ortogonal � 0 0 1
0 −1 0
1 0 0

� que oinide on su in-versa. Esta representaión irreduible no estándar [3 1] es la representaión onjugada de laestándar [2 12].8.1.13 Produto direto de representaionesLas nµ funiones fi son base de un espaio lineal estable bajo las operaiones del grupo. Eseespaio lineal ha dado lugar a la representaión µ-ésima uyos arateres son χ(µ)(P) paralas distintas operaiones del grupo, P 2 Sn. Otro espaio lineal de funiones de dimensión
nν, y en él una base de funiones gj, da lugar a otra representaión uyos arateres son
χ(ν)(Q); 8Q 2 Sn.El produto externo de ambos espaios es otro espaio lineal también estable bajo lasoperaiones del mismo grupo, uyas funiones de base son los produtos (fi � gj) y que dalugar a una representaión del grupo de dimensión nµ � nν uyos arateres se obtienen

χ(µ
ν)(P) = χ(µ)(P) � χ(ν)(P) 8P 2 Snomo produto de los arateres de los fatores. La nueva representaión así obtenida proba-blemente no es irreduible y, en tal aso, se expresa omo suma direta de las representaionesirreduibles.
χ(µ
ν)(P) =

∑

σ

aσ χ
(σ)(P) 8P 2 Snsiendo σ las representaiones irreduibles y aσ la freuenia, el número de vees que larepresentaión irreduible σ partiipa en (µ 
 ν). Las propiedades de ortogonalidad de losarateres de las representaiones irreduibles permiten alular on failidad los oe�ientes

aσ

aσ =
1

n!

∑

P2Sn

χ(σ)(P) χ(µ
ν)(P−1)En el aso del grupo simétrio, la anterior expresión se abrevia por ser las lases autoinversasy los arateres reales.En general, el produto direto de una representaión irreduible por su ompleja onju-gada ontiene una sola vez a la representaión totalmente simétria. Pero si la representaiónompleja onjugada es equivalente a ella misma on arateres reales, el produto de una rep-resentaión por sí misma o es la representaión irreduible totalmente simétria o la ontieneuna sola vez. Un ejemplo tomado del grupo S3 sirve para ilustrar lo anterior
 = � �
[21]
 [21] = [3]� [13]� [21]En la suma direta de representaiones aparee la representaión irreduible [3] on un fatorunidad. Pero, si lo que se multiplia es una representaión irreduible por su onjugada, la



128 Capítulo 8representaión irreduible que resulta on oe�iente unidad es la representaión irreduibletotalmente antisimétria. El siguiente ejemplo está tomado del grupo S5
 = � � � �
[32]
 [221] = [15]� � � �Ese produto ontiene una sola vez a la representaión irreduible totalmente antisimétriaademás de otras representaiones irreduibles hasta ompletar un espaio de funiones dedimensión veintiino. El espaio lineal de funiones de dimensión veintiino, obtenidoomo produto externo de los dos espaios de dimensión ino, tiene un subespaio dedimensión uno que también es estable bajo las permutaiones del grupo; es el subespaio delas funiones antisimétrias.Si la representaión irreduible que se multiplia por sí misma es autoonjugada, enla desomposiión del produto apareen on oe�ientes unidad tanto la representaiónirreduible totalmente simétria omo la totalmente antisimétria. Esta vez el ejemplo estátomado del grupo S4. 
 = � �

[22]
 [22] = [4] � [14]� [22]Desde el punto de vista prátio, es importante haer notar que los proedimientos ante-riormente expuestos son las únias posibilidades de obtener las representaiones irreduiblestotalmente simétria o totalmente antisimétria a partir del produto externo de otras dosdentro del mismo grupo de permutaiones de n objetos. La desripión de un onjunto defermiones mediante funiones antisimétrias puede desomponerse en funiones que depen-den de las oordenadas de posiión por funiones que dependen de los espines. Con dospartíulas esa fatorizaión siempre es posible. Con un número mayor de partíulas esa de-somposiión es posible si uno de los fatores es totalmente simétrio y el otro antisimétrio.En el resto de los asos esa fatorizaión no es posible; el produto de una funión espaialpor otra de espín neesita ser proyetada al subespaio de las funiones antisimétrias pueshay también ontribuiones de otras representaiones irreduibles.8.1.14 Desensos en simetríaSe produe un desenso en simetría uando se pasa de un grupo a alguno de sus subgru-pos. Ello puede ser debido a la apariión de alguna forma de interaión no ontempladapreviamente. Esa ruptura de la simetría suele llevar aparejado un desdoblamiento de lasdegeneraiones.En el aso de las permutaiones de n objetos esas interaiones haen que alguno de losobjetos no pueda ser interambiado on el resto, el objeto ha desapareido o ha sido �jado.En de�nitiva, hay operaiones de permutaión que han dejado de formar parte del grupo.Se ha pasado a otro subgrupo on un número menor de elementos.Eliminando un objeto se pasa del grupo Sn al subgrupo Sn−1. Un espaio de funionesde dimensión m estable bajo Sn que da lugar a una representaión irreduible, puede ser



Grupo simétrio 129reduible bajo las operaiones de Sn−1. Es deir, las representaiones irreduibles se des-doblan en otras varias al desender en simetría. El análisis del desdoblamiento se failitaon la ayuda de los mismos diagramas de Young que se han utilizado para etiquetar lasrepresentaiones irreduibles.El proedimiento grá�o es senillo. Basta ir suprimiendo en el diagrama una asilla detodas las formas posibles respetando que no tengan otra más a su dereha ni por debajo. Enel siguiente ejemplo que hae referenia a la reduión del grupo S6 al S5,
−→ � �

[321] −→ [221]� [312]� [32]el espaio de funiones de dimensión dieiséis se ha desdoblado en tres subespaios de di-mensiones ino, seis y ino respetivamente. En este otro ejemplo,
−→ �

[2212] −→ [221]� [213]el desdoblamiento ha sido de un espaio de dimensión nueve a dos subespaios de dimensionesino y uatro.Los espaios de dimensión unidad no se desdoblan. Indudablemente, el proeso de pasoa un subgrupo se puede ontinuar hasta llegar al grupo S1 que afeta a un únio objeto.8.1.15 Operadores de proyeiónUna representaión reduible bajo las operaiones de un grupo se desompone en suma di-reta de las irreduibles. Las funiones que forman base del espaio lineal reduible tienenontribuiones de los distintos subespaios irreduibles en los que aquél se desdobla. Losoperadores de proyeión asoiados a los subespaios irreduibles permiten extraer la om-ponente de una funión dada en ada uno de los subespaios irreduibles.El proedimiento es general. Estos operadores se de�nen por los resultados de su apli-aión a una funión arbitaria f de n variables.
Q̂[λ] f =

nλ

n!

∑

P2Sn

χ[λ](P−1) OP f =
nλ

n!

∑

P2Sn

�
χ[λ]

��
(P) OP fEn esa expresión [λ] india una partiión de n y, por ende, una representaión irreduible,ada sumando inluye es resultado de apliar una permutaión P a la funión, la suma seextiende a todas las operaiones P del grupo y, por tratarse de lases autoinversas y arateresreales, puede suprimirse la referenia a la operaión inversa o al omplejo onjugado.

Q̂[λ] f =
nλ

n!

∑

P2Sn

χ[λ](P) OP fPuesto que los arateres de una representaión son propiedad de lase de equivalenia, lasuma anterior puede agruparse por lases de permutaiones on el mismo aráter.



130 Capítulo 8Como tales operadores de proyeión sonidempotentes Q̂[λ] Q̂[λ] = Q̂[λ]mútuamente exluyentes Q̂[λ] Q̂[λ]0 = 0 [λ]0 6= [λ]y totalizan la identidad ∑

[λ]

Q̂[λ] = eDos de estos operadores de proyeión tienen espeial relevania. Son los que proyetansobre los subespaios totalmente simétrio y totalmente antisimétrio.
Q̂[n] f = Ŝ f =

1

n!

∑

P2Sn

OP f

Q̂[1n] f = Â f =
1

n!

∑

P2Sn

(−1)
p
OP fSon, respetivamente, el simetrizador y el antisimetrizador frente a las permutaiones de nobjetos. Para el primero de ellos, todos los arateres son iguales a la unidad mientras que,para el segundo, los arateres alternan signos de auerdo on la paridad de la permutaión.Uno es apliable para obtener funiones que desriban onjuntos de bosones y el otro parafermiones. Tanto uno omo otro son operadores hermítios obtenidos omo ombinaioneslineales de operaiones unitarias de permutaión.Estos operadores no son sino asos partiulares de una opión más general. No sola-mente se puede proyetar sobre el subespaio asoiado a una representaión irreduible, sinoinluso sobre una de las funiones de base de la representaión, una de las olumnas de larepresentaión matriial. Ello implia haber adoptado una base onreta en el espaio defuniones. La diferenia está en que, en un aso basta onoer los arateres de la repre-sentaión, las trazas de las matries, mientras que en el otro se requieren todos los elementosde las mismas matries representaión. En general, para un grupo G

Q̂(i)
rs =

ni

g

∑

R2G D(i)
rs (R−1) ORdonde (i) hae referenia a una representaión irreduible, ni es su dimensión, g es el númerode operaiones R ontenidas en el grupo. Para las representaiones en forma de matriesunitarias

Q̂(i)
rs =

ni

g

∑

R2G �D(i)
sr (R)

��
ORHay un total de g operadores de este tipo Q̂ que satisfaen la ondiión

Q̂(i)
rs Q̂

(j)
tu = δij δru Q̂

(i)
tsLos operadores diagonales, (r = s), son proyetores idempotentes sobre la funión r-ésimaque sirvió para onstruir la matriz representaión. Los no diagonales son operadores de-splazamiento, es deir, apliados a una funión que se transforma omo la funión r-ésimade una representaión irreduible

Q̂(i)
rs f

(i)
r = f(i)s



Grupo simétrio 131da lugar a otra funión que se transforma omo la s-ésima. Expresado en forma más general
Q̂(i)
rs f

(j)
t = δij δrt f

(i)
sen uya deduión se ha heho uso de las relaiones de ortogonalidad de las matries repre-sentaión presentadas en forma unitaria.Los operadores Q̂(i)

rs son las piezas básias del grupo pues ualquiera de las operaionesdel grupo puede ser esrita omo una ombinaión lineal de estos operadores
OR =

∑

(i)

∑

rs

Q̂(i)
rs D

(i)
sr (R)y son, ellos mismos, base de las representaiones irreduibles del grupo de que se trate

OR Q̂
(i)
rs =

∑

t

Q̂
(i)
rt D

(i)
ts (R)on independenia de las funiones sobre las que atúan las operaiones del grupo.Para el aso partiular del grupo de las permutaiones, las representaiones irreduiblesse identi�an por la partiión [λ], g = n! y las matries son reales.

Q̂[λ]
rs =

nλ

n!

∑

P2Sn

D(i)
rs (P) OPLa suma de los proyetores sobre el onjunto de funiones de base de una misma represen-taión irreduible

∑

r

Q̂[λ]
rr =

∑

r

nλ

n!

∑

P2Sn

D(i)
rr (P) OP =

nλ

n!

∑

P2Sn

χ(i)(P) OP = Q̂[λ]es el proyetor menionado anteriormente sobre una representaión irreduible [λ].Otra manera de de�nir operadores de proyeión hae uso de los diagramas de Youngasoiados a las partiiones {λ} de n. Los uadros estándar de Young se obtienen al oloarlos números del 1 hasta el n en las asillas del diagrama de Young de manera que rezanhaia la dereha y haia abajo. De entre los uadros estándar de Young orrespondientesal mismo diagrama, hay uno espeial denominado normal o fundamental. El resto de losuadros se obtienen por las permutaiones de los números en el uadro fundamental. Notodas las permutaiones dan lugar a uadros estándar. Si se toma el uadro fundamental dela partiión [2 12]

Υ[212] = 134 2otros uadros se pueden expresar
Υ

(23)

[2 12]
= 124 3 Υ

(243)

[2 12]
= 123 4omo resultado de permutaiones de los números.Para ada partiión λ hay un diagrama de Young y varios uadros de Young identi�adospor ΥP

[λ]
. Sobre esos uadros se pueden de�nir los operadores

ŝP[λ] =
1

λ1! λ2! λ3! . . .

∑

f

fP[λ]
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âP[λ] =

1

λ01! λ02! λ03! . . . ∑

c

εc c
P
[λ]

êP[λ] =
1

λ1! λ2! λ3! . . .

1

λ01! λ02! λ03! . . . ∑

fc

εc f
P
[λ] c

P
[λ] = ŝP[λ] â

P
[λ]donde, en el primer aso y on el símbolo f, solo se suma para todas las permutaionesque interambian números dentro de ada �la. Las permutaiones inluídas en el segundoaso on el símbolo c son las que interambian números dentro de las olumnas on laparidad orrespondiente; el fator numério da uenta del número de términos en la sumay orresponde a la partiión {λ0} onjugada de {λ}. En el terer aso, se inluyen ambosonjuntos de permutaiones. Los onjuntos de permutaiones f y c onstituyen diferentessubgrupos del grupo Sn. Los operadores ŝ[λ] y â[λ] son respetivamente el simetrizador yantisimetrizador totales de los orrespondientes subgrupos.Para Υ[2 12] los operadores ŝ[212], â[212] y ê[2 12] tienen ontribuiones de los siguientesonjuntos de permutaiones

f[212] = {e, (12)}

c[212] = {e, (13), (14), (34), (134), (143)}De manera análoga se pueden deduir las permutaiones dentro de las �las y dentrode las olumnas de los otros uadros de Young ΥP
[2 12]

. Los operadores orrespondientes sonrespetivamente el simetrizador, el antisimetrizador y simetrizador irreduible o simetrizadorde Young del uadro asoiado a la partiión λ. Todos ellos son idempotentes. El onjuntode los simetrizadores irreduibles de todos los uadros estándar de Young son linealmenteindependientes y onstituyen una base del grupo pues ualquier operaión puede ser esritaomo ombinaión lineal de tales operadores.



Grupo simétrio 133
Table 8.1: Tablas de arateres de los primeros grupos simétrios

S2 (12) (2)
[2] 1 1
[12] 1 -1

S3 (13) 3(12) 2(3)
[3] 1 1 1
[21] 2 0 -1
[13] 1 -1 1

S4 (14) 6(122) 8(13) 3(22) 6(4)
[4] 1 1 1 1 1
[31] 3 1 0 -1 -1
[22] 2 0 -1 2 0
[212] 3 -1 0 -1 1
[14] 1 -1 1 1 -1
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Table 8.1: Tablas de arateres de los primeros grupos simétrios (ont.)
S5 (15) 10(132) 20(123) 15(122) 30(14) 20(23) 24(5)
[5] 1 1 1 1 1 1 1
[41] 4 2 1 0 0 -1 -1
[32] 5 1 -1 1 -1 1 0
[312] 6 0 0 -2 0 0 1
[221] 5 -1 -1 1 1 -1 0
[213] 4 -2 1 0 0 1 -1
[15] 1 -1 1 1 -1 -1 1
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Table 8.1: Tablas de arateres de los primeros grupos simétrios (ont.)
S6 (16) 15(142) 45(1222) 15(23) 40(133) 120(123) 40(32) 90(124) 90(24) 144(15) 120(6)
[6] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[51] 5 3 1 -1 2 0 -1 1 -1 0 -1
[42] 9 3 1 3 0 0 0 -1 1 -1 0
[412] 10 2 -2 -2 1 -1 1 0 0 0 1
[32] 5 1 1 -3 -1 1 2 -1 -1 0 0
[321] 16 0 0 0 -2 0 -2 0 0 1 0

[23] 5 -1 1 3 -1 -1 2 1 -1 0 0

[313] 10 -2 -2 2 1 1 1 0 0 0 -1

[2212] 9 -3 1 -3 0 0 0 1 1 -1 0

[214] 5 -3 1 1 2 0 -1 -1 -1 0 1

[16] 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1
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Table 8.2: Matries de la representaión ortogonal estándar para los generadores.

S3 (12) (23)
[3] 1 1
[21]

0BBB�1 0

0 −1

1CCCA 0BBB�−1
2

p
3
2p

3
2

1
2

1CCCA
[13] -1 -1

S4 (12) (23) (34)
[4] 1 1 1
[31]

0BBBBBBBB�1 0 0

0 1 0

0 0 −1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�1 0 0

0 −1
2

p
3
2

0
p
3
2

1
2

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�−1

3

p
8
3

0p
8
3

1
3

0

0 0 1

1CCCCCCCCA
[22]

0BBB�1 0

0 −1

1CCCA 0BBB�−1
2

p
3
2p

3
2

1
2

1CCCA 0BBB�1 0

0 −1

1CCCA
[212]

0BBBBBBBB�1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�−1

2

p
3
2

0p
3
2

1
2

0

0 0 −1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�−1 0 0

0 −1
3

p
8
3

0
p
8
3

1
3

1CCCCCCCCA
[14] -1 -1 -1
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Table 8.2: Matries de la representaión ortogonal estándar para los generadores (ont.).
S5 (12) (23) (34) (45)
[5] 1 1 1 1
[41]

0BBB�1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

1CCCA 0BBB�1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 − 1
2

p

3
2

0 0

p

3
2

1
2

1CCCA 0BBB�1 0 0 0

0 − 1
3

p

8
3

0

0

p

8
3

1
2

0

0 0 0 1

1CCCA 0BBB� − 1
4

p
15
4

0 0p
15
4

1
4

0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1CCCA
[32]

0BBBBB�1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 −1

1CCCCCA 0BBBBB�1 0 0 0 0

0 − 1
2

0

p

3
2

0

0 0 − 1
2

0

p

3
2

0

p

3
2

0 1
2

0

0 0

p

3
2

0 1
2

1CCCCCA 0BBBBB�− 1
3

p
8

3
0 0 0p

8
3

1
3

0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 −1

1CCCCCA 0BBBBB�1 0 0 0 0

0 − 1
2

p
3

2
0 0

0

p
3

2
1
2

0 0

0 0 0 − 1
2

p
3

2

0 0 0

p
3

2
1
2

1CCCCCA

[312]

0BBBBBBBB�1 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 −1 0 0

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 0 0 −1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�1 0 0 0 0 0

0 − 1
2

p

3
2

0 0 0

0

p

3
2

1
2

0 0 0

0 0 0 − 1
2

p
3

2
0

0 0 0

p
3

2
1
2

0

0 0 0 0 0 −1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�− 1

3

p
8

3
0 0 0 0p

8
3

1
3

0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 − 1
3

p
8

3

0 0 0 0

p
8

3
1
3

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�−1 0 0 0 0 0

0 − 1
4

p
15
4

0 0 0

0

p
15
4

1
4

0 0 0

0 0 0 − 1
4

p

15
4

0

0 0 0

p

15
4

1
4

0

0 0 0 0 0 1

1CCCCCCCCA

[221]

0BBBBB�1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 −1 0

0 0 0 0 −1

1CCCCCA 0BBBBB�− 1
2

0

p
3

2
0 0

0 − 1
2

0

p
3

2
0p

3
2

0 1
2

0 0

0

p
3

2
0 1

2
0

0 0 0 0 −1

1CCCCCA 0BBBBB�1 0 0 0 0

0 −1 0 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 − 1
3

p
8

3

0 0 0

p
8

3
1
3

1CCCCCA 0BBBBB�− 1
2

p
3

2
0 0 0p

3
2

1
2

0 0 0

0 0 − 1
2

p

3
2

0

0 0

p

3
2

1
2

0

0 0 0 0 −1

1CCCCCA

[213]

0BBB�1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

1CCCA 0BBB�− 1
2

p
3

2
0 0p

3
2

1
2

0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

1CCCA 0BBB�−1 0 0 0

0 − 1
3

p
8

3
0

0

p
8

3
1
2

0

0 0 0 −1

1CCCA 0BBB�−1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 − 1
4

p

15
4

0 0

p

15
4

1
4

1CCCA

[15] -1 -1 -1 -1



138 Capítulo 88.2 Algunas apliaiones a la Químia Teória8.2.1 Partíulas idéntias: eletronesLos eletrones son fermiones. Su espín individual está dado por el número uántio s = 1/2on dos opiones para el número uántio ms = 1/2, −1/2 que dan uenta de los posiblesvalores de la proyeión del momento angular sobre un determinado eje y que habitualmentese suelen indiar por α y β respetivamente.Las funiones de onda que desriben un onjunto de eletrones han de ser antisimétriasfrente a la permutaión de las variables que identi�an dos eletrones ualesquiera. Dihasvariables son tres oordenadas espaiales y la espei�aión del estado de espín de adaeletrón.El produto de una funión que dependa de las oordenadas espaiales por otra funiónque indique los espines, de manera que uno de los fatores forme base de una representaiónirreduible y el otro de la representaión irreduible onjugada de la anterior, da lugar a unafunión antisimétria. De una manera más general, una funión antisimétria se obtiene delas ombinaiones lineales de tales produtos.Si para un eletrón las posibles funiones de espín, autofuniones del operador Ŝz, son
α(1) β(1)para dos eletrones las autofuniones de Ŝz son el resultado de todos los produtos posiblesde las funiones de base del espaio de un eletrón por las del segundo

α(1)α(2) α(1)β(2) β(1)α(2) β(1)β(2)Son linealmente independientes, base de un espaio de funiones de dimensión uatro, que dalugar a la representaión Γ del grupo de las permutaiones de los índies de los dos eletronesuyos arateres son S2 1(12) 1(2)
Γ 4 2Esta representaón es reduible. La representaión Γ se desompone en suma direta
Γ = 3 [2] � [12]en tres vees la representaión simétria y una vez la antisimétria. Un mero ambio de baseondue a un nuevo onjunto de funiones igualmente independientes pero adaptadas a lasimetría de la permutaión

α(1)α(2)

1p
2

(α(1)β(2) + β(1)α(2))

β(1)β(2)

1p
2

(α(1)β(2) − β(1)α(2))



Algunas apliaiones a la Químia Teória 139Ordenadas de esa forma, las tres primeras son simétrias frente a la permutaión, formanbase de la representaión irreduible [2], . Se identi�an respetivamente on los tresvalores, 1, 0, -1 del número uántio MS. Son las tres omponentes de un estado triplete,S = 1.Por el ontrario, la última es antisimétria, forma base de la representaión irreduible
[12], uyo diagrama de Young es . Esta funión está asoiada a los valores MS = 0 y S = 0de los números uántios.Analizando en el grá�o el omportamiento de estas funiones se observa que siguen lapauta habitual de ser simétrias para la permutaión de objetos que están en la misma �lay antisimétrias para los que están en la misma olumna.Para un sistema de tres eletrones, las oho posibles funiones de espín forman base deun espaio de dimensión oho que da lugar a la representaión Γ uyos arateres sonS3 1(13) 3(12) 2(3)

Γ 8 4 2Esta representaión es reduible y se desompone en la forma
Γ = 4 [3] � 2 [21]Las uatro funiones

ϕ1 = α(1)α(2)α(3)

ϕ2 =
1p
3

(α(1)α(2)β(3) + α(1)β(2)α(3) + β(1)α(2)α(3) )

ϕ3 =
1p
3

(α(1)β(2)β(3) + β(1)α(2)β(3) + β(1)β(2)α(3) )

ϕ4 = β(1)β(2)β(3)que forman base de la representaión irreduible [3℄ onstituyen las uatro omponentesMS = 3
2
, 1
2
, −1

2
, −3

2
de un estado uartete, S = 3

2
.Las uatro funiones restantes, una de uyas posibles expresiones es

ϕ5 =
1p
6

( 2 α(1)α(2)β(3) − α(1)β(2)α(3) − β(1)α(2)α(3) )

ϕ6 =
1p
6

(α(1)β(2)β(3) + β(1)α(2)β(3) − 2 β(1)β(2)α(3) )

ϕ7 =
1p
2

(α(1)β(2)α(3) − β(1)α(2)α(3) )

ϕ8 =
1p
2

(α(1)β(2)β(3) − β(1)α(2)β(3) )onstituyen dos parejas ada una de las uales está asoiada a los valores MS = 1
2
, −1

2
desendos estados dobletes, S = 1

2
pero por la permutaión de índies la pareja (ϕ5, ϕ7) formabase de la representaión irreduible [21℄ e igual ourre on la pareja (ϕ6, ϕ8).



140 Capítulo 8En resumen, las funiones de espín de tres eletrones se lasi�an omo un uartete ydos dobletes.
Γ = 4 � 2Los fatores 4 y 2 engloban las uatro/dos posibilidades para los valores de los números

MS. En el aso de los dos dobletes hay dos funiones on MS = 1
2
que forman base de larepresentaión irreduible [21℄ de dimensión dos y otras dos funiones on MS = −1

2
que,independientemente, también son base de una representaión irreduible [21℄.En esa desomposiión no aparee la representaión irreduible [13℄, , totalmenteantisimétria. Con dos únias funiones individuales α y β para ada eletrón no hay manerade esribir una funión de más de dos eletrones que sea antisimétria frente a la permutaiónde ualquiera de las parejas entre ellos. Las únias representaiones irreduibles que apareenen esa desomposiión son las que orresponden a diagramas de Young on no más de dos�las de asillas.Esta idea es fáil de generalizar. Para un número arbitrario n de eletrones, las fun-iones de espín forman base, frente a la permutaión de los índies, de representaionesuyo diagrama de Young tenga una o dos �las de asillas �nuna más de dos� asoiadas apartiiones de n en la forma

{λ} = {λ1, λ2, 0, 0, � � � } λ1 + λ2 = nLa diferenia de asillas entre la primera y segunda �las, λ1 − λ2, está relaionada on elvalor del momento angular de espín total de manera que
1

2
(λ1 − λ2) = SSi las dos �las tienen igual longitud, S = 0, se trata de estado singulete, si la primera exedeen dos asillas a la segunda, S = 1, se trata de un triplete, et. El número de los estados deespín independientes se puede alular mediante la relaión

f(n, S) =

�
n

1
2
n− S

�
−

�
n

1
2
n− S− 1

�
=
2S+ 1

n + 1

�
n + 1
1
2
n − S

�onoida omo fórmula de Heisenberg. Como ada uno de esos estados omprende 2S + 1omponentes distintas on distintos valores de MS, el número total de estados de espín
∑

S

(2S+ 1) f(n, S) = 2ndonde la suma se extiende a todos los posibles valores de S desde S = 0 hasta S = 1
2
n.Alternativamente, se puede seguir un método grá�o por vía de reurrenia para llegara las mismas onlusiones. También se utilizan diagramas formados por asillas pero onun sentido ligeramente distinto. En este esquema grá�o las dos posibilidades α y β deun eletrón se identi�an on una asilla , el espaio de funiones de dos eletrones esel produto externo del espaio de un eletrón por sí mismo 
 , y en general 
n.Estos produtos no deben ser onfundidos on otros vistos anteriormente. Allí se referían aprodutos de representaiones irreduibles del mismo grupo Sn mientras que estos implianel paso del grupo Sn−1 al grupo Sn. Obtenidos de esta manera, los oe�ientes que en la



Algunas apliaiones a la Químia Teória 141versión anterior indiaban los 2S+1 posibles valores deMS no apareen pues están implíitosen el propio grafo. Los diagramas araterizan ahora al onjunto de las 2S + 1 funionesorrespondientes a los distintos valores del número uántioMS.El análisis de las representaiones irreduibles en que se desompone la n-ésima poteniase puede seguir de forma grá�a añadiendo una asilla extra a los resultados de la potenia
n − 1 de manera que siga siendo un diagrama válido de Young pero que no tenga más dedos �las. Del diagrama de un eletrónse pasa al de dos añadiendo una asilla
 = �del de dos eletrones al de tres

( � )
 = � �y al de uatro eletrones
( � 2 )
 = � � 2 ( � )que india que las dieiséis funiones se agrupan en un quintete, tres tripletes y dos singuletes.Un quintete quiere deir que ada una de las ino funiones asoiadas respetivamentea los ino valores de MS = 2, 1, 0,−1,−2 da lugar a una representaión irreduible [4℄totalmante simétria de dimensión unidad. Los tres tripletes indian que hay tres funioneslinealmente independientes on MS = 1 que forman la representaión irreduible [31℄ dedimensión tres e igualmente las tres funiones deMS = 0 y las tres deMS = −1. Deir quehay dos singuletes quiere deir que hay dos posibles funiones onMS = 0 que onjuntamenteforman base de la representaión irreduible de dimensión dos [22℄.En de�nitiva, las funiones de espín de un onjunto de n eletrones se pueden poneromo

Ξ (n, S,MS, k)on el índie k, que puede tomar los valores desde el 1 hasta f(n, S), y que sirve paraidenti�ar los posibles estados de espín on los mismos números uántios S y MS. Lasfuniones de espín forman base de una representaión del grupo de las permutaiones de nobjetos de dimensión f(n, S), identi�ada por la partiión {λ} de n.
P̂σ Ξ (n, S,MS, l) =

f(n,S)∑

k=1

Ξ (n, S,MS, k) D
S
kl(P

σ)Aquí la permutaión Pσ afeta solamente a las variables de espín de los eletrones y larepresentaión irreduible se ha indiado por el superíndie S en lugar de haerlo por lapartiión {λ} pues, según se ha visto, hay una orrespondenia entre ambas. La forma de lasmatries representaión DS(Pσ) depende de la opión adoptada para esribir las funiones
Ξ. Una de las posibles opiones es la representaión ortogonal estándar de Young desritaen párrafos anteriores. Esta es la opión que se va a seguir en los ejemplos que se inluyena ontinuaión.



142 Capítulo 8Una funión que desribe un onjunto de eletrones no onsta solamente de la parte queespei�a los estados de espín de los eletrones. Neesita también espei�ar la dependeniaespaial. De auerdo on el prinipio de antisimetría la funión debe formar base de larepresentaión irreduible totalmente antisimétria frente a las permutaiones simultáneasde las variables posiión y espín de dos eletrones ualesquiera.La únia manera de obtener funiones antisimétrias onsiste en multipliar un fator queforme base de una representaión irreduible por otro fator que forme base de la represen-taión irreduible onjugada de la anterior. Si el fator que engloba los espines forma basede una representaión irreduible uyo diagrama de Young tiene, a lo sumo, dos �las deasillas, el fator espaial ha de formar base de una representaión irreduible uyo diagramade Young tenga, a lo sumo, dos olumnas de asillas. Esos produtos de representaionesirreduibles ontienen a la representaión irreduible totalmente antisimétria una sola vez.Las dimensiones de los espaios de funiones que han servido para obtener las representa-iones irreduibles individuales están identi�adas por la partiión {λ} y su onjugada, ambasde dimensión n[λ]. El espaio de las funiones dependientes de las variables de espaio y espínes de dimensión n2
[λ]

en el ual solamente hay un subespaio de dimensión unidad realmenteantisimétrio. De las n2
[λ]

funiones, salvo fatores numérios, solo una es antisimétria.
 = � � � �En onseuenia, las n2[λ] funiones linealmente independientes han de ser proyetadas sobreel subespaio antisimétrio.Hay una exepión en el aso en que n[λ] = 1. Esto ourre siempre que se estudie unsistema de no más de dos eletrones y también, en el resto de los asos, para los estadosde máxima multipliidad de espín en que la partiión {λ} es preisamente {n, 0, 0, � � � }, larepresentaión irreduible es la totalmente simétria [n] y su representaión onjugada es
[1n]. En estos asos espeiales, la funión que desribe el onjunto de eletrones es realmenteseparable en fator de espaio por fator de espín.El proedimiento de esribir una funión de las variables espaio-espín de n eletronesonsiste en multipliar las funiones de espín menionadas anteriormente por una funiónque dependa de las oordenadas espaiales y antisimetrizando el produto así obtenido.

Ψl = Â {Φ(r) � Ξ (n, S,MS, l)} (l = 1, � � � f(n, S))La funión Φ(r) quiere indiar una dependenia on respeto a las posiiones de todos loseletrones presentes en el sistema, Φ(r1, r2, � � � , rn). El índie l es neesario para distinguirlos posibles estados de la misma degeneraión de espín. En párrafos anteriores se ha visto queon tres eletrones puede haber dos dobletes distintos, on uatro eletrones tres tripletes ydos singuletes, et. que han de ser estudiados independientemente.En el operador antisimetrizador idempotente
Â =

1

n!

∑

P2Sn

(−1)P Pr Pσlos dos operadores Pr y Pσ son la misma permutaión pero se han separado para indiarla permutaión de las variables espaiales y la de los espines. La notaión se simpli�ará
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Ψl =

1

n!

∑

P2Sn

(−1)P PrΦ � Pσ Ξ (n, S,MS, l)Las funiones de espín dan lugar a la representaión irreduible identi�ada por S.
=

1

n!

∑

P2Sn

(−1)P PrΦ � f(n,S)∑

k=1

Ξ (n, S,MS, k) D
S
kl(P

σ)

=

f(n,S)∑

k=1

Ξ (n, S,MS, k) � 1
n!

∑

P2Sn

(−1)P DSkl(P) PΦ

Ψl =

f(n,S)∑

k=1

Ξ (n, S,MS, k) �ΦSkl(r) (l = 1, � � � f(n, S))Las funiones Ψl son antisimétrias. Hay tantas omo india f(n, S). Para ada valor delíndie l hay una funión distinta, ombinaión lineal de otras varias. Esa ombinaión linealonsta de un solo término uando la representaión irreduible asoiada al número uántio
S es monodimensional y eso ourre si n = 2 o si S oinide on su valor máximo 1

2
n. Paraada valor de l hay un número f(n, S) de funiones distintas de espín señaladas por el índie

k y el mismo número de funiones espaiales, pero solamente una funión es antisimétria.A partir de una funión Φ(r) se han onstruído f(n, S)2 funiones ΦSkl(r) on ayuda delas matries representaión DS(P) de las funiones de espín.
ΦSkl(r) =

1

n!

∑

P2Sn

(−1)P DSkl(P) PΦAnaliemos ómo se transforman estas funiones ΦSkl(r) frente a una permutaión Q de susvariables espaiales.
QΦSkl(r) =

1

n!

∑

P2Sn

(−1)P DSkl(P) QPΦEl produto de dos permutaiones es otra permutaión QP = R

=

f(n,S)∑

m=1

(−1)q DSkm(Q−1) � 1
n!

∑

R2Sn

(−1)r DSml(R) RΦ

︸ ︷︷ ︸La suma es la misma sea el índie de suma P o R.
QΦSkl(r) =

f(n,S)∑

m=1

(−1)q DSkm(Q−1) �ΦSml(r)Por ser ortogonales las matries representaión
DSkm(Q−1) =

�
DSkm(Q)

�−1
= DSmk(Q)

QΦSkl(r) =

f(n,S)∑

m=1

ΦSml(r) DSmk(Q) (−1)q 8Q 2 Sn



144 Capítulo 8Las f(n, S) funiones ΦSkl(r) on valor de l onstante forman base de una representa-ión irreduible relaionada on aquella en que forman base las f(n, S) funiones de espín
Ξ (n, S,MS, k). Por apareer la paridad en esa última expresión, los arateres de ambasrepresentaiones irreduibles son opuestos para las operaiones impares; ambas representa-iones irreduibles son onjugadas la una de la otra, sus diagramas de Young son el resultadode interambiar �las por olumnas.Sea un sistema de tres eletrones. Sus oho funiones de espín se atalogan en formade un uartete y dos dobletes. El uartete no ofree demasiadas di�ultades. Las uatrofuniones de espín están asoiadas a distintos valores de MS y son simétrias frente a laspermutaiones, forman base de la representaión [4].

Ξ
�
3, 3
2
, 3
2
, 1
�

= α(1)α(2)α(3)

Ξ
�
3, 3
2
, 1
2
, 1
�

=
1p
3

(α(1)α(2)β(3) + α(1)β(2)α(3) + β(1)α(2)α(3) )

Ξ
�
3, 3
2
,−1

2
, 1
�

=
1p
3

(α(1)β(2)β(3) + β(1)α(2)β(3) + β(1)β(2)α(3) )

Ξ
�
3, 3
2
,−3

2
, 1
�

= β(1)β(2)β(3)La únia funión que dependa de las oordenadas espaiales será totalmente antisimétria.Suponiendo normalizada la funión Φ y una vez normalizada su proyeión, sobre la repre-sentaión [14], la funión espaial es
Φ
3/2

11 =
1p
6

0BBB� +Φ(r1, r2, r3) +Φ(r2, r3, r1) +Φ(r3, r1, r2)
−Φ(r2, r1, r3) −Φ(r3, r2, r1) −Φ(r1, r3, r2) 1CCCABasta ahora multipliar el fator espaial por ada uno de los fatores de espín

MS =
3

2
Φ
3/2

11 � Ξ �3, 3
2
, 3
2
, 1
�

MS =
1

2
Φ
3/2

11 � Ξ �3, 3
2
, 1
2
, 1
�

MS = −
1

2
Φ
3/2

11 � Ξ �3, 3
2
,−1

2
, 1
�

MS = −
3

2
Φ
3/2

11 � Ξ �3, 3
2
,−3

2
, 1
�para tener las uatro funiones del uartete S = 3

2
.Las funiones de espín de los dobletes forman base de la representaión irreduible [2 1].



Algunas apliaiones a la Químia Teória 145La representaión ortogonal estándar está formada por el onjunto de matries
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1CCCAy las funiones de espín que han servido para onstruir esa representaión son
Ξ
�
3, 1
2
, 1
2
, 1
�

=
1p
6

( 2 α(1)α(2)β(3) − α(1)β(2)α(3) − β(1)α(2)α(3) )

Ξ
�
3, 1
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, 1
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�

=
1p
2

(α(1)β(2)α(3) − β(1)α(2)α(3) )
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�
3, 1
2
,−1

2
, 1
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1p
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(α(1)β(2)β(3) + β(1)α(2)β(3) − 2 β(1)β(2)α(3) )
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�
3, 1
2
,−1

2
, 2
�

=
1p
2

(α(1)β(2)β(3) − β(1)α(2)β(3) )Hay dos funiones deMS = 1
2
que forman base de esa representaión y otras dos deMS = −1

2que, independientemente, también dan lugar a las mismas matries representaión.Las relaiones anteriores permiten esribir las funiones espaiales adaptadas a la simetría,una vez normalizadas, en la forma
Φ
1/2

11 =
1

2
p
3

0BBB� + 2Φ(r1, r2, r3) − Φ(r2, r3, r1) − Φ(r3, r1, r2)
− 2Φ(r2, r1, r3) + Φ(r1, r3, r2) + Φ(r3, r2, r1) 1CCCA

Φ
1/2

21 =
1

2

0BBB� −Φ(r2, r3, r1) + Φ(r3, r1, r2)
−Φ(r1, r3, r2) + Φ(r3, r2, r1) 1CCCA

Φ
1/2

12 =
1

2

0BBB� +Φ(r2, r3, r1) − Φ(r3, r1, r2)
−Φ(r1, r3, r2) + Φ(r3, r2, r1) 1CCCA
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Φ
1/2

22 =
1

2
p
3

0BBB� + 2Φ(r1, r2, r3) − Φ(r2, r3, r1) − Φ(r3, r1, r2)
+ 2Φ(r2, r1, r3) − Φ(r1, r3, r2) − Φ(r3, r2, r1) 1CCCALas dos primeras dan lugar al primero de los dobletes on dos omponentes deMS = 1

2
, −1

2
.
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2
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, 1
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�Las dos funiones espaiales restantes sirven para esribir las funiones del otro doblete.
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, 1
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+ Φ
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22 � Ξ �3, 1
2
,−1

2
, 2
�Desde el punto de vista de su omportamiento frente a las permutaiones, las dos fun-iones Φ1/211 y Φ1/221 forman base de la representaión irreduible [2 1] que es onjugada deaquella en que forman base las funiones de espín; sus diagramas de Young son el dual eluno del otro, resultado de interambiar �las por olumnas. Ambas representaiones oini-den en este ejemplo senillo por ser una representaión irreduible autoonjugada. Pero lasmatries representaión no son las mismas. Ambas representaiones no son idéntias sinoequivalentes. Las matries representaión para las funiones espaiales son
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1CCCAEstas matries representaión se distinguen de las anteriores no solo en que han ambiadode signo para las permutaiones impares, sino que, además ha habido una reordenaión dela base. Se puede pasar de una a otra representaión irreduible equivalente mediante latransformaión de semejanza que orresponde al ambio de base dado por la matriz � 0 −1
1 0

�uya inversa es � 0 1
−1 0

�. Para la representaión ortogonal estándar se eligió una ordenaiónde la base de los uadros de Young de manera que fuesen desviándose de modo reientedel orden natural, del uadro fundamental. Las matries representaión generadas por lasfuniones espaiales suponen una eleión inversa del orden de las funiones de base. En el



Algunas apliaiones a la Químia Teória 147ejemplo, las bases de las funiones espaiales que ha dado lugar a las matries se orrespondenon una eleión 12 3 13 2mientras que las funiones de espín estaban ordenadas en la forma13 2 12 3es deir, al revés.Las dos funiones Ξ �3, 1
2
, 1
2
, 1
� y Ξ �3, 1

2
, 1
2
, 2
� forman base de un espaio de dimensióndos; las dos funiones Φ1/211 y Φ1/221 también forman base de otro espaio de dimensión dos.Los produtos de unas por otras forman base de un espaio de dimensión uatro�

Ξ
�
3, 1
2
, 1
2
, 1
�
, Ξ
�
3, 1
2
, 1
2
, 2
��
 �Φ1/211 , Φ1/221 �en el ual hay un subespaio antisimétrio de dimensión uno. Es, salvo fatores de nor-malizaión, la funión MS = 1

2
del primer doblete. Lo mismo puede deirse de las otrasomponentes �

Ξ
�
3, 1
2
, 1
2
, 1
�
, Ξ
�
3, 1
2
, 1
2
, 2
��
 �Φ1/211 , Φ1/221 ��

Ξ
�
3, 1
2
,−1

2
, 1
�
, Ξ
�
3, 1
2
,−1

2
, 2
��
 �Φ1/211 , Φ1/221 ��

Ξ
�
3, 1
2
, 1
2
, 1
�
, Ξ
�
3, 1
2
, 1
2
, 2
��
 �Φ1/212 , Φ1/222 ��

Ξ
�
3, 1
2
,−1

2
, 1
�
, Ξ
�
3, 1
2
,−1

2
, 2
��
 �Φ1/212 , Φ1/222 �En ada aso solamente hay un subespaio de dimensión unidad antisimétrio frente a laspermutaiones de las variables espaio-espín de los eletrones.En toda la disusión anterior nada se ha diho aera de la forma analítia de la fun-ión de las oordenadas espaiales Φ(r1, r2, � � � , rn) que puede inluso depender de lasposiiones relativas (distanias) de unos eletrones on respeto a los otros. El aso mássenillo es el del modelo de partíulas independientes en uyo aso esa funión es un meroproduto de orbitales, funiones de un eletrón. Esta opión permite esribir las funionesantisimetrizadas de las oordenadas espaio-espín omo una ombinaión de determinantesde Slater o produtos antisimetrizados.En el ejemplo de tres eletrones,

Φ(r1, r2, r3) = ϕa(r1)ϕb(r2)ϕc(r3)



148 Capítulo 8El estado de MS = 1
2
del primero de los dobletes se expresa omo
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1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCAdonde φm(µ) = ϕm(µ)α(µ) mientras que φm(µ) = ϕm(µ)β(µ).El estadoMS = 1
2
del segundo doblete está dado por
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1CCCCCCCCALos dos estados orrespondientes a MS = −1

2
se obtienen por el mismo proedimiento.La orrespondenia entre el estado de espín de un onjunto de eletrones y la simetríapermutaional del fator espaial en la funión de onda abre una vía de investigaión paralos sistemas en que las interaiones debidas a los espines no sean tomadas en onsideraión.Esta vía, denominadaQuímia Cuántia libre de espín (Spin-free Quantum Chemistry),onsiste en esenia en el estudio de los fatores espaiales adaptados a las representaionesirreduibles del orrespondiente grupo Sn.8.2.2 Partíulas idéntias: Valores esperadosLa forma más senilla de desribir un onjunto de N eletrones es mediante un produtoantisimetrizado de espinorbitales, un determinante de Slater. Si los espinorbitales utilizadosson ortonormales, hφk(1)|φl(1)i = δkl, la funión que desribe al onjunto se esribe

Ψ(1, 2, � � � , N) =
1p
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φi1(1) φi2(1) � � � φiN(1)
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N!

. La misma expresión puede ponerse omo
Ψ(1, 2, � � � , N) = |φi1(1)φi2(2) � � � φiN(N)iindiando tan solo la diagonal prinipal del determinante.Ese determinante es el resultado de apliar un operador de proyeión sobre el subespaiode las funiones antisimétrias de un produto simple de espinorbitales.

Ψ(1, 2, � � � , N) =
p
N! ÂN {φi1(1)φi2(2) � � � φiN(N)}donde el operador ÂN es el operador antisimetrizador idempotenteÂN =

1

N!

∑

P

εP P{φi1(1)φi2(2) � � � φiN(N)}donde la suma se extiende a todas las permutaiones de N objetos, εP es la orrespondienteparidad , en onjunto, es el proyetor sobre el subespaio lineal de funiones de N variables,asoiado a la representaión irreduible [1N].El álulo de los valores esperados de operadores que afetan al onjunto de los N ele-trones de una manera simétria, es deir, independiente de las permutaiones entre lasoordenadas, posiión-espín, de todos los eletrones se ve láramente simpli�ado. Sea eloperador Ô(1, 2, � � � , N), su valor esperado es

Ψ(1, 2, � � � , N)

�� Ô(1, 2, � � � , N)Ψ(1, 2, � � � , N)
�

=

=
Dp
N! ÂN {φi1 φi2 � � � φiN}

��� Ô p
N! ÂN {φi1 φi2 � � � φiN}

Epero el operador antisimetrizador es hermítio, por lo que puede afetar al ket de la mismamanera que al bra.

Ô
�

=
p
N!


φi1 φi2 � � � φiN �� ÂN Ô ÂN {φi1φi2 � � � φiN}

�p
N!Si el operador Ô es invariante on respeto a las permutaiones, onmuta on todas ellas yon el antisimetrizador.


Ô
�

= N!


φi1 φi2 � � � φiN �� Ô ÂN ÂN {φi1 φi2 � � � φiN}

�Pero, omo el antisimetrizador es un proyetor y, por tanto, idempotente,

Ô
�

= N!


φi1 φi2 � � � φiN �� Ô ÂN {φi1 φi2 � � � φiN}

�

Ô
�

=

*
φi1 φi2 � � � φiN ����� Ô ∑

P

εP P {φi1φi2 � � � φiN}

+


Ô
�

=

*
φi1(1)φi2(2) � � � φiN(N)

����� Ô
������������������
φi1(1) φi2(1) � � � φiN(1)

φi1(2) φi2(2) � � � φiN(2)� � � � � � . . . � � �
φi1(N) φi2(N) � � � φiN(N)

������������������
+



150 Capítulo 8El resultado equivale a poner tan solo la diagonal prinipal a uno de los lados del operador
Ô y el determinante ompleto, sin el fator de normalizaión, en el otro lado.La regla prátia no ha heho menión de las funiones monoeletrónias que apareenen los determinantes de Slater. En onseuenia, el proedimiento desrito es extensibleal álulo de los elementos matriiales de la representaión del operador Ô en la base dedeterminantes de Slater linealmente independientes. Es deir, un determiante de Slater aun lado del operador y otro, igual o distinto, en el otro lado.8.2.3 Produtos externosLas propiedades de una distribuión de arga elétria se expresan habitualmente medianteun desarrollo en multipolos. En oordenadas artesianas, una omponente del multipolo deorden n está etiquetada on n índies y está dada por la relaión

Υ
(n)

αβγ���ν =
∑

j

qj rjα rjβ rjγ � � � rjν (8.1)donde tanto α omo β hasta ν pueden indiar las omponentes x, y o z del vetor de posiión
~rj de la partíula j-ésima.Pero, de la propia de�niión de esas omponentes artesianas, y de la permutatividad desus produtos, se apreia que las que tan solo se diferenian en la ordenaión de los n índies
αβγ � � �ν han de ser iguales. En onseuenia, el número de omponentes independientes esmuho menor y oinide on �n+2

2

�.Como ejemplo, para el aso en que n = 3, para ada trio de índies αβγ hay un totalde 3! posibilidades αβγ, βαγ, γβα, αγβ, βγα, γαβ que forman base de una representaiónreduible de orden 3! de uya reduión solamente se obtiene una omponente totalmentesimétria, que forme base de la representaión irreduible [3]. El resto de las posibilidades,que forman base de otras representaiones irreduibles, se anulan. Esas 3! omponentesson idéntias. Basta on la informaión ontenida en una de ellas. La informaión queporporiona este momento de la distribuión de argas está ontenida en un total de diezomponentes independientes. Para evitar las repetiiones, esas omponentes se pueden elegiren la forma:
xxx, xxy, xxz, xyy, xyz, xzz, yyy, yyz, yzz, zzz.El resto de la informaión hasta las veintisiete omponentes es redundante por razon de suinvariania frente a la permutaión de sus índies.Las antidades tensoriales menionadas, uyas omponentes son simétrias frente a lapermutaión de sus índies, pueden ser desompuestas en ontribuiones independientes pormedio de sus trazas. Las trazas de un tensor de n índies, αβ, � � � , ν, son el resultado desumar los elementos que tengan dos de esos índies en omún. Para n = 2 hay una solatraza, Υ(2)

xx + Υ
(2)
yy + Υ

(2)
zz ; para n = 3 hay tres trazas 





Υ
(3)
xxx + Υ

(3)
xyy + Υ

(3)
xzz

Υ
(3)
yxx + Υ

(3)
yyy + Υ

(3)
yzz

Υ
(3)
zxx + Υ

(3)
zyy + Υ

(3)
zzz

.En general, el número de trazas posibles es �n
2

�.



Algunas apliaiones a la Químia Teória 151La desomposiión para n = 2 es de la forma0BBBBBBBB�Υ(2)
xx Υ

(2)
xy Υ

(2)
xz

Υ
(2)
yx Υ

(2)
yy Υ

(2)
yz

Υ
(2)
zx Υ

(2)
zy Υ

(2)
zz

1CCCCCCCCA =
2

3

0BBBBBBBB�Ξ(2)
xx Ξ

(2)
xy Ξ

(2)
xz

Ξ
(2)
yx Ξ

(2)
yy Ξ

(2)
yz

Ξ
(2)
zx Ξ

(2)
zy Ξ

(2)
zz

1CCCCCCCCA +

0BBBBBBBB�Υ(2)
av 0 0

0 Υ
(2)
av 0

0 0 Υ
(2)
av

1CCCCCCCCAdonde el primer sumando tiene traza nula y el segundo sumando es un esalar.
Ξ(2)
xx + Ξ(2)

yy + Ξ(2)
zz = 0 Υ(2)

av =
1

3

�
Υ(2)
xx + Υ(2)

yy + Υ(2)
zz

�Desomposiiones análogas puenden obtenerse para antidades tensoriales de rango superior.La desomposiión puede ontinuarse haiendo que las nuevas antidades tensoriales asíobtenidas se desdoblen a su vez en otras ontribuiones de rango inferior.Tratándose de momentos de una distribuión de argas elétrias, las únias ontribu-iones de interés son preisamente las de las trazas nulas, pues son las que dan lugar ainteraiones on ampos externos. Los fatores numérios sirven para aomodar a la nor-malizaión habitual
Ξ

(n)

αβγ���ν =
(−1)n

n!

∑

j

qj r
2n+1
j

∂

∂rjα

∂

∂rjβ

∂

∂rjγ
� � � ∂

∂rjν

�
1

rj

�de las ontribuiones de trazas nulas omomentos multipolares de la distribuión de argas.Dihos momentos son simétrios frente a la permutaión de sus índies artesianos, de trazasnulas y además invariantes frente a las rotaiones-re�exiones del sistema de oordenadasen tres dimensiones, es deir, las 2n + 1 omponentes independientes forman base de lasrepresentaiones irreduibles del grupo O(3).Las distribuiones de probabilidad de presenia en ada punto del espaio-espín de loseletrones en un átomo o en una moléula están expresadas mediante la funión de densidadeletrónia ρ(x, y, z, σ). La normalizaión habitual de esta funión proporiona el númerototal de eletrones omo suma de las probabilidades en todos los reintos.
∫

V

∑

σ

ρ(~r, σ)d~r = NEn esa expresión se suma para las dos orientaiones independientes del espín y la integraiónse extiende a todo el volumen.La funión densidad eletrónia puede desarrollarse en una base de r espinorbitales lin-ealmente independientes en la forma
ρ(~r, σ) =

r∑

i;p

φi(~r, σ) � Di;p � φ�p(~r, σ)La matriz D es hermítia, de dimensiones r � r y semide�nida positiva. Si las funionesde base son ortonormales, hφi|φpi = δip, la traza de la tabla numéria de doble entrada Dtambién oinide on el número total de eletrones presentes.
r∑

i

Di;i = N



152 Capítulo 8La distribuión de probabilidad de presenia simultánea de dos de esos eletrones estáexpresada mediante otra funión γ(x1, y1, z1, σ1, x2, y2, z2, σ2) de las oordenadas de posi-ión, espaio-espín, de los dos eletrones. Una de las formas habituales de normalizaión deesa funión ∫

V1,V2

∑

σ1 σ2

γ(~r1, σ1, ~r2, σ2)d~r1 d~r2 =

�
N

2

�El desarrollo de esta funión en la base de funiones monoeletrónias
γ(~r1, σ1, ~r2, σ2) =

r∑

ij;pq

φi(~r1, σ1)φj(~r2, σ2) �2 Dij;pq �φ�p(~r1, σ1)φ�q(~r2, σ2)da lugar a una matriz 2D también hermítia, semide�nida positiva y uya traza es �N
2

� si labase es ortonormal.La matrizD que da uenta de la distribuión de individuos no es más que una ontraiónde esta 2D. Di;p =
2

N− 1

r∑

t

2Dit;ptEs deir que la informaión aera de la distribuión individual está ontenida en la infor-maión aera de la distribuión de pares de eletrones.El problema surge si se pretende dar uenta de la distribuión de pares on la solainformaión aera de la distribuión individual. El problema es senillo si los suesosson independientes, es deir, si los eletrones se omportan según un modelo de partíulasindependientes pues, en tal aso, la probabilidad del sueso ombinado es simplemente elproduto de las probabilidades de los suesos independientes. Si el modelo de partíulasindependientes no es estritamente apliable, puede, al menos, onstituir una aeptableaproximaión.
2Dij;pq = Di;p Dj;q 2D = D 
 DLa matriz que da uenta de la distribuión de pares es simplemente el produto externo dela que da uenta de la probabilidad individual por sí misma.Lo anterior no es exato ya que, por tratarse de partíulas on espín semientero, loseletrones son fermiones y deben, al menos, umplir on el prinipio general de antisimetría.Es deir, la 2D debe onsistir exlusivamente en la parte antisimétria del anterior produtoexterno, la proyeión del anterior produto externo sobre los subespaios antisimétriostanto de los índies de �la omo de olumna. Estos produtos externos antisimetrizados seesriben para el aso general en que haya r índies de �la y s de olumna en la forma

ci1i2...ir; j1j2...js = Âr Âs ai1...ik; j1...jl bik+1...ir; jl+1...js

=
1

r! s!

∑

P,Q

εP � εQ P̂ Q̂ ai1...ik; j1...jl bik+1...ir; jl+1...jsdonde las prmutaiones P afetan a unos índies y las permutaiones Q a los otros; εP y εQson las orrespondientes paridades.La apliaión de la expresión anterior al aso de las probabilidades de presenia de pareseletrónios da omo resultado
2Dij;pq =

1

2
(Di;p Dj;q − Dj;p Di;q) 2D = D ∧ D



Algunas apliaiones a la Químia Teória 153Las ideas expuestas anteriormente son fáilmente generalizables a las distribuiones de prob-abilidad de trios, uartetos, et. Son las potenias externas de la distribudión individual,antisimetrizadas frente a las permutaiones tanto de los índies de �la omo de olumna.8.2.4 Invarianias de las matriesUnamatriz permutaión P es aquella uyos elementos valen todos ero exepto un elementode ada �la y de ada olumna que vale la unidad. La premultipliaión de una matrizA poruna de permutaión, es deir (PA), da omo resultado una permutaión de las �las de A;en ambio, la posmultipliaión (AP) interambia las olumnas. La inversa de una matrizpermutaión oinide on su transpuesta. La transformaión de semejanzaPAP−1 permutalas �las y las olumnas de A y equivale a una reordenaión de la base de representaión.Otras transformaiones de semejanza mediante matries unitarias, UAU−1 dan lugar amatries equivalentes a la matriz A relaionadas por el ambio de base. Las antidadesinvariantes frente a esas transformaiones de semejanza son las que permiten simpli�ar losproblemas y que pueden tener informaión suseptible de on�rmaión expermental.Muhas de las matries que se manejan en los problemas de Químia Cuántia son her-mítias. Son representaión de operadores hermítios asoiados a observables uyos valorespropios se identi�an on los posibles resultados de las medidas esxperimentales. Ademásde hermítias, algunas son de�nidas positivas omo la representaión matriial del operadoridentidad, es deir, las �métrias� de los espaios lineales, las matries de los reubrimientosentre las funiones de base de los orrespondientes espaios lineales. Otras, omo las rep-resentaiones matriiales de los operadores densidad o densidad reduida, las Matries deDensidad (DM) o las Matries de Densidad Reduida de orden p (p-RDM), son semide�nidaspositivas. Estas últimas desriben las probabilidades de presenia simultánea de p partíulasidéntias en los distintos puntos del espaio y que permiten el álulo de los valores esperadosde operadores que afetan a p de esas partíulas idéntias.Estas matries hermítias en el ampo omplejo, simétrias en el ampo real, tienen unonjunto de propiedades invariantes on respeto a determinados ambios de base de repre-sentaión, on respeto a determinadas transformaiones de semejanza, ya sean unitarias enel ampo omplejo u ortogonales en el ampo real. Algunas de esas propiedades invariantesguardan una estreha relaión on el grupo de las permutaiones.Por ejemplo, son invariantes los autovalores, la traza, el determinante, los oe�ientesel polinomio araterístio, y otras muhas antidades que pueden tener una intrepretaiónfísia.El polinomio araterístio de una matriz A de dimensiones r � r está dado por eldesarrollo
Pr(λ) = jA − λ1j = cr λ

0 − cr−1 λ
1 + cr−2 λ

2 − � � �
− (−1)r c1 λ

r−1 + (−1)r c0 λ
rEn oasiones, y para evitar la alternania de signos, se pre�ere de�nir el polinomio ara-terístio en la forma

Pr(µ) = jµA + 1j = cr µ
r + cr−1 µ

r−1 + cr−2 µ
r−2 + � � �

+ c2 µ
2 + c1 µ

1 + c0 µ
0



154 Capítulo 8lo que equivale a haber substituído µ = − 1/λ además de haber multipliado por µr.Los valores propios de A son las raies del polinomio Pr(λ). En todos los asos c0 = 1,la traza de la matriz oinide on el oe�iente c1, c2 oinide on la suma de todos losdeterminantes 2 � 2 onstruídos sobre la diagonal prinipal de A y el determinante de lamatriz es el oe�iente cr.Hay un algoritmo que permite alular fáilmente esos oe�ientes mediante la apliaiónde la seuenia dada por la relaión de reurreniaB0 = A c1 = tr B0Bk−1 = A (ck−1 1 − Bk−2) ck =
1

k
trBk−1El proedimiento se onoe omo de LeVerrier-Faddeev. Las suesivas matries Bk oinidenon los produtos externos antisimetrizados de A por sí misma k vees y ontraídos hastauna matriz de primer orden. Bk−1 = L1k A∧kLa seuenia se interrumpe pues Br−1 es una matriz esalar y Br se anula ya que, según elteorema de Cayley, la matriz anula su propio polinomio araterístio o, diho de otro modo,porque no hay parte antisimétria de las potenias superiores.También se puede omprobar que en esos oe�ientes partiipan las trazas de las poteniasde la matriz A

c1 = trA
c2 =

1

2

�
(trA)2 − trA2�

c3 =
1

6

�
(trA)3 − 3 trA2 trA + 2 trA3�

c4 =
1

24

�
(trA)4 − 6 trA2 (trA)2 + 8 trA3 trA + 3 (trA2)2 − 6 trA4�

c5 =
1

120

0BBBBBBBBB� (trA)5 − 10 trA2 (trA)3 + 20 trA3 (trA)2

− 20 trA3 trA2 − 30 trA4 (trA)

+ 15 (trA2)2 (trA) + 24 trA5
1CCCCCCCCCA� � � � � �En general

cm =
1

m!

∑

ν

χ[1m]
ν n{ν} (trA)ν1 (trA2)ν2 � � � (trAm)νmdonde ν identi�a las distintas partiiones de m que araterizan las lases de equivaleniadel grupo Sm de las permutaiones de m objetos por su estrutura ília, nν es el númerode elementos en esa lase y χ[1m]

ν es el aráter de la lase ν, (1ν1 2ν2 � � � mνm), en larepresentaión irreduible [1m] totalmente antisimétria.



Algunas apliaiones a la Químia Teória 155En esas relaiones se apreia que los suesivos oe�ientes ci son las trazas de las poteniasexternas de la matriz de partida A.
ck = trA∧kantisimetrizadas frente a las permutaiones.Se han menionado las relaiones entre los oe�ientes del polinomio araterístio y lastrazas de las potenias simetrizadas de la matriz A. Un análisis de las relaiones entre losmismos oe�ientes y los valores propios de la matriz nos llevaría a otro apítulo de lasMatemátias, el que trata de las funiones simétrias de un onjunto de variables.Si en lugar de utilizar los arateres de la representaión irreduible totalmente anti-simétria se hubiese utilizado la totalmente simétria [m] se habría obtenido otro juego deoe�ientes igualmente invariantes frente a los ambios de base y, por tanto, suseptibles dedar lugar a antidades que pueden ser on�rmadas por la experienia.El determinante de la matriz A es el último de los oe�ientes, cr. La expresión habitualpara ese determinante esdetA =

∑

P2Sr

εP P (A1π1
A2π2

� � � Arπr
)donde la operaión P permuta los índies de olumna en la forma � 1 2 ��� r

π1 π2 ��� πr

�. el fator
εP india la paridad de la permutaión, es deir, el aráter de la permutaión P en larepresentaión irreduible [1r].detA = jAj =

∑

P

χ
[1r]

P P (A1π1
A2π2

� � � Arπr
)Si en lugar de la representaión irreduible antisimétria se hubiera usado la totalmentesimétria, en lugar del determinante se habría obtenido el permanente de la matriz A. Sien esa ombinaión lineal se hubieran usado los arateres de otra de las representaionesirreduibles del grupo Sr, se habrían obtenido los inmanentes de la matriz, de los que tantoel determinante omo el permanente son asos partiulares. Si el determinante de una matrizse india por la notaión detA o bien por jAj, los inmanentes se han indiado por jAj[λ] parahaer notar que son los arateres de la representaión irreduible [λ], asoiada a la partiión

{λ} de r, los que han intervenido en su de�niión. En esta notaión, el determinante y elpermantente se indian por jAj[1r] y jAj[r] respetivamente. El onepto de inmanente es,en onseuenia, una extensión del onepto de determinante. Los inmanentes de una matrizA son invariantes frente a las transformaiones del tipo PAP−1 donde P sea una matrizpermutaión.Una más extensa generalizaión del onepto de determinante se alanza utilizando omooe�ientes, no ya los arateres de las representaiones irreduibles, sino otra funión dela permutaión de que se trate. La idea, on el nombre de algebrante, se ha utilizadoen el desarrollo de los álulos dentro del esquema de �enlaes de valenia generalizados�(Generalized Valene Bond-GVB).8.2.5 Reuento de isómerosEn Químia, se dien isómeras aquellas espeies que tienen la misma omposiión elementalaunque distintas propiedades marosópias observables. La razón de las diferenias se busa



156 Capítulo 8en el mundo submirosópio, moleular, atribuyendo las propiedades a las variadas formasde organizarse los átomos para formar las moléulas.Los isómeros de posiión son las espeies químias uyas moléulas individuales presentanunas onformaiones de equilibrio, en sus respetivos estados eletrónios fundamentales,en que distintos átomos o grupos funionales se enuentran en posiiones permutadas sinmodi�aión de la red de vínulos que mantienen unidos los átomos. Esa red es la que sesuele representar por una serie de trazos simbolizando los enlaes. Es deir, se puede tenerun isómero de posiión distinto si se permutan un átomo de Cl on otro de F, o un átomode O por otro de S, e inluso, si la permutaión es entre un isótopo 12C por otro 13C. Perono se pueden permutar un átomo de C por uno de Cl pues ambiaría la red de los enlaesa la que se atribuye estabilidad de la moléula; en todo aso esa permutaión daría lugar aun isómero de otro tipo. Desde el punto de vista estrutural, la distindión entre isómerosde posiión se redue a un problema de permutaiones de grupos funionales que permitanmantener el mismo número y tipo de vínulos on sus más próximos.No todas las permutaiones entre átomos o grupos funionales dan lugar a otras espeiesisómeras de posiión. No son onsideradas omo tales las permutaiones que solamenteequivalen a ver la misma estrutura desde el otro lado, es deir, a un giro del onjunto sinmodi�ar las onexiones de unos átomos on otros. Tampoo se suelen onsiderar i±omerosdistintos allí donde la barrera energétia para la interonversión es tan pequeña que, a latemperatura ambiente, la energía inétia es su�iente para sobrepasar esa barrerra y resultaimpsible separar, por ristalizaión o por ualquier otro proedimiento de separaión, lasdistintas estruturas. El ejemplo más araterístio es el de libre giro de un grupo terminal.En estos asos se pre�ere hablar de onformeros aludiendo a las distintas onformaionesespaiales de presentarse un mismo isómero.Los distintos isómeros de posiión están relaionados por permutaiones dentro de sub-onjuntos de átomos o grupos. En el ejemplo
A B

W

X

Y

Zse pueden permutar los objetos {A,B} entre sí y también los objetos {W,X,Y,Z} sin queambie la estrutura, las ligaduras que mantienen unido el onjunto. El grupo de permuta-iones es el produto direto de las permutaiones de uatro objetos por el de dos objetos:
S4
S2. Es un grupo que tiene 48 operaiones. Pero no todas uentan a la hora de identi�arisómeros pues solamente se ha de ontar una de ada uatro. Las uatro formas siguientes

A B

W

X

Y

Z

A B

X

W

Z

Y

B A

Y

Z

W

X

B A

Z

Y

X

Wno son distintos isómeros sino la misma moléula vista desde otro lado. Esas uatro �gurasson el resultado de apliar las operaiones giro alrededor de los tres ejes artesianos ortog-



Algunas apliaiones a la Químia Teória 157onales sobre la �gura de la izquierda. Son el resultado de la apliaión de las operaionesdel grupo diedro D2 = {E,C2(z), C2(y), C2(x)}. Por tanto, el número de posibles isómerosde este ejemplo no es más que doe. Dos distribuiones de los subonjuntos {W,X, Y, Z} y
{A,B} son el mismo isómero si están relaionadas por las operaiones del grupo D2. En esteejemplo la inlusión de otras operaiones de simetría omo inversión y las tres re�exionesespeulares del grupo D2h no aportan otra �gura distinta de las anteriores que sean equiva-lentes al resultado de permutar los núleos. No es impresindible utilizar el grupo ompleto,basta el subgrupo D2.Otros ejemplos impliarán otro de los grupos puntuales. En el ejemplo anterior se hasupuesto que todos los elementos de un subonjunto eran distintos entre sí y lo mismo puededeirse del otro subonjunto. El problema se omplia si en los subonjuntos anteriores puedehaber repetiiones. Una soluión general hae uso de un teorema enuniado por Polya enun ontexto de �ajas� y �olores� y que junta los problemas de la simetría on los de laCombinatoria. Aborda problemas omo el reuento del número de ollares distintos que sepueden onstruir ensartando abalorios de distintos olores o el número de distintas formasde rellenar un tablero de �Tres en raya� que no sean equivalentes por rotaión del tablero.Para su apliaión solo se requiere tener laro qué disposiiones de los núleos se onsid-eran que son el mismo isómero aunque visto de otra forma, qué permutaiones de los núleosno deben ser onsideradas omo distintos isómeros.Lo primero que se neesita es el índie polinómio ílio (yle index polynomial) opolinomio araterístio. Se obtiene a partir del grupo de las permutaiones válidas sinmodi�ar la espeie isoméria. Es un subgrupo de las permutaiones entre todos los núleos.Siguiendo on el mismo ejemplo, en notaión de las permutaiones, esas uatro estruturasse identi�an on 0BBB�A

A

1CCCA0BBB�B
B

1CCCA0BBB�W
W

1CCCA0BBB�X
X

1CCCA0BBB�Y
Y

1CCCA0BBB�Z
Z

1CCCA0BBB�A
A

1CCCA0BBB�B
B

1CCCA0BBB�WX
XW

1CCCA0BBB�YZ
ZY

1CCCA0BBB�AB
BA

1CCCA0BBB�WY
YW

1CCCA0BBB�XZ
ZX

1CCCA0BBB�AB
BA

1CCCA0BBB�WZ
ZW

1CCCA0BBB�XY
YX

1CCCALa primera permutaión onsta de dos ilos de primer orden en {A,B} y uatro ilostambién de primer orden en los elementos {W,X, Y, Z}. Para este elemento asignaremos elpolinomio f21 g41. La segunda permutaión tiene dos ilos de primer orden en {A,B} y dosilos de segundo orden en {W,X, Y, Z}. El polimonio orrespondiente será f21 g22. El índie



158 Capítulo 8ílio de esta estrutura será
1

4

�
f21 g

4
1 + f21 g

2
2 + f2 g

2
2 + f2 g

2
2

�Basta ahora sustituir f1 por la suma formal de los núleos que pueden apareer formandoparte del primer subonjunto. f2 será entones la suma, también formal, de sus uadrados.Por ejemplo
f1 = 12C + 13C + Si + � � �
f2 = 12C2 + 13C2 + Si2 + � � �Igualmente on las funiones g:

g1 = 1H + 2H + F + 35Cl + 37Cl + � � �
g2 = 1H2 + 2H2 + F2 + 35Cl2 + 37Cl2 + � � �Al desarrollar el índie ílio on las reglas habituales del Algebra se obtiene un polinomio.Para llevarlo a la formulaión habitual de la Químia los números que �guran omo expo-nentes han de ser esritos omo subíndies pues dan uenta del número de núleos idéntiosen una fórmula químia. Los oe�ientes de los términos de ese polinomio así onstruídoindian el número de isómeros distintos, no relaionados por las operaiones de simetría dela estrutura.Para no alargar demasiado la tabla, el aso senillo en que f1 = C y g1 = H + Cl daun polinomio resultante

1 C2H4 + 1 C2H3Cl + 3 C2H2Cl2 + 1 C2HCl3 + 1 C2Cl4indiando que son posibles tres isómeros de C2H2Cl2 on la estrutura plana de las �gurasanteriores.El mismo proedimiento on f1 = A+ B y g1 = W + X+ Y + Z proporiona un término
12 ABWXYZ, orroborando el reuento realizado anteriormente en que eran posibles un totalde doe isómeros distintos.Una estrutura omo la de la onformaión de equilibrio del estado eletrónio funda-mental de la moléula de etano (C6H6) tiene la simetría del grupo D3d.

A B

X

Y
Z

R

TS

X

YZ

R

TS

B

Las operaiones de simetría distinguen dos subonjuntos de núleos que ninguna de lasoperaiones es apaz de interambiar. Un subonjunto está formado por los dos núleos queforman el enlae entral A − B, el otro subonjunto está formado por los seis núleos de laperiferia. La transripión de las operaiones de simetría en forma de permutaiones indialas equivalenias reogidas en forma de tabla:
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E 2C3 3σd i 2S6 3C02
f21 g

6
1 2 f21 g

2
3 3 f21 g

2
1 g
2
2 f2 g

3
2 2 f2 g6 3 f2 g

3
2on lo que el índie ílio, o funión araterístia, de esta estrutura es

1

12

�
f21 g

6
1 + 2 f21 g

2
3 + 3 f21 g

2
1 g
2
2 + 4 f2 g

3
2 + 2 f2 g6

�Si ahora se permiten dos posibles tipos de núleos en el primer subonjunto y tres en elsegundo
f1 = A + B

g1 = X + Y + Zse llega a que no hay más que un isómero de fórmula A2Z6 pero hay un total de dieiohoisómeros no equivalentes de fórmula ABX2Y2Z2. Obviamente, al inluir en ese reuentolas operaiones impropias, inversión, re�exiones y operaiones de tipo giro impropio, se haaeptado la posibilidad de modi�ar la quiralidad de los entros sin que ello dé lugar adistintos isómeros.Si realmente se distinguen omo distintos los isómeros que resultan de una operaiónimpropia, estas últimas deben ser exluídas del reuento. El grupo de operaiones es entonesdelD3 que solamente ontiene operaiones de rotaión del onjunto. La funión araterístiaqueda reduida a
1

6

�
f21 g

6
1 + 2 f21 g

2
3 + 3 f2 g

3
2

�Con dos posibilidades para los átomos entrales y tres para los periférios, omo en el ejemploanterior, resultan treinta isómeros no equivalentes, identi�ables separadamente, todos elloson la omposiión ABX2Y2Z2.El libre giro de un grupo terminal aumenta el número de posibles permutaiones queresultan indistinguibles aunque no sean resultado de ninguna operaión de simetría delonjunto. Ha de tenerse en uenta que en este estudio no son las operaiones de simetríalas importantes, aunque se usen omo referenia, sino las permutaiones entre los núleosque dan lugar a onformaiones experimentalmente indistinguibles. En el ejemplo que seviene analizando, el grupo de las permutaiones que no ambian de isómero es el produtodireto del grupo de las tres permutaiones ílias de tres objetos por el grupo de las seispermutaiones representadas por la simetría espaial D3d. En presenia de libre giro de losgrupos terminales, el índie ílio o polinomio araterístido presenta más términos
1

18

�
f21 g

6
1 + 4 f21 g

2
3 + 3 f2 g

3
2 + 6 f2 g6 + 4 f21 g

3
1 g3

�De las dieioho operaiones, hay seis que oiniden on las operaiones de simetría delgrupo D3. El resto son permutaiones ílias de los grupos terminales que no orrespondena ninguna operaión de simetría espaial del onjunto. Para el mismo ejemplo anterior, lalibre rotaión restringe a diez el número de isómeros distintos on la f¯mula ABX2Y2Z2.La omparaión entre el tratamiento on y sin libre giro permite haer el reuento deuántos isómeros son simplemente el resultado de una rotaión de un grupo terminal. Igual-mente, el análisis on y sin operaiones impropias permite distinguir entre los distintosisómeros uáles de ellos son enantiomeros.



160 Capítulo 88.3 EjeriiosProblema 8.3.1 Esribir los generadores del grupo simétrio S4 y sus relaiones de�n-itorias.Problema 8.3.2 ¾Cómo se esribe la permutaión inversa de una dada? Poner unejemplo.Problema 8.3.3 Comprobar que el grupo simétrio Sn de orden n! es homomór�o algrupo S2 de orden 2.Problema 8.3.4 De las lases de equivalenia de las permutaiones de uatro objetos,¾uáles son autoinversas? ¾De qué manera se re�eja eso en la tabla de arateres delas representaiones irreduibles?Problema 8.3.5 ¾Pueden oexistir en una misma lase de equivalenia permutaionespares e impares?Problema 8.3.6 Determinar las posibles estruturas ílias de las permutaiones desiete objetos.Problema 8.3.7 Calular el número de permutaiones del grupo S7 que tienen la es-trutura ília (1223). ¾Cuántas tienen la estrutura ília (223)?Problema 8.3.8 Determinar los posibles subgrupos del grupo S4.Problema 8.3.9 Para el polinomio x1 x2 + x3 + x4, ¾uál es el subgrupo de S4 (per-mutaiones de las uatro variables) que deja invariable el polinomio? ¾Cuál es el quedeja invariable el polinomio x1 x2 + x3 x4? ¾Contiene al anterior omo subgrupo?Problema 8.3.10 En el grupo de las permutaiones de ino objetos, ¾puede haberalguna representaión irreduible de orden uatro? En aso a�rmativo, ¾uáles seríansus arateres?Problema 8.3.11 Determinar los arateres de la representaión irreduible asoiadaa la partiión [3 2 1] del grupo de las permutaiones de seis objetos, S6.Problema 8.3.12 ¾Cuántas representaiones irreduibles posee el grupo S7?Problema 8.3.13 Esribir las partiiones del número nueve que se asoian a represen-taiones irreduibles autoonjugadas del grupo S9.Problema 8.3.14 ¾Cómo se desomponen las representaiones irreduibles del grupoS3 al reduir la simetría a S2?Problema 8.3.15 Construir el grupo alternante de uatro objetos, A4. Esribir sutabla de multipliar y enontrar sus lases de equivalenia.Problema 8.3.16 determinar el uadro de arateres de las representaiones irre-duibles del grupo alternante A4 de uatro objetos.



Ejeriios 161Problema 8.3.17 ¾Qué pasa on las representaiones ireduibles del grupo Sn al re-duirse a su subgrupo alternante A4?Problema 8.3.18 Expresar la identidad omo ombinaión lineal de los simetrizadoresde Young de los uadros estándar del grupo S4.Problema 8.3.19 Usar los simetrizadores de Young para onstruir ombinaiones lin-eales de produtos de orbitales para desribir uatro eletrones y lasi�arlas de auerdoon las representaiones irreduibles del grupo S4.Problema 8.3.20 Un ierto sistema onsta de n eletrones. ¾Es posible expresar lafunión de onda omo produto de una funión de variables espaiales por otra deespín? ¾En qué asos es de variables separables?Problema 8.3.21 Utilizando operadores de proyeión, enontrar la parte antisimétria,on respeto a las permutaiones de los tres eletrones, de la funión eletrónia
1sα(1) 1sβ(2) 2sα(3)de un átomo.
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Capı́tulo 9Grupos ontinuosHasta aquí se han onsiderado grupos puntuales �nitos de transformaiones, grupos de ope-raiones que atúan sobre las variables de un problema, on un número �nito de elementos.Sin embargo hay problemas en Químia que preisan de un tratamiento on grupos que on-tienen un número in�nito de elementos. Son problemas omo los relaionados on moléulaslineales o on átomos aislados. Es deir, on problemas que presentan simetría ilíndria oesféria.Para la mayor parte de los problemas de tipo estrutural que presenta la Químia, lasimetría esféria paree ser el mayor supergrupo puntual neesario. Sin embargo, hay prob-lemas onretos uyo tratamiento requiere la utilizaión de otros grupos más extensos deoperaiones. Sirvan de ejemplos el uso de las invarianzas en uatro dimensiones para justi-�ar las degeneraiones de los estados eletrónios de los átomos hidrogenoides y la intro-duión del onepto de espín de los eletrones, momentos angulares on números uántiossemienteros. La intenión de este apítulo es dar una somera introduión a lo que tienenen omún la mayor parte de los grupos ontinuos.9.1 Grupos de matriesEn los grupos �nitos los distintos elementos onstituyen un onjunto disreto. En los gruposin�nitos hay operaiones que se diferenian en una antidad in�nitesimal. Por ejemplo, enun sistema on un eje ternario las operaiones de giro alrededor del eje pueden ser de 120Æ ode 240Æ. En una simetría ilíndria las distintas operaiones giro están identi�adas por unángulo φ de giro alrededor del eje. Pero el ángulo φ puede tomar todos los valores ontinuosdesde 0 hasta 2π.Por otra parte, si las transformaiones son lineales, basta una base de un espaio linealpara disponer de una matriz asoiada a ada operaión. Es habitual referirse entones agrupos de matries. Siguiendo on el ejemplo anotado un poo más arriba, una rotaión de163



164 Capítulo 9ángulo φ alrededor de un eje puede ser identi�ada on la matriz0BBB�osφ − sinφsinφ osφ1CCCAEstos grupos tienen una ley de omposiión interna, su �produto�. Visto el grupo omoonstituído por los giros del sistema oordenado, el giro de un ángulo α seguido por el girode ángulo β, alrededor del mismo eje, da omo resultado el giro de ángulo γ = α + β. Elproduto matriial ordinario0BBB�osα − sinαsinα osα1CCCA �0BBB�osβ − sinβsinβ osβ1CCCA =

0BBB�os(α + β) − sin(α+ β)sin(α + β) os(α+ β)

1CCCA =

0BBB�osγ − sinγsinγ osγ1CCCAsatisfae la misma relaión de los ángulos omo se puede omprobar por las relaiones ele-mentales de la Trigonometría. En este ejemplo, tanto on las operaiones giro omo on lasmatries, el �produto� es onmutativo.Hay un isomor�smo entre los grupos de transformaiones �giros, re�exiones, et� y losgrupos de las matries ortogonales. En muhos asos se pre�ere trabajar on los grupos dematries en lugar de haerlo, de forma muho más abstrata, on los grupos de transforma-iones lineales. Al tratar de estos grupos ontinuos, nos referiremos indistintamente a unosu otros grupos según resulte en ada aso onveniente.9.2 Clasi�aiónEl aso más general de transformaiones lineales en un espaio de dimensión n onstituyeel grupo GL(n,C). La denominaión GL proede de �General Linear�. Está formado portodas las matries uadradas de dimensiones n�n, no singulares, on determinante distintode ero de manera que su inverso exista, en que los elementos matriiales están tomados delampo omplejo.El resto de los grupos que aquí se van menionar son subgrupos de éste. El grupo
GL(n,R) es el subgrupo del anterior que tiene todos los elementos de las matries reales.El grupo U(n,C) es aquel en que las matries son unitarias on elementos omplejos. Elgrupo SU(n) (Speial Unitary) es el subgrupo del anterior que limita las matries unitariasa las que tienen determinante +1. De entre estos últimos grupos podemos seleionar lossubgrupos de matries restringiendo al ampo de los números reales. El grupo O(n) es elde las matries ortogonales de dimensiones n � n. A su vez, las matries del subgrupo delanterior SO(n) limita las matries a las de determinante +1. En partiular, el grupo SO(2)es el que tiene omo elemento modelo la matriz � osφ − sinφsinφ osφ � y que ha sido menionadoanteriormente. Este grupo de todas las transformaiones de giro alrededor de un eje sueleser menionado en los estudios de Químia omo C∞ .La otra forma de lasi�ar los grupos ontinuos, o de referirse a ellos, es por lo queada uno deja invariante. El grupo SO(2) o C∞ de las rotaiones alrededor del eje z, deja



Generadores 165invariante la distania de ualquier punto al eje de giro, x2 + y2. Son las rotaiones enun plano, rotaiones bidimensionales. De manera similar puede haerse referenia a otrosgrupos.Los grupos unitarios, U(n), dejan invariante la antidad n∑

i

|xi|
2 donde las antidades

xi son números omplejos. Puesto que se trata de matries unitarias, My = M−1, sontransformaiones que dejan invariante la forma bilineal x I xy donde I es la matriz unidad
n� n. x0 (x0)y = xMMyxy = x I xy = xxyLa matriz de la forma bilineal es, para estos grupos, la unidad.Los grupos ortogonales, O(n), dejan invariante la antidad n∑

i

x2i on antidades reales.También dejan invariante la forma bilineal x I xT en que la matriz es, también en este aso,la matriz unidad.Otros grupos ortogonales son los que se referenian omo O(n,m) que dejan invariantela antidad  n∑

i=1

x2i −
n+m∑

j=n+1

x2j

! o, de una forma equivalente, la forma bilineal en que lamatriz es diagonal, tiene a lo largo de la diagonal n elementos on valor +1 y m elementoson valor −1. El aso partiular de grupo que deja invariante la antidad x2+y2+ z2− c2t2tiene interés espeial en los estudios de Meánia Relativista, es el grupoO(3, 1) y se onoeomo grupo de las transformaiones de Lorentz o, simplemente, grupo de Lorentz.Los grupos uyas matries de transformaión dejan invariante la forma bilinealx J xTdonde J =

0BBB� 0k Ik
−Ik 0k 1CCCAdonde 0k es una matriz nula de dimensión k y Ik es la matriz unidad, también de dimensión

k, se onoen omo grupos simpletios, Sp(2k).9.3 GeneradoresMuhas de las onlusiones apuntadas para los grupos �nitos son igualmente válidas en losgrupos in�nitos on algunas signi�ativas variaiones.Un elemento de estos grupos ontinuos está identi�ado por una serie de parámetrosontinuos además de parámetros disretos. En el ejemplo menionado más arriba del grupo
SO(2) o C∞ , el giro del sistema se identi�a on el mayor o menor ángulo girado. Unsolo parámetro sirve para etiquetar ada elemento del grupo. En ambio, el grupo O(2)inluye tanto las matries on determinante +1, vistas anteriormente, omo las que tienendeterminante −1, � osφ sinφsinφ − osφ�. El determinante es un parámetro disreto. No es posiblemodi�ar de una manera ontinua desde una matriz ortogonal on determinante +1 hastaotra on determinante −1. Ha de haber un salto. A este grupo se suele referir omo C∞v



166 Capítulo 9pues, desde el punto de vista de la simetría inorpora las re�exiones σv a través de los in�nitosplanos que ontienen al eje de simetría. El grupo D∞h tiene dos parámetros disretos queorresponden a las re�exiones σv del C∞v y además a la re�exión en un plano horizontal
σh, perpendiular al eje de simetría prinipal.En general, los elementos de los grupos ontinuos dependen de r parámetros ontinuos yde otros parámetros disretos. Si el número r de parámetros ontinuos es �nito, se die quees un grupo ontinuo �nito. La presenia de parámetros ontinuos y disretos distingue om-ponentes de un grupo omo el onjunto de todas las operaiones aesibles desde una dadapor ambio solamente de los parámetros ontinuos. Los posibles valores de los parámetrosse agrupan en regiones disjuntas del espaio de los parámetros.El elemento identidad del grupo está en una de las omponentes. La omponente queontiene a la identidad onstituye un subgrupo invariante . Cualquier operaión ontenidaen esta omponente puede ser alanzada por una repetiión de pequeñas transformaionesempezando en la identidad. Una rotaión de ángulo φ es el produto de k vees el giro deángulo φ

k
. Al tratar de los generadores del grupo se pondrá espeial énfasis en los generadoresin�nitesimales en el entorno de la identidad.Si una operaión está identi�ada por los valores, a, que toman el onjunto de los rparámetros ontinuos, el produto de dos operaiones, on valores a y b de los r parámetros,es otra operaión que también pertenee al grupo y que se puede identi�ar por otro onjuntode parámetros, .

R() = R(a) R(b) (9.1)Los valores de  están ondiionados por los de a y b.
ci = φi(a1, a2, � � � , ar; b1, b2, � � � , br) i = 1, 2, � � � , r. (9.2)El ejemplo visto anteriormente de giro de un ángulo β alrededor de un eje seguido de otrogiro de ángulo α es lo mismo que un giro de ángulo γ = α+ β. Las relaiones (9.1) y (9.2),o las mismas agrupadas en forma onjunta = φ (a; b) ,juegan en los grupos ontinuos el mismo papel que juega la tabla de multipliar, o tabla deCayley, en los grupos �nitos.El elemento identidad puede ser asoiado on los valores b0 de los r parámetros.

E = R(b0)y el inverso de uno de los elementos b del grupo
R(b) R(b) = R(b0) = Ees identi�ado por el onjunto b de parámetros.Para que el onjunto de las operaiones onstituya un grupo se neesita también que seumpla la ondiión de que los produtos han de ser asoiativos.

R(a) (R(b) R()) = (R(a) R(b)) R()
φ(a; φ(b; ) ) = φ(φ(a; b); c )



Generadores 167Si las funiones φi de�nidas en la euaión (9.2) son analítias, ontinuas y derivables,on un desarrollo en serie de Taylor onvergente, se die que el grupo orrespondiente es ungrupo de Lie en honor de Sophus Lie que los estudió on detalle.Las n variables de un problema xi son transformadas por la operaión de simetría b enla forma
x0i = fi (x1, � � � , xn; b1, � � � , br) , i = 1, � � � , nPuesto en forma abreviada x0 = f (x; b)La operaión inversa de la anterior se esribex = f �x0; b�Dos transformaiones onseutivas se esriben entones, por la asoiatividad de las opera-iones del grupo, omo x00 = f (x0; a) = f(f(x; b); a) = f (x; )on la ondiión de que la operaión indiada por  esté ontenida en el grupo. Es la ondiiónde ierre. La operaión identidad x = f (x; b0) deja las variables sin transformar.Si una operaión es apaz de ambiar los valores de las variables de un problema,x0 = f (x; b)otra transformaión próxima a la anterior da lugar a variables transformadas próximas a lasanteriores. x0 + dx0 = f (x; b + db)La variaión en las variables está ligada a las variaiones de los parámetros que araterizanla transformaión.

dx0i =

r∑

k

�
∂fi(x0; b)

∂bk

�b=b0

dbk =

r∑

k

uik(x0)dbkUna funión que dependa de esas variables
F = F(x1, x2, � � � , xn)se transforma al transformar dihas variables.

dF =

n∑

i=1

∂F

∂xi
dxi =

n∑

i=1

∂F

∂xi

r∑

k

uik(x)dbk

=

r∑

k

dbk

"
n∑

i=1

uik(x)
∂

∂xi

#
F =

r∑

k

dbk (Xk F)Los operadores Xk son los generadores in�nitesimales del grupo.
Xk =

n∑

i=1

�
∂fi(x; b)

∂bk

�b=b0

∂

∂xi
(9.3)



168 Capítulo 9Están de�nidos en el entorno de la identidad. Hay un generador in�nitesimal por ada unode los parámetros que indian las distintas operaiones del grupo.La modi�aión en una uantia �nita de uno de los parámetros, tal que el k-ésimo, puedeponerse omo una suesión de transformaiones más pequeñas.
Obk

F = lim
n→∞

�
1 +

bk

n
Xk

�n
F = ebk Xk FDe manera similar se expresan las transformaiones debidas a ualquiera de los otros paráme-tros.Las operaiones de giro alrededor de un eje, grupo SO(2) o C∞ , menionadas anterior-mente son onmutativas. Es un grupo abeliano. Pero eso no es lo habitual. La disusiónaera de la onmutatividad de las operaiones en los grupos ontinuos está basada en laonmutatividad de sus generadores. En general, el onmutador de dos generadores del grupono se anula

[Xk, Xl] =

r∑

m=1

cmkl Xm (9.4)sino que se obtiene una ombinaión lineal de los propios operadores in�nitesimales. Losoperadores Xk forman base de un espaio lineal onoido omo el álgebra de Lie del grupoorrespondiente. Los oe�ientes cmkl son sus ontantes estruturales.Si los generadores in�nitesimales del grupo forman base de un espaio lineal, es posibleesoger otro onjunto de operadores, ombinaiones lineales on oe�ientes omplejos de losanteriores, que también sean base del mismo espaio lineal. En partiular es posible esogerlos generadores de manera que sean operadores hermítios. Las onstantes estruturalesdependen de la partiular eleión de los generadores.El rango del grupo es el número máximo de generadores que onmutan entre sí. En ungrupo de rango l es posible onstruir l operadores que onmuten on todos los operadores delálgebra, on todos los generadores in�nitesimales del grupo. Son los l operadores de Casimirque servirán en los apartados siguientes para refereniar las representaiones irreduibles delgrupo.9.4 Densidad de operaionesUna de las herramientas más e�aes en es estudio de la estrutura de los grupos �nitos esel Gran Teorema de la Ortogonalidad enuniado en la euaión (5.1). Ha servido paraestableer relaiones entre los elementos matriiales de las representaiones irreduibles delos grupos en que hay un onjunto disreto de operaiones. Generalizar expresiones omo
1

|G|

∑

R2G f(R)no es inmediato. Indudablemente la suma disreta ha de ser reemplazada por una suma onrespeto a los parámetros disretos si los hay, y por una suma ontinua, una integraión,on respeto a los parámetros ontinuos. Estos últimos son los que neesitan un estudiodetallado.



Densidad de operaiones 169Pero también se ha de onservar otra de las propiedades vistas en los grupos �nitos yomunes a todos. Es el teorema de la reordenaión: El produto de todos los elementos delgrupo por uno de ellos da omo resultado los mismos elementos pero alterado su orden. Enonseuenia, ada vez que se esribe esa suma disreta, distintas alternativas son aeptables
1

|G|

∑

R2G f(R) =
1

|G|

∑

R2G f(RS) =
1

|G|

∑

RS2G f(R)pues la suma se extiende a los mismos elementos en otro orden.Al tratarse de grupos ontinuos, esa suma debe ser reemplazada por
1∫
dR(b)

∫
f(R(b)) dR(b)pero omo las operaiones de simetría están identi�adas por un onjunto, b, de r paráme-tros,

1∫
g(b)db ∫

f(R(b)) g(b) dbes preiso introduir la funión g(b) que da uenta de la onentraión de operaiones quehay en las proximidades de la operaión R(b), o sea, en el entorno de b. Esa funión es unadensidad de operaiones. Con la expresión db se quiere indiar un elemento de volumenen el espaio de los parámetros de r dimensiones. La antidad g(b)db es proporional a laantidad de operaiones uyos parámetros están omprendidos entre b y b+db. La densidadde operaiones es, en prinipio, distinta en el entorno de ada operaión R(b), en el entornode ada b.Pero, por el teorema de las reordenaión de las operaiones, al multipliarlas por una deellas también se ha de umplir
1∫
dR(b)

∫
f(R(b)) dR() =

1∫
dR(b)

∫
f(R(b)) g() ddonde R() = R(a) R(b) para una operaión R(a) �ja y  = φ (a; b) es la ley de omposiióninterna del grupo expuesta en la euaión (9.2).Para que las relaiones anteriores sean oherentes se ha de umplir que

g(b) db = g() dA partir de aquí es fáil enontrar una expresión para la densidad de operaiones. En primerlugar, puesto que no se neesita el valor absoluto sino que basta onoer la densidad salvopor un fator onstante, es onveniente asignar un ierto valor, g(b0), a la densidad deoperaiones en el entorno de la operaión identidad b0.Los parámetros que identi�an una operaión produto de otras dos son funión de losparámetros de los fatores. Si uno de ellos es la identidad:
cj = φj(b0; )Difereniando esa relaión se obtiene

dcj =

r∑

k=1

�
∂φj(b; )
∂bk

�b=0 dbk



170 Capítulo 9que puesto en forma ompata se esribe omo
d = J() dbdonde J() india el jaobiano de las relaiones φ on respeto a los parámetros  tomado enel entorno de la identidad. La densidad de operaiones en el entorno de  está relaionadaon la densidad de operaiones en el entorno de la identidad.

g() = J()−1 g(b0)El ejemplo más senillo es el del grupo SO(2), o C∞ . Tiene un únio parámetro queindia el ángulo girado. La únia ley de omposiión interna φc = φb + φa india que elángulo girado en dos transformaiones onseutivas es la suma de los ángulos de ada unode los giros. La identidad orresponde a un ángulo de giro nulo. El jaobiano tiene un soloelemento, un esalar, onstante e igual a la unidad. En onseuenia, este grupo tiene unadensidad de operaiones uniforme para todos los valores del ángulo de giro.



Capı́tulo 10Simetría axialSe die que un problema tiene simetría axial o ilíndria uando la rotaión alrededor deun eje deja invariante el problema, es deir, uando no existe un experimento que permitadistinguir si el objeto de estudio ha girado sobre un eje o no.Muhos problemas en Químia presentan este tipo de simetría, la mayor parte de las veesaompañada por otros tipos de invarianias. Las moléulas uya onformaión de equilibriopresenta todos los núleos, supuestamente argas y masas puntuales, a lo largo de una reta,tienen omo operaiones de simetría las rotaiones alrededor de la línea que sustenta losnúleos y también las re�exiones a través de planos que ontienen diha línea. El grupo deoperaiones de simetría es O(2), un supergrupo del SO(2). En la notaión habitual entre losquímios, este grupo suele ser refereniado omo C∞v. Como grupo de matries de rotaión
2� 2, este grupo admite tanto las que tienen determinante +1 omo −1.Si la moléula objeto de estudio presenta además un plano euatorial de simetría el grupoes entones denominado D∞h. La ombinaión de giros alrededor de la línea que sustentalos núleos on la re�exión σh hae que también la inversión sea una operaión de simetría.El grupo D∞h es el produto direto o externo de los grupos

D∞h = C∞v 
 CiUn átomo aislado presenta simetría esféria, O(3). El mismo átomo, puesto en preseniade un ampo externo, presenta una simetría inferior, uno de los subgrupos del anterior. Siel ampo es elétrio el subgrupo de las operaiones que dejan invariante el problema es el
O(2) o C∞v. Pero si el ampo externo es magnétio, el grupo de operaiones de simetríatiene las operaiones giro alrededor de un eje y también la re�exión en un plano euatorialperpendiular al eje. El grupo se denomina en tal aso C∞h.Todas las operaiones de estos grupos de simetría dependen de un solo parámetro on-tinuo, el ángulo de giro, independientemente de otros parámetros disretos. En este apartadose va a dediar en prinipio una espeial atenión al grupo SO(2) para destaar después lasmatizaiones que aportan los parámetros disretos.171



172 Capítulo 1010.1 Grupo SO(2)Como grupo de operaiones está formado por todas las operaiones giro de un ángulo
0 � φ < 2π, C∞ (φ). La ley de omposiión interna india que el resultado de dos ope-raiones onseutivas es otro giro de ángulo suma de los ángulos: φc = φb + φa.Por ser un grupo ílio, se ha de umplir que el resultado del giro de ángulo φ � 2πoinida on el giro de ángulo φ. Esta relaión permite trasladar una rotaión de ángulossituados fuera del intervalo (0, 2π) a otro valor dentro de ese intervalo sumando o restandoun múltiplo de 2π.La operaión identidad es el giro de ángulo nulo. La operaión inversa de la que se ara-teriza por el valor φ del parámetro es la que orresponde al valor −φ del mismo parámetro.Es un grupo abeliano o onmutativo. En onseuenia, ada operaión onstituye por símisma una lase de equivlenia.Como grupo de matries, on el produto matriial ordinario omo operaión interna,ontiene todas las matries ortogonales on determinante +1 de la formaR(φ) =

0BBB�osφ − sinφsinφ osφ1CCCAon las mismas limitaiones que en el aso de las operaiones giro del parámetro φ.El produto de dos de estas matriesR(φ1) R(φ2) = R(φ1 + φ2)es onmutativo.La matriz identidad de este grupo es la matriz unidad, � 1 00 1 �. Al ser matries ortogonales,la matriz inversa de una dada es su transpuesta.R(φ)−1 = R(φ)T10.1.1 GeneradoresOperaionesAl no tener más que un solo parámetro, tiene un solo generador in�nitesimal de�nido en lasinmediaiones de la identidad que, obviamente, onmuta onsigo mismo. Es un grupo derango igual a la unidad.Un giro alrededor del eje z provoa un ambio en las oordenadas x, y
x0 = x osφ − y sinφ = f1(x, y, φ)

y0 = x sinφ + y osφ = f2(x, y, φ)uyas derivadas en el límite de ángulo ero se obtienen fáilmentelim
φ→0

∂f1

∂φ
= lim

φ→0
(− x sinφ − y osφ) = −y



Grupo SO(2) 173lim
φ→0

∂f2

∂φ
= lim

φ→0
( x osφ − y sinφ) = xEn onseuenia, de auerdo on la euaión (9.3) el generador in�nitesimal de este grupose esribe omo

X = x
∂

∂y
− y

∂

∂xEsta expresión del generador del grupo SO(2) oinide, salvo onstantes universales, onel operador que en Meánia Cuántia orresponde a la omponente del momento angularsobre el eje de simetría.
l̂z =

~

i

�
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

�Los generadores in�nitesimales pueden ser esogidos de manera que sean hermítios. Elgenerador de este grupo en forma de l̂z lo es.Es una on�rmaión del teorema de Noether. Si hay una transformaión ontinua quedeja invariante un problema habrá una antidad físia que se onserve. Son las Leyes deonservaión uyo origen ha de busarse en la simetría, en las invarianias, de los problemas.En este aso no hay manera de reonoer si el sistema ha girado o no sobre el eje de simetría,la antidad que mantiene un valor onstante es la omponente sobre ese eje del momentoangular. Son las dos maneras de ver la misma onlusión, las dos aras de una mismamoneda: una puramente geométria y la otra físia1.Cualquiera de las otras operaiones del grupo se esribe omo
C∞ (φ) = eiφl̂z/~en funión de un operador hermítio. Un operador de�nido en el entorno de la identidadondiiona gran parte de la estrutura general del grupo. Hay una propiedad que no estáontemplada en las propiedades del generador: el giro de un ángulo 2π equivale a la identidady el giro C∞ (φ+ 2π) = C∞ (φ).El efeto de la operaión giro de un ángulo arbitrario sobre una funión F(x, y) puedeesribirse omo

Oφ F(x, y) = F (C∞ (−φ)(x, y)) = F
�
e− iφ l̂z/~ (x, y)

�1 La traslaión en el espaio tiene un tratamiento análogo. Si la operaión traslaión de una antidad aen la direión z se esribe omo
O(a)Ψ(x,y,z) = Ψ0(x,y,z) = Ψ(x,y,z−a)Su desarrollo en serie de potenias a partir del punto en que a= 0 proporiona la expresión:

Ψ(x,y,z−a) = Ψ(x,y,z) − a

�
∂

∂z
Ψ(x,y,z−a)

�
a=0

+
a2

2!

�
∂2

∂z2
Ψ(x,y,z−a)

�
a=0

− � � �
=

�
1 − a

∂

∂z
+ a2

1

2!

∂2

∂z2
− � � �� Ψ(x,y,z) = e−a ∂

∂z Ψ(x,y,z)El generador in�nitesimal es ∂
∂z

. Si se pre�ere en forma hermítia es 1
i
∂
∂z

, diretamente relaionado on eloperador de antidad de movimiento en la Meánia Cuántia
p̂z =

~

i

∂

∂z
Ψ(x,y,z−a) = e−iap̂z/~ Ψ(x,y,z)De esa forma, el operador traslaión es un operador unitario.La invariania frente a la traslaión ontinua en el espaio está asoiada a la onservaión de la antidadde movimiento.



174 Capítulo 10para distinguir entre las transformaiones de las variables y las de las funiones que de ellasdependen.MatriesEl generador de este grupo de matries es otra matriz que se puede obtener analizando elomportamiento en las eranías de la identidad.
dR(φ1 + φ2)

dφ1
=
dR(φ1)

dφ1
R(φ2)

=
dR(φ1 + φ2)

d(φ1 + φ2)

d(φ1 + φ2)

dφ1Llevando ahora al límite en que φ1 = 0lim
φ1→0

dR(φ1 + φ2)

d(φ1 + φ2)

d(φ1 + φ2)

dφ1
=
dR(φ2)

dφ2De esas relaiones se dedue� lim
φ1→0

dR(φ1)

dφ1

� R(φ2) =
dR(φ2)

dφ2y, en general,
dR(φ)

dφ
= XR(φ) X =

0BBB�0 −1

1 0

1CCCAConoido el generador in�nitesimal del grupo, es posible esribir ualquier otro elementodel grupo alanzable desde la identidad en funión del generador.R(φ) = eφXLa exponenial on la matriz en el exponente se desarrolla en serie de potenias
eA = I + A +

1

2!
A2 + � � �y omo X2 = − I es fáil omprobar que ualquier elemento de este grupo de matries sepuede esribir en la forma R(φ) = I osφ + X sinφ. También se puede haer uso de losdesarrollos en seriesinφ =

∞∑

k=0

(−1)k
φ2k+1

(2k + 1)!
= φ −

1

3!
φ3 +

1

5!
φ5 + � � �osφ =

∞∑

k=0

(−1)k
φ2k

(2k)!
= 1 −

1

2!
φ2 +

1

4!
φ4 + � � �para llegar a la misma onlusión.



Grupo SO(2) 175Si se pre�ere tratar on un generador hermítio, es posible de�nirlo en la formaX =

0BBB�0 −i

i 0

1CCCAde manera que ualquier otra matriz del grupo se exprese omo una exponenial omplejaR(φ) = e−iφXEn una o en otra forma de expresarlo, el generador in�nitesimal es una matriz de traza nula,el exponente es una matriz de dimensiones 2� 2 real, antisimétria y de traza nula.10.1.2 RepresentaionesEl grupo SO(2), o C∞ , es un grupo abeliano, on un número in�nito de elementos. Cadaelemento del grupo onstituye una lase y, puesto que debe haber tantas representaionesirreduibles omo lases de equivalenia, tiene un número in�nito de representaiones irre-duibles, todas ellas de dimensión unidad. El aráter de la identidad es la unidad.Al ser de dimensión unidad, las matries representaión se onfunden on sus ara-teres. Estos han de umplir la tabla de multipliar del grupo. Para ualquier representaiónirreduible µ-ésima:
χ(µ)(φ1) χ(µ)(φ2) = χ(µ)(φ1 + φ2)

χ(µ)(φ) χ(µ)(−φ) = χ(µ)(0) = 1

χ(µ)(φ+ 2π) = χ(µ)(φ)Las ondiiones anteriores bastan para reonoer que los arateres de las representaionesirreduibles son del tipo eimφ pues el produto de dos de ellos es el resultado de sumarlos exponentes. El valor de m ha de ser un número real entero, positivo o negativo; de esaforma se asegura la operaión giro de ángulo 2π oinida on la identidad.Por tanto, las representaiones irreduibles se identi�an por el valor del número m:
χ(m)(φ) = eimφ. Como en los grupos �nitos, en ada representaión, el aráter de unaoperaión, identi�ada por φ, y el de su inversa, −φ, son mutuamente omplejos onjugados.La representaiónm = 0, Γ (0), es la totalmente simétria, presente en todos los grupos. Lasrepresentaionesm = �1, Γ (+1) y Γ (−1), son exatas (faithful) pues son isomor�smos entrelas operaiones del grupo y sus representaiones matriiales. El resto de las representaionesson homomor�smos pues puede haber una matriz representando varias operaiones. Lasrepresentaiones |m| 6= 0 están presentes por pares: una representaión, m, y su omplejaonjugada, −m.Como en los grupos �nitos, los arateres de las representaiones irreduibles umplenlas relaiones de ortogonalidad. La suma para todas las operaiones del grupo es aquíuna integraión on respeto a todos los valores del parámetro ontinuo φ, inluyendo elfator de peso, o densidad de operaiones, g(φ), que da uenta del número de operaionesomprendidas entre φ y φ+ dφ. Anteriormente, pág 9.4, se ha visto que, en el aso de estegrupo en que la relaión de omposiión interna se limita a sumar los valores del parámetro



176 Capítulo 10
φ, la densidad de operaiones es uniforme e independiente de φ. La relaión (5.11) ahora seesribe omo

2π∫

0

χ(m)(φ) χ(−m0)(φ) g(φ)dφ

2π∫

0

g(φ)dφ

= δmm0que, al ser onstante la densidad de operaiones, se redue a
2π∫

0

χ(m)(φ) χ(−m0)(φ)dφ =

2π∫

0

χ(m−m0)(φ)dφ = 2π δmm0Si se admite que la densidad de operaiones valga la unidad, el �orden� del grupo es 2π.No ha heho falta disponer de una base de un espaio lineal de funiones, estable bajo lasoperaiones de este grupo, para onoer los arateres de las representaiones irreduibles.Falta ahora onoer qué tipo de funiones sustentan esas representaiones. Al ser todas lasrepresentaiones de dimensión unidad, han de busarse espaios lineales unidimensionales,funiones que bajo la aión de las operaiones del grupo simplemente se multipliquen porun fator numério, es deir que sean funiones propias de las operaiones del grupo.Si el generador in�nitesimal del grupo es el operador asoiado a la omponente del mo-mento angular sobre el eje de simetría, sus funiones propias son estables bajo las operaionesdel grupo y sirven de base para las representaiones unidimensionales.Las variables x, y de un punto genério se transforman por las rotaiones del sistemaoordenado en la forma:
x0 = x osφ + y sinφ
y0 = − x sinφ + y osφNi la variable x ni la y son estables bajo el generador X = x ∂

∂y
− y ∂

∂x
. Pero un simple am-bio de variables, mediante una transformaión unitaria, lleva a ombinaiones lineales queson estables bajo el generador in�nitesimal. La siguiente relaión utiliza la forma matriial0BBB� 1p

2

ip
2

ip
2

1p
2

1CCCA0BBB�x0
y01CCCA

︸ ︷︷ ︸

=

0BBB� 1p
2

ip
2

ip
2

1p
2

1CCCA0BBB�osφ − sinφsinφ osφ1CCCA0BBB� 1p
2

−ip
2

−ip
2

1p
2

1CCCA
︸ ︷︷ ︸

0BBB� 1p
2

ip
2

ip
2

1p
2

1CCCA0BBB�x
y

1CCCA
︸ ︷︷ ︸donde se ha heho uso de que la inversa de una matriz unitaria es la onjugada de sutranspuesta. 0BBB� 1p

2
(x+ iy)0

ip
2
(x− iy)01CCCA =

0BBB�eiφ 0

0 e−iφ

1CCCA0BBB� 1p
2
(x+ iy)

ip
2
(x− iy)

1CCCALas ombinaiones 1p
2
(x + i y) y ip

2
(x − i y) son funiones propias del generadorin�nitesimal X = x

∂

∂y
−y

∂

∂x
, on valores propios asoiados de ip

2
y de 1p

2
respetivamente.



Otras simetrías axiales. 177Al ser funiones propias del generador del grupo, lo son también de ualquiera de lasoperaiones del grupo. Una operaión giro de ángulo φ sobre la ombinaión (x + i y) latransforma
C∞ (φ) (x + i y) = (x + i y) eiφTanto (x + i y) omo (x − i y) forman base de espaios lineales de dimensión unidad, establesbajo las operaiones del grupo, y, en onseuenia, forman base de las representaionesirreduibles del grupo. La ombinaión (x + i y) forma base de la representaión irreduibleuyos arateres son eiφ. Igualmente, la ombinaión (x − i y) forma base de la que tienepor arateres los valores e−iφ.Se puede generalizar y omprobar fáilmente que las ombinaiones (x � i y)m, on mentero, forman base de las representaiones etiquetadas por el número �m.Si en lugar de las oordenadas artesianas se utilizan oordenadas ilíndrias,

(x + i y)m = r (osmϕ + i sinmϕ) = r eimϕ

(x − i y)m = r (osmϕ − i sinmϕ) = r e−imϕse llega a la onlusión de que las funiones e�imϕ forman base de las representaionesirreduibles indiadas por el número�m (la oordenada r es invariante frente a las rotaionesdel sistema). Las funiones propias del generador in�nitesimal X, o del operador hermítio
l̂z, son estables bajo ualquier operaión del grupo.Esta manera de presentar las funiones tiene el peligro de onfundir la variable ϕ, queaparee en las funiones de base, on el ángulo φ que orresponde a su transformaión poruna operaión de simetría.En de�nitiva, las funiones propias del operador �omponente del momento angular sobreel eje de simetría� forman base de las representaiones irreduibles del grupo SO(2).10.2 Otras simetrías axiales.Además del grupo C∞ , o SO(2), visto anteriormente y que solo ontempla las operaionesgiro, hay otros grupos que también orresponden a la simetría axial y que inluyen otrasoperaiones además de los giros. Son los grupos C∞h, C∞v y D∞h. De ellos, se va a haer unestudio algo más detallado del grupo C∞v pues los otros dos son respetivamente el produtodireto de C∞ y C∞v por el grupo uyos dos únios elementos son la identidad y la re�exióna través de un plano perpendiular al eje de simetría prinipal.Como grupo de operaiones, el grupo C∞v ontiene todos los giros de ángulo φ, C∞ (φ),estudiados en el grupo C∞ y además todas las re�exiones espeulares, σv, a través de losin�nitos planos que ontienen al eje de simetría prinipal.Como grupo de matries, on la denominaión O(2), ontiene todas las matries realesortogonales de dimensión 2 � 2 on determinante +1, vistas en el apartado anterior omogrupo SO(2), y también las que tienen determinante −1. Basta multipliar ada una de lasmatries on determinante +1 por la matriz σ =

�
1 0
0 −1

� para tener todas las matries on



178 Capítulo 10determinante −1. 0BBB�osφ − sinφsinφ osφ1CCCA �0BBB�1 0

0 −1

1CCCA =

0BBB�osφ sinφsinφ − osφ1CCCALa matriz σ india una re�exión espeular: omo transformaión de la pareja (x, y) se limitaa ambiar de signo a la segunda de esas variables.Los elementos de este grupo se araterizan por un parámetro ontinuo, el ángulo φ yun parámetro disreto, el determinante. Los elementos se atalogan en dos omponentes:las operaiones que son alanzables por transformaiones ontinuas desde la identidad y lasque requieren un salto disontinuo. La operaión identidad, o la matriz unidad si se ve omogrupo de matries, está en la primera de dihas omponentes. Diha omponente onstituyepor sí misma un subgrupo invariante, el C∞ o SO(2).La operaión σ es igual a su inversa. La tranformaión de semejanza0BBB�1 0

0 −1

1CCCA �0BBB�osφ − sinφsinφ osφ1CCCA �0BBB�1 0

0 −1

1CCCA =

0BBB� osφ sinφ
− sinφ osφ1CCCAda omo resultado el elemento del grupo orrespondiente a ángulo−φ. Por tanto, los giros deángulo φ y −φ están en la misma lase de equivalenia. Ambas operaiones son mutuamenteinversas; la lase de equivalenia es autoinversa. Hay una lase de equivalenia por ada valordel parámetro φ. Análogamente, las in�nitas operaiones re�exión σv, las in�nitas matriesortogonales 2� 2 on determinante −1, onstituyen una sola lase de equivalenia.El grupo tiene in�nitas lases de equivalenia todas ellas autoinversas. El número derepresentaiones irreduibles ha de ser in�nito on todos los arateres reales.El generador in�nitesimal, de�nido en las proximidades de la identidad, orrespondienteal parámetro disreto es el de la omponente del momento angular sobre el eje internulearvisto anteriormente. Sus funiones propias sirven de base de las representaiones irreduiblesdel subgrupo C∞ .

C∞ (φ) eimϕ = eimϕ eimφBasta ahora analizar el omportamiento de las mismas funiones bajo la operaión σ que selimita a ambiar la variable y por −y.
σ (x + i y)m = (x − i y)m = rm (osϕ − i sinϕ)mEl efeto, en oordenadas ilíndrias, es ambiar el signo de la variable angular ϕ.

σ eimϕ = e− imϕAl tomar en onsideraión las re�exiones σv, las funiones eimϕ y e−imϕ no son establesseparadamente bajo las operaiones del grupo, pero el espaio lineal de dimensión dos, quetiene omo base las funiones (eimϕ, e−imϕ), es estable y forma base de representaionesirreduibles de orden dos. La exepión es el aso partiular en que m = 0.



Otras simetrías axiales. 179Las matries representaión son
C∞ (φ) →

0BBB� osmφ sinmφ
− sinmφ osmφ1CCCA σv(φ) →

0BBB�osmφ sinmφsinmφ − osmφ1CCCArepetivamente para el giro de ángulo φ y para la re�exión a través de un plano que formaun ángulo diedro φ/2 on el plano XZ. Los arateres son 2 osφ para los giros de ángulo�φ y ero para las re�exiones.Las representaiones ireduibles se etiquetan entones, no por el valor de m, sino porsu valor absoluto, |m|. Para los valores de m = �1, �2, �3, � � � las representaiones irre-duibles se indian omo Π, ∆, Φ, � � � .Todas estas representaiones irreduibles no equivalentes de dimensión dos son repre-sentaiones exatas (faithful) pues a ada operaión del grupo le orresponde una matrizdistinta.El aso exepional m = 0 presenta dos posibilidades. Ambas son representaionesunidimensionales. Una de ellas es senillamente la representaión totalmente simétria,todas las matries de dimensión uno e iguales a la unidad. La otra asigna en ambio el valor
−1 a las operaiones impropias, las re�exiones espeulares. De forma equivalente, en el grupode matries ortogonales, asigna el valor −1 a las matries on determinante negativo. Estasdos representaiones irreduibles se etiquetan omo Σ+ la primera de ellas, la totalmentesimétria, y omo Σ− la segunda.Los otros grupos de simetría axial son extensiones de C∞ y de C∞v. Inorporan lare�exión a través de un plano perpendiular al eje de giro o, visto en forma alternativa,inorporan la operaión inversión. Son, respetivamente, los produtos diretos

C∞h = Ci 
 C∞

D∞h = Ci 
 C∞vPuesto que la operaión inversión onmuta on ualquiera de las operaiones presentes tantoen C∞ omo en C∞v, no ambia la atalogaión de las operaiones en lases de equivalenia,simplemente introdue un nuevo parámetro disreto on dos únias posibilidades, simétrioo antisimétrios respeto de la inversión.El grupo C∞h es abeliano y sus representaiones irreduibles, todas de dimensión unidad,llevan la etiqueta del número enterom, omo las de C∞ , dupliadas, una vez on el subíndie
g y otra on u, para indiar la simetría on respeto a la inversión. Es el grupo de lasoperaiones de simetría de un átomo aislado en presenia de un ampo magnétio. Quelas representaiones irreduibles de este grupo sean de dimensión unidad da una expliaióninmediata al heho de que, por efeto Zeeman, un ampo magnétio desdobla ompletamentelas degeneraiones de los estados estaionarios atómios. En ambio, en presenia de unampo elétrio, C∞v, el desdoblamiento por efeto Stark es solo parial.Las representaiones irreduibles del grupo D∞h se etiquetan por el valor del númeroentero |m| y, además, por el subíndie g/u omo en el grupo C∞h. Las de dimensión unidad,
Σ+ y Σ− del grupo C∞v, están dupliadas en este grupo, Σ+

g , Σ−
g , Σ+

u y Σ−
u . La primera deestas es la totalmente simétria.



180 Capítulo 1010.3 Ejeriios



Capı́tulo 11Simetría esféria11.1 IntroduiónEn el espaio tridimensional, la simetría esféria aparee en una serie de problemas químiosrelaionados on ampos de fuerzas entrales, es deir, independientes de la orientaiónen el espaio. Son problemas de Químia Cuántia en los que no es posible distinguiruna direión preferente en el espaio tridimensional. Entre ellos se enuentran todos losproblemas relaionados on la estrutura eletrónia de los átomos libres o el de un osiladortridimensional isotrópio.Las euaiones que desriben el omportamiento de dihos sistemas son invariantes frentea todas las operaiones rotaión-re�exión en tres dimensiones. Las operaiones onstituyenun grupo puntual, el denominado SO(3) si solamente se tienen en uenta las operaionesde giro del sistema oordenado y el grupo O(3) si también se inluyen las operaiones quemodi�an la quiralidad del sistema oordenado.Son sistemas en los que es imposible realizar un experimento que distinga una direiónpreferente en el espaio. De auerdo on el teorema de Noether, las invarianias de laseuaiones implian la onservaión de una antidad físia que, en este aso, es el momentoangular. La simetría esféria y la onservaión del momento angular son, por tanto, las dosversiones, matemátia y físia, de una misma realidad.En tres dimensiones la esfera es la �gura geométria que tiene un mayor número deoperaiones de simetría. Cualquier otro grupo puntual de simetría es neesariamente unsubgrupo del de la esfera. Muhas de las propiedades de simetría habituales en los estudios deQuímia pueden ser deduidas primeramente en la esfera, para bajar después, seleionandodeterminadas operaiones, a ualquiera de los grupos puntuales de inferior simetría.Como grupo de matries, el grupo SO(3) es el de todas las matries ortogonales dedimensiones 3 � 3, on elementos reales, on el produto matriial ordinario omo ley deomposiión interna, uyo determinante sea +1. Es un grupo isomorfo al de los giros delsistema oordenado en tres dimensiones. La relaión de ortogonalidad impone restriionesen los valores de los elementos matriiales hasta el punto de que todas las operaiones giro, otodas las matries 3�3, presentan tan solo tres grados de libertad: tres parámetros ontinuossirven para distinguir un elemento del grupo de otro.181



182 Capítulo 11El grupo O(3) inorpora también las matries on determinante −1 y es isomorfo alde todas las transformaiones del sistema oordenado inluyendo aquellas que modi�an laquiralidad del sistema.
O(3) = Ci 
 SO(3)Es el produto direto del grupo de los giros por el grupo de orden dos, que tiene la identidady la inversión. Los elementos de este grupo se araterizan por los valores de tres parámetrosontinuos y uno disreto. La identidad, la matriz unidad de dimensiones 3� 3, está en unade las omponentes del grupo O(3). El grupo SO(3) es un subgrupo normal, o invariante,del O(3), es el subgrupo que ontiene todas las transformaiones que son alanzables deuna manera ontinua desde la identidad. Pasar a una re�exión o inversión, operaionesimpropias, supone un salto, ambio de quiralidad del sistema oordenado, o paso de matrieson determinante +1 a otras on determinante −1.Como grupo ontinuo meree un estudio detallado el de los giros propios, o matries ondeterminante +1. La extensión al grupo O(3) será posterior.11.2 Operaiones de simetríaUn punto arbitrario en el espaio identi�ado por los valores de sus oordenadas de posiión

(x, y, z) ambia por una operaión giro a una nueva posiión (x0, y0, z0) relaionada on laanterior a través de una matriz R(b). El vetor b engloba los valores de los tres parámetrosontinuos.
(x0, y0, z0) = (x, y, z) �0BBBBBBBB�Rxx Rxy Rxz

Ryx Ryy Ryz

Rzx Rzy Rzz

1CCCCCCCCALa ortogonalidad de la matriz R exigeR �RT = RT �R = 1que sumado a la exigenia detR = +1, deja tres grados de libertad.Hay múltiples maneras de elegir los tres parámetros que identi�an las distintas opera-iones del grupo. La primera di�ultad onsiste en la deisión de si lo que gira es el objetoen un sistema de oordenadas estátio o, si por el ontrario, se pre�ere un objeto estátio enun sistema de oordenadas que se transforma. En los que se ha visto en este trabajo siemprese ha optado por la transformaión de los objetos: un punto en el espaio pasa a oupar otraposiión; es la denominada transformaión ativa. La otra opión denominada pasiva es lainversa de la anterior.De los múltiples onvenios para la eleión de los parámetros que identi�an una op-eraión, hay dos de ellas tienen mayor difusión.La primera opión se onoe omo la de los ángulos de Euler. Una rotaión ualquieraen tres dimensiones puede ponerse omo una suesión de tres giros: el primero de ángulo α



Operaiones de simetría 183alrededor del eje z, la segunda de ángulo β alrededor del nuevo eje y y la terera de ángulo
γ alrededor del eje z transformado. Tiene el inonveniente de que se neesita utilizar ejestransformados intermedios. Como alternativa, y on relaión a los ejes iniiales, también sepuede poner omo una primera rotaión de ángulo γ alrededor del eje z, una segunda deángulo β alrededor del eje y y una terera de ángulo α nuevamente alrededor del eje z.R(α,β, γ) = Rz(α) Ry(β) Rz(γ)Las matries de rotaión para un ángulo θ son:

Rx(θ) =

0BBBBBBBB�1 0 0

0 osθ − sinθ
0 sinθ osθ

1CCCCCCCCA
Ry(θ) =

0BBBBBBBB� osθ 0 sinθ
0 1 0

− sinθ 0 osθ
1CCCCCCCCA

Rz(θ) =

0BBBBBBBB�osθ − sinθ 0sinθ osθ 0

0 0 1

1CCCCCCCCAEl distinto signo de la rotaión alrededor del eje y se explia fáilmente si se onsidera que,para un triedro direto, el plano xy, visto desde la direión positiva del eje z, y el plano xz,visto desde la direión positiva del eje y, apareen respetivamente en las formas:
x

y z

xEn ambos asos el sentido positivo del giro es el ontrario al de las agujas del reloj.



184 Capítulo 11En forma matriial una rotaión R(α,β, γ) se esribeR(α,β, γ) =

0BBBBBBBB�osα − sinα 0sinα osα 0

0 0 1

1CCCCCCCCA �0BBBBBBBB� osβ 0 sinβ
0 1 0

− sinβ 0 osβ
1CCCCCCCCA �0BBBBBBBB�osγ − sinγ 0sinγ osγ 0

0 0 1

1CCCCCCCCA
=

0BBBBBBBB�osα osβ osγ− sinα sinγ − osα osβ sinγ− sinα osγ osα sinβsinα osβ osγ+ osα sinγ − sinα osβ sinγ+ osα osγ sinα sinβ
− sinβ osγ sinβ sinγ osβ

1CCCCCCCCAEsta matriz de transformaión es apaz de llevar un punto genério (x, y, z) del espaiotridimensional a ualquier otro punto que diste lo mismo del origen, es deir, se onserva laantidad x2 + y2 + z2. Para que no haya ambigüedades o redundanias, los valores de losángulos están limitados: 0 � α � 2π , 0 � β � π y 0 � γ � 2π .En ualquier rotaión en tres dimensiones hay siempre una línea reta uyos puntos hanpermaneido en su sitio, mientras todos los demás han girado a su alrededor. Es deir,ualquier rotaión o produto de rotaiones, es equivalente a una rotaión únia alrededorde un eje que permanee �jo. Es la otra opión para identi�ar una operaión del grupo delas rotaiones. Se neesitan dos ángulos para orientar el eje de giro, azimut y altura, y unterer dato para indiar el ángulo girado alrededor de ese eje. Los dos primeros oiniden onlos ángulos θ y ϕ de las oordenadas esférias. La rotaión, en esta notaión, será indiadapor R(θ,ϕ)(ψ). Los ángulos que de�nen el eje de giro están limitados por 0 � θ � π y
0 � ϕ < 2π. El ángulo girado tamién está limitado por 0 � ψ � π para evitar redundanias.A pesar de ello, sigue habindo una redundania. El eje uya orientaión está dada por
(π − θ,ϕ + π) es opuesto al eje (θ,ϕ). Las rotaiones de ángulo π alrededor de dos ejesopuestos son en realidad la misma operaión.La notaión (eje,ángulo) tiene indudables ventajas a la hora de lasi�ar las operaionesdel grupo. Las rotaiones de mismo ángulo ψ alrededor de distintos ejes (θ,ϕ) están rela-ionadas por R(θ0,ϕ0)(ψ) = S R(θ,ϕ)(ψ) S−1siempre que la rotaión indiada por S sea preisamente la que lleva el eje (θ,ϕ) a oinidiron (θ0, ϕ0). Pero esa relaión es del mismo tipo que la que permite alsi�ar las operaionesde un grupo en lases de equivalenia. En onseuenia, las operaiones giro de ángulo ψalrededor de ualquier eje forman una lase de equivalenia. Cada lase de equivaleniaontiene un número in�nito de elementos exepto la operaión identidad, giro de ángulonulo, que forma por sí misma una lase de equivalenia.La rotaión inversa de una dada es, senillamente la rotaión alrededor del mismo eje enigual uantía en sentido ontrario.R(θ,ϕ)(ψ)−1 = R(θ,ϕ)(−ψ) = R(π−θ,ϕ+π)(ψ)



Generadores 185Pero también es la rotaión del mismo ángulo ψ alrededor del eje opuesto al anterior. Deahí se dedue que una operaión y su inversa están en la misma lase. Las lases de lasoperaiones rotaión en tres dimensiones son lases autoinversas.11.3 GeneradoresLa identi�aión de una operaión mediante los parámetros (eje,ángulo) permite reonoeromo un subgrupo SO(2) los giros alrededor de un eje onreto. Si se �ja una línea enel espaio, todos los giros alrededor de ese eje onstituyen un subgrupo de simetría axialvisto anteriormente. El generador del grupo de simetría axial, desrito en la página 172,está relaionado on la omponente del momento angular sobre el eje de simetría. Puesto elgenerador en forma hermítia, ualquier rotaión alrededor de ese eje se esribe omoR(θ,ϕ)(ψ) = eiψ l̂(θ,ϕ)/~La relaión anterior que vinula rotaiones alrededor de distintos ejes se transforma enR(θ0,ϕ0)(ψ) = S R(θ,ϕ)(ψ) S−1

= S eiψ l̂(θ,ϕ)/~ S−1

= eiψ (S l̂(θ,ϕ) S−1)/~

= eiψ l̂(θ0,ϕ0)/~es deir, en una relaión análoga entre los generadores.
l̂(θ0,ϕ0) = S l̂(θ,ϕ) S−1La rotaión de ángulo ψ alrededor del eje z se esribe en esta notaión omoRz(ψ) = B(0,0)(ψ) = eiψ l̂z/~Puesto que el generador de las rotaiones alrededor de un eje oinide on el operadorde la omponente sobre ese eje del momento angular de giro, lo que sigue está íntimamenterelaionado on los problemas del momento angular en tres dimensiones. La simetría esféria,la inapaidad para distinguir una direión preferente en el espaio, está asoiada a laonservaión del momento angular. Son las dos visiones, geométria una y físia la otra, deabordar al mismo problema.Hay tres generadores in�nitesimales linealmente independientes de�nidos en las inmedia-iones de la identidad, tantos omo parámetros ontinuos, que pueden ser esogidos demuhas maneras. La más senilla onsiste en tomarlos omo los generadores de las rotaionesalrededor de los ejes artesianos ortogonales, l̂x, l̂y, l̂z. Las relaiones de onmutaión entrelos generadores ondiionan la estrutura del grupo. La opión artesiana da lugar a lasrelaiones de onmutaión propias de los operadores de momento angular:�̂

lα, l̂β
�

= i ~ l̂γdonde (α, β, γ) pueden tomar los valores de (x, y, z) o ualquiera de sus permutaionesílias. Formulaiones alternativas de la relaión anterior pueden ser:�̂
lα, l̂β

�
= i ~ εαβγ l̂γ



186 Capítulo 11
~̂l � ~̂l = i ~~̂ldonde εαβγ es el tensor de Levi-Civita, totalmente antisimétrio en tres dimensiones, seanula si dos índies oiniden, vale la unidad si los índies son una permutaión ília de

(x, y, z) y vale −1 si es otra permutaión no ília de los mismos índies.De auerdo on lo expresado anteriormente, una rotaión ualquieraR(α,β, γ) se esribe,en funión de estos generadores, en la forma:R(α,β, γ) = eiα l̂z/~ eiβ l̂y/~ eiγ l̂z/~ (11.1)Los tres generadores forman base de un espaio lineal de dimensión tres que onstituyeel algebra del grupo.Otra opión para esoger los generadores onsiste en utilizar los operadores l̂+ y l̂−de�nidos en la forma
l̂�1 =

1p
2

�̂
lx � i l̂y

�que es una transformaión unitaria de dos de ellos e identi�ando l̂z on l̂0. El fatorde normalizaión 1/p2 simplemente asegura que el ambio de base es una transformaiónunitaria de los generadores. Otras opiones son también habituales. Estos tres generadoresson una base alternativa del algebra del grupo. Los tres operadores l̂i para i = 1, 0,−1presentan las siguientes relaiones de onmutaión:�̂
l0, l̂+1

�
= ~ l̂+1�̂

l−1, l̂0
�

= ~ l̂−1�̂
l+1, l̂−1

�
= ~ l̂0En ninguna de las formulaiones se enuentran dos de estos generadores que onmuten.Las onstantes estruturales del grupo, de�nidas en la euaión (9.4, dependen de lasdistintas opiones de presentar los generadores.Si en lugar de onsiderar al grupo omo de las rotaiones en tres dimensiones se leonsidera omo el grupo de las matries ortogonales de dimensiones 3� 3 on determinante

+1, los generadores serán matries de 3�3. En el límite de ángulo nulo, en las inmediaionesde la identidad, la deduión siguida en la página 172 proporiona las siguientes matrieshermítias omo generadoras del grupo:Jx =

0BBBBBBBB�0 0 0

0 0 −i

0 i 0

1CCCCCCCCA Jy =

0BBBBBBBB� 0 0 i

0 0 0

−i 0 0

1CCCCCCCCA Jz =

0BBBBBBBB�0 −i 0

i 0 0

0 0 0

1CCCCCCCCALas relaiones de onmutaión entre estos generadores matriiales es análoga a la de losmomentos angulares.
[Jα, Jβ] = iJγTambién en el aso del grupo de matries, hay múltiples opiones para esoger la forma delos generadores.



Representaiones 187Estas relaiones de onmutaión entre los generadores juegan el papel de la tabla demultipliar del grupo. Dan uenta de la estrutura del grupo al menos en la veindad de laoperaión identidad. Otras relaiones, omo el heho de que un giro de ángulo 2π oinidaon la operaión identidad, son globales y no se deduen diretamente de las relaiones deonmutaión entre los generadores.11.4 RepresentaionesLa representaión irreduible totalmente simétria, que asigna la matriz (1) a todas y adauna de las operaiones, es omún a todos los grupos.El isomor�smo existente entre el grupo de las operaiones giro en tres dimensiones yel grupo de las matries ortogonales on determinante +1 proporiona una representaiónmatriial del grupo. Esta representaión es exata (faithful) pues a ada operaión le orre-sponde una matriz distinta. Es la representaión de dimensión tres fundamental e irreduibledel grupo. Se die representaión fundamental de un grupo la que, siendo isomór�a onel grupo, es la de dimensión más pequaña.El grupo tiene un número in�nito de lases de equivalenia y, por ende, in�nitas repre-sentaiones irreduibles.El grupo SO(3) tiene un únio operador de Casimir linealmente independiente. Haysolo un operador que onmuta on todos los generadores del grupo y, en onseuenia ontodas las operaiones del mismo. La representaión matriial de un operador que onmutaon ualquiera de las del grupo, según el primer Lemma de Shur, ha de ser una matrizesalar, una matriz múltiplo de la unidad de las dimensiones apropiadas. Como operaionesgiro, uyos generadores son los del momento angular, el operador de Casimir es l̂2 queorresponde al uadrado del módulo del momento angular.
l̂2 = l̂2x + l̂2y + l̂2z = l̂2+1 + l̂20 + l̂2−1

= 2 L̂−1 l̂+1 + l̂2z + ~ l̂z = 2 L̂+1 l̂−1 + l̂2z − ~ l̂zComo grupo de matries ortogonales, el operador de Casimir será la matrizJ2 = J2x + J2y + J2z =

0BBBBBBBB�2 0 0

0 2 0

0 0 2

1CCCCCCCCASi el operador de Casimir ha de tener una representaión matriial esalar, sus funionespropias, orrespondientes al mismo valor propio, han de formar base de un espaio lineal defuniones estable bajo las operaiones del grupo y, por tanto, base de una representaiónmatriial del grupo. La eleión partiular de diha base puede haerse de manera que nosolo sean funiones propias del operador de Casimir, sino que también lo sean de uno de losoperadores que onmutan on él. La eleión habitual, por onvenio, es que sean funionespropias simultáneas de l̂2 y de l̂z.



188 Capítulo 11Las relaiones de onmutaión entre los operadores de momento angular llevan a laonlusión de que los valores propios de uno y otro están relaionados:
l̂2 Yl,m = ~

2 Yl,m l(l+ 1) (11.2a)
l̂z Yl,m = ~ Yl,mm (m = −l,−l+ 1, � � � , l− 1, l) (11.2b)
l̂� Yl,m = ~ Yl,m�1 pl(l+ 1) −m(m� 1)p

2
(11.2)Los oe�ientes del resultado de la apliaión de l̂� están tomados on el onvenio de quesean reales y positivos. Los espaios lineales que tienen por base las funiones {Yl,m, m =

−l, � � � ,+l} son irreduibles y las representaiones que sustentan son también irreduibles.Las relaiones de onmutaión, y la interprestaión de los operadores l̂� omo oper-adores esalera arriba y abajo, admiten omo posibles valores de l los no negativos, enterosy semienteros. Sin embargo, las relaiones de onmutaión de los generadores estableenrelaiones en las eranías de la identidad pero nada dien de las relaiones globales. El girode una vuelta ompleta debería oinidir on la operaión identidad. Esto se omple on losvalores enteros del número l pero no on los valores semienteros. Para estos últimos, el girode ángulo 2π equivale a la identidad ambiada de signo. Con las funiones asoiadas a val-ores semienteros de l la identidad se alanza al girar un ángulo de 4π, es deir, dos vueltasompletas. Hay, por tanto, dos tipos de representaiones matriiales; las de l semienterosuelen adquirir relevania al tratar problemas en que juegan un papel importante los espinesde las partíulas elementales fermiónias, en Químia lo habitual es que sean importantes enel tratamiento de los espines eletrónios. Estas representaiones dobles mereen un estudiodetallado posterior. Aquí el estudio se restringe a las representaiones orrespondientes a lentero.El onjunto de todas las matries representaión del grupo orrespondientes a un valorpartiular de l se india omo la representaión D(l) o omo Dl según onvenga para evitarla exesiva aumulaión de índies.Es prátia onsagrada que las funiones que han servido omo base de las representa-iones irreduibles se denominen on las letras S, P, D, F, G, H, � � � según orrespondan alos valores de l = 0, 1, 2, 3, 4, 5, � � � . El heho de etiquetar omo S, P, et. los términosespetrales atómios, y que esa manera de referirse a ellos esté relaionada on el valor on-stante del momento angular, ha de atribuirse enteramente a la simetría esféria del problema.Cualquier otro problema en que los ampos de fuerzas, que mantienen unidas las partíulasque lo onstituyen, sean de simetría esféria, da lugar a estados que pueden etiquetarse omoS, P, D, et.11.4.1 MatriesPara esribir la matriz representaión de una rotaión ualquiera, haremos uso de una ele-ión partiular de las funiones de base. La euaión (11.1) permite deduir los elementosmatriiales onoidos los efetos de los generadores sobre las funiones de base de la repre-sentaión. Las funiones propias de l̂2 y de l̂z son los armónios esférios.Las rotaiones alrededor de los distintos ejes artesianos están representadas, en la base delos armónios esférios, mediante matries unitarias, es deir, la matriz omplejo-onjugadade la transpuesta oinide on su inversa.



Representaiones 189La rotaión alrededor del eje z de ángulo γ, Rz(γ), da lugar a la matriz diagonal
D(l)

�Rz(γ)
�

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
e−il γ 0 � � � 0 0

0 e−i(l−1)γ � � � 0 0... ... . . . ... ...
0 0 � � � ei(l−1)γ 0

0 0 � � � 0 eil γ

1CCCCCCCCCCCCCCCCCAporque la representaión matriial de l̂z es diagonal en esta base.Para ompletar la informaión se neesita onoer el resultado de la apliaión de laoperaión l̂y sobre las funiones de base.
l̂y =

1

i
p
2

�̂
l+ − l̂−

�Los operadores l̂�, en la base de los armónios esférios, de auerdo on la relaión (11.2),están representados por matries reales. En onseuenia, el operador l̂y estará representadopor una matriz imaginaria antisimétria. La representaión matriial de l̂y, en la misma basede los armónios esférios, para los asos partiulares de l = 1 y de l = 2 omo ejemplostoman respetivamente las formas
i ~

2

0BBBBBBBB� 0
p
2 0

−
p
2 0

p
2

0 −
p
2 0

1CCCCCCCCA i ~

2

0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
0

p
4 0 0 0

−
p
4 0

p
6 0 0

0 −
p
6 0

p
6 0

0 0 −
p
6 0

p
4

0 0 0 −
p
4 0

1CCCCCCCCCCCCCCCCCALa rotaión de ángulo β alrededor del eje y está representada por la exponeniaión deesas matries, e−iβ l̂y/~, lo que para el aso l = 1 resultaD(1)
�Ry(β)

�
=

0BBBBBBBB�1+osβ
2

sinβp
2

osβ−1
2

− sinβp
2

osβ sinβp
2osβ−1

2
− sinβp

2

1+osβ
2

1CCCCCCCCA



190 Capítulo 11mientras que para l = 2 la representaión matriial es de la formaD(2)
�Ry(β)

�
=

=

0BBBBBBBBBBBBBBBBB�
3+4 osβ+os 2β

8
−2 sinβ+sin 2β

4
3−3 os 3β
4
p
6

−2 sinβ−sin 2β
4

3−4 osβ+os 2β
8

2 sinβ+sin 2β
4

osβ+os 2β
2

−
p
3 sin 2β
2
p
2

osβ−os 2β
2

−2 sinβ−sin2β
4

3−3 os 3β
4
p
6

p
3 sin 2β
2
p
2

1+3 os 2β
4

−
p
3 sin 2β
2
p
2

3−3 os 3β
4
p
6

2 sinβ−sin 2β
4

osβ−os 2β
2

p
3 sin 2β
2
p
2

osβ+os 2β
2

−2 sinβ+sin2β
4

3−4 osβ+os 2β
8

2 sinβ−sin2β
4

3−3 os 3β
4
p
6

2 sinβ+sin 2β
4

3+4 osβ+os 2β
8

1CCCCCCCCCCCCCCCCCABasta ahora multipliar las representaiones matriiales de de las tres rotaiones de án-gulos α,β y γ en la euaión (11.1) para tener la representaión matriial en la base de losarmónios esférios, para una rotaión expresada mediante ángulos de Euler.Hay una representaión irreduible para ada valor del número l. Las dimensiones de lasrepresentaiones son (2l+1). El onjunto de todas las matries de una misma representaiónse indiará por el síbolo Γ (l) o por Dl.11.4.2 CarateresEn las repesentaiones matriiales del grupo hay antidades que son invariantes frente atransformaiones de semejanza. Esas antidades se onservan frente a transformaionesunitarias de ambio de base, son independientes de la partiular eleión de la base dentrodel mismo espaio lineal. Las relaiones que llevan a lasi�ar los elementos de un grupo enlases de equivalenia también son transformaiones de semejanza. En onseuenia, esasantidades invariantes lo son frente a ambios de base y son omunes a todas la operaionesde la misma lase. Entre otras las trazas de las matries, los arateres.Para alular los arateres de las representaiones ireduibles, es preferible identi�arlas operaiones por los parámetros (eje,ángulo) en lugar de haerlo por los ángulos de Euler.En diha parametrizaión, dos parámetros para indiar el eje de giro y otro para indiar elángulo girado, las operaiones giro del mismo ánguloψ, alrededor de ualquier eje perteneena la misma lase. En la misma lase están inuídas la operaión giro de ángulo ψ alrededorde un ierto eje y el giro del mismo ángulo alrededor del eje opuesto al anterior, es deir, unaoperaión y su inversa. Al ser las lases autoinversas, los arateres de las representaionesirreduibles han de ser reales.Se pueden alular muy fáilmente utilizando la representaión matriial en la baseanónia de los armónios esférios de una operaión omo el giro alrededor del eje zde ángulo ψ. La matriz representaión, que resulta diagonal de dimensión 2l + 1, está enforma explíita en la página 189. La traza de diha matriz
m=+l∑

m=−l

eimψ = 1 + 2 osψ + 2 os 2ψ + � � � + 2 os lψ



Representaiones 191es el aráter del giro de ángulo ψ en la representaión l-ésima.
χ(l)(ψ) = 1 +

k=l∑

k=1

2 oskψEl aso partiular en que l = 0 onstitutye la representaión totalmente simétria y tienepor arateres la unidad para ualquier operaión. Al mismo valor se puede llegar por mediode la representaión de la operaión giro alrededor del eje y, aunque en páginas anterioressolo estén en forma explíita los ejemplos en que l = 1 y l = 2.Una formulaión alternativa se alanza llevando a abo la suma de los elementos diago-nales omo la de una progresión geométria
m=+l∑

m=−l

eimψ =
eilψ eiψ − e−ilψ

eiψ − 1uya razón es eiψ. Multipliando ahora numerador y denominador por e−iψ/2

χ(l)(ψ) =
ei(l+1/2)ψ − e−i(l+1/2)ψ

eiψ/2 − e−iψ/2
=

sin(l+ 1
2
)ψsin 1

2
ψse obtiene la otra forma habitual de formular los arateres de las representaiones irre-duibles.El aráter de la identidad es, en ualquiera de las formulaiones, (2l + 1) que oinideon la dimensión de la representaión. El aráter de la operaión giro de ángulo 2π oinideon el de la identidad, omo orresponde a una representaión univaluada on l entero.11.4.3 Densidad de operaionesLas relaiones de ortogonalidad entre representaiones irreduibles onstituyen uno de losmejores instrumentos para deduir otras relaionesútiles. La generalizaión de las sumasdisretas de los grupos �nitos a las integraiones neesarias en el aso de los grupos ontinuosno es un problema trivial. La suma

1

|G|

∑

R2G f(R)debe ser reemplazada por
1∫

g(b)db ∫
f(R(b)g(b)dbdonde b es el onjunto de parámetros que identi�an una de las operaiones del grupoy g(b)db india el número de operaiones omprendidas entre b y b + db. La funión

g(b) juega, por tanto, el papel de una densidad, o onentraión, de operaiones, distintapara ada valor de los parámetros b. Dado que aparee tanto en el numerador omo enel denominador basta on onoer esa funión salvo un fator numério onstante. En lapágina 170 se vió que esa densidad es el produto del valor de la densidad en el origen porel inverso de jaobiano de la transformaión de los parámetros que lleva desde la identidada otra operaión ualquiera.



192 Capítulo 11De las dor formas de parametrizar los elementos del grupo SO(3) que se han venidousando en este trabajo, la deduión de esa densidad es más fáil en la parametrizaión enforma de (eje,ángulo), o bien (θ,φ; ψ). La operaión (θ,φ; ψ) puede visualizarse omo unpunto en el interior de una esfera, los valores de θ y φ sirven para orientar el punto dentrode la esfera, el valor de ψ se mide por la distania al origen. Las distintas operaiones estánidenti�adas por puntos en el interior de una esfera de radio π. La suma extendida a todaslas operaiones del grupo puede ser identi�ada on la integraión a todo el volumen de esaesfera on el elemento de volumen omo en oordenadas esférias ψ2 sinθdψdθdφ y loslímites de integraión 0 � φ < 2π, o � θ � π y 0 � ψ � π.Puesto que hay un isomor�smo entre las operaiones rotaión en tres dimensiones y lasmatries reales ortogonales 3� 3 on determinante +1, se va a utilizar la opión matriial.Una matriz de rotaiónR tiene un valor propio unidad y otros dos valores propios omplejo-onjugados entre sí de módulo también unidad.Demostraión: Una matriz unitaria en el ampo omplejo R, ortogonalse si restringe al ampo real, tiene un vetor propio  tal queR = λ multipliando por la izquierda esa expresión por su transpuesta y onjugadayRyR = λ λ� y y  = |λ|2 y se dedue que el módulo de los valores propios ha de ser la unidad. Puestoque ha de haber tres, un número impar, de ellos por ser raies del polinomioaraterístio de terer grado, y han de estar emparejados uno on su om-plejo onjugado, uno de ellos ha de ser neesariamente la unidad real. Losotros dos ser'an de la forma eit y e−it. El vetor propio asoiado al valorpropio unidad debe umplir Rv = vEl vetor v permanee invariante por la transformaión R. Multipliandopor la izquierda por Ry RyRv = v = Ry v�R − Ry� v = 0se dedue que v es la base del espaio monodimensional nulo de la diferenia�R − Ry�.Llamando B a esa diferenia, el vetor propio orrespondiente se puedealular exepto por un fator de esala
v1

v3
= −

B12B23 − B13B22

B12B21 − B11B22

v2

v3
= −

B21B13 − B11B23

B12B21 − B11B22El fator de esala se determina por algún tipo de normalizaión del vetor.En el aso partiular de una matriz R ortogonal en el ampo real los ele-mentos diagonales de B se anulan y solamente uentan los elementos nodiagonales. ❑



Representaiones 193Como operaión rotaión, la matrizR orresponde a la rotaión alrededor del eje indiadopor el vetor propio asoiado al valor propio +1 puesto que tal vetor permanee invariantefrente a la rotaión R: Rv = 1v. Las omponentes del vetor v = (v1, v2, v3) indian eleje de giro. El ángulo girado ψ se obtiene de la traza pues oinide on (1 + 2 osψ). Elaso senillo de giro alrededor del eje z de ángulo ψ tiene omo vetor propio0BBBBBBBB�osψ − sinψ 0sinψ cosψ 0

0 0 1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�00
1

1CCCCCCCCA = 1

0BBBBBBBB�00
1

1CCCCCCCCAel vetor v = (0, 0, 1) indiando que es el eje z. Una modi�aión de esala en formade (0, 0, ψ) india no solo el eje sino que su longitud representa el ángulo girado en esaoperaión.En la inmediaiones de la identidad un giro se esribe omo0BBBBBBBB�1 −a −b

a 1 −c

b c 1

1CCCCCCCCAon la ondiión de que los valores de a, b, c sean in�nitesimales. La antisimetría de esamatriz es impuesta por su ortogonalidad.El produto de ambas matries0BBBBBBBB�osψ− a sinψ − sinψ− a osψ −b osψ+ c sinψsinψ+ a osψ cosψ− a sinψ −b sinψ− c osψ
b c 1

1CCCCCCCCArepresenta un giro alrededor de un eje próximo al eje z de ángulo próximo a ψ. Si a es unaantidad in�nitesimal, el ángulo girado es ψ0 = ψ+ a.El vetor propio de esta matriz orrespondiente al valor propio +1 está dado por lasigiente expresión omo se puede omprobar diretamente despreiando in�nitésimos deorden superior.0BBBBBBBB�osψ− a sinψ − sinψ− a osψ −b osψ+ c sinψsinψ+ a osψ cosψ− a sinψ −b sinψ− c osψ
b c 1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�−b sinψ− c(1+ osψ)

b(1+ osψ) − c sinψ
−2 sinψ− 2a osψ

1CCCCCCCCA =
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= 1

0BBBBBBBB�−b sinψ− c(1 + osψ)

b(1+ osψ) − c sinψ
−2 sinψ− 2a osψ

1CCCCCCCCAIndia la direión del nuevo eje de giro. Como los vetores propios están determinadossalvo un fator de esala, por ambio de esala se onsigue que su longitud oinida on elángulo de giro ψ + a. El fator de esala (ψ + a)(−2 sinψ+ 2a osψ)

4 sin2ψ lleva, despreiandoin�nitésimos superiores, a la forma0BBBBBBBB�ψ
�
b

2
+
c

2

1+ osψsinψ �
ψ

�
c

2
−
b

2

1+ osψsinψ �
ψ+ a

1CCCCCCCCAEn resumen, el produto de un giro de ángulo ψ alrededor del eje z, es deir, el giroexpresado por el vetor (0, 0, ψ), multipliado por una rotaión que di�ere in�nitesimalmentede la identidad, es otra rotaión expresada por el vetor arriba indiado que identi�aremosomo v0 = (v01, v02, v03). Tenemos, por tanto, una relaión que vinula dos rotaiones próximasentre sí.El jaobiano de la transformaión, ahora fáil de alular, resulta��������������
∂v01
∂a

∂v01
∂b

∂v01
∂c

∂v02
∂a

∂v02
∂b

∂v02
∂c

∂v03
∂a

∂v03
∂b

∂v03
∂c

�������������� =

��������������0
ψ

2

ψ

2

1+ osψsinψ
0 −

ψ

2

1+ osψsinψ ψ

2

1 0 0

��������������El valor del determinante puede ponerse de muhas maneras por apliaión de las relaionesde la Trigonometría. Dos de ellas son ψ2
2

1+ osψsin2ψ y ψ2
2

1

1− osψ .La densidad de operaiones es proporional al inverso de ese jaobiano. Se ha obtenidopartiendo de un giro alrededor del eje z pero se puede deduir partiendo de otro giro alrededorde ualquier eje. La densidad de operaiones no es onstante. No podemos deir que ladensidad de operaiones sea uniforme, depende del ángulo girado pero no depende del ejede giro. En ese aspeto tiene las mismas araterístias que las lases de equivalenia. Ladensidad de operaiones es también funión de lase.Una vez onoida la densidad de operaiones se puede on�rmar la ortogonalidad de losarateres de las representaiones irreduibles.Demostraión: La relaión (5.11) de los grupos �nitos se transribe para



Reduibilidad 195el grupo de la esfera SO(3) omo
π∫

0

π∫

0

2π∫

0

χ(l1)(ψ) χ(l2)(ψ)
2(1− osψ)

ψ2
ψ2 sinθdψdθdφ

π∫

0

π∫

0

2π∫

0

2(1 − osψ)

ψ2
ψ2 sinθdψdθdφ = δ(l1l2)pues los arateres son reales. Se puede simpli�ar en la forma

8π
π∫

0

χ(l1)(ψ) χ(l2)(ψ) (1− osψ) dψ

8π
π∫

0

(1 − osψ) dψ

= δ(l1l2)El denominador es proporional al número total de operaiones del grupo.En la parametrizaión adoptada el valor del denominador es 8π2.
2

π

π∫

0

χ(l1)(ψ) χ(l2)(ψ) sin2 ψ
2
dψ = δ(l1l2)Sustituyendo los arateres por sus valores

2

π

π∫

0

sin�l1 +
1

2

�
ψ sin�l2 +

1

2

�
ψ dψ = δ(l1l2)El resto de la omprobaión se ompleta por la apliaión direta de lasexpresiones generales para las integrales puestas en juego.

∫ sin (ax) sin (bx)dx =
sin(a− b)x

2(a − b)
−

sin(a+ b)x

2(a + b)
(a2 6= b2)

∫ sin2 (ax)dx =
x

2
−

1

4a
sin (2ax)

❑Tanto la densidad de operaiones omo la omprobaión de la ortonormalidad de losarateres de las representaiones irreduibles dependen de la forma de parametrizar lasoperaiones pero el resultado �nal es independiente de ella.11.5 ReduibilidadEl espaio lineal asoiado a una representaión reduible es la suma direta de los espaiosasoiados a las irreduibles. El aráter de una operaión en una representaión reduiblees una ombinaión lineal de los arateres de las irreduibles. Como los arateres sonpropiedad de lase y las lases se identi�an por el ángulo girado,
χ(ψ) =

∑

l

al χ
(l)(ψ)



196 Capítulo 11Quedan por determinar los oe�ientes al reales y no negativos. Las relaiones (5.17) seonvierten para el grupo de la esfera en
al =

π∫

0

π∫

0

2π∫

0

χ(ψ) χ(l)(ψ)
2(1 − osψ)

ψ2
ψ2 sinθdψdθdφ

π∫

0

π∫

0

2π∫

0

2(1− osψ)

ψ2
ψ2 sinθdψdθdφLas simpli�aiones anteriores son también de apliaión aquí:

al =
2

π

π∫

0

χ(ψ) sin�l+ 1

2

�
ψ dψ11.5.1 Produto diretoLa base anónia de las representaiones irreduibles está formada por funiones propiassimultaneamente de los operadores l̂2 y l̂z. Son los armónios esférios Yl,m. Los distintosvalores del número m = −l,−l + 1, � � � , l − 1, l indian las funiones de base de la mismarepresentaión irreduible uyas dimensiones son (2l + 1). Dos reprsentaiones irreduiblesestán basadas en armónios esférios de distinto valor del número l.Los produtos del tipo Yl1,m1

� Yl2,m2
onstituyen un onjunto de (2l1 + 1)(2l2 + 1)funiones linealmente independientes, base de un espaio lineal estable bajo las operaionesdel grupo y, en onseuenia, base de una representaión del mismo grupo SO(3). Es la rep-resentaión obtenida omo produto direto externo de otras dos. Estos produtos diretosde representaiones irreduibles suelen estar ligados al problema de la adiión de momentosangulares. La nueva representaión así obtenida es reduible exepto el aso partiular enque uno de los valores de li sea la unidad, en que una de las dos representaiones sea latotalmente simétria.Los arateres de la nueva representaión son el produto de los arateres de adarepresentaión por separado.

χ(l1
l2)(ψ) = χ(l1)(ψ) � χ(l2)(ψ) =
sin �l1 + 1

2

�
ψsin 1

2
ψ

� sin �l2 + 1
2

�
ψsin 1

2
ψEl espaio lineal que da lugar a esta representaión es suma direta de espaios linealesasoiados a representaiones irreduibles. Los arateres son ombinaiones lineales de losarateres de las representaiones irreduibles.

χ(l1
l2)(ψ) =

∞∑

l=0

al χ
(l)(ψ)on los oe�ientes a1 enteros y no negativos obtenidos omo se india en la seión pree-dente.Los únios oe�ientes al distintos de ero son los que orresponden a valores del número

l omprendido entre |l1− l2| � l � l1+ l2. Además los oe�ientes no nulos valen la unidad.sin �l1 + 1
2

�
ψsin 1

2
ψ

� sin �l2 + 1
2

�
ψsin 1

2
ψ

=

l1+l2∑

l=|l1−l2|

sin �l+ 1
2

�
ψsin 1

2
ψ



Grupo SO(4) 197Esta relaión puede on�rmarse por las relaiones de la Trigonometría.Desde el punto de vista físio, omo adiión de momentos angulares, la resultante de lasuma de dos momentos angulares puede dar lugar a otro momento angular uyo módulo estéindiado por un número omprendido entre |l1− l2| y l1+ l2. Es lo que se onoe omo seriede Clebsh-Gordan.La serie de Clebsh-Gordan no solo hae referenia a las representaiones del grupo, sinoque también relaiona las funiones de base de las representaiones irreduibles individualeson las bases de las representaiones irreduibles en que se desompone su produto direto.Las (2l1 + 1) � (2l2 + 1) funiones que forman base de la representaión produto diretose desdoblan en subonjuntos de (2li + 1) funiones. Utilizando la notaión habitual |l,mipara indiar las funiones propias asoiadas a los valores l y m que indian los valores de losoperadores l̂2 y l̂z,
|l,mi =

l1+l2∑

l=|l1−l2|

|l1,m1i |l2,m2i Cl1,l2,lm1,m2,mLos oe�ientes de la ombinaión lineal Cl1,l2,lm1,m2,m
se denominan oe�ientes de Clebsh-Gordan, se presentan en múltiples formas omo hl1,m1, l2,m2|l1, l2, l,mi, están relaiona-dos on los oe�ientes 3j de Wigner, se onoen tablas de sus valores, se anulan si m 6=

m1+m2 y presentan otra serie de interesantes propiedades de simetría entre los índies quelos de�nen.No es el sitio de haer un ompleto estudio de los oe�ientes de Clebsh-Gordan pero síel de indiar que son relaiones todas ellas debidas a la simetría esféria, a la isotropía delespaio, a la inapaidad para difereniar una direión preferente en el espaio tridemen-sional.11.6 Grupo SO(4)Los estados estaionarios de un eletón que se mueve en el entorno de un núleo se lasi�anon estados S, P, D, � � � de auerdo on el valor del momento angular. Las representaionesirreduibles del grupo SO(3), de dimensiones (2l+1), son apaes de expliar la degeneraiónentre los estados que tan solo di�eren en la proyeión de una antidad vetorial omo elmomento angular. Pero esas representaiones son inapaes de justi�ar la degeneraión quese presenta entre estados de distinto valor del número l.La razón ha de busarse en la insu�ienia de la simetría empleada. De las múltiplestransformaiones que dejan invariante el problema no se ha puesto en juego más que un sub-grupo de otro grupo superior. En realidad el operador de Hamilton del eletrón moviendoseen un ampo de fuerzas entrales tiene simetrías superiores a la de la esfera.Si el grupo SO(3) es el de todas las transformaiones que dejan invariante el uadrado dela distania x2 �y2 + z2 al origen en tres dimensiones, el grupo SO(4) es el de las rotaionesque dejan invariante la antidad x2+y2+z2+w2. Visto omo grupo de matries, es el grupode todas las matries ortogonales, de dimensión 4�, on determinante +1. La identidad esla matriz unidad en uatro deimensiones. Los distintos elementos de este grupo dependende seis parámetros ontinuos. Las operaiones pueden ser alanzadas desde la identidad porpor apliaión ontinuada de seis generadores in�nitesimales.



198 Capítulo 11La analogía on el grupo SO(3) permite esribir esos generadores in�nitesimales en laforma de operadores hermítios
Ax =

1

i

�
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

�
Ay =

1

i

�
z
∂

∂x
− x

∂

∂y

�
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1

i

�
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

�
Bx =

1

i

�
x
∂

∂w
− w

∂

∂x

�
By =

1

i

�
y
∂

∂w
− w

∂

∂y

�
Bz =

1

i

�
z
∂

∂w
− w

∂

∂z

�uyas relaiones de onmutaión ondiionan la estrtura del grupo.Las relaiones de onmutaión de los seis generadores pueden ser deduidas sin muhotrabajo y expresadas omo
[Ax, Ay] = i Az

[Bx, By] = i Az

[Ax, Bx] = 0

[Ax, By] = i Bz

[Bx, Ay] = i Bzinluyendo todas las permutaiones ílias de los índies x, y, z lo que hae un total dequine relaiones de onmutaión,Esos operadores in�nitesimales son linealmente independientes, son base de un espaiolineal de dimensión seis que onstituye el algebra del grupo. Cualquier otro onjunto deseis operadores igualmente independientes forma base del mismo espaio lineal y sirve omogeneradores del grupo SO(4). Partiularmente interesante, por lo que tiene de ilustrativorespeto de la estrutura del grupo, es la ombinaión lineal
Jα =

1

2
(Aα + Bα) Kα =

1

2
(Aα − Bα) (α = x, y, z)pues presenta unas relaiones de onmutaión

[Jx, Jy] = i Jz (y permutaiones ílias de x, y, z)
[Kx, Ky] = i Kz (y permutaiones ílias de x, y, z)
[Ji, Kj] = 0 8 i, jque india que los seis generadores se pueden agrupar en dos onjuntos de tres operadoresada uno de manera que los de un onjunto onmuten on los del otro, y que por sepa-rado ada onjuntos presente las mismas reglas de onmutaión que las omponentes de unmomento angular. Es deir, las operaiones del grupo SO(4) pueden ser estudiadas omodebidas a dos momentos angulares independientes,11.7 Grupo O(3)Hasta aquí se han onsiderado las operaiones giros propios sin tener en uenta que, en unsistema físio real, también pueden oexistir las operaiones re�exión o inversión. Como



Grupo O(3) 199grupo, isomór�o del anterior, de matries ortogonales de dimensiones 3 � 3 solo se hantenido en uenta las que poseen determinate +1.El grupo ompleto de la simetría esféria tiene que inorporar también las operaionesimpropias. El grupo O(3) es el grupo ompleto, es el grupo obtenido omo produto externode los grupos
O(3) = SO(3)
 CiEl produto de la operaión inversión por todas las operaiones propias genera todas lasimpropias, re�exiones σ y operaiones giro-re�exión S. Como grupo de matries, el grupo

O(3) es el resultado del produto externo del grupo de todas las matries on determinante
+1 por el grupo que solo ontiene dos matries:0BBBBBBBB�1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�−1 0 0

0 −1 0

0 0 −1

1CCCCCCCCATanto el grupo SO(3) omo el grupo Ci son subgrupos normales o invariantes de O(3).En el espaio tridimensional, omo en general en espaios de dimensiones impares, si lamatriz R es una operaión propia, la matriz −R orresponde a una operaión impropia.Como matries ortogonales, el produto de una, sea propia o impropia, por su transpuestada la matriz unidad. RT R = 1Si la operaión R es impropia se ha de umplir quedet(1 + R) = 0Basta para omprobarlo multipliar esa suma de matries por la transpuesta de R por laizquierda detRT det(1 + R) = det �RT (1 + R)
�

= det �RT + 1�Como el determinante de RT es −1 se onluye quedet(1 + R) = − det �1 + RT� = − det(1 + R) = 0Una operaión propia de rotaión deja un eje invariante uya orientaión está dada porel vetor propio asoiado al valor propio +1. Una operaión impropia invierte un eje, lospuntos situados sobre el eje quedan sobre el mismo eje pero en posiión invertida respetoal origen. La orientaión del eje está dada por el vetor propio asoiado al valor propio −1:Rv = −1v.Desde el punto de vista de la estrutura del grupo, los distintos elementos están iden-ti�ados por los tres parámetros ontinuos, tres ángulos de Euler o (eje,ángulo), más unparámetro disreto. El parámetro disreto es el ambio de quiralidad al inorporar las op-eraiones impropias o el valor del determinante si se onsidera omo grupo de matries. Elgrupo onsta de dos omponentes. La identidad está en la omponente orrespondiente a



200 Capítulo 11determinante +1. La ordenaión de los elementos en lases de equivalenia no ambia, so-lamente se duplia el número de lases: las operaiones propias de ángulo ψ alrededor deualquier eje forman una lase y los mismo ourre on las operaiones impropias.Las representaiones irreduibles se duplian y se etiquetan on los subídies g/u depen-diendo de que el aráter de la operaión inversión sea positivo o negativo omo en los grupos�nitos. Además de la indiaión del número l que da uenta del valor del únio operador deCasimir, el del uadrado del módulo del momento angular, ada representaión irreduiblelleva la etiqueta g/u.La suma
1

|G|

∑

R2G f(R)propia de los grupos �nitos debe ser reemplazada por una suma disreta on respeto alparámetro disreto y una integraión on respeto a los tres parámetros ontinuos inluyendola densidad de operaiones vista anteriormente. Las relaiones de ortogonalidad de las rep-resentaiones irreduibles inluyen la ondiión de que las representaiones del mismo valorde l, pero de distinto valor del aráter frente a la inversión (g o u), son también ortogonalesentre sí.11.8 Desensos en simetría
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Table 11.1: Desensos en simetría desde O(3)Inluir g/u si el grupo mantiene la operaión inversiónD0 D1 D2 D3 D4 D5 D6
Ih A F1 H F2�G G�H F1�F2�H A�F1�G�H
Oh A1 F1 E�F2 A2�F1�F2 A1�E�F1�F2 E�2F1�2F2 A1�A2�E�F1�2F2
Th A F E�F A�2F A�E�2F E�3F 2A�E�3F
Td (g) A1 F1 E�F2 A2�F1�F2 A1�E�F1�F2 E�2F1�F2 A1�A2�E�F1�2F2
Td (u) A2 F2 E�F1 A1�F1�F2 A2�E�F1�F2 E�F1�2F2 A1�A2�E�2F1�F2
D6h A1 A2�E1 A1�E1�E2 A2�B1�B2�E1�E2 A1�B1�B2�E1�2E2 A2�B1�B2�2E1�2E2 2A1�A2�B1�B2�2E1�2E2
D6d (g) A1 A2�E5 A1�E2�E5 A2�E2�E3�E5 A1�E2�E3�E4�E5 A2�E1�E2�E3�E4�E5 A1�B1�B2�E1�E2�E3�E4�E5
D6d (u) B1 B2�E1 B1�E1�E4 B2�E1�E3�E4 B1�E1�E2�E3�E4 B2�E1�E2�E3�E4�E5 A1�A2�B1�E1�E2�E3�E4�E5
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Table 11.1: Desensos en simetría desde O(3). ContinuaiónD0 D1 D2 D3 D4 D5 D6
D5d A1 A2�E1 A1�E1�E2 A2�E1�2E2 A1�2E1�2E2 A1�2A2�3E1�E2 2A1�A2�3E1�2E2
D5h (g) A0

1 A0

2�E001 A0

1�E02�E001 A0

2�E02�E001�E002 A0

1�E01�E001�E02�E002 A00
1�A0

2� A00
2�E01�E001�E02�E002 A0

1�A00
1� A00

2�2E01�E001�E02�E002
D5h (u) A00

1 A00

2�E01 A00

1�E01�E002 A00

2�E002�E01�E02 A00
1�E01�E001�E02�E002 A0

1�A0
2� A00

2�E01�E001�E02�E002 A0
1�A00

1� A0
2�E01�2E001�E02�E002

D4h A1 A2�E A1�B1�B2�E A2�B1�B2�2E 2A1�A2�B1�B2�2E A1�2A2�B1�B2�3E 2A1�A2�2B1�2B2�3E

D4d (g) A1 A2�E3 A1�E2�E3 A2�E1�E2�E3 A1�B1�B2�E1�E2�E3 A1�B1�B2�2E1�E2�E3 A1�B1�B2�2E1�2E2�E3
D4d (u) B1 B2�E1 B1�E1�E2 B2�E1�E2�E3 A1�A2�B1�E1�E2�E3 A1�A2�B1�E1�E2�2E3 A1�A2�B1�E1�2E2�2E3
D3d A1 A2�E A1�2E A1�2A2�2E 2A1�A2�3E A1�2A2�4E 3A1�2A2�4E
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Table 11.1: Desensos en simetría desde O(3). ContinuaiónD0 D1 D2 D3 D4 D5 D6
D3h (g) A0

1 A0

2�E00 A0

1�E0�E00 A00

1�A0

2�A00

2�E0�E00 A0

1�A00

1�A00

2�2E0�E00 A00
1�A0

2�A00
2�2E0�2E00 2A0

1�A00
1�A0

2�A00
2�2E0�2E00

D3h (u) A00

1 A00

2�E0 A00

1�E0�E00 A0

1�A0

2�A00

2�E0�E00 A0

1�A00
1�A0

2�E0�2E00 A0
1�A0

2�A00
2�2E0�2E00 A0

1�2A00
1�A0

2�A00
2�2E0�2E00

D2h A B1�B2�B3 2A�B1�B2�B3 A�2B1�2B2�2B3 3A�2B1�2B2�2B3 2A�3B1�3B2�3B3 4A�3B1�3B2�3B3
D2d (g) A1 A2�E A1�B1�B2�E A2�B1�B2�2E 2A1�A2�B1�B2�2E A1�2A2�B1�B2�3E 2A1�A2�2B1�2B2�3E

D2d (u) B1 B2�E A1�A2�B1�E A1�A2�B2�2E A1�A2�2B1�B2�2E A1�A2�B1�2B2�3E 2A1�2A2�2B1�B2�3E

D∞h (g) Σ+
g Σ−

g �Πg Σ+
g �Πg � ∆g Σ−

g �Πg�∆g �Φg Σ+
g �Πg � ∆g�Φg � Γg Σ−

g �Πg � ∆g�Φg � Γg �Θg Σ+
g �Πg � ∆g �Φg�Γg �Θg�Ig

D∞h (u) Σ−
u Σ+

u �Πu Σ−
u �Πu � ∆u Σ+

u �Πu�∆u �Φu Σ−
u �Πu � ∆u�Φu � Γu Σ+

u �Πu � ∆u�Φu � Γu �Θu Σ−
u �Πu � ∆u �Φu�Γu �Θu�Iu
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Propiedades 20511.9 PropiedadesTodos los grupos �nitos de simetría son subgrupos del grupo ompleto O(3) de la simetríaesféria. Las relaiones entre las representaiones matriiales bajo simetría esféria son sen-illas y asi siempre del mismo tipo. Es por ello que, en muhas oasiones sea más fáilanalizar las propiedades de un sistema omo si estuviese en un entorno de simetría esfériay desender después al entorno moleular. Los desensos de simetría son también senillospues basta tener en uenta tan solo algunas de las operaiones de simetría. En ese desenso,las representaiones irreduibles en el supergrupo pasan a ser, en muhos asos, reduiblesen un entorno de inferior simetría.Una distribuión de arga elétria puede ser expresada por sus momentos. Es un on-epto estadístio. Una distribuión unidimensional omo la edad o la estatura de unapoblaión puede ser desrita por el enso total de poblaión, el valor medio de la propiedad,que se trate que está relaionada on el momento de primer orden, por su dispersión alrede-dor del valor medio expresada por la desviaión uadrátia, o media uadrátia on respetoa la media, que está relaionada on el segundo momento de la distribuión, y, si se nee-sita más detalle, por los suesivos momentos de orden superior. La funión de distribuión
f(x)dx india la antidad de la poblaión omprendida entre un valor de x y x + dx. Lapoblaión total, o momento de orden ero, y los suesivos momentos on respeto al origense expresan por la relaiones:

N =

+∞∫

−∞

f(x)dx

x =

+∞∫

−∞
x f(x)dx

N� � �
xm =

+∞∫

−∞
xm f(x)dx

NLos momentos on respeto a otro origen x0 distinto se alulan sustituyendo en las epresionespreedentes xm por (x− x0)
m. Los momentos tienen menos informaión que la distribuiónompleta pero, en onjunto, tienen toda la informaión que se onsidera signi�ativa.Una distribuión de arga elétria en un átomo o moléula es una distribuión tridiemen-sional indiada por una funión densidad de arga ρ(~r) que tiene un valor distinto en adapunto del espaio identi�ado en un sistema de oordenadas, artesianas, ilíndrias o es-férias, por tres datos. La distribuión puede ser disreta, ontinua o mixta omo ourre enlos sistemas atómio-moleulares en que se aepta que los núleos aportan argas puntualespositivas mientras que los eletrones dan lugar a un ontinuo de distribuión de arga nega-tiv. La distribuión de arga es expresada por medio de los momentos suesivos de órdenesreientes. El primer momento, o momento de orden ero, es la arga total

q =
∑

j

qj +

∫

V

ρ(~r)d~r



206 Capítulo 11resultado de una suma on respeto a la parte disreta de la distribuión y una integraiónon respeto a la distribuión ontinua uyos límites son los del volumen V. Este momentoes una antidad esalar, simplemente informa si el sistema es iónio o elétriamente neutro.Frente a las transformaiones del grupo O(3) forma base de la representaión irreduibletotalmente simétria D0g.Un momento de orden l se de�ne mediante la relaión
Ξl,m =

∑

j

qj r
l
j Yl,m +

∫

V

ρ(~r) rl Yl,m d~r (11.3)Tiene (2l+1) omponentes independientes que, bajo las operaiones giros y re�exiones de lasimetría esféria, se transforman entre sí formando base de una representaión irreduible.En la página 150 se presentó una de�niión de los mismos momentos de la distribuiónexpresados en oordenadas artesianas. En aquel ontexto el interés se entraba en los om-portamientos de de las distintas omponentes frente a las permutaiones de sus índies onel �n de estableer el número de omponentes independientes de ada una de las antidadestensoriales. Según se vió en aquel ontexto, los tensores son desomponibles en tensores derango inferior de�nidos por las trazas más la ontribuión de trazas nulas. Es esta últimala que aquí se de�ne a través de los armónios esférios. El omportamiento frente a lastransformaiones del sistema oordenado, rotaiones y re�exiones, de las omponentes de lostensores de trazas nulas es el objetivo de este análisis.Las tres omponentes del vetor de posiión se trensforman, por las rotaiones-re�exionesen tres dimensiones, formando base de la representaión irreduible D1u del grupoO(3). Las
3n omponentes artesianas se transforman omo la representaión irreduible D
n

1u obtenidaomo produto direto externo de D1u por sí misma n vees.En la forma en que se han de�nido los momentos, las funiones armónios esférios sonfuniones omplejas pero nada impide transformar linealmente las funiones Yl,m de maneraque se obtenga otro onjunto de funiones reales. Ello da lugar a que las omponentes seetiqueten por omponentes artesianas en vez de los númerosm = −l,−l+1, � � � , l−1−l. Apesar de ello, el número de omponentes independientes sigue siendo (2l+1) y, omo base derepresentaión, siguen dando lugar a la misma representaión irreduible. Es un mero ambiode base que no modi�a ninguno de los invariantes de la representaión matriial del grupoD1u. El momento de orden 1 se denomina momento dipolar, tiene tres omponentes, es unvetor ~p, y es habitualmente refereniado en oordenadas artesianas omo ~p = (px, py, pz)y más raramente entre los químios omo ~p = (p−1, p0, p1).El resto de los momentos de orden superior proporionan una desripión más detalladade la distribuión de arga, partiularmente importante si los momentos de orden inferiorse anulan. Son antidades tensoriales de orden l on (2l+ 1) omponentes que forman basede las representaiones irreduibles Dl g/u. La alsi�aión g/u frente a las operaionesimpropias del grupo va asoiada a la paridad del número l: los momentos de l par son g,los de l impar son u. Los suesivos momentos de la distribuión se denominan uadrupoloel de l = 2, otopolo el de l = 3 y, en general, 2n-polo.Los armónios esférios se pueden poner en forma real simplemente ombinando lineal-mente Ym,m on Yl,−m y presentar las momentos elétrios en oordenadas artesianas.El momento de segundo orden, momento uadrupolar, tiene entones las omponentes
xx, xy, xz, yx, yy, yz, zx, zy, zz



Orbitales híbridos 207on un total de nueve omponentes. Pero las nueve omponentes no son independientes pueses un tensor simétrio, las omponentes xy e yx son idéntias, y además tiene traza nula.En ualquiera de sus formulaiones tiene ino omponentes linealmente independientes. Lomismo puede deirse de los de orden superior. El momento otopolar tiene veintisiete om-ponentes en oordenadas artesianas pero, debido a la simetría y a la nulidad de sus trazas,solo siete de ellas son linealmente independientes.Igual que los momentos eletrios son propiedad de una distribuión de argas elétrias,los momentos magnétios son debidos a una distribuión de orrientes. Dejando aparte elmomento magnétio de orden ero orrepondiente a un monopolo, el resto de los multipolosmagnétios tienen, omo los elétrios, tantas omponentes omo (2l+1) pero, a diferenia deaquellos, su omportamiento frente a las operaiones impropias es el opuesto: los momentosde l par son u y los de l impar se transforman omo g. El momento dipolar magnétiotiene tres omponentes independientes que se transforman entre sí formando base de larepresentaión irreduible D1g.El mismo razonamiento puede extenderse a otros tipos de magnitudes tensoriales. La po-larizabilidad tiene seis omponentes independientes, una de ellas, la omponente isotrópia,es invariante frente a las rotaiones-re�exiones en tres dimensiones y las otras ino se trans-forman omo la representaión D2g e informan aera de su anisotropía. Los módulos dela elastiidad son también antidades tensoriales para las que es apliable el análisis desu omportamiento ante las transformaiones del sistema de oordenadas. Las magnitudestensoriales que forman base de las representaiones irreduibles en la simetría esféria sedenominan tensores irreduibles.En los entornos de inferior simetría que la esféria, las omponentes que forman base derepresentaiones irreduibles pasan a formar base de representaiones reduibles. Las tablasde los desensos en simetría desde la esfera dan uenta de la forma en que se desdoblanlas representaiones. Bajo ualquier simetría el número mínimo de datos, de omponentesno nulas, neesario para tener la informaión aera de una de esas antidades tensoriales,oinide on el número de omponentes totalmente invariantes, las omponentes que formanbase de la representaión totalmente simétria presente el todos los grupos.11.10 Orbitales híbridosLos orbitales híbridos son ombinaiones lineales de los orbitales atómios s, p, d, � � � que,para distinguirlos, llamaremos `rudos�. El paso de un tipo de orbitales a otro, de rudos ahíbridos, es un problema de simetría que puede ser abordado por la Teoría de Grupos. Esel problema inverso al planteado anteriormente en que se busaban funiones adaptadas a lasimetría del problema: dado un onjunto de funiones que forman base de una representaiónreduible, transformarlo en otro onjunto de funiones que, por separado, formen base derepresentaiones irreduibles.Para el estudio del omportamiento de los orbitrales �rudos� frente a las transforma-iones, rotaión-re�exión, de la esfera, basta tener en uenta tan solo sus fatores angulares,los armónios esférios. La parte radial de los orbitales atómios son invariantes. Comose ha visto anteriormente, los armónios esférios forman base, en la simetría O(3) de lasrepresentaiones ireduibles etiquetadas por el número l y por g/u según la paridad de l.Los orbitales {p1, p0, p−1} forman base de la representaión D1u de dimensión tres. Un



208 Capítulo 11ambio de base permite esribir otro onjunto de otros tres orbitales {px, py, pz} que formanbase de la misma representaión irreduible. 
px py pz

!
=

 
p1 p0 p−1

! 0BBBBBBBB� 1p
2

1

i
p
2

0

0 0 1

1p
2

− 1

i
p
2

0

1CCCCCCCCALa matriz de transformaión es una matriz unitaria, su transpuesta y onjugada es su inversa.Ambos onjuntos de funiones son distintas bases de la misma representaión irreduible de
O(3). Unas son funiones omplejas y las otras reales y tienen ventajas de failidad detratamiento en problemas moleulares. Pero todas ellas son funiones p asoiadas al número
l = 1. Hay in�nitas maneras de ambiar de base sin ombiar de representaión.Para obtener orbitales híbridos se ha de juntar, �sumar�, espaios lineales asoiados adistintos valores de l. Al juntar varios espaios lineales se obtienen representaiones uyasmatries presentan la estrutura en bloques diagonales omo en la página 41. Se trata dehaer ahora la transformaión inversa de la que permitió allí desomponer una representaiónde manera que apareieran los bloques a lo largo de la diagonal. Al ombinar funiones dedistintos valores de l, el número l habrá dejado de ser un buen riterio de lasi�aión. Sise ombinan funiones s y p, las nuevas funiones no serán ni s ni p; serán mezla. De ahíla denominaión de funiones híbridas.

➩ Debe reordarse que la mejor o peor aproximaión a las soluiones de unproblema está en el espaio lineal en que se busa la soluión aproximaday no en la eleión de una u otra base en diho espaio. Un ambio debase de representaión no modi�a las onlusiones ontrastables on lasobservaiones experimetales.Hay in�nitas maneras de transformar un onjunto de funiones ortonormales en otroonjunto de funiones también ortonormales. La matriz de transformaión será unitaria. Sise quiere preisar más sobre la nuevas funiones han de imponerse ondiniones adiionales.La ondiión impuesta habitualmente es que las nuevas funiones sean equivalentes en en-tornos de inferior simetría que la esfera. Por ejemplo, que haya uatro funiones que seanequivalentes en un entorno de simetría tetraédria, que las operaiones de simetría del grupopuntual de tetraedro transformen unas funiones en otras. Otro ejemplo es que seis fun-iones se transformen unas en otras por las operaiones de simetría del ubo o del otaedro.Las matries representaión de esas operaiones de simetría, en la base de orbitales híbridostienen un únio elemento distinto de ero en ada �la y en ada olumna. Son matriestransformadas a partir de las que formaban los orbitales �rudos� separadas en bloques di-agonales.La primera uestión que se plantea es la de qué funions �rudas� son apaes, porombinaión lineal, de dar lugar a orbitales hibridados de la simetría requerida. Un ejemplosenillo sirve para ilustrarlo. Sea el aso en que se requieran tres orbitales {h1, h2, h3} que,por las operaiones de simetría del triángulo plano, se transformen unas en otras de auerdoon la siguiente tabla de matries
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E C+

3 C−
3 σA σB σC0BBBBBBBB�1 0 0

0 1 0

0 0 1

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�0 0 1

1 0 0

0 1 0

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�0 1 0

0 0 1

1 0 0

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�1 0 0

0 0 1

0 1 0

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�0 0 1

0 1 0

1 0 0

1CCCCCCCCA
0BBBBBBBB�0 1 0

1 0 0

0 0 1

1CCCCCCCCAque orresponden a un onjunto de tres funiones {ϕ1, ϕ2, ϕ3} on la ondiión de que elgiro ternario positivo onvierta ϕ1 en ϕ2 y las demás en orden ílio, que la primera resulteinvariante por la operaión σA, et. Estas funiones son base de un espaio lineal de funionesde dimensión tres, estable bajo las operaiones del grupo por lo que ha sido posible esribirlas matries de transformaión. Se busa que estas funiones sean ombinaiones lineales deorbitales �rudos�. El ambio de base de representaión de unas funiones en otras onservalos invariantes de las matries representaión y, en partiular, sus trazas, sus arateres.Los arateres de esa representaión indian que se trata de una reprsentaión reduibleresultado de la �suma�: Γ =A1�E. La simetría del problema die que la obtenión de esosorbitales híbridos de esas araterístias exige que sean ombinaiones lineales de una funiónque se transforme omo la representaión irreduible A1, on dos funiones que sean basede la representaión ireduible E. Un orbital de tipo s junto on la pareja {px, py} es unaposibilidad, pero no la únia. Es la hibridaión sp2.Un problema omplementario onsiste en obtener la ombinaión lineal preisa que llevade los orbitales �rudos� a una opión onreta de los hibridados. La forma prátia onsisteen busar la transformaión que lleva de los hibridados a los �rudos� y luego obtener suinversa. Los orbitales híbridos son equivalentes, mientras que los �rudos� son adaptados ala simetría. Por tanto, los operadores de proyeión (6.6) permiten obtener funiones queforman base de las representaiones irreduibles. Los proyetores (6.4) proyetan sobre elsubespaio asoiado a una olumna de la representaión irreduible, pero requieren onoerlas matries representaión y no solo los arateres.Siguiendo on el mismo ejemplo, la proyeión del primer orbital híbrido, h1, sobre elsubespaio lineal asoiado a la representaión A1 da la ombinaión lineal
1

6
(h1 + h2 + h3 + h1 + h3 + h2) =

1

3
(h1 + h2 + h3)Esa funión, en una hibridaión sp2, ha de ser neesariamente un orbital de tipo s. Una veznormalizado se ha de umplir que

s =
1p
3

(h1 + h2 + h3)La proyeión de los otros dos orbitales, h2 y h3 sobre el mismo subespaio da lugar a lamisma funión repetida. No hay más que una funión linealmente independiente de simetríaA1.La proyeión de los tres orbitales híbridos sobre el subespaio de la representaiónireduible E produe las siguientes ombinaiones lineales.
2

6
(2h1 − h2 − h3)
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2

6
(2h2 − h1 − h3)

2

6
(2h3 − h1 − h2)Esas tres funiones no son independientes; solo hay dos funiones linealmente independientesformando base de una representaión E. Ha de haerse una eleión e identi�ar las dosfuniones independientes normalizadas y ortogonales on los orbitales {px, py} si lo que sebusa es la hibridaión sp2. Esta es una de las opiones:

px =
1p
2

(h3 − h2)

py =
1p
6

(2h1 − h2 − h3)Juntando las tres funiones 
s px py

!
=

 
h1 h2 h3

!0BBBBBBBB� 1p
3

0 2p
6

1p
3

− 1p
2

− 1p
6

1p
3

1p
2

− 1p
6

1CCCCCCCCALa matriz de transformaión es ortogonal, su inversa es su transpuesta por lo que los orbitaleshíbridos son  
h1 h2 h3

!
=

 
s px py

!0BBBBBBBB� 1p
3

1p
3

1p
3

0 − 1p
2

1p
2

2p
6

− 1p
6

− 1p
6

1CCCCCCCCAEsta es una de las in�nitas opiones. Los tres orbitales híbridos poseen el mismo aráter s,ombinan propiedades de s y de p en la misma proporión, son orbitales equivalentes.Queda la posibilidad de utilizar los operadores de proyeión (6.4) si se dispone de lasmatries representaión. Para el ejemplo que se viene utilizando, tres orbitales híbridosequivalentes por la simetría del triángulo, hay un posible juego de matries representaiónen la tabla 5.2. La representaión totalmente simétria no aporta informaión adiional pues,en las representaiones monodimensionales, la matriz y su aráter oiniden. El proyetorsobre el subespaio asoiado a ada una de las dos olumnas de la representaión E se esribe
P

(E)

1 =
2

6

�
OE −

1

2
OC+

3
−
1

2
OC+

3
+ OσA

−
1

2
OσB

−
1

2
OσC

�
P

(E)

2 =
2

6

�
OE −

1

2
OC+

3
−
1

2
OC+

3
− OσA

+
1

2
OσB

+
1

2
OσC

�Al apliar el primero de estos proyetores sobre los tres orbitales híbridos se obtienen lasfuniones
2

6

�
2h1 − h2 − h3

�
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2

6

�
−h1 +

1

2
h2 + h3

�
2

6

�
−h1 +

1

2
h2 + h3

�mientras que al apliar el proyetor sobre la segunda olumna se obtienen las funiones
0

2

6

�
+
5

2
h2 −

5

2
h3

�
2

6

�
−
5

2
h2 +

5

2
h3

�Es fáil omprobar que no hay más que una funión linealmente independiente que formebase de la primera olumna de la representaión y una sola que forme base de la segundaolumna. Por este proedimiento no ha lugar a seleionar una pareja de funiones lineal-mente independientes y ortogonales omo uando solo se usa la informaión de los arateres.Una vez normalizadas e identi�adas on los orbitales py y px 
s px py

!
=

 
h1 h2 h3

!0BBBBBBBB� 1p
3

0 2p
6

1p
3

− 1p
2

− 1p
6

1p
3

1p
2

− 1p
6

1CCCCCCCCAresulta la misma transformaión que utilizando los arateres de las representaiones irre-duibles.Esta no es una oinidenia fortuita pues ha sido busada aunque no se haya menionadoexplíitamente.La opión seguida presenta un orbital híbrido que tiene su máximo de probabilidad depresenia a lo largo de la direión positiva del eje y, el segundo lo tiene en el terer uadrantey el último en el uarto uadrante. Basta identi�ar el resultado de las proyeiones no on
py y px sino en orden inverso o, simplemente, on el signo ambiado para disponer de todauna panoplia de opiones. Equivalen a haber orientado los ejes artesianos de distinta forma.11.11 EjeriiosProblema 11.11.1 Las representaiones irreduibles del grupo O(3) son todas de órde-nes impares. Sin embargo, los estados estaionarios de un eletrón que se mueve en elentorno de un núleo presenta degeneraiones pares: el estado 2s y los tres estados 2pson degenerados en ausenia de ampos externos. No es una degeneraión aidental,pura oinidenia numéria. Hay una razón en que no se han tenido en uenta todaslas invarianias del problema.Para justi�ar esa degeneraión se ha de haer uso del grupo SO(4), rotaionesen uatro dimensiones, que deja invariante la antidad x2 + y2 + z2 + w2. (El grupo
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SO(4) tiene representaiones irreduibles uyas dimensiones son los uadrados de losnúmeros naturales.) Es un grupo que depende de seis parámetros ontinuos y posee,por tanto, seis generadores in�nitesimales. Comprobar que esos generadores son

A1 = z
∂

∂y
− y

∂

∂z
A2 = x

∂

∂z
− z

∂

∂x
A3 = y

∂

∂x
− x

∂

∂y

B1 = x
∂

∂w
− w

∂

∂x
B2 = y

∂

∂w
− w

∂

∂y
B2 = z

∂

∂w
− w

∂

∂zy analizar sus relaiones de onmutaión.Comprobar también que si en su lugar se toman omo generadores los operadores
Ji =

1

2
(Ai + Bi) Ki =

1

2
(Ai − Bi)los nuevos generadores tienen las relaiones de onmutaión

[Ji, Jj] = εijk Jk [Ki, Kj] = εijk Kk [Ji, Kj] = 0indiando que hay dos momentos angulares independientes, ada uno de los uales dalugar a un grupo independiente SO(3) y que el grupo total
SO(4) = SO(3) 
 SO(3)al menos loalmente en el entorno de la identidad.Problema 11.11.2 Comprobar la serie de Clebsh-Gordan utilizando la relaión
χ(l)(ψ) =

m=+l∑

m=−l

eimψRepetir utilizando las relaiones de la Trigonometría.



Capı́tulo 12Grupo SU(2)En el apartado referente a las rotaiones en tres dimensiones se ha heho notar que la on-mutaión de los generadores in�nitesimales proporiona informaión aera de la estruturadel grupo en las inmediaiones de la operaión identidad pero que nada dien repeto de lapropiedades globales del grupo. En partiular, se hizo notar que en la omnutaión de losgeneradores tienen abida las funiones asoiadas a valores del momento angular indiadastanto por números enteros omo semienteros. La rotaión de una vuelta ompleta oinideon la identidad para las funiones on l enteros pero para valores semienteros se preisandos vueltas ompletas para llegar a la identidad. Es por eso que se distinguen en el grupo
SO(3) dos tipos de representaiones irreduibles: las univaluadas que orresponden a valoresenteros de los momentos angulares y las dobles que orresponden a los valores semienteros.En aquel apartado se han estudiado las primeras pero no las segundas.Para aomodar en un estudio homogéneo ambos tipos de representaiones se puede in-ventar una operaión �tiia �E onsistente en una vuelta pero que no es la identidad, suuadrado lo es, y generar un supergrupo del SO(3) omo produto direto SO(3) 
 {E, �E}dupliando el número de operaiones y aumentando el de representaiones irreduibles. Enel grupo doble así onstruído todas las representaiones irreduibles son univaluadas, tantolas que orresponden a valores enteros omo semienteros de los momentos angulares. Paraexpresarlo de alguna manera, puede deirse que los momentos angulares semienteros formanbase de representaiones dobles del grupo senillo, o de representaiones senillas del grupodoble.El resultado es equivalente a introduir el grupo SU(2) de todas las matries unitariasde dimensiones 2� 2, on elementos omplejos, y uyo determinante sea +1. Una matriz deeste onjunto A = ( a11 a12

a21 a22
) posee uatro números omplejos, oho datos reales, pero omodebe umplir A Ay = 10BBB�a11 a12

a21 a22

1CCCA �0BBB�a�11 a�21
a�12 a�221CCCA =

0BBB�1 0

0 1

1CCCA213



214 Capítulo 12y su determinante ha de ser la unidad, quedan tan solo tres grados de libertad. El grupo
SU(2) es un grupo uyos elementos dependen del valor que tomen tres parámetros ontinuos.Un elemento araterístio de este grupo puede ponerse en la formaR =

0BBB� eiη osθ −eiλ sinθ
e−iλ sinθ e−iη osθ1CCCA (12.1)donde los tres parámetros ontinuos pueden tomar los valores 0 � θ � π; 0 � η, λ < 2π.Otra forma de parametrizar estas matries es0BBB� r0 + irz ry + irx

−ry + irx r0 − irz

1CCCAon la restriión de que r20 + r21 + r22 + r23 = 1 para que no haya más de tres parámetrosindependientes e indiando que ada una de estas matries puede identi�arse on un puntoen una super�ie esféria de radio unidad en uatro dimensiones.Los elementos del grupo SU(2) onstituyen un subgrupo del grupo U(2) formado portodas las matries unitarias de 2 � 2. Una matriz general de este supergrupo se puedeesribir omo 0BBB� eiα osθ −eiγ sinθ
ei(β−γ) sinθ ei(β−α) osθ1CCCAque tiene por determinante eiβ, un valor omplejo de módulo unidad. Los elementos deeste grupo dependen de uatro parámetros ontinuos. El produto de este elemento delgrupo U(2) por su omplejo onjugado ha de dar una nueva matriz uyo determinante seael produto de los determinantes, es deir, la unidad.0BBB� os2 θ − ei(2γ−β) sin2 θ −(ei(α−γ) + ei(α−β+γ)) osθ sinθ

(ei(−α+γ) + ei(−α+β−γ)) osθ sinθ os2 θ − ei(−2γ+β) sin2 θ 1CCCAEsta matriz es, por tanto, uno de los elementos del grupo SU(2). Su dependenia de uatroparámetros es solo aparente pues basta rede�nir los parámetros en la forma
φ = α− β + γ ϕ = α− γpara que la matriz anterior se reesriba omo0BBB� os2 θ − ei(φ−ϕ) sin2 θ −(eiϕ + eiφ) osθ sinθ

(e−iϕ + e−iφ) osθ sinθ os2 θ− e−i(φ−ϕ) sin2 θ1CCCAque no es sino otra de las muhas maneras de esribir una matriz unitaria de dimensiones
2� 2 on determinante +1.



Generadores 21512.1 GeneradoresEl elemento identidad del grupo es la matrizI =

0BBB�1 0

0 1

1CCCAUn elemento general de este grupo puede ponerse omo ombinaión lineal de la matrizidentidad y de tres matries linealmente independientes.0BBB� r0 + irz ry + irx

−ry + irx r0 − irz

1CCCA = r0 I + i rx σx + i ry σy + i rz σz

σx =

0BBB�0 1

1 0

1CCCA σy =

0BBB�0 −i

i 0

1CCCA σz =

0BBB�1 0

0 −1

1CCCAonoidas omo matries de Pauli. Estas matries tienen una uriosa tabla de multipliar
σα σβ = −σβ σα = i εαβγ σγy sus relaiones de onmutaión

[σα, σβ] = 2 i σγ (α,β, γ) permutaión ília de (x, y, z)son formalmente idéntias, salvo fatores numérios de normalizaión, a las relaiones deonmutaión entre los operadores orrespondientes a las omponentes artesianas del mo-mento angular vistas en el apartado de la simetría esféria. Basta para haer oinidir laseuaiones on utilizar 1
2
σα. Por tanto, los generadores in�nitesimales del grupo de matriesunitarias son
ĵx =

1

2
σx ĵy =

1

2
σy ĵz =

1

2
σzSe puede inluir un fator ~ para enfatizar que se trata de operadores de momento angular.El algebra de los generadores del grupo SU(2) es omo el del grupo SO(3). Ambos grupostienen la misma estrutura, son isomorfos, en el entorno de la identidad. El únio operadorde Casimir que onmuta on todos los generadores es la suma de los uadrados,

ĵ2 = ĵ2x + ĵ2y + j2z =

0BBB�3
4

0

0 3
4

1CCCAmatriz esalar, múltiplo de la matriz identidad.Al elevar al uadrado las matries de Pauli se obtiene la matriz unidad y ualquierfunión polinómia de grado superior de las matries de Pauli se puede expresar omo om-binaión lineal de la matriz unidad y de las mismas matries de Pauli.



216 Capítulo 1212.2 ClasesUn elemento ualquiera del grupo SU(2) también se puede esribir omo � a b
−b� a� � on lasondiiones antes apuntadas. Dos matries que estén en la misma lase omparten los invari-antes frente a transformaiones de semejanza. Entre ellos están los valores propios, raiesdel polinomio araterístio.���������a− λ b

−b� a� − λ

��������� = λ2 − (a+ a�) λ + 1 = 0Los valores propios dependen exlusivamente de la parte real de los dos elementos diagonalesuyo módulo no puede exeder de la unidad, jℜ(a) j � 1.
λ� = ℜ(a) � i

q
1− ℜ(a)2 = e� iψ/2Por tanto, las operaiones del grupo que tengan la misma parte real de los elementos diag-onales forman una lase de equivalenia que depende de un parámetro ψ que puede tomarvalores 0 � ψ � 2π.12.3 SU(2) y SO(3)La relaión entre estas matries unitarias y las rotaiones en tres dimensiones pueden ponersede mani�esto onstruyendo una matriz en la formaP = σx x + σy y + σz ze interpretando los oe�ientes (x, y, z) omo las oordenadas de un punto en el espaiotridimensional. La transformaión de P mediante una de las operaiones del grupo SU(2),omo la que aparee en la euaión (12.1), ondue a una nueva P0 = RPR−1 que tambiénes ombinaión lineal de las mismas matries de Pauli on nuevos oe�ientes (x0, y0, z0),oordenadas de un nuevo punto en el espaio tridimensional, lo que equivale a una rotaiónen tres dimensiones on matriz de transformaión0BBBBBBBB� os2 θ os 2η − sin2 θ os 2λ os2 θ sin 2η + sin2 θ sin 2λ sin 2θ os(η+ λ)

− os2 θ sin2η − sin2 θ sin2λ os2 θ os 2η + sin2 θ os 2λ − sin2θ sin(η+ λ)

− sin 2θ os(η+ λ) − sin 2θ sin(η+ λ) os 2θ
1CCCCCCCCA(12.2)Esta matriz es ortogonal, de tres �las y tres olumnas, on determinante +1 y es, por tanto,un elemento del grupo SO(3) de las rotaiones en tres dimensiones.Se puede analizar esta matriz de rotaión indiando que, para un valor nulo del ángulo

θ, la rotaión solo depende de η. Al tomar el valor de η = π se alanza la identidad. Peroel parámetro η puede tomar valores por enima de π hasta 2π generando otras matries R



SU(2) y SO(3) 217en la euaión (12.1) que, sin embargo, omo matries rotaión en tres dimensiones, vuelvena repetir los mismos elementos de SO(3). Dos elementos del grupo SU(2) orresponden almismo elemento de SO(3).Hay una forma alternativa de ver la relaión entre las matries del grupo SU(2) on lasdel grupo SO(3). Construyamos una matrizP = cx σx + cy σy + cz σz =

0BBB� cz cx − icy

cx + icy −cz

1CCCAen que los oe�ientes cx, cy, cz sean antidades reales, omponentes de un vetor de longi-tud unidad, ~c = (cx, cy, cz), c2x + c2y + c2z = 1, osenos diretores de una direión en elespaio tridimensional. Las matries σα son hermítias y de traza nula, sus ombinaioneslineales on oe�ientes reales también lo son. La matriz P es un elemento del grupo SU(2).La transformaión de la matriz P por una matriz arbitraria del grupo SU(2), RPR−1 = P0da lugar a una nueva matriz P0 que también es hermítia y de traza nula, que también esotro elemento del grupo SU(2), que es otra ombinaión lineal de las mismas matries σαon oe�ientes de un nuevo vetor ~c0 de módulo unidad, uyas omponentes son osenosdiretores de otra direión en el espaio tridimensional. En resumen, una transformaióndel grupo SU(2) indue una rotaión en el espaio tridimensional.Las matries del grupo SU(2) se pueden obtener a partir de los generadores in�nitesimalesen la forma R = e−i 1
2
ψP =

∞∑

k=0

(−i)k

k!

�
1

2
ψ

�k Pkpues, dadas las araterístias de la matriz P, el resultado ha de ser matriz unitaria ondeterminante +1. Por su propia de�niión, las potenias pares de P oiniden on la matrizidentidad en dos dimensiones mientras que las impares son iguales a la misma matriz P.Separando los términos de índie k par de los impares,R = I ∞∑

k=0

(−1)k

(2k)!

�
1

2
ψ

�2k
− iP ∞∑

k=0

(−1)k

(2k+ 1)!

�
1

2
ψ

�2k+1Las sumas de las series son los desarrollos en potenias de las funiones armóniassinφ =

∞∑

k=0

(−1)k
φ2k+1

(2k+ 1)!
= φ −

1

3!
φ3 +

1

5!
φ5 + � � �osφ =

∞∑

k=0

(−1)k
φ2k

(2k)!
= 1 −

1

2!
φ2 +

1

4!
φ4 + � � �por lo que se puede también esribirR = os�1

2
ψ

� I − i sin�1
2
ψ

� PR =

0BBB�os �1
2
ψ
�

− i cz sin �12 ψ� (−i cx − cy) sin �1
2
ψ
�

(−i cx + cy) sin �12 ψ� os �1
2
ψ
�

+ i cz sin �12 ψ�1CCCA



218 Capítulo 12En la parametrizaión (eje,ángulo) de los elementos del grupo SO(3) las omponentes de unvetor indian la orientaión del eje de giro y la longitud del vetor india el ángulo girado.El vetor ~c = (cx, cy, cz) india una direión del espaio tridimensional, la de un eje degiro. Por tanto, el produto (ψ~c), aunque identi�a un elemento del grupo SU(2), tienetoda la informaión aera de un giro en el espaio tridimensional.Sin embargo, la relaión entre los grupo SU(2) y SO(3) es globalmente un homomor�smoy no un isomor�smo. Si etiquetamos esa matriz de transformaión on el vetor ~c y el ángulo
ψ en la forma R(~c,ψ) se observa que la operaión R(~c, 0) es la matriz unidad, la identidaddel grupo SU(2) y está asoiada también a la identidad del grupo SO(3). Pero la operaiónR(~c, 2π), omo matriz del grupo SU(2) es la matriz �−1 0

0 −1

� opuesta a la identidad mientrasque, omo rotaión en tres dimensiones es una vuelta ompleta que oinide on la identidad.En el grupo SU(2) para llegar a la identidad se ha de dar el valor de 4π al parámetro ψ,R(~c, 4π) =
�
1 0
0 1

�. Esta parametrizaión implia dos vueltas ompletas en tres dimensiones.Ambas matries del grupo SU(2), tanto �−1 0
0 −1

� omo � 1 00 1 �, están asoiadas a la mismaoperaión identidad en SO(3). Hay, en onseuenia, una relaión de dos a uno entre loselementos del grupo SU(2) y los del grupo SO(3). Esta relaión entre los elementos de ambosgrupos se viene indiando al inventar una operaión �tiia �E que orresponde a un giro de
2π que no es la identidad. Un giro de 2π hae que el sistema oordenado vuelva a la posiiónde partida; lo que no vuelve a la posiión de partida es el sistema físio que se estudia. Laidentidad orresponde a un giro de 4π. El giro de 2π no lleva a la identidad sino que invierteel signo de las funiones orrespondientes a valores de j semienteros.12.4 Representaiones irreduiblesUna representaión es una orrespondenia homomór�a entre los elementos del grupo ymatries uadradas que satisfagan la misma tabla de multipliar que las operaiones delgrupo al que representan. La representaión trivial presente en todos los grupos asigna lamatriz de una �la y iuna olumna, (1), a ada elemento del grupo.Al tratarse de un grupo de matries, las propias matries se representan a sí mismaspor lo que el onjunto de las matries unitarias 2 � 2 on determinante +1 onstituyenuna representaión del grupo. Es la representaión fundamental de dimensión dos. Es unarepresentaión exata (faithful) pues es un isomorf'ismo al haber una matriz distinta paraada elemento del grupo.Con ayuda de esa representaión fundamental se pueden generar otras representaionesde dimensiones superiores.Una matriz unitaria de 2�2, on determinante +1 puede ponerse en forma general omo

U(a, b) =

0BBB� a b

−b� a�1CCCA on la ondiión |a|2 + |b|2 = 1donde los números a y b son omplejos; ada uno de ellos requiere dos datos reales lo quehae un total de uatro, pero la ondiión adiional del valor del determinante deja tan solotres grados de libertad. Representa una transformaión, en el ampo omplejo, de un par



Representaiones irreduibles 219de antidades (p, q) en ombinaiones lineales de sí mismas.0BBB�p0
q01CCCA =

0BBB� a b

−b� a�1CCCA 0BBB�p
q

1CCCAEn esa transformaión la antidad (|p|2 + |q|2) queda inalterada.Las funiones de las antidades (p, q) de grado 2j
fjm =

pj+m qj−m

[(j +m)! (j−m)!]1/2
m = −j,−j+ 1, � � � , j− 1, jonstituyen un onjunto de (2j + 1) funiones linealmente independientes que también setransforman en ombinaiones lineales de sí mismas por efeto de la transformaión U(a, b).

U(a, b) fjm =
1

[(j+m)! (j−m)!]1/2
(ap+ bq)

j+m
(−b�p + a�q)j−m

=

j+m∑

k=0

j−m∑

l=0

�
j+m
k

��
j−m
l

�
[(j+m)! (j−m)!]1/2

p2j−k−l qk+l aj+m−k(a�)lbk(−b�)j−m−lBasta ahora reorganizar los índies de suma utilizando m0 = j− k− l en lugar de l
U(a, b) fjm =

j+m∑

k=0

m−k∑

m0=j−k fjm0 


aj+m−k (a�)j−m0−k bk (−b�)m0−m−k �� [(j+m)! (j −m)!]1/2[(j +m0)! (j−m0)!]1/2
k!(j+m− k)!(j−m0 − k)!(m0 −m + k)!En esa doble suma, al ir asignando valores al índie k, apareen todos los valores del índie

m0 desde j hasta −j por lo que se puede esribir
U(a, b) fjm =

m0=+j∑

m0=−j

fjm0 D(j)

m0m(a, b)
�
−j � m � +j

�Esas (2j + 1) funiones forman base de una representaión matriial del grupo. Las rep-resentaiones así onstruídas son irreduibles pues no es posible enontrar un onjunto defuniones, subonjunto del anterior, del mismo grado en (p, q) que sean linealmente inde-pendientes.Hay, en onseuenia, una representaión irreduible de dimensiones oinidentes onada valor de los números naturales. La representaión fundamental de dimensión dos tieneomo base las dos funiones que orresponden al mismo valor j = 1
2
y distintos valores de

m = −1
2
y m = +1

2
. La matriz asoiada al operador de Casimir es un múltiplo de laidentidad. 0BBB�34 0

0 3
4

1CCCA =
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�
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2
+ 1

� 0BBB�1 0
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220 Capítulo 12El resto de las representaiones irreduibles se etiquetan por el valor de j y sus dimensionesoiniden on (2j + 1). Valores semienteros de j entran aquí de forma natural.La relaión 2|1 entre los elementos del grupo SU(2) y el SO(3) también tiene su orre-spondenia en las representaiones ireduibles. Las matries D(j)(a, b) y D(j)(−a, −b) soniguales si el número j es entero y son opuestas si el números j es semientero.En el grupo SO(3), las representaiones univaluadas solo lasi�an los valores del mo-mento angular orrespondientes a números l enteros. Los valores semienteros dan lugar auna representaión doble. En el grupo SU(2), supergrupo del anterior, tanto los valoresenteros omo semienteros del momento angular dan lugar a una representaión univaluada.En partiular el momento angular del espín de las partíulas elementales fermiónias. Lasdos funiones de espín de un eletrón, {α = |1
2
,+1

2
i, β = |1

2
,−1

2
i}, se transforman omo larepresentaión D1/2, forman base de la representaión fundamental del grupo. Al ser todasellas representaiones univaluadas, se die que el grupo SU(2) es el grupo obertor universal(universal overing group) del SO(3).12.5 CarateresLos arateres de una representaión son propiedad de lase. todos los elementos de lamisma lase tienen los mismos arateres. Para alular los arateres de las representaionesirreduibles basta alular los de un elemento de ada lase.La matriz de una representaión de orden (2j + 1) orrespondiente a la operaión iden-ti�ada por U(a, b) tiene por elementos matriiales D(j)

m0m(a, b). Pero las operaiones dela misma lase tienen el mismo valor de la parte real de a. Las lases de operaiones delgrupo SU(2) se identi�an por un parámetro ψ que puede tomar los valores 0 � ψ � 2πon la ondiión (osψ/2 = ℜ(a)). Para alular la traza de la matriz representaión, suaráter, basta alularla para la operaión U(eiψ/2, 0).En la expresión que sirve para alular los elementos matriiales, en el límite en que bse anula, elúnio término de la suma es el de k = 0 lo que, a su vez, exige que m0 =m paraobtener un resultado no nulo.
U(eiψ/2, 0) fjm = fjm e

2imψ/2 = eimψLa traza de esta matriz diagonal es la suma para todos los valores del índie m desde −jhasta +j. El resultado es análogo al obtenido en el apartado de la simetría esféria
χ(j)(ψ) =

sin(j+ 1
2
)ψsin 1

2
ψ

=






1 +
k=j∑

k=1

2 oskψ si j es entero
k=j∑

k=1/2

2 oskψ si j es semienteroon la advertenia de que en el grupo SU(2) tienen representaión irreduible univaluadatanto los valores de j enteros omo los semienteros.El aráter de la identidad, giro de ángulo nulo, oinide en todos los asos on (2j + 1)tanto si j es entero omo semientero. Para un ángulo de 2π el aráter oinide on elde la identidad si el valor de j es entero, omo en el grupo SO(3), pero es negativo si jes semientero. En este último aso, para llegar a la identidad se preisa un ángulo de 4π.



Reduión 221Diho de otra manera χ(j)(ψ+2π) = �χ(j)(ψ) donde el signo positivo/negativo es apliableuando j es entero/semientero.12.6 ReduiónLa reduión de una representaión reduible omo suma direta de las irreduibles nopresenta diferenias signi�ativas respeto del mismo tratamiento en el aso del grupo SO(3).El produto direto de dos representaiones irreduibles da lugar a una nueva repre-sentaión, en general reduible, que se desompone omo suma direta de las irreduibles.Las funiones de base de la representaión produto están formadas por el produto externode las funiones de base de uno y otro espaios lineales. Los arateres de la representaiónproduto dan lugar, al desomponerse, a la serie de Clebsh-Gordan omo en el aso de lasimetría esféria
χ(j1)(ψ) χ(j2)(ψ) =

sin(j1 + 1
2
)ψsin 1

2
ψ

sin(j2 + 1
2
)ψsin 1

2
ψ

=

J=j1+j2∑

J=|j1−j2|

sin(J+ 1
2
)ψsin 1

2
ψ

=

J=j1+j2∑

J=|j1−j2|

χ(J)(ψ)pero admitiendo los valores semienteros de los índies.Como ejemplo, las dos funiones de base de la representaión fundamental se multiplianpor sí mismas en la forma
{
|1
2
,+1

2
i, |1

2
,−1

2
i}
 {

|1
2
,+1

2
i, |1

2
,−1

2
i} =
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i
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,−1
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,−1
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2
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2
i

|1
2
,−1

2
i |1
2
,−1

2
idando lugar a un espaio de dimensión uatro que se desompone de auerdo on la serie deClebsh-Gordan D1/2 
D1/2 = D1 �D0en un subespaio de dimensión tres orrespondiente al valor de J total igual a 1 y otrosubespaio de dimensión unidad orrespondiente al valor nulo de J. El espín total de unsistema formado por dos eletrones puede orresponder bien a un triplete, bien a un singulete.12.7 Reglas de seleiónLa lasi�aión de los estados estaionarios atómios suele haerse en forma de términosespetrales en los que se ponen de mani�esto los valores de losnúmeros S y L. El primeroinforma del valor del uadrado del módulo del momento angular de espín eletrónio en la



222 Capítulo 12forma de S(S+1) y el segundo da uenta del valor del momento angular debido al movimientoorbital de los eletrones en el entorno del núleo. La informaión está reogida en las formasque reogen los siguientes ejemplos.
2P, 3S, 4Ho, et.El primer ejemplo orresponde a estados en que S = 1/2, dobletes, y L = 1, estados P. Ladegeneraión es (2S + 1) � (2L + 1) = 6. Hay seis estados que tan solo se diferenian ellos valores de las proyeiones de los momentos angulares sobre un eje. El segundo ejemploorresponde a S = 1 y L = 0. Son, por tanto, tres los estados indiados por ese términoespetral. El terer ejemplo oresponde a S = 3/2 y L = 5 por lo que son uarenta y uatrolos estados ontemplados bajo esa simbología. En este último aso se ha inorporado unsuperíndie o a la dereha para indiar que, frente a la operaión inversión, es un estadode paridad negativa. En otros ontextos la simetría frente a la inversión se india on lossubíndies g/u para señalar par/impar, pero en atomístia se pre�ere obviar el símbolo enel aso par e indiarlo omo en ese ejemplo en el aso impar.La toma en onsideraión de las interaiones espín-órbita en el estudio de las distribu-iones eletrónias atómias provoa un desdoblamiento parial de la degeneraión. La lasi-�aión de los estados ses hae por los valores del número J que informa en la forma J(J+ 1)aera del valor del módulo de la resultante de la suma de los momentos angulares de ór-bita y de espín. De auerdo on las serie de Clebsh-Gordan, los posibles valores de J son

J = L + S, L + S − 1, � � � , jL − Sj. El término espetral 4Ho se desdobla en los nivelesenergétios 4Ho
13/2

que engloba atore estados que se diferenian por el valor del númerouántioMJ, 4Ho11/2 que engloba doe estados, 4Ho9/2 on diez estados y, por último, 4Ho7/2on oho estados. Siguen siendo uarenta y uatro estados en total.La interaión de los átomos, uyos estados están así atalogados, on la rediaión ele-tromagnétia indue transiiones entre distintos estados siempre que se umplan una seriede ondiiones. Una ondiión es que el salto energétio en la materia orresponda a lafreuenia apropiada de la radiaión eletromagnétia. La segunda es que se umplan lasreglas de seleión. El meanismo habitual en la espetrosopía onsiste en las llamadastransiiones por momento dipolar elétrio. La transiión es posible si la antidadD
Ψinicialj ~̂pΨfinalE � ~Esea distinta de ero. Aquí es donde la simetría, esféria en este aso, permite estableer lasReglas de Seleión. Para que la transiión entre los estados iniial y �nal sea posible poreste meanismo ambos fatores han de ser distintos de ero y, omo vetores, no ortogonales.Para que el resultado de la integraión sea distinto de ero, el integrando ha de ontener almenos una parte totalmente simétria.Puesto que el operador momento dipolar elétrio no hae jugar ningún papel a losespines eletrónios, es fáil intuir que los estados iniial y �nal han de ser estados propiosdel momento angular de espín orrespondientes al mismo valor del número S. Es deir, laprimera Regla de Seleión es ∆S = 0.El resto de las Reglas de Seleión se pueden deduir fáilmente teniendo en uentaque las tres omponentes del momento dipolar elétrio forman base de la representaiónirreduible D1u del grupo de la esfera. De aquí ya se dedue otra de las Reglas de Seleión:



Desensos en simetría 223Ambos estados han de ser de distinta paridad. Si ambos estados iniial y �nal fuesen de lamisma paridad, el integrando sería impar y el resultado de la integraión nulo.El resto de las Reglas de Seleión de la Espetrosopía atómia pueden ser deduidaspor apliaión de las series de Clebsh-Gordan. El integrando forma base de la representaiónreduible que se obtiene omo produto externo de las representaiones en que forman baseel estados iniial y �nal y la representaión D1u en que forma base el operador asoiado almomento dipolar elétrio. La transiión, por ejemplo entre dos estados P, L = 1, es posiblesi umple las otras Reglas de Seleión pues el produtoD1 
D1 
D1 = D1 
 (D2 �D1 �D0) = D3 �D2 �D1 �D2 �D1 �D0 �D1ontinene la representaión totalmente simétria D0. Argumentos similares llevan a la on-lusión de que las únias posibilidades de induir una transiión son las que obedeen
∆L = 0,�1. Hay una exepión a la regla anterior. La transiión entre estados en queambos son estados S, L = 0, no es posible pues el produto D0 
D1 
D0 no ontiene partetotalmente simétria.En átomos monoeletrónios la paridad va asoiada al valor del número L por lo que noes posible umplir el requisito de ambio de paridad en las transiiones en que ∆L = 0. Esastransiiones no son posibles.Al tener en uenta las interaiones espín-órbita, los niveles energétios están lasi�adospor el número uántio J. Las reglas de seleión imponen restriiones sobre los posiblesambios en J en forma análoga a las que impone sobre los ambios en L, es deir, ∆J = 0,�1on la exepión de que una transiión entre dos estados on J = 0 no es posible.Puesto que lo que ha de ser distinto de ero es el produto esalar del momento dipolarelétrio de transiión entre dos estados por el vetor ampo elétrio de la radiaión, nosolo se puede predeir si una transiión es o no es viable, sino que inluso es posible deduirla polarizaión de la radiaión apaz de induir esa transiión espetrosópia. Pero paraorientar de alguna manera los átomos de la muestra que se somete a estudio de una maneraonreta se requiere la presenia de ampos externos on lo que ambia sustanialmante elplanteamiento del problema. El ampo externo redue la simetría desde la esfera a uno desus subgrupos, por lo que ha de ser bajo el nuevo grupo de operaiones de simetría omo seha de tratar el problema.Hasta aquí se ha hablado de transiiones espetrosópias por momento dipolar elé-trio. El operador uyo valor de transiión se analiza forma base de la representaión irre-duible D1u. La interaión on la radiaión eletromagnétia da lugar también a otros tiposde transiiones, por momento dipolar magnétio uyo operadoir forma base de la represen-taión irreduible D1g, por momento uadrupolar elétrio uyas ino omponentes formanbase de la representaión irreduible D2g, por momento uadrupolar magnétio, et. Enada aso, las reglas de seleión espetrosópias para transiones entre estados eletróniosse deduen de la misma manera.12.8 Desensos en simetríaEl estudio del omportamiento frente a las transformaiones de simetría de las funionesorrespondientes a espines semienteros, en entornos de simetría inferior a la de la esfera, esespeialmente relevante uando las interaiones espín-órbita son importantes.



224 Capítulo 12Antes de proeder a estudiar los grupos puntuales de inferior simetría y los desdobla-mentos de las representaiones irreduibles del supergrupo al desender en simetría, ha detenerse en uenta que en el grupo de alta simetría han de estar inluídas todas las opera-iones, tanto propias omo impropias, y además la operaión �E para aomodar las funionesque orresponden a valores semienteros de los momentos angulares.Las operaiones impropias no ofreen mayor di�ultad. Simplemente el grupo O(3) =

SO(3) 
 Ci ontiene todas las rotaiones y operaiones impropias en tres dimensiones puesel produto de la inversión por todos los giros da lugar a todas las re�exiones y demásoperaiones impropias. Un produto externo similar on el grupo doble SU(2) o fSO(3)inorpora las operaiones impropias: �O(3) = fSO(3) 
 Ci. Si hay una operaión R 2 O(3),habrá también una operaión �R 2 �O(3) (�R = �ER = R �E). El orden del grupo se dobla.
➩ Es habitual referirse a la operaión �tiia �E omo operaión R. Sinembargo, en este trabajo, se viene usando la notaión R para referirse a unaoperaión ualquiera en un grupo. También es habitual referirse al grupodoble de otro G omo G0. Esta notaión se ha usado aquí on otros �nes.La tilde servirá para evitar onfusionismos.La tabla de multipliar del nuevo grupo está sujeta a onvenio pues la operaión �E noes una operaión real. El uadrado de la operaión �E es laramente la identidad E. Tanto

E omo �E forman independientemente una lase de equivalenia. Si hay una operaióninversión i también ha de haber una �i. Aeptaremos el onvenio de Pauli de que el uadradode la operaión inversión oinide on la identidad E y no on �E. Las operaiones i e �ionstituyen, por separado, sendas lases de equivalenia on un solo elemento.El siguiente onvenio implia a las representaiones irreduibles. La representaión ma-triial de E en ualquiera de las representaiones es la matriz 1 de las dimensiones apropi-adas. Por el ontrario, la representaión de la operaión �E es la matriz −1. Las dos funiones{
|1
2
,+1

2
i, |1

2
,−1

2
i} forman base de la representaión fundamental del grupo SU(2). Su trans-formaión bajo la operaión inversión da lugar a la matriz
î

{
|1
2
,+1

2
i, |1

2
,−1

2
i} =

{
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2
,+1

2
i, |1

2
,−1

2
i} 0BBB�1 0

0 1

1CCCAEs deir, las funiones de espín j = 1/2 se transforman omo funiones g (gerade) frentea la inversión. Las funiones orrespondientes a valores superiores de J obtenidas omoproduto direto de las de la representaión fundamental serán también todas ellas de tipo
g (gerade). La desomposiión anterior de un produto de la representaión D1/2 por símisma se ompleta on la informaión aera de la inversión.D1/2g 
D1/2g = D1g �D0gLas funiones de espín de un sistema formado por dos eletrones orrespondientes a estadostripletes son, por tanto, g frente a la inversión. Esto distingue estas funiones de los armóni-os esférios de l = 1 que también dan lugar a una representaión irreduible de dimensióntres pero que son u (ungerade).



Desensos en simetría 225La operaión �E2 = EAl desender en simetría a un grupo puntual de una moléula, la introduión de laoperaión �E modi�a la tabla de multipliar y la agrupaión de las operaiones en lasesde equivalenia. El grupo �G ontiene el doble de elementos que el G. El grupo G no esun exatamente un subgrupo del grupo �G porque la ley de ombinaión interna, el podutode operaiones, no es el mismo. Si al dupliar las operaiones R 2 G, la lasi�aión delos elementos del grupo doble es tal que las operaiones R y �R, ambas en �G, perteneen adiferentes lases, el número de lases de equivalenia se habrá dupliado e igual ourrirá onel número de representaiones irreduibles. Si, por el ontrario, alguna operaión R oinideen la misma lase que �R, el número de lases de equivalenia será inferior al doble.� Las operaiones E y �E forman lases por separado.� Las operaiones i y �i, si existen en el grupo puntual �nito, forman lases independientes.� Los grupos ílios, abelianos, presentan grupos dobles también abelianos. Sirva omoejemplo el grupo abeliano Cn on n > 2. El grupo�Cn = {E,Cn, � � � , Cnn = �E, �Cn, � � � , �Cnn = C2nn = E}es también abeliano. Lo únio que ha ambiado es el período de la relaión ília.� Si las operaiones Cmn y C(n−m)
n están en la misma lase en el grupo G, al inluir laoperaión �E, las operaiones Cmn y �C(n−m)

n = �EC(n−m)
n están en la misma lase. Enambio, Cmn y �Cmn = �ECmn son no equivalentes.� El apartado anterior es apliable a las operaiones Smn .� Los giros C2 requieren estudio separado. Los giros C2 y �C2 están en la misma lasesi en el grupo G hay otro eje binario perpendiular al anterior, o si hay un plano desimetría espeular que ontiene al eje binario que se onsidera.El grupo C2 = {E, C2} da lugar a un grupo doble formado por �C2 = {E, C2, �E, �EC2}en que ada elemento es una lase independiente.� La re�exión σ y al operaión �σ están en la misma lase si en el mismo grupo G hayotra operaión re�exión a través de un plano perpendiular al plano de σ o bien ungiro binario C2 alrededor de un eje ontenido en el plano de σ.Como resultado puede ourir que el grupo doble de uno abeliano no resulte abeliano. Eslo que ourre on el grupo D2 = {E, C2(z), C2(y), C2(x)} uya extensión omo grupo dobletiene las operaiones agrupadas en las lases�D2 =

{
E, �E, �C2(z), �C2(y)� , �C2(y), �C2(y)� , �C2(x), �C2(x)�}Siguiendo el mismo tipo de argumentos, las operaiones del grupo �C3v se lasi�an en laforma: �C3v =

{
E, �E, �C3, �EC23� , �C23, �EC3� , (σA, σB, σC) ,

��EσA, �EσB, �EσC�}lo que hae un total de seis lases de equivaleniay seis representaiones irreduibles.



226 Capítulo 12Table 12.1: Representaiones irreduibles del grupo �C2.�C2 E C2 �E �EC2A 1 1 1 1B 1 −1 1 −1E+
1/2 1 i −1 −iE−
1/2 1 −i −1 iAl aumentar el número de lases de equivalenia aumenta el número de representaionesirreduibles no equivalentes. todas la representaiones irreduibles del grupo G omo del�G han de umplir las relaiones (5.1 y 5.11) de la gran ortogonalidad de las matries rep-resentaión y de sus arateres. Con ayuda de esas relaiones se puede esribir la tabla12.1 de las representaiones irreduibles del grupo �C2. Las dos últimas representaiones sonomplejo-onjugadas la una de la otra y es habitual referirse a ellas omo una representaiónde orden dos separable. De ahí la notaión E1/2 omún a ambas.Los arateres de las representaiones irreduibles del grupo �C3v se reogen en la tabla12.2. La notaión de las lases es abreviada para evitar aumulaión de símbolos. Las lasesde operaiones están esritas in extenso on anterioridad. También en este grupo las dosúltimas representaiones suelen ser presentadas omjuntamente omo una representaión deorden dos separable.Table 12.2: Representaiones irreduibles del grupo �C3v.�C3v E �E 2C3 2 �C3 3σv 3�σvA1 1 1 1 1 1 1A2 1 1 1 1 −1 −1E 2 2 −1 −1 0 0E1/2 2 −2 1 −1 0 0E+

3/2 1 −1 −1 1 i −iE−
3/2 1 −1 −1 1 −i i



Ejeriios 227En esas tablas de arateres varias pautas pueden observarse. La primeras representa-iones son las del grupo senillo. Al extender al grupo doble, simplemente los arateres delas operaiones on tilde son iguales a los de las operaiones que no llevan tilde. Las últimasrepresentaiones son adiionales para el grupo doble. En el grupo G son representaionesdobles mientras que en el grupo �G son representaiones ordinarias univaluadas. En ellas elaráter de la operaión �E es negativo e igual a la dimensión de las representaión. Si unaoperaión R está en la misma lase que �R, el aráter en la representaión doble para esasoperaiones se anula. Si no están en la misma lase, ambia el signo.Todos estos grupos dobles son subgrupos de la simetría de la esfera on sus operaionespropias e impropias o, mejor diho, del grupo doble de la esfera. El grupo doble eSO(3) esisomorfo al grupo SU(2). La inlusión de las operaiones impropias se realiza, según se haapuntado anteriormente, multipliando por el grupo Ci que no tiene más que la identidad y lainversión. Las representaiones irreduibles se indian por g/u según sea su omportamientofrente a la inversión.Al desender en simetría desde la esfera hasta otro entorno, omo el moleular o el deuna loalizaión en una red ristalina, se seleionan iertas operaiones de simetría y sedesartan las demás. Las representaiones irreduibles en la simetría superior pasan a serreduibles y, en onseuenia, pueden ser desdobladas en ontribuiones de las irreduibles.Ese desdoblamiento ya ha sido visto para las representaiones que orresponden a valoresenteros del momento angular. En la Tabla 12.3 se presenta la desomposiión de las rep-resentaiones irrduiblas generadas por las funiones de momento angular semientero, porejemplo el espín de un sistema eletrónio, al reduir la simetría desde la esfera hasta otroentorno moleular.12.9 EjeriiosProblema 12.9.1 Determinar la orientaión del eje de rotaión de la matriz queaparee en la euaión (12.2).Problema 12.9.2 ¾Qué tipo de desdoblamiento se produirá en el nivel 3P2g de unátomo de arbono al ponerlo en presenia de un ampo elétrio uniforme?Problema 12.9.3 ¾Qué tipo de desdoblamiento se produirá en el nivel 2D 5
2
g (in-luyendo interaión espín-órbita) de un átomo en presenia de un ampo eletrostátiodébil de simetría tetreédria? ¾Y si el ampo es fuerte?Problema 12.9.4 Cuando un átomo de hidrógeno está sometido a un ampo elétrio,sus estados estaionarios no son ni s, ni p, ni d, et. sino ombinaiones lineales deestos. ¾Qué ombinaiones lineales son posibles?Problema 12.9.5 Deduir mediate razonamientos de Teoría de Grupos las reglas deseleión por dipolo elétrio de la espetrosopía atómia. ¾Cuál será la polarizaiónde las transiiones?Problema 12.9.6 Justi�ar mediante razonamientos de la Teoría de Grupos por qué latransiión ∆l = 0 es prohibida en átomo monoeletrónios y, en ambio, la transiión

∆L = 0 puede a vees ser observada en átomos polieletrónios.



228 Capítulo 12Table 12.3: Desensos en simetría de las funiones de espín semientero desde el grupo SU(2).En presenia de la operaión inversión, todas las funiones son de tipo g.D1/2 D3/2 D5/2
Ih E1/2 G3/2 I5/2
Oh E1/2 G3/2 E5/2�G3/2
Td E1/2 G3/2 E5/2�G3/2
D6h E1/2 E1/2�E3/2 E1/2�E3/2�E5/2
D5h E1/2 E1/2�E3/2 E1/2�E3/2�E5/2
D5d E1/2 E1/2�E3/2 E1/2�E3/2�E5/2
C5v E1/2 E1/2�E3/2 E1/2�E3/2�E5/2
D4h E1/2 E1/2�E3/2 E1/2� 2E3/2
D4d E1/2 E1/2�E3/2 E1/2�E3/2�E5/2
C4v E1/2 E1/2�E3/2 E1/2�E3/2�E5/2
D3h E1/2 E1/2�E3/2 E1/2�E3/2�E5/2
D3d E1/2 E1/2�E3/2 2E1/2�E3/2
C3v E1/2 E1/2�E3/2 2E1/2�E3/2
D2h E1/2 2E1/2 3E1/2
C2v E1/2 2E1/2 3E1/2
Cs E1/2 2E1/2 3E1/2
D∞h E1/2 E1/2�E3/2 E1/2�E3/2�E5/2
C∞v E1/2 E1/2�E3/2 E1/2�E3/2�E5/2



Ejeriios 229Problema 12.9.7 ¾Puede produirse alguna transiión espetrosópia entre estadosatómios 2D y 4P on un débil aoplamiento espín-órbita? ¾Y si el aoplamiento esfuerte?Problema 12.9.8 Un nivel eletrónio 3E de una moléula omo NH3, piramidal tri-angular, on simetría C3v, ¾sufrirá desdoblamiento por interaión espín-órbita?Problema 12.9.9 ¾Qué estados eletrónios de la moléula H − F pueden disoiar enátomos en sus respetivos niveles fundamentales: H : 2Sg, F : 2Pu.Problema 12.9.10 ¾Qué estados moleujlares eletrónios de HCl disoian en átomosen sus respetivos niveles fundamentales: H : 2Sg, Cl : 2Pu.Problema 12.9.11 ¾Qué estados moleulares de O2 disoian en átomos de O en sunivel energétio fundamental 3Pg.Problema 12.9.12Problema 12.9.13Problema 12.9.14Problema 12.9.1512.10 Ejeriios
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Capı́tulo 13Potenias simetrizadas derepresentaiones irreduiblesLos produtos diretos de representaiones de grupos puntuales tienen un interés espeialen los problemas estruturales de átomos y moléulas. A ellos están asoiados oneptosomo reglas de seleión de transiiones espetrosópias o muhas de las simpli�aionesdel tratamiento del método general de orbitales moleulares. Cuando se trata de un produtodireto de una representaión, de orden superior a la unidad, por sí misma el resultado es otrarepresentaión que es reduible al menos en uanto a la permutaión de las funiones de baseque han servido para generar la representaión de partida. Esa reduión o desomposiióninterviene en problemas estruturales omo en la determinaión de los términos espetralesque pueden ser interpretados mediante una on�guraión eletrónia o en la lasi�aiónpor su simetría de los estados exitados de modos normales de vibraión degenerados. A ladesomposiión de esa representaión y a su signi�ado físio está dediado este artíulo.Empezamos por plantear que hay un espaio lineal de funiones de dimensión nµ que esestable bajo las operaiones R̂ de un grupo G. En ese espaio lineal hay un onjunto de nµfuniones linealmente independientes que forman base del espaio y que sirven para generaruna representaión del grupo. Es deir, que para ualquier operaión R̂ 2 G se umple larelaión:
(ÔRf1, ÔRf2, � � � , ÔRfnµ

) = (f1, f2, � � � , fnµ
)

0BBBBBBBBBBBB�
D11(R) � � � D1nµD21(R) � � � D2nµ... . . . ...Dnµ1(R) � � � Dnµnµ

1CCCCCCCCCCCCAdonde ÔR india la modi�aión de las funiones omo onseuenia de la transformaióndel sistema oordenado dado por R̂. 231



232 Capítulo 13Para el aso partiular en que la dimensión del espaio nµ sea 2, esa relaión se esribeen la siguiente forma:
(ÔRf1, ÔRf2) = (f1, f2)

0BBB�D11(R) D12(R)D21(R) D22(R)

1CCCA 8 R̂ 2 GSe die que la matriz D es la representaión matriial de la operaión R̂ en la base de lasfuniones f . Hay otras maneras de esribir esas mismas relaiones. Por ejemplo, en la forma
ÔR fj =

nµ∑

i=1

fi D(µ)

ij (R, f) (8 j = 1, � � � , nµ)queda de manera explíita que los elementos matriiales de la matriz D están asoiados a laoperaión R̂ y a la base de representaión, dentro del espaio lineal de funiones, espei�adapor las funiones f . Un ambio de base daría lugar a otra representaiónmatriial equivalentea ésta. Las matries equivalentes son el resultado de una transformaión de semejanza. Todaslas representaiones equivalentes presentan los mismos arateres, suma de los elementosdiagonales de las matries
χ(µ)(R) =

nµ∑

j=1

D(µ)

jjindependientemante de la base elegida para la representaión.El onjunto de las matries D(R) onstituyen una representaión matriial del grupo G.
Γ (µ) =

{D(µ)(R) | 8 R̂ 2 G}El superíndie (µ) sirve para distinguir ésta de otras representaiones del mismo grupo G. Setrata de una representaión ya que, según se puede demostrar, a un produto de operaiones
(R̂ −→ D(R)) & (Ŝ −→ D(S)) =⇒ R̂ Ŝ −→ D(R)D(S)le orresponde un produto de sus matries de números asoiadas.Pasamos ahora a onsiderar otro espaio lineal de funiones de dimensiónnν, que tambiénes estable bajo las operaiones del mismo grupo G, y en él una base de funiones linealmenteindependientes señaladas por gk. Las transformaiones de estas funiones dan lugar a unnuevo onjunto de matries representaión
ÔR gl =

nν∑

k=1

gk D(ν)

kl (R, g) (8 l = 1, � � � , nν)
Γ (ν) =

{D(ν)(R) | 8 R̂ 2 G}El espaio lineal de funiones obtenido omo produto direto externo, o produto arte-siano, de ambos espaios es también estable bajo las operaiones del grupo. Los produtos
(fi � gk) forman base de ese espaio uya dimensión es nµ nν.
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ÔR (fj � gl) =

nµ∑

i=1

nν∑

k=1

(fi � gk) D(µ)

ij (R, f) D(ν)

kl (R, g)

(8 j = 1, � � � , nµ; l = 1, � � � , nν)La nueva representaión así obtenida se die que es el produto direto externo de ambasrepresentaiones del grupo, lo que puede ser indiado de múltiples maneras: una omoproduto de las representaiones
Γ (µ
ν) = Γ (µ) 
 Γ (ν)otra omo produto externo de las matries representaiónD(µ
ν)

ik;jl (R) = D(µ)

ij (R, f) D(ν)

kl (R, g)D(µ
ν)(R) = D(µ)(R) 
 D(ν)(R)Los arateres de la nueva representaión obtenida omo produto direto de otras dos essimplemente el produto de los arateres de los fatores.
χ(µ
ν)(R) = χ(µ)(R) � χ(ν)(R)En el aso partiular en que ambas representaiones individuales sean de dimensión 2,

nµ = nν = 2,
ÔR (f1g1, f1g2, f2g1, f2g2) = (f1g1, f1g2, f2g1, f2g2)�

�0BBBBBBBBBBBBB�
D(µ)

11 D(ν)

11 D(µ)

11 D(ν)

12 D(µ)

12 D(ν)

11 D(µ)

12 D(ν)

12D(µ)

11 D(ν)

21 D(µ)

11 D(ν)

22 D(µ)

12 D(ν)

21 D(µ)

12 D(ν)

22D(µ)

21 D(ν)

11 D(µ)

21 D(ν)

12 D(µ)

22 D(ν)

11 D(µ)

22 D(ν)

12D(µ)

21 D(ν)

21 D(µ)

21 D(ν)

22 D(µ)

22 D(ν)

21 D(µ)

22 D(ν)

22

1CCCCCCCCCCCCCAEn la expresión preedente se han suprimido las referenias a la operaión R para evitar laaumulaión de etiquetas. Es posible tener una representaión del grupo G equivalente aésta si se transforma la base sin ambiar de espaio lineal de funiones. Por ejemplo, en latransformaión�
f1g1,

1p
2
(f1g2 + f2g1), f2g2,

1p
2
(f1g2 − f2g1)

�
=

=
�
f1g1, f1g2, f2g1, f2g2

� � 0BBBBBBBBBBBB�
1 0 0 0

0 1p
2

0 1p
2

0 1p
2

0 − 1p
2

0 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCA



234 Capítulo 13que en forma abreviada se esribe omo
h0n = hm Amn h0 = h Ala matriz que ambia de base es una matriz ortogonal, es deir, su transpuesta es igual a suinversa, A−1 = At.El ambio en las funiones de base lleva aparejado un ambio en las matries repre-sentaión mediante una transformaión de semejanzaD0(R) = A−1 D(R) A 8 R̂ 2 GTodas las matries representaión de las distintas operaiones R̂ se transforman de la mismamanera.Cuando además se trata de dos onjuntos de funiones de base de dos espaios lineales defuniones que dan lugar a las mismas matries representaión del grupo,D(µ)(R) = D(ν)(R),la misma representaión Γ (µ) = Γ (ν), entones podemos referirnos a la nueva representaiónomo el uadrado de la original.Siguiendo on el ejemplo partiular nµ = nν = 2,

ÔR

�
f1g1,

1p
2
(f1g2 + f2g1), f2g2,

1p
2
(f1g2 − f2g1)

�
=

=

�
f1g1,

1p
2
(f1g2 + f2g1), f2g2,

1p
2
(f1g2 − f2g1)

��
�0BBBBBBBBBBBBB�

(D(µ)

11 )2
p
2D(µ)

11 D(µ)

12 (D(µ)

12 )2 0p
2D(µ)

21 D(µ)

11 D(µ)

11 D(µ)

22 + D(µ)

12 D(µ)

21

p
2D(µ)

12 D(µ)

22 0

(D(µ)

21 )2
p
2D(µ)

21 D(µ)

22 (D(µ)

22 )2 0

0 0 0 D(µ)

11 D(µ)

22 − D(µ)

12 D(µ)

21

1CCCCCCCCCCCCCAClaramente se observa, por la separaión en bloques, que la nueva representaión está basadaen un espaio lineal de dimensión uatro que es desomponible. Hay un subespaio dedimensión tres y otro de dimensión uno que, por separado, también son estables bajo lasoperaiones del grupo y por tanto dan lugar a sendas representaiones matriiales del grupo.La representaión obtenida omo el uadrado de una dada es reduible.Si analizamos la forma de las funiones de base que han llevado a ese desdoblamiento seobserva que las tres primeras son simétrias respeto del interambio de índies del onjuntode las funiones f por las del onjunto g. La última, por el ontrario, ambia de signo si sepermuta el orden de los índies.Las funiones del primer subonjunto forman base de la representaión irreduible simé-tria, [2], del grupo S2 de las permutaiones de dos objetos. La última funión forma basede la representaión irreduible antisimétria, [12]. Este grupo de tan solo dos operaioneses isomorfo a otros varios que han sido menionados en varias oasiones a lo largo de estetrabajo. La notaión de las representaiones irreduibles, así omo sus arateres, son los



Potenias de representaiones 235que se reogen el la tabla 8.1. La operaión (12) es la identidad mientras que la operaión
(2) es la transposiión de los dos objetos.Las funiones son, salvo fatores de normalizaión, el resultado de la proyeión sobre lossubespaios simétrio y antisimétrio frente a las permutaiones de los índies

P̂[2] =
1

2

�
(12) + (2)

�
P̂[12] =

1

2

�
(12) − (2)

�de las funiones obtenidas omo produto de las f 's por las g's.Se está hablando simultáneamente de dos grupos de transformaiones que no deben seronfundidos: uno es el grupo G que da lugar a la representaión Γ (µ) mientras que el otroes el grupo S2 de las permutaiones de los dos índies de los produtos de las funiones delonjunto f por las del onjunto g.La representaión obtenida omo produto de una por sí misma
Γ (µ
µ) = Γ (µ
µ)|[2] � Γ (µ
µ)|[12]es la suma direta de las representaiones asoiadas a sus partes simétria y antisimétriarespetivamente.Como orresponde a esa reduibilidad, los arateres de la representaión (µ
 µ)

χ(µ
µ)(R) =

nµ∑

i=1

nµ∑

j=1

D(µ
µ)

ij;ij (R) =

nµ∑

i=1

D(µ)

ii (R)

nµ∑

j=1

D(µ)

jj (R) =
�
χ(µ)(R)

�2son la suma de los arateres de las representaiones en que se desompone.
χ(µ
µ)(R) = χ(µ
µ)(R)|[2] + χ(µ
µ)(R)|[12]La tabla de arateres del grupo S2 failita el álulo de los arateres de ada una deesas representaiones, pues es fáil ompobar que
χ(µ
µ)(R)|[2] =

1

2

�
χ(µ)(R)2 + χ(µ)(R2)

�
χ(µ
µ)(R)|[12] =

1

2

�
χ(µ)(R)2 − χ(µ)(R2)

�Cada una de esas representaiones, en que se desompone el uadrado de una dada, esirreduible frente al grupo de las permutaiones S2. Ello no quiere indiar que también seanirreduibles frente a las operaiones del grupo G.Se ilustra on un ejemplo. El grupo G es C3v; la representaión (µ) es la representaiónE que es de dimensión 2. La siguiente tabla muestra los arateres de las representaionesirreduibles y las del produto E
E y sus desomposiiones.
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C3v E 2C3 3σvA1 1 1 1A2 1 1 -1E 2 -1 0E
E 4 1 0E
E|[2] 3 0 1E
E|[12] 1 1 -1E
E=A1�[A2℄�EA modo de ejemplo se desarrolla uno de los datos tabulados.

χ(E
E)(C3)|[2] =
1

2

�
χ(E)(C3)

2 + χ(E)(C23)
�

=
1

2
((−1)2 + (−1)) = 0La representaión E 
 E|[2] es irreduible frente a las permutaiones de los índies pero esreduible frente al grupo C3v pues es la suma direta de las representaiones A1 y E. Lanotaión que suele apareer en las tablas de produtos de representaionesE
 E = A1 � [A2]� Eno hae sino reordar que A2, esrita entre orhetes, orresponde a la parte antisimétria.En esa representaión de tipo E forman base las funiones { x, y }, las omponentes delmomento angular {Rx, Ry } y también las funiones {y2 − x2, 2xy }. Cualquiera de esos on-juntos de funiones da lugar a la representaión irreduible E en la forma presentada enla tabla 5.2. Se puede omprobar que el efeto del giro C+
3 apliado a esos onjuntos defuniones da lugar a las transformaiones

C+
3

�
x, y
�

=
�
x0, y0� =

�
x, y
�0BBB�−1

2
−

p
3
2p

3
2

−1
2

1CCCA
C+
3

�
y2 − x2, 2xy

�
=
�
y2 − x2, 2xy

�0BBB�−1
2

−
p
3
2p

3
2

−1
2

1CCCAUna omprobaión análoga se puede haer on el resto de las operaiones del grupo.



Potenias de representaiones 237Se puede identi�ar el onjunto señalado anteriormente omo f on el onjunto { x, y } yel indiado genériamente omo g on el onjunto {y2 − x2, 2xy }. El produto externo deesos dos onjuntos de funiones da lugar a la representaión matriial
C+
3

�
xy2 − x3, 2x2y, y3 − x2y, 2xy2

�
=

=
�
xy2 − x3, 2x2y, y3 − x2y, 2xy2

�0BBBBBBBBBBBB�
1
4

p
3
4

p
3
4

3
4

−
p
3
4

1
4

−3
4

p
3
4

−
p
3
4

−3
4

1
4

p
3
4

3
4

−
p
3
4

−
p
3
4

1
4

1CCCCCCCCCCCCAPor un mero ambio de base se puede llevar esa representaión matriial a una forma en quese apreie la separaión en partes simétria y antisimétria.
C+
3

�
xy2 − x3,

1p
2

�
x2y+ y3

�
, 2xy2,

1p
2

�
3x2y− y3

��
=

=
�
xy2 − x3,

1p
2

�
x2y+ y3

�
, 2xy2,

1p
2

�
3x2y− y3

��0BBBBBBBBBBBB�
1
4

p
6
4

3
4

0

−
p
6
4

−1
2

p
6
4

0

3
4

−
p
6
4

1
4

0

0 0 0 1

1CCCCCCCCCCCCALas tres primeras funiones onstituyen la parte simétria de ese produto frente a las per-mutaiones de los índies. La uarta es la antisimétria. Las tres primeras funiones deter-minan un espaio lineal de dimensión tres que es estable bajo las operaiones del grupo C3vy, por tanto, forman base de una de sus representaiones reduibles. La uarta funión esbase de un espaio lineal de dimensión unidad que también da lugar a una representaión,en este aso irreduible, del grupo. El aráter de la parte simétria es ero, el de la parteantisimétria es la unidad, on�rmando las relaiones expuestas anteriormente.Por último, antes de pasar a generalizaiones, abe haer notar que, si los dos onjuntos defuniones f y g hubiesen sido el mismo onjunto, las mismas funiones, la parte antisimétriahabría sido idéntiamente nula. Solamente se habría tenido en uenta la parte simétriafrente a la permutaión.En general, las dimensiones de las partes simétria y antisimétria orresponden a losnúmeros ombinatorios �nµ+1
2

� y �nµ

2

� respetivamente. Su suma es n2µ.El siguiente paso onsiste en suponer que hay tres juegos distintos de funiones lineal-mente independientes f , g y h, bases de sendos espaios lineales, todos ellos de dimensión
nµ, estables bajo las operaiones del grupo G y que dan lugar a la misma representaión
Γ (µ).El onjunto de funiones (fi �gj �hk) sirve de base de la representaión Γ (µ
3) de dimensión
n3µ del grupo G que es reduible. Para desomponerla en suma direta de representaiones



238 Capítulo 13invariantes bajo la permutaión de índies, basta adaptar la base a las representaionesirreduibles del grupo S3. La tabla de arateres de las representaiones ireduibles de estegrupo está dada en la tabla 8.1.Siguiendo on el aso partiular de nµ = 2, un espaio de dimensión dos, su produtoartesiano tres vees es un espaio de dimensión oho uyas funiones de base pueden ser
f1g1h1, f1g1h2, � � � f2g2h2. Por transformaión ortonormal de ambio de base se puedepasar a esta otra:

φ1 = f1 g1 h1

φ2 =
1p
3

(f1 g1 h2 + f1 g2 h1 + f2 g1 h1)

φ3 =
1p
3

(f1 g2 h2 + f2 g1 h2 + f2 g2 h1)

φ4 = f2 g2 h2

φ5 =
1p
6

(2f1 g1 h2 − f1 g2 h1 − f2 g1 h1)

φ6 =
1p
6

(2f2 g2 h1 − f2 g1 h2 − f1 g2 h2)

φ7 =
1p
2

(f1 g2 h1 − f2 g1 h1)

φ8 =
1p
2

(f2 g1 h2 − f1 g2 h2)Las funiones φ1, φ2, φ3, φ4 onstituyen una base de un espaio lineal de dimensión uatroque es estable bajo las operaiones del grupo G y, por tanto, sirven para generar una rep-resentaión de diho grupo. Pero, analizadas desde el punto de vista de las permutaionesde los índies, se observa que son totalmente simétrias, es deir, forman base de la repre-sentaión irreduible [3], también etiquetada por el diagrama de Young , del grupode las permutaiones S3.Las uatro funiones restantes pueden ser agrupadas de dos en dos de distintas maneras:la pareja {φ5, φ7} forma base de la representaión irreduible [21] del grupo de las permuta-iones de tres objetos e igual ourre on la pareja {φ6, φ8}. Agrupadas en la forma {φ5, φ6}forman base de un representaión del grupo G e igual ourre on la pareja {φ7, φ8}. Esdeir, hay dos juegos de funiones que, por separado forman base de una representaión delgrupo G, pero que, onjuntamente, ambos juegos forman base de la representaión [21] delgrupo de las permutaiones.Con el aso partiular en que nµ = 2 no hay funiones que sean antisimétrias frenteal interambio de los índies, que formen base de la representaión [13]. Y, si los tresonjuntos de funiones f , g y h oiniden, son las mismas funiones, solamente existe laparte totalmente simétria frente a la permutaión de los índies; el resto de las funionesse anulan.En general, las dimensiones de los orrespondientes subespaios son �nµ+2
3

� para la rep-resentaión [3], 4�nµ+1
3

� para la representaión [21] (un fator 2 inluído es para tener en



Potenias de representaiones 239uenta que la representaión [21] es de dimensión 2 y que, por tanto, habrá dos juegos de fun-iones que onjuntamente darán lugar a diha representaión) y �nµ

3

� para la representaión
[13].Los arateres de las representaiones en que se desompone la representaión Γ (µ
3)están dados por las siguientes relaiones:

χµ

3

(R)|[3] =
1

6

�
χ(µ)(R)3 + 3 χ(µ)(R) � χ(µ)(R2) + 2 χ(µ)(R3)

�
χµ


3

(R)|[21] =
1

6

�
2 χ(µ)(R)3 − 2 χ(µ)(R3)

�
χµ


3

(R)|[13] =
1

6

�
χ(µ)(R)3 − 3 χ(µ)(R) � χ(µ)(R2) + 2 χ(µ)(R3)

�La suma da el aráter de la representaión total χ(µ)(R)3. En esa suma ha de tenerse enuenta que la representaión [21] es, en realidad, doble y uenta dos vees.En el aso partiular de que se trate del grupo C3v, para la representaión E 
 E 
 Ese obtiene la siguiente desomposiión:
C3v E 2C3 3σvA1 1 1 1A2 1 1 -1E 2 -1 0E
3 8 -1 0E
3|[3] 4 1 0E
3|[21] 2 -1 0E
3|[3]=A1�A2�E E
3|[21]=ELa parte antisimétria, [13], frente a las permutaiones no existe.Las uartas potenias de las representaiones se pueden analizar mediante el grupo S4 delas permutaiones de uatro objetos. Las representaiones irreduibles del grupo S4 tienenlos arateres que apareen el la tabla 8.1.El espaio lineal de dimensión n4µ se desompone por las representaiones irreduiblesdel grupo de las permutaiones de manera que los arateres de las partes invariantes frentea las permutaiones están dados por las siguientes relaiones

χµ

4

(R)|[4] =
1

24

0BBB� χ(µ)(R)4 + 6 χ(µ)(R)2 � χ(µ)(R2)

+ 8 χ(µ)(R) � χ(µ)(R3) + 3χ(µ)(R2)2 + 6 χ(µ)(R4)

1CCCA
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χµ


4

(R)|[31] =
1

24

0BBB� 3 χ(µ)(R)4 + 6 χ(µ)(R)2 � χ(µ)(R2)

− 3χ(µ)(R2)2 − 6 χ(µ)(R4)

1CCCA
χµ


4

(R)|[22] =
1

24

�
2 χ(µ)(R)4 − 8 χ(µ)(R) � χ(µ)(R3) + 6χ(µ)(R2)2

�
χµ


4

(R)|[212] =
1

24

0BBB� 3 χ(µ)(R)4 − 6 χ(µ)(R)2 � χ(µ)(R2)

− 3χ(µ)(R2)2 + 6 χ(µ)(R4)

1CCCA
χµ


4

(R)|[14] =
1

24

0BBB� χ(µ)(R)4 − 6 χ(µ)(R)2 � χ(µ)(R2)

+ 8 χ(µ)(R) � χ(µ)(R3) + 3χ(µ)(R2)2 − 6 χ(µ)(R4)

1CCCA
que no son sino una transripión de la tabla de arateres del grupo S4. La suma da elvalor χ(µ)(R)4 teniendo en uenta que en esa suma las representaiones [31] y [212] uentantres vees pues la representaión irreduible es de orden tres y la representaión [22] uentados vees por análoga razón.Siguiendo on las potenias, el produto de una representaión por sí misma ino veesrequiere para su desomposiión el grupo S5 de las permutaiones de ino objetos. La tablade arateres de sus representaiones irreduibles está presentada en la tabla8.1.Las dimensiones de los orrespondientes subespaios pueden ser aluladas sin más queapliar las relaiones anteriores a la operaión identidad del grupo G. El onjunto para lasprimeras potenias está reogido en la Tabla 13.1.Para un ierto valor de nµ, las suesivas potenias solamente tienen omponentes en lasrepresentaiones irreduibles del orrespondiente grupo de las permutaiones uyo diagramade Young no tenga más �las de uadratines o asillas que el propio valor de nµ. Cuando ladimensión del espaio de funiones nµ oinide on el orden de la potenia, hay una funióny solo una, que sea totalmente antisimétria, que forme base de la representaión [1nµ ].Hay un proedimiento general expresado en forma de un determinante para obtener laspartes totalmente simétria y antisimétria de las potenias de las representaiones de los



Potenias de representaiones 241Table 13.1: Dimensiones de las representaiones en que se desomponen las potenias deuna representaión de dimensión nµ de un grupo puntual G de auerdo on la simetria dela permutaión de sus índies
nµ = 2 nµ = 3 nµ = 4 nµ = 5 nµ = 6

[2] 3 6 10 15 21 �
nµ+1
2

�
[12] 1 3 6 10 15 �

nµ

2

�
[3] 4 10 20 35 56 �

nµ+2
3

�
[21] 4 16 40 80 140 4

�
nµ+1
3

�
[13] 1 4 10 20 �

nµ

3

�
[4] 5 15 35 70 126 �

nµ+3
4

�
[31] 9 45 135 315 630 9

�
nµ+2
4

�
[22] 2 12 40 100 210 �

nµ

1

��
nµ+1
3

�
[212] 9 45 135 315 9

�
nµ+1
4

�
[14] 1 5 15 �

nµ

4

�
[5] 6 21 56 126 252 �

nµ+4
5

�
[41] 16 96 336 896 2016 16

�
nµ+3
5

�
[32] 10 75 300 875 2100 5nµ

�
nµ+2
4

�
[312] 36 216 756 2016 36

�
nµ+2
5

�
[221] 15 100 375 1050 5nµ

�
nµ+1
4

�
[213] 16 96 336 16

�
nν+1
5

�
[15] 1 6 �

nµ

5

�



242 Capítulo 13grupos puntuales. Así, para la parte simétria
χ(µ
n)(R)|[n] =

1

n!

���������������������������
χµ(R) −1 0 � � � 0

χµ(R2) χµ(R) −2 � � � 0

χµ(R3) χµ(R2) χµ(R) � � � 0� � � � � � � � � . . . � � �
χµ(Rn−1) χµ(Rn−2) χµ(Rn−3) � � � −n + 1

χµ(Rn) χµ(Rn−1) χµ(Rn−2) � � � χµ(R)

���������������������������lo que da una relaión de reurrenia
n χ(µ
n)(R)|[n] =

= χ(µ
n−1)(R)|[n− 1] χµ(R) + χ(µ
n−2)(R)|[n− 2] χµ(R2)+

+ � � � + χ(µ
1)(R)|[1] χµ(Rn−1) + χµ(Rn)mientras que para la parte antisimétria
χ(µ
n)(R)|[n] =

1

n!

���������������������������
χµ(R) 1 0 � � � 0

χµ(R2) χµ(R) 2 � � � 0

χµ(R3) χµ(R2) χµ(R) � � � 0� � � � � � � � � . . . � � �
χµ(Rn−1) χµ(Rn−2) χµ(Rn−3) � � � n− 1

χµ(Rn) χµ(Rn−1) χµ(Rn−2) � � � χµ(R)

���������������������������on la relaión de reurrenia
n χ(µ
n)(R)|[1n] =

= χ(µ
n−1)(R)|[1n−1] χµ(R) + (−1)1 χ(µ
n−2)(R)|[1n−2] χµ(R2)+

+ � � � + (−1)n−2 χ(µ
1)(R)|[1] χµ(Rn−1) + (−1)n−1 χµ(Rn)Se onoen además iertas relaiones de reurrenia que dan los arateres de la partetotalmente simétria para una potenia dada en funión de las potenias inferiores. Asi,para nµ = 2,
χ(µ
m)(R)|[m] =

1

2

h
χ(µ
m−1)(R)|[m− 1] � χµ(R) + χ(µ)(Rm)

i



Apliaiones. 243mientras que, para nµ = 3,
χ(µ
m)(R)|[m] =

1

3

26666666664 2 χ(µ
m−1)(R)|[m− 1] � χµ(R)

− 1
2
χ(µ
m−2)(R)|[m− 2] � �χµ
2(R) − χµ(R2)

�
+χ(µ)(Rm)

3777777777513.1 Apliaiones.13.1.1 Funiones de espín de un sistema de varios eletrones.Las dos funiones que desriben los posibles estados de espín de un eletron, funiones αy β, forman base de la representaión irreduible D1/2g doble (double valued) en el grupode la esfera, O(3), o senilla (single valued) en su grupo obertor universal, SU(2). Es unarepresentaión de orden 2, nµ = 2.Las funiones de espín de dos eletrones se obtienen omo produto artesiano o externode las funiones de un eletrón por sí mismas. En el lenguaje de la simetríaD1/2g 
D1/2g = D1g � [D0g]La representaión irreduible D1g es de dimensión tres y, en onseuenia, hay tres funionesque son simétrias frente a la permutaión de sus índies y onstituyen un triplete. La repre-sentaión D0g es la parte antisimétria frente a la permutaión de sus índies, de dimensiónunidad y totalmente simétria frente a las rotaiones-inversiones del sistema oordenado. Setrata de un singulete. Las uatro funiones se reogen en la forma
φ11 = α(1)α(2)

φ10 =
1p
2

(α(1)β(2) + β(1)α(2))

φ1−1 = β(1)β(2)

φ00 =
1p
2

(α(1)β(2) − β(1)α(2))identi�adas por los números uántios S yMS. Es el resultado del aoplamiento de los dosmomentos angulares.Para un sistema de tres eletrones, las funiones de espín forman base de la representaiónD
3
1/2g

que se desompone en la forma:D
3
1/2g = D
3

1/2g|[3] � D
3
1/2g|[21] = D3/2g � 2D1/2gEs deir, hay un uartete y dos dobletes independientes. Las funiones dobletes formanbase de un espaio de dimensión uatro y pueden ser elegidas de manera que tanto las dosfuniones del primero de los dobletes,

φ
(1)

1/2, 1/2
, φ

(1)

1/2,−1/2
,



244 Capítulo 13omo las dos funiones del segundo de los dobletes,
φ

(2)

1/2, 1/2
, φ

(2)

1/2,−1/2
,onstituyan base de la representaión de dimensión dos D1/2g del grupo SU(2) y al mismotiempo, la pareja de funiones asoiadas a MS = 1/2

φ
(1)

1/2,1/2
, φ

(2)

1/2,1/2dé lugar a la representaión [21] del grupo de las permutaiones y lo mismo ourra on lasotras omponentesMS = −1/2 de los dobletes,
φ

(1)

1/2,−1/2
, φ

(2)

1/2,−1/2
.De los valores reogidos en la olumna orrespondiente a nµ = 2 de la Tabla 13.1 puedededuirse que on uatro eletrones habrá un quintete, tres tripletes y dos singuletes, y quepara ino eletrones se enontrarán un sextete, uatro uartetes y ino dobletes. Nunaapareen ontribuiones asoiadas a representaiones del grupo de las permutaiones indi-ado por un diagrama de Young de más de dos �las de asillas. El exeso de asillas de laprimera �la sobre las de la segunda india el valor del espín total. Dos lineas de asillas deigual longitud indian un singulete, la linea superior una asilla más larga que la inferiorindia un doblete, una diferenia de dos asillas india un triplete y así suesivamente1.En la misma Tabla 13.1, y en la olumna orrespondiente a nµ = 3 puede analizarsela degeneraión de los estados de espín de, por ejemplo, un onjunto de núleos 14N, uyonúmero uántio de espín nulear es I = 1 on tres posibles valores de su proyeiónMI =

1 , 0 ,−1. Es un dato importante, por ejemplo, al asignar pesos estadístios en el estudiode las funiones de partiión de rotaión moleular en que se interambien tales núleosidéntios.13.1.2 Términos espetrales atómios.En los ursos de estrutura atómia uno de los problemas onsiste en determinar qué esta-dos, agrupados bajo la simbología de un término espetral, son apaes de ser aproximadosmediante alguna de las on�guraiones eletrónias presentadas en la forma más abreviadaomo puede ser 1s2 2s2 2p4 3d2 para desribir un sistema de diez eletrones. Planteado alrevés la uestión es saber en qué términos espetrales pueden partiipar esas on�guraionesen una aproximaión que inluya superposiión de on�guraiones.Si los eletrones son no-equivalentes, están desritos por orbitales que di�eren en algo másque en la orientaión de su momento angular de órbita, el problema no presenta demasiadasdi�ultades. Los posibles estados son los que se obtienen omo produto externo de lasorrespondientes representaiones. Así, por ejemplo, la on�guraión 2p1 3p1 es apaz departiipar en la desripión de treinta y seis estados distintos que se atalogan atendiendoal omportamiento de las partes espaial y de espín en la formaParte espaial: D1u 
D1u = D0g �D1g �D2g1Hay múltiples maneras onsagradas de seleionar esas funiones. Pueden verse en el libro debido a R.Paunz Spin Eigenfuntions: Constrution and use, Plenum, New York, 1979



Apliaiones. 245Parte de espín: D1/2g 
D1/2g = D0g �D1gpues los orbitales tipo p se transforman omo la representaión irreduible D1u y las dosfuniones de espín individual omo D1/2g. Es deir hay estados atalogados omo S, P y Dpor los valores del momento angular orbital total y, a la vez, omo singulete y triplete porsu momento angular total de espín. En resumen: 1S, 3S, 1P, 3P, 1D, 3D.Un poo más ompliado es el aso de eletrones equivalentes pues no son posibles,omo lo eran en el aso anterior, todas las ombinaiones de momentos angulares de órbitay de espín. Solamente las que umplen el prinipio de exlusión, es deir, el prinipiode antisimetría: la funión de onda ha de ser antisimétria frente al interambio de lasoordenadas espaio-espín de ualquier pareja de eletrones. Diho en términos del grupode las permutaiones, debe formar base de la representaión irreduible [1N] del grupo SN.Con eletrones no-equivalentes siempre es posible umplir es prinipio, pero on eletronesequivalentes solo iertas ombinaiones de órbita y espín lo satisfaen.Tomando la on�guraión p4 omo ejemplo podemos analizar la desomposiión de lasorrespondientes representaiones por su simetría frente a las permutaiones.Parte espaial: D
4
1u =

(D0 �D2g �D4g)|[4] � (D1g �D3g �D5g)|[31]� (D0g �D2g)|[22] � D1g|[212]Parte de espín: D
4
1/2g

= D2g|[4] � D1g|[31] � D0g|[22]Ahora no queda sino ombinar las partes espaiales y de espín de manera que se umplael prinipio de antisimetría. Para que el resultado sea una funión antisimétria se puedemultipliar una parte espaial simétria por una de espín antisimétria o vieversa. Esa erala pauta en el aso de dos eletrones.Cuando hay, omo en este aso, más eletrones desritos por espinorbitales equivalenteslas posibilidades aumentan. Al multipliar las funiones que forman base de una repre-sentaión irreduible del grupo Sn por otra a la que orresponde un diagrama de Youngonjugado, es deir, un diagrama en el que se han intraambiado �las de asillas por olum-nas, se obtiene una nueva representaión que, al desomponerse omo suma de irreduibles,da neesariamente una ontribuión antisimétria. Para el aso partiular de uatro ele-trones, el produto de las representaiones [31] 
 [212] que orresponden a diagramas deYoung onjugados, da lugar a la representaión antisimétria una sola vez aparte de otrasontribuiones:
[31] 
 [212] = [14]� � � �Por tanto, las funiones antisimétrias se pueden obtener multipliando las funiones deespín que forman base de [31] por las funiones espaiales que forman base de [212] y tambiénlas funiones de espín [22] por las funiones espaiales [22] pues es un diagrama de Youngautoonjugado. En el primero de los asos se obtiene el término espetral 3Pg mientras queen el segundo se obtienen 1Sg y 1Dg. Y ahí se agotan las posibilidades.Anteriormente se ha insistido en que la representaión [31] está basada no en uno sinoen tres juegos distintos de funiones, pues se trata de una representaión de orden tres, que,por efeto de las permutaiones, se transforman el uno en ombinaión lineal de los otros



246 Capítulo 13y que la representaión [22] de orden dos está onstituída por dos juegos independientesde funiones. Al haer el produto y desomponerlo en ontribuiones que formen base derepresentaiones irreduibles de Sn, solamente hay un únio juego de funiones antisimétriasen ada aso. En el término espetral 3P hay representadas nueve funiones asoiadas a losdistintos valores de los números uántiosML y MS. Pero todas ellas son antisimétrias.En de�nitiva, la on�guraión p4 es apaz de interpretar los términos espetrales 3Pg,
1Dg y 1Sg. Basta para deduirlo una tabla que proporione la desomposiión de las poten-ias de las representaiones Dl de auerdo on las representaiones irreduibles del grupo delas permutaiones. Lo que en ningún aso es apaz de informar la simetría del problema esla posiión relativa en una esala energétia de los niveles orrespondientes.Los orbitales �ompletos� no dan lugar a ningún momento angular resultante, dan lugara la representaión D0g totalmente simétria. En onseuenia, es habitual presindir detales eletrones a la hora de analizar qué términos espetrales pueden ser interpretados poruna on�guraión eletrónia onreta.Hay otra simetría que meree la pena resaltar y es la equivalenia entre partíulas, loseletrones, y hueos. Los orbitales p se �llenan� uando desriben un total de seis eletrones.Cuando se habla de la on�guraión p4 de eletrones también se habla de la on�guraión
p2 de hueos. Ambas on�guraiones son apaes de interpretar los mismos términos es-petrales. Esta es la razón por la que muhas vees las tablas solo reogen datos hasta una�oupaión� que no sobrepase la mitad del valor total.
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Table 13.2: Desomposiión de las potenias de las representaiones irreduibles del grupo SU(2).Dj D
2
j D
3

jD0 D0 D0D1/2 D1|[2] � D0|[12] D3/2 |[3] � D1/2|[21]D1 (D0 �D2)|[2] � D1|[12] (D1 �D3)|[3] � (D1 �D2)|[21] � D0[13]D3/2 (D1 �D3)|[2]�(D0 �D2)|[12] (D3/2 �D5/2 � D9/2)|[3] � (D1/2 �D3/2 �D5/2 � D7/2)|[21] � D3/2 |[13]D2 (D0 �D2 �D4)|[2]�(D1 �D3)|[12] (D0 �D2 �D3 �D4 �D6)|[3]�(D1 � 2D2 �D3 �D4 �D5)|[21] � (D1 �D3)|[13]D5/2 (D1 �D3 �D5)|[2]�(D0 �D2 �D4)|[12] (D3/2 �D5/2 �D7/2 �D9/2 �D11/2 �D15/2)|[3]�(D1/2 �D3/2 � 2D5/2 � 2D7/2 �D9/2 �D11/2 �D13/2)|[21] � (D3/2 �D5/2 �D9/2)|[13]D3 (D0 �D2 �D4 �D6)|[2]�(D1 �D3 �D5)|[12] (D0 � 2D3 �D4 �D5 �D6 �D7 �D9)|[3]�(D1 � 2D2 � 2D3 � 2D4 � 2D5 �D6 �D7 �D8)|[21] � (D0 �D2 �D3 �D4 �D6)|[13]D7/2 (D1 �D3 �D5 �D7)|[2]�(D0 �D2 �D4 �D6)|[12] (D3/2 �D5/2 �D7/2 � 2D9/2 �D11/2 �D13/2 �D15/2 �D17/2 �D21/2)|[3]�(D1/2 �D3/2 � 2D5/2 � 3D7/2 � 2D9/2 � 2D11/2 � 2D13/2 �D15/2 �D17/2 �D19/2)|[21]�(D3/2 �D5/2 �D7/2 �D9/2 �D11/2 �D15/2)|[13]
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Dj D
4
jD0 D0D1/2 D2|[4]�D1|[31]�D0|[22]D1 (D0 �D2 �D4)|[4] � (D1 �D2 �D3)|[31] � (D0 �D2)|[22] � D1|[212]D3/2 (D0 �D2 �D3 �D4 �D6)|[4] � (2D1 �D2 � 2D3 �D4 �D5)|[31]�(D0 � 2D2 �D4)|[22] � (D1 �D2 �D3)|[212] � D0|[14]D2 (D0 � 2D2 � 2D4 �D5 �D6 �D8)|[4]�(2D1 � 2D2 � 3D3 � 2D4 � 2D5 �D6 �D7)|[31]�(2D0 � 2D2 �D3 � 2D4 �D6)|[22]�(2D1 �D2 � 2D3 �D4 �D5)|[212] �D2|[14]D5/2 (D0 � 2D2 �D3 � 2D4 �D5 � 2D6 �D7 �D8 �D10)|[4]�(3D1 � 2D2 � 4D3 � 3D4 � 4D5 � 2D6 � 2D7 �D8 � D9)|[31]�(2D0 � 3D2 �D3 � 3D4 �D5 � 2D6 �D8)|[22]�(2D1 � 2D2 � 3D3 � 2D4 � 2D5 �D6 �D7)|[212] � (D0 �D2 �D4)|[14]D3 (2D0 � 2D2 �D3 � 3D4 �D5 � 3D6 �D7 � 2D8 �D9 �D10 �D12)|[4]�(3D1 � 3D2 � 5D3 � 4D4 � 5D5 � 4D6 � 4D7 � 2D8 � 2D9 �D10 �D11)|[31]�(2D0 � 4D2 �D3 � 4D4 � 2D5 � 3D6 �D7 � 2D8 �D10)|[22]�(3D1 � 2D2 � 4D3 � 3D4 � 4D5 � 2D6 � 2D7 �D8 � D9)|[212] � (D0 �D2 �D3 �D4 �D6)|[14]
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Dj D
5
jD0 D0D1/2 D5/2|[5]�D3/2|[41]�D1/2 |[32]D1 (D1 �D3 �D5)|[5] � (D1 �D2 �D3 �D4)|[41] � (D1 �D2 �D3)|[32] � (D0 �D2)|[312] � D1|[221]D3/2 (D3/2 �D5/2 �D7/2 �D9/2 �D11/2 �D15/2)|[5]
(D1/2 � 2D3/2 � 2D5/2 � 2D7/2 � 2D9/2 �D11/2 �D13/2)|[41]
(D1/2 � 2D3/2 � 2D5/2 � 2D7/2 �D9/2 �D11/2)|[32]
(D1/2 �D3/2 � 2D5/2 �D7/2 �D9/2 |[312] � (D1/2 �D3/2 �D5/2 �D7/2|[221] �D3/2 |[213]D2 (D0 � 2D2 �D3 � 2D4 �D5 � 2D6 �D7 �D8 �D10)|[5]�(D0 � 2D1 � 3D2 � 4D3 � 4D4 � 3D5 � 3D6 � 2D7 �D8 �D9)|[41]�(D0 � 2D1 � 4D2 � 3D3 � 4D4 � 3D5 � 2D6 �D7 �D8)|[32]�(3D1 � 2D2 � 4D3 � 2D4 � 3D5 �D6 �D7)|[312]�(D0 �D1 � 3D2 � 2D3 � 2D4 �D5 �D6)|[221] � (D1 �D2 �D3 �D4)|[213] � D0|[15]

D3 (2D1 �D2 � 4D3 � 2D4 � 4D5 � 3D6 � 4D7 � 2D8 � 3D9 � 2D10 � 2D11 �D12 �D13 �D15)|[5]�(D0 � 4D1 � 6D2 � 8D3 � 9D4 � 9D5 � 9D6 � 8D7 � 7D8 � 6D9 � 4D10 � 3D11 � 2D12 �D13 �D14)|[41]�(D0 � 5D1 � 6D2 � 9D3 � 9D4 � 10D5 � 8D6 � 8D7 � 6D8 � 5D9 � 3D10 � 2D11 �D12 �D13)|[32]�(3D0 � 3D1 � 8D2 � 7D3 � 10D4 � 8D5 � 9D6 � 6D7 � 6D8 � 3D9 � 3D10 �D11 �D12)|[312]�(4D1 � 5D2 � 7D3 � 6D4 � 7D5 � 5D6 � 5D7 � 3D8 � 2D9 �D10 �D11)|[221]�(D0 � 2D1 � 3D2 � 4D3 � 4D4 � 3D5 � 3D6 � 2D7 �D8 �D9)|[213] � (D1 �D3 �D5)|[15]



250 Capítulo 13Via alternativaHay un proedimiento alternativo de obtener los términos espetrales apaes de ser inter-pretados por una on�guraión eletrónia tal que
Γ (1),N1 Γ (2),N2 Γ (3),N3 � � �donde Nν es el número de eletrones �oupando� orbitales que se transforman omo Γ (ν). Lamisma representaión irreduible puede estar varias vees refereniando distintos onjuntosde funiones que se transforman de la misma manera. Un ejemplo: (1s)2 (2p)5 (3p)2. Losorbitales (1s) se transforman, por las rotaiones-inversiones en tres dimensiones, omo larepresentaión D0g del grupo O(3), los orbitales (2p) omo la representaión D1u y losorbitales (3p) también omo la D1u. El valor máximo de Nν es 2nν, donde nν es ladimensión de la representaión Γ (ν), para poder aomodar dos distintas orientaiones deespín. Obviamente, el número total de eletrones N =

∑
ν Nν.Se puede espei�ar el número de eletrones on espín α y on espín β en ada subon-junto de Nν, lo que viene determinado por el número uántio m(ν)

s ,
N(ν)
α =

1

2
Nν + m(ν)

s N
(ν)

β =
1

2
Nν − m(ν)

son la ondiiónMS =
∑
ν m

(ν)
s .El número total de posibles produtos antisimetrizados que umplan esas ondiionesestá indiado por la relaión

G(ms) =
∏

ν

�
nν

1
2
Nν +m

(ν)
s

��
nν

1
2
Nν −m

(ν)
s

�Se transforman unas en ombinaiones lineales de las otras por las operaiones de simetríadel grupo.Todas esas funiones de N eletrones son base de una representaión reduible de dimen-sión G(ms) que puede desomponerse en suma de las irreduibles Γ (ν). En el ejemplo ante-rior, (2p)5 (3p)2, para el aso N(2p)
α = 3, N

(2p)

β = 2, N(3p)
α = 1, N

(3p)

β = 1, hay �3
3

��
3
2

� �
3
1

��
3
1

�posibles produtos antisimetrizados todos ellos funiones propias del operador Ŝz on valorpropioMS = 1
2
que dan lugar a una representaión de dimensión 27 que es reduible.El número de vees que una ierta representaión irreduible está ontenida en ese espaiode dimensión G(ms) viene dado por el oe�iente de

ρ
N

(1)
α

1 τ
N

(1)

β

1 ρ
N

(2)
α

2 τ
N

(2)

β

2 � � �en el desarrollo de
P =

∏

ν

����ρνD(ν)(R) + 1��� � ���τνD(ν)(R) + 1���� (13.1)donde las matries D(ν)(R) son las matries representaión orrespondientes a la repre-sentaión irreduible ν-ésima y el produto se extiende a todas la representaiones irre-duibles, aunque estén repetidas, uyos orbitales partiipen en la on�guraión eletrónia.Son produtos de los oe�ientes de los polinomios araterístios, otros de los invariantesfrente a los ambios de base de las representaiones.



Apliaiones. 251Los oe�ientes del polinomio daraterístio, al igual que los arateres, son funión delase: todos los elementos de un grupo englobados en una misma lase de equivalenia poseenlos mismos arateres y los mismos oe�ientes del polinomio araterístio. Los oe�ientespueden ser expresados omo sumas de arateres de las representaiones irreduibles. Deesa forma, es posible asoiar una suma de representaiones irreduibles a los oe�ientesde los polinomios araterístios. La Tabla 13.3 reoge ese tipo de identi�aión para losoe�ientes del desarrollo del determinante jµD(R) + 1j.En esa Tabla se pueden identi�ar oinidenias, y no por asualidad, entre las rep-resentaiones vinuladas a los oe�ientes del polinomio araterístio on las poteniassimetrizadas de las representaiones irreduibles del mismo grupo. Por ejemplo, los oe�-ientes que aompañan a µ0 son, en todos los asos, la representaión totalmente simétriaD0, pues el oe�iente del polinomio araterístio es la unidad. Los oe�ientes de µ1 sonsiempre la misma representaión que se estudia pues esos oe�ientes, en el desarrollo delpolinomio araterístio, son las trazas de las matries representaión, o sea, su aráter.Los oe�ientes de µk son la suma de los determinantes de todos los menores que de orden
k que se pueden onstruir sobre la diagonal de la matriz y oinide on la parte totalmenteantisimétria de la potenia k-ésima de la misma representaión. La razón reside en que losoe�ientes del polinomio araterístio de una matriz A, P(µ) = jµA + 1j,

µ0 : 1

µ1 : trA
µ2 :

1

2

�
(trA)2 − trA2�

µ3 :
1

6

�
(trA)3 − 3 trA2 trA + 2 trA3�

µ4 :
1

24

0BBBB� (trA)4 − 6 trA2 (trA)2 + 8 trA3 trA
+ 3 (trA2)2 − 6 trA4 1CCCCA

µ5 :
1

120

0BBBBBBBBB� (trA)5 − 10 trA2 (trA)3 + 20 trA3 (trA)2

− 20 trA3 trA2 − 30 trA4 (trA)

+ 15 (trA2)2 (trA) + 24 trA5
1CCCCCCCCCAoiniden on las trazas de la parte antisimétria de las suesivas potenias externas dela matriz A. La seuenia se interrumpe porque la matriz A anula su propio polinomioaraterístio o, de otra manera, porque no hay parte antisimétria de orden superior a ladimensión de la propia matriz.Pero en la Tabla 13.3 hay más oinidenias. Los oe�ientes que afetan a las potenias

µ1 oiniden on las partes totalmente simétrias de las suesivas potenias de la repre-sentaión D1/2. Los oe�ientes que aompañan a µ2 oiniden on las partes totalmentesimétrias de las potenias de la representaión D1, los de µ3 son la parte simétria de las



252 Capítulo 13Table 13.3: Representaiones irreduibles asoiadas a los oe�ientes del polinomio ara-terístio de representaiones del grupo SU(2).D0 µ0D0 + µ1D0D1/2 µ0D0 + µ1D1/2 + µ2D0D1 µ0D0 + µ1D1 + µ2D1 + µ3D0D3/2 µ0D0 + µ1D3/2 + µ2 (D0 �D2) + µ3D3/2 + µ4D0D2 µ0D0 + µ1D2 + µ2 (D1 �D3)
+µ3 (D1 �D3) + µ4D2 + µ5D0D5/2 µ0D0 + µ1D5/2 + µ2 (D0 �D2 �D4)
+µ3 (D3/2 �D5/2 �D9/2)

+µ4 (D0 �D2 �D4) + µ5D5/2 + µ6D0D3 µ0D0 + µ1D3 + µ2 (D1 �D3 �D5)
+µ3 (D0 �D2 � D3 �D4 �D6)

+µ4 (D0 �D2 �D3 �D4 �D6)
+µ5 (D1 �D3 �D5) + µ6D3 + µ7D0D7/2 µ0D0 + µ1D7/2 + µ2 (D0 �D2 �D4 �D6)

+µ3 (D3/2 �D5/2 �D7/2 �D9/2 �D11/2 �D15/2)
+µ4 (D0 � 2D2 � 2D4 �D5 �D6 �D8)

+µ5 (D3/2 � D5/2 �D7/2 �D9/2 �D11/2 �D15/2)
+µ6 (D0 �D2 �D4 �D6) + µ7D7/2 + µ8D0



Apliaiones. 253suesivas potenias de D3/2, las de µ4 son las de D2, et. A modo de ejemplo puede ponerseque la línea D2 de esa Tabla equivale a
µ0D0 + µ1D
4

1/2|[4] + µ2D
3
1 |[3] + µ3D
2

3/2|[2] + µ4D2 + µ5D
0
3/2Ha bastado para esta desomposiión identi�ar los oe�ientes del polinomio araterístioon una suma de arateres de representaiones ireduibles.Volviendo al ejemplo de onstruión de términos espetrales, e identi�ando los sub-índies 1 y 2 on los orbitales (2p) y (3p) respetivamente, la expresión general del polinomio

P de la euaión (13.1) queda en la forma
(ρ01D0 + ρ11D1 + ρ21D1 + ρ31D0) (τ01D0 + τ11D1 + τ21D1 + τ31D0)

(ρ02D0 + ρ12D1 + ρ22D1 + ρ32D0) (τ02D0 + τ12D1 + τ22D1 + τ32D0)donde el desarrollo de ada fator está tomado de la línea D1 de la Tabla 13.3 pues se tratade orbitales tipo p. El término en ρ31τ21ρ12τ12 aparee on el oe�ienteD0 
D1 
D1 
D1 = D0 � 3D1 � 2D2 �D3lo que da una dimensión total de 27 estados onMS = 1
2
y esa �oupaión� de los orbitales.La lasi�aión de esos estados por el valor del momento angular orbital permite etiquetarlosomo S + 3 P + 2 D + F.Un desarrollo más ompleto de la expresión anterior da los siguientes términos todos ellosompatibles on (2p)5 (3p)2 on indiaión del valor de MS.

MS = + 3
2

ρ31τ
2
1ρ
2
2τ
0
2 D0 �D1 � D2

MS = + 1
2

ρ31τ
2
1ρ
1
2τ
1
2 D0 � 3D1 � 2D2 �D3

MS = − 1
2

ρ31τ
2
1ρ
0
2τ
2
2 D0 �D1 � D2

MS = + 1
2

ρ21τ
3
1ρ
2
2τ
0
2 D0 �D1 � D2

MS = − 1
2

ρ21τ
3
1ρ
1
2τ
1
2 D0 � 3D1 � 2D2 �D3

MS = − 3
2

ρ21τ
3
1ρ
0
2τ
2
2 D0 �D1 � D2Queda por lasi�ar estos estados por el valor del número uántio S que da una medidadel uadrado del módulo del momentos angular de espín total. Todos los estados que orre-sponden a los valores deMS = +3

2
, +1

2
, −1

2
, −3

2
onstituyen un uartete S = 3

2
, es deir 4S,

4P, 4D. Los términos restantes se agrupan por los valores deMS = +1
2
, −1

2
y orrespondena dobletes. En el ejemplo son los términos espetrales 2S, 32P, 22D, 2F.El proedimiento desrito es apliable a los términos espetrales moleulares. Todo lo quese neesita onoer es una tabla, similar a la Tabla 13.3, que proporione las representaionesen que se desomponen los oe�ientes de los polinomios araterístios identi�ados omosuma de arateres.



254 Capítulo 13Las Tablas 13.4, 13.5, 13.6 y 13.7 reogen esa desomposiión para representaionesirreduibles de órdenes 2, 3, 4, y 5 respetivamente. La notaión en λ que allí paree haereferenia a otra manera de alular el polinomio araterístio de un matriz en la formajA − λ1j en lugar de jµA − 1j lo que equivale a haber reemplazado µ por + 1
λ
.Tomemos omo ejemplo la on�guraión H4g de una moléula que tenga la simetría deliosahedro Ih omo la onformaión de equilibrio del estado fundamental del fullereno C60.De la Tabla 13.7 se dedue que los polinomios araterístios proporionan la representa-iones

{ρ0Ag + ρ1 Hg + ρ2 (F1g � F2g �Gg) + ρ3 (F1g � F2g �Gg)+

+ ρ4 Hg + ρ5 Ag} � {τ0Ag + τ1Hg+

+ τ2 (F1g � F2g �Gg) + τ3 (F1g � F2g �Gg) + τ4Hg + τ5Ag}Con uatro eletrones son posibles las siguientes ombinaiones lasi�adas por el númerouántioMs:
ρ4 τ0 Hg
ρ3 τ1 Hg 
 (F1g � F2g �Gg)
ρ2 τ2 (F1g � F2g �Gg)
 (F1g � F2g �Gg)
ρ1 τ3 F1g � F2g �Gg)
Hg
ρ0 τ4 HgDe las tablas de produtos de representaiones es ahora fáil deduir que la on�guraiónH4g es apaz de interpretar los términos espetrales:

5Hg, 3 3F1g, 3 3F2g, 3 3Gg, 3 3Hg, 3 1A, 2 1F1g, 4 1Gg, 5 1Hg,lo que hae un total de �10
4

�
= 210 estados.13.1.3 Clasi�aión por su simetría de los estados vibraionales deun onjunto de modos normales.El movimiento ompliado de vibraión de una moléula, o de ualquier onjunto de puntosmateriales ligados, se desompone en una superposiión de movimientos �independientesentre sí en la aproximaión armónia� onoidos omo los modos normales de vibraiónmoleulares, ada uno de los uales osila on una freuenia propia. Para lograr esa sep-araión se hae uso de las llamadas oordenadas normales que no son sino iertas ombi-naiones lineales de los desplazamientos de los núleos desde sus posiiones de equilibrio.Para dar uenta del onjunto de las deformaiones desde la onformaión de equilibrio deun sistema formado por N puntos materiales se requieren un total de 3N − 6 de dihasoordenadas en el aso general y tan solo 3N− 5 en el aso en que la situaión de equilibriotenga todos los puntos materiales alineados a lo largo de una línea reta.Las oordenadas normales están adaptadas a la simetría del problema. Eso quiere deirque forman base de las representaiones irreduibles del orrespondiente grupo puntual deoperaiones de simetría. Las que orresponden a modos normales no-degenerados formanbase de representaiones de dimensión unidad, mientras que las que están asoiadas a modos



Apliaiones. 255Table 13.4: Representaiones irreduibles asoiadas a los oe�ientes del polinomio ara-terístio de representaiones de orden 2.Grupo Representaión λ2 λ1 λ0

µ0 µ1 µ2

D3, C3v E A1 E A2
D4, C4v E A1 E A2
D5, C5v Ei A1 Ei A2
D6, C6v Ei A1 Ei A2
D3h E(p) A0

1 E(p) A0
2

D4h Eg(u) A1g Eg(u) A2g
D5h E(p)

i A0
1 E(p)

i A0
2

D6h Eig(u) A1g Eig(u) A2g
D2d E A1 E A2
D3d Eg(u) A1g Eg(u) A2g
D4d Ei A1 Ei A2
D5d Eig(u) A1g Eig(u) A2g
D6d Ei A1 Ei A2
Td, O E A1 E A2
Oh Eg(u) A1g Eg(u) A2g
C∞v Λ Σ+ Λ Σ−

D∞h Λg(u) Σ+
g Λg(u) Σ−

g
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Table 13.5: Representaiones irreduibles asoiadas a los oe�ientes del polinomio ara-terístio de representaiones de orden 3.Grupo Representaión λ3 λ2 λ1 λ0

µ0 µ1 µ2 µ3

T F A F F A
Th Fg(u) Ag Fg(u) Fg Ag(u)

Td, O Fi A1 Fi F1 Ai
Oh Fig(u) A1g Fig(u) F1g Aig(u)

I Fi A Fi Fi A
Ih Fig(u) Ag Fig(u) Fig Ag(u)

Table 13.6: Representaiones irreduibles asoiadas a los oe�ientes del polinomio ara-terístio de representaiones de orden 4.Gr. Repr. λ4 λ3 λ2 λ1 λ0

µ0 µ1 µ2 µ3 µ4

I G A G F1 � F2 G A
Ih Gg(u) Ag Gg(u) F1g � F2g Gg(u) Ag



Apliaiones. 257Table 13.7: Representaiones irreduibles asoiadas a los oe�ientes del polinomio ara-terístio de representaiones de orden 5.Gr. Repr. λ5 λ4 λ3 λ2 λ1 λ0

µ0 µ1 µ2 µ3 µ4 µ5

I H A H F1 � F2 �G F1 � F2 �G H A
Ih Hg(u) Ag Hg(u) F1g � F2g �Gg F1g(u) � F2g(u) �Gg(u) Hg Ag(u)normales de vibraión degenerados, es deir, on la misma freuenia de vibraión, formanbase de representaiones de orden superior a la unidad e igual a la degeneraión de los modos.Hasta aquí el tratamiento lásio de un problema meánio. El punto de vista uántioa�rma que esos modos normales independientes de vibraión tienen niveles energétios dis-retos, que el estado dinámio del onjunto de osiladores está desrito por una funión deonda que depende de las 3N − 6 (3N − 5) oordenadas normales. Pero, si los modos sonindependientes �y en la aproximaión armónia lo son� la energía del onjunto es la sumade las energías asoiadas a ada una de las distintas freuenias vibraionales y la funiónde onda que desribe el estado estaionario es un simple produto de las funiones de ondaasoiadas a las distintas freuenias de vibraión.En lo que sigue se señalará on el índie k las freuenias de vibraión distintas y por

k1, k2, � � � , kmk las oordenadas normales o modos normales degenerados mk vees on lamisma freuenia vibraional k-ésima. Obviamente el reuento de todos los modos normalesda el número total de modos de vibrar: ∑
k mk = 3N − 6.Cada uno de los fatores en la expresión

Ψ(q1, q2, � � � , q3n−6) = Ψv1
(q11, � � � , q1m1

) Ψv2
(q21, � � � , q2m2

) � � �orresponde a una freuenia distinta de vibraión y es una funión de las mk ooredenadasnormales asoiadas a diha freuenia. El número uántio vk india el nivel energétioorrespondiente a esa freuenia propia vibraional. La funión de onda total forma basede la representaión obtenida omo produto direto o externo de las representaiones enque forman base ada uno de los fatores. En onseuenia, basta analizar la simetría de lasfuniones que desriben ada una de las freuenias propias vibraionales por separado.Si se trata de un modo normal de vibraión no degenerado,mk = 1, la energía está dadapor la relaión (vk+ 1/2)~ωk, donde vk = 0, 1, 2, � � � es el número uántio orrespondiente.La funión de onda que desribe los distintos niveles energétios de ese modo normal esun produto de una funión gausiana por un polinomio de Hermite; el fator gausiano esinvariante frente a las transformaiones de simetría de la moléula mientras que el polinomiode Hermite es una funión alternativamente par e impar de la oordenada qk. Por tanto,las funiones Ψvk
(qk) de vk par forman base de la representaión irreduible totalmente



258 Capítulo 13simétria y las de vk impar de la misma representaión irreduible en que forma base laoordenada qk.Si se trata de modos de vibrar degenerados, es deir, modos independientes de vibraron la misma freuenia, mk > 1, hay un onjunto de mk oordenadas qk1, � � � , qkmk
queforman base de la representaión irreduible Γ (k) de dimensión mk del grupo de la simetríaespaial de la moléula on matries representaión D(k)(R).Los estados estaionarios de estos modos normales requieren mk números uántios

vk1, � � � , vkmk
ada uno de los uales puede tomar valores enteros y no negativos, aunque laenergía en la aproximaión armónia depende tan solo de su suma
vk = vk1 + vk2 + � � �+ vkmk

Ek =
�
vk +

mk

2

�
~ωkLa degeneraión de sus niveles energétios es, por tanto, de �vk+mk−1

vk

�.Las �vk+mk−1
vk

� funiones linealmente independientes que desriben los distintos estadosestaionarios degenerados onstan de un fator omún a todas ellas en forma de una gausianainvariante tanto frente a las operaiones de simetría espaial de la moléula omo frente a laspermutaiones de las mk variables. Ese fator es invariante. El otro fator es, en ada unade ellas, un produto de polinomios de Hermite en que ada uno de los fatores depende deuna de las variables qk1, qk2, � � � , qkmk
on un grado vk1, vk2, � � � , vkmk

respetivamente.Las funiones Ψk se transforman, por la operaiones del grupo de simetría, omo la potenia
vk-ésima de la representaión Γ (k) en que forman base las mk oordenadas. Pero, omoson las mismas oordenadas en todos los fatores de esa potenia, no existe más que laparte totalmente simétria frente a las permutaiones de los vk índies. En de�nitiva, las�
vk+mk−1

vk

� funiones independientes Ψk forman base de la representaión�
Γ (k)

�
vk

|[vk]Veamoslo on un ejemplo. La moléula de NH3 en su estado fundamental eletrónioy en su onformaión de equilibrio tiene la geometría on el grupo C3v de operaiones desimetría. Posee seis modos normales de vibraión de los uales dos son de simetría A1, otrosdos son degenerados on simetría E y los dos restantes también son degenerados on simetríatambién E. Hay, por tanto, uatro freuenias distintas. El nivel energétio vibraionalidenti�ado por los números uántios v1 = 2, v2 = 3, v3 = 2 y v4 = 3 tiene una energía
~ (2ω1 + 3ω2 + 2ω3 + 3ω4) por enima del nivel residual de vibraión. La degeneraión deese nivel es �2

2

�� �3
3

�� �3
2

�� �4
3

�
= 12. Los estados estaionarios se atalogan porque formanbase de la representaiónA
2

1 
A
3
1 
 �E
2|[2]�
 �E
3|[3]� = (A1 � E)
 (A1 �A2 � E)

= 2A1 � 2A2 � 4EEn de�nitiva los doe estados se atalogan dos de ellos omo A1 totalmente simétrios, otrosdos omo A2 y uatro parejas ada una de las uales da lugar a la representaión E. Los doeestados son degenerados en la aproximaión armónia. La existenia de anarmoniidadesdará lugar a un desdoblamiento de esos niveles.



Apliaiones. 259Tratamiento alternativoHay otra forma de lasi�ar los estados exitados de modos normales de vibraión degenera-dos. Consiste en atender a los momentos angulares que se presentan al ombinarmovimientosindependientes de la misma freuenia. Una moléula uya onformaión de equilibrio tienesus núleos alineados, grupos C∞v o D∞h, tal que la moléula CO2 en su estado fundamen-tal eletrónio, tiene modos normales de vibraión doblemente degenerados, pues el grupopuntual tiene representaiones irreduibles de orden dos. La ombinaión de esas dos man-eras de deformarse osilando a la misma freuenia da lugar a movimientos omo los que seindian en el siguiente esquema.
La línea punteada india la onformaión de equilibrio. Las dos primeras �guras representanposiiones extremas de las osilaiones en dos planos perpendiulares. La terera �gura indiauna ombinaión de las anteriores en vistas frontal y lateral. Las �ehas indian la direióndel desplazamiento de ada núleo. Esos desplazamientos de los núleos onservan en todomomento la posiión del entro de masas y no dan lugar a un volteo de la moléula omo untodo. En ambio, hay un movimiento de giro debido exlusivamente a las deformaiones quedan lugar a vibraiones moleulares. Ese movimiento de giro lleva aparejado un momentoangular que, en la formulaión uántia, también está uantizado.Otro ejemplo de movimiento de giro omo onseuenia de deformaiones moleulares sepuede apreiar en el siguiente esquema en que tres núleos idéntios se desplazan desde susposiiones de equilibrio que forman un triángulo plano equilatero omo el que se india onlas líneas punteadas.

Las dos primeras �guras representan las onformaiones extremas a uno y otro lado de laposiión de equilibrio de las osilaiones de la misma freuenia que preservan la posiión del



260 Capítulo 13entro de masa. La terera es una de las posibles ombinaiones entre ellas on indiaión delas direiones de desplazamiento de los núleos. También en este ejemplo hay un movimientode giro sin que la moléula, omo un onjunto, haya volteado. Los movimientos individualesde ada núleo onsisten en giros alrededor de su respetivas posiiones de equilibrio.En los dos ejemplos, el momento angular debido a la ombinaión de vibraiones es unvetor que está dirigido a lo largo del eje de mayor simetría.Los estados uántios de estos modos normales de vibraión dependen de sendos númerosuántios, aparte de las ontribuiones de otros modos normales de distintas freuenias alontenido energétio moleular. Al ser dos los modos de vibraión degenerados, serán doslos números uántios neesarios para indiar el estado, {v1, v2}. El nivel energétio dependede la suma de ambos, v = v1 + v2. La degeneraión ree on el valor de v en la forma
(v+ 1) que, para failitar la generalizaión posterior, también se puede esribir omo �v+1

1

�.Alternativamente los estados uántios se pueden indiar on dos números uántios {vl},el primero india el nivel energétio y el segundo el valor del momento angular debido a laombinaión de vibraiones. El número uántio l puede tomar los valores
l = v, v− 2, v− 4, � � � , 0 ó 1.Los estados on valores de l 6= 0 siguen siendo doblemente degenerados pues el momentoangular orientado a lo largo del eje de simetría puede estarlo en ambas direiones. Otronúmero uántio se neesita para distinguir entre ambos sentidos del momento angular. Elnivel energétio, por ejemplo, v = 3 uadruplemente degenerado inluye los estados 33,doblemento degenerado, y 31, también doblemente degenerado. El nivel energétio v = 4inluye los estados 44, dos estados, 42, dos estados, y 40, un estado, lo que hae un total deino estados degenerados en este nivel.La lasi�aión de los estados degenerados debidos a dos variables por los valores delmomento angular está indiando que es el grupo de transformaiones ortogonales en dos di-mensionesO(2) el que ha servido para esa lasi�aión. En la página 179 las representaionesirreduibles de este grupo se indiaron mediante el valor absoluto de un número entero. Allíse indiaba por |m| mientras que en este ontexto de vibraiones moleulares lo habitual esseñalarlo por el número l.Los estados degenerados se lasi�an por la parte totalmente simétria de las suesivaspotenias de la representaión irreduible fundamental, |m| = 1 del grupo O(2). El primernivel energétio v = 0 orresponde a la potenia ero de la representaión irreduible. Ladegeneraión es la unidad. El primer nivel exitado, v = 1, orresponde a la representaión

|m| = 1 del grupo O(2), es el nivel antes indiado por 11. La segunda potenia de larepresentaión |m| = 1 de dimensión uatro tiene una parte antisimétria de dimensiónunidad y una parte simétria de dimensión tres reduible que se desompone en suma derepresentaiones irreduibles de dimensiones uno y dos, |m| = 0 y |m| = 2. Esta es la queha servido para lasi�ar los estados vibraionales. Corresponden a los estados 20 y 22. Laparte totalmente simétria del ubo de la representaión |m| = 1 se desompone en sumade las representaiones asoiadas a |m| = 1 y |m| = 3. Se puede ontinuar on este tipode estudio diiendo que la parte totalmente simétria de la uarta potenia de |m| = 1 esreduible y se desompone en suma de (|m| = 0) � (|m| = 2) � (|m| = 4). Es siempre laparte totalmente simétria de las potenias de la representaión irreduible fundamental laque ataloga los estados vibraionales exitados.



Apliaiones. 261Si el sistema presenta modos normales de vibraión triplemente degenerados, tres modosindependientes de vibrar on la misma freuenia, sus niveles energétios dependen de lasuma de los tres números uántios asoiados a ada uno de los modos, v = v1 + v2 + v3.La degeneraión de esos niveles energ'etios de �v+2
2

�. La ombinaión de deformaiones dalugar a momentos angulares que sirven para lasi�ar los estados además de por la energía.Al ser un problema en que hay en juego tres variables, los momentos angulares lo son entres dimensiones, son vetores que pueden estar orientados en ualquier direión del espaiotridimensional. Los estados estaionarios se lasi�an también por los números {vl} donde
l puede tomar todos los valores variando de dos en dos desde l = v hasta 0 ó 1. Para adavalor de l 6= 0 hay (2l + 1) estados que se diferenian en el valor de la proyeión delmomento angular sobre un eje. Un número uántio adiional ml = l, l − 1, � � � , −l sirvepara identi�ar esos estados de mismo valor de l.El grupo apropiado para su lasi�aión por los momentos angulares es el grupo O(3)de las transformaiones ortogonales en tres dimensiones. La lasi�aión de los estadosestaionarios equivale a la parte totalmente simétria de las potenias de la representaión
l = 1, es deir, la representaión que anteriormente se ha indiado omo D1u de dimensióntres en el grupo de la esfera. El uadrado de esa representaión irreduible tiene una partetotalmente simétria frente a las permutaiones que es reduible y se desompone omosuma de las representaiones irreduibles D0g � D2g de dimensiones uno y ino respeti-vamente, asoiadas a los valores l = 0 y l = 2, y que sirven para lasi�ar los seis estadosestaionarios orrespondientes al nivel v = 2. Otras potenias superiores simetrizadas dela misma representaión irreduible se han tabulado anteriormente y sirven para lasi�arestados estaionarios exitados de los mismos modos normales de vibraión.Para modos normales de vibraión uadruplemente o quintuplemente degenerados ha dereurrirse a las potenias simetrizadas de la representaión fundamental de grupos omoO(4)y O(5) de las transformaione ortogonales en uatro y ino dimensiones. Los niveles ener-gétios dependen del valor del número v =

∑
i vi y las degeneraiones están expresadas en laforma �v+3

3

� y �v+4
4

�. Haiendo una tabla de esas degeneraiones enontramos que para ua-tro modos degenerados de vibraión las suesivas degeneraiones son 1, 4, 10, 20, 35, 56, � � � ,mientras que para ino modos de vibrar on la misma freuenia las degeneraiones siguenla pauta 1, 5, 15, 35, 70, � � � .Las representaiones irrduibles de O(4) tienen dimensiones omo los uadrados de losnúmeros naturales. Los diez estados degenerados orespondientes a v = 2 se lasi�an porlos momentos angulares en uatro dimensiones mediante los números uántios l = 0, unestado, y l = 2, nueve estados. Los veinte estados on la energía de v = 3 se lasi�anmediante l = 1, uatro estados, y l = 3, dieiséis estados. Los treinta y ino estados de
v = 4 oresponden a l = 0, un estado, l = 2, nueve estados, y l = 4, veintiino estados.Puesto que es un problema de uatro dimensiones para distinguir los estados del mismo valorde l se neesitan dos números uántios adiionales aparte de {vl}.Las representaiones irreduibles del grupo O(5) neesarias para lasi�ar estados vibra-ionales tienen dimensiones iguales a la suma de los uadrados de los números naturales,es deir, siguen la serie 1, 5, 14, 30, 55, � � � . Los quine estados on v = 2 de un onjunto demodos de vibrar quíntuplemente degenerados se lasi�an por los números uántios l = 0,un estado, y l = 2 atore estados. Los treinta y ino estados on energía orrespondientea v = 3 se lasi�an mediante l = 1, ino estados, y l = 2, treinta estados. Los setenta



262 Capítulo 13estados on v = 4 se etiquetan mediante l = 0, un estado, l = 2, atore estados, y l = 4,inuenta y ino estados.De momento no se onoen sistemas moleulares altamente simétrios que tengan modosnormales de vibraión on degeneraione superiores a ino. Una de las moléulas onoidasy estudiadas de mayor simetría es el fullereno C60 que, en su estado fundamental, tiene lasimetría del grupo Ih on representaiones irreduibles de orden ino o inferior. No pareeneesario, por tanto, reurrir a grupos superiores para justi�ar la degeneraión de sus nivelesvibraionales.13.1.4 Propiedades elétrias de un sistema de argas.Las propiedades de un sistema rígido de argas se resumen en forma de multipolos elétrios.Los momentos elétrios de una distribuión de argas puntuales, qj, son antidades tenso-riales uyas omponentes, referidas a un sistema artesiano de oordenadas, están dadas porla relaión:
Rl; lx, ly lz =

∑

j

qj x
lx
j y

ly
j z

lz
jdonde l = lx+ ly+ lz es el orden del tensor y los distintos lα son valores enteros positivos onulos pero nuna negativos. Si se trata de una distribuión ontínua de argas la de�niiónes equivalente sin más que sustituir la suma disreta por una integraión

Rl; lx, ly lz =

∫
xlx yly zlz ρdVdonde ρ es la densidad de arga en ada punto del espaio.El momento de orden uno, l = 1, se denomina momento dipolar y es el mejor onoido.Tiene tres omponentes asoiadas a los valores de lx, ly, lz iguales a (1,0,0), (0,1,0) y (0,0,1)respetivamente. Son las omponentes artesianas px, py, pz y onstituyen un vetor.Para los momentos de orden superior, el número de omponentes independientes, elnúmero de valores de lx, ly, lz ompatibles on un valor total de l, aumenta. Para l = 2el número es seis, para l = 3 el número es diez y, en general, �l+2

2

�. En ese número estáreogido el heho de que las 3l omponentes del produto externo de (x, y, z) por sí mismo
l vees es simétrio frente la permutaión. A modo de ejemplo, las veintisiete omponentestotales del terer momento se reduen a las diez independientes, que se etiquetan omo

xxx, xxy, xxz, xyy, xyz, xzz, yyy, yyz, yzz, zzz.El resto de las omponentes hasta el total de veintisiete son iguales a alguna de éstas: las tresantidades Rxxy = Rxyx = Ryxx se identi�an omo una únia omponente on los valoresde lx = 2, ly = 1, lz = 0.Frente a las rotaiones-re�exiones en el espaio tridimensional, grupo O(3), las tres om-ponentes x, y, z del vetor de posiión se transforman omo la representaión de dimensióntres D1u. Las �l+2
2

� omponentes independientes se transforman omo la representaiónobtenida omo la parte totalmente simétria frente a las permutaiones de la potenia l-ésima de la representaión de partida D1u. Es deir las �l+2
2

� se transforman omo larepresentaión D
l
1u|[l].Pero de estos momentos interesa la parte que orresponde a las trazas nulas. Estostensores se pueden desomponer en suma de un término de trazas nulas más un resto que



Apliaiones. 263no ontribuye a las interaiones on ampos externos. Las trazas de un tensor de l índiesson omponentes de otro tensor de l− 2 índies, obtenido a partir del anterior poniendo dosíndies iguales y sumando on respeto a los tres valores posibles, x, y, z, de ese índie omún.Un tensor de l índies tiene tantas trazas omo parejas de índies se puedan formar, es deir,�
l
2

�. Siguiendo on el ejemplo anterior, las tres trazas del terer momento onstituyen unvetor uyas omponentes x, y, z son el resultado de las sumas:
Rxxx + Rxyy + Rxzz

Ryxx + Ryyy + Ryzz

Rzxx + Rzyy + RzzzLa ontribuión de trazas nulas de los momentos de la distribuión de argas elétriasse suelen denominar momentos multipolares y tienen �l+2
2

�
−
�
l
2

�
= 2l + 1 omponentsindependientes.Las trazas de los momentos elétrios, a su vez, se transforman frente a las rotaiones-re�exiones en el espaio tridimensional omo los momentos elétrios de l − 2 índies. Enonseuenia, las 2l + 1 omponentes de los momentos multipolares elétrios forman basede la representaión D
l

1u|[l] − D
(l−2)

1u |[l− 2] = Dlg(u)Así se re�eja en la Tabla 13.8. Las 2l+1 omponentes de los momentos multipolares elétriosse transforman omo las funiones armónios esférios de orden l, Ylm(θ,φ), lo que da pie alas formulaiones alternativas en variables angulares.Hasta aquí se ha visto ómo se transforman las omponentes de estas antidades ten-soriales por las rotaiones-re�exiones en las tres dimensiones del espaio. Para estudiar suomportamiento en un entorno de inferior simetría basta analizar la desomposiión de lasrepresentaiones irreduibles del grupo O(3) en suma de varias irreduibles uando el grupode las operaiones de simetría se redue a uno de sus subgrupos. Las tablas de orrelaiónentre las representaiones de un grupo y de sus subgrupos proporionan esa informaión.Otro problema independiente es la posibilidad de que estas antidades tensoriales seandistintas de ero, o de uántas omponentes puedan serlo en los distintos entornos de simetríapuntual. Como regla general puede deirse que de ada momento multipolar habrá tantasomponentes distintas de ero omo el número de las que formen base de la representaióntotalmente simétria del orrespondiente grupo. La arga total se transforma omo la rep-resentaión D0g totalmente simétria en el grupo O(3) y sigue siendo totalmente simétriaen ualquier otro entorno de inferior simetría. En onseuenia, ualquier sistema de argaspuede ser iónio. Los momentos multipolares de orden impar se transforman por la operaióninversión omo las representaiones u y siguen siendo u mientras siga siendo operaión desimetría la inversión. En onseuenia, en distribuiones de arga que tengan entro de in-versión todos los momentos multipolares de orden impar serán nulos. En una distribuiónde arga on simetría dada por el grupo C3v hay una omponente del momento dipolar quepuede ser distinta de ero pues una omponente forma base de la representaión A1; es laomponente axial dirigida a lo largo del eje de simetría.



264 Capítulo 13El estudio de la simetría de las polarizabilidades de un sistema de argas requiere unanálisis de la interaión entre ese sistema y un ampo elétrio externo. Pero tal ampoexterno puede no ser homogéneo por lo que su desripión, a su vez, requiere de�nir una seriede tensores que den uenta de esa inhomogeneidad. El ampo elétrio es, salvo el signo, elgradiente de un ampo potenial esalar φ. Frente a las rotaiones-inversiones del sistemaloal de oordenadas, el ampo potenial esalar φ es invariante. Las tres omponentesde su vetor gradiente en ada punto del espaio, el ampo elétrio, forman base de larepresentaión D1u. Los suesivos gradientes de gradientes forman tensores de un númeroreiente de índies Eα, E 0αβ, E 00αβγ, � � �uyas omponentes indiadas por α,β, γ, et. que pueden ser las oordenadas artesianas x,
y, ó z, forman base de la parte totalmente simétria de las potenias de la representaión D1u.Pero si se trata de un ampo externo al propio sistema de argas que se trata de estudiar,sus gradientes superiores han de umplir la relaión de Poisson, r2 φ = 0, es deir, han detener trazas nulas. En onseuenia, las 2l+ 1 omponentes independientes se transformanomo las representaiones Dls donde s puede ser g o u de auerdo on la paridad del númeroentero l. Es un argumento análogo al que más arriba ha llevado a analizar la simetría de losmomentos multipolares.Los momentos multipolares son las derivadas de la energía de interaión del sistema deargas on respeto a esos ampos externos: El momento dipolar es la derivada de la energíaon respeto al ampo elétrio. Como la energía es un esalar, tanto el ampo elétrioexterno omo el momento dipolar elétrio se transforman omo la representaión D1u. Elmomento uadrupolar es la derivada de la energía de interaión on respento al gradientede ampo elétrio E 0; tanto uno omo otro tienen ino omponentes que se transformanomo D2g. Así se puede ontinuar on los momentos de orden superior.Las polarizabilidades están de�nidas por derivadas superiores. La primera polarizabilidadde�nida por la relaión

ααβ =

�
∂E

∂Eα ∂Eβ�tiene nueve omponentes pero, al ser simétria frente al interambio de los dos subíndies,tiene solamente seis omponentes independientes que se transforman omo la parte total-mente simétria frente a las permutaiones del uadrado de D1u. Es lo que está reogidoen la Tabla 13.9. La desomposiión en suma de representaiones irreduibles india que,inluso en el entorno de la simetría esféria, hay una omponente invariante que se trans-forma omo la representaión totalmente simétria D0g. Es la omponente isotrópia. Enuna distribuión de argas tan simétria omo una distribuión esféria, los momentos mul-tipolares se anulan pero puede a�rmarse sin lugar a dudas que es polarizable. El resto delas omponentes dan uenta de la anisotropía de la polarizabilidad. En la misma tabla sereogen la simetría de otras hiperpolarizabiblidades.Para estudiar el omportamiento en entornos de inferior simetría basta realizar una redu-ión desde el grupo O(3) a alguno de sus subgrupos. En ada aso, el número de datos dis-tintos de ero neesarios para espei�ar una de estas antidades tensoriales estará dado porel número de omponentes que se transformen omo la representaión totalmente simétriadel grupo de la simetría espaial orrespondiente. Su determinaión experimental puede ser



Apliaiones. 265ompliada o imposible pero el análisis de las relaiones de simetría es un ejeriio de Teoríade Grupos.
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Table 13.8: Simetría de los momentos multipolares bajo O(3)Poteniassimetrizadasde D1u Momentoselétrios Multipoloselétrios DenominaiónD0g D0g D0g CargaD1u D1u D1u Dipolo{D�2
1u |[2]} D0g � D2g D2g Quadrupolo{D�3
1u |[3]} D1u � D3u D3u Otupolo{D�4
1u |[4]} D0g � D2g � D4g D4g Hexadeapolo{D�5
1u |[5]} D1u � D3u � D5u D5u Dotriaontapolo{D�6
1u |[6]} D0g � D2g � D4g � D6g D6g Tetrahexaontapolo{D�7
1u |[7]} D1u � D3u � D5u � D7u D7u Otoeiosahetapolo� � � � � � � � � � � �
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Table 13.9: Simetría de las polarizabilidades bajo O(3)Propiedad N. omp. Representaión Rep. irreduibles
ααβ 6 {D21u|[2]} D0g � D2g
βαβγ 10 {D31u|[3]} D1u �D3u
γαβγδ 15 {D41u|[4]} D0g � D2g �D4g
Aα;βγ 15 D1u 
D2g D1u �D2u �D3u
Bαβ;γδ 30 {D21u|[2]}
D2g D0g � D1g � 2D2g �D3g �D4g
Cαβ;γδ 15 {D22g|[2]} D0g � D2g �D4g
Eα;βγδ 21 D1u 
D3u D2g � D3g �D4g
Hαβ;γδε 35 D2g 
D3u D1u �D2u �D3u �D4u �D5u
Rαβγ;δεφ 28 {D23u|[2]} D0g � D2g �D4g �D6g� � � � � � � � � � � �



268 Capítulo 1313.2 EjeriiosProblema 13.2.1 Desomponer el ubo de la representaión irreduible E del grupo
C3v de auerdo on las representaiones irreduibles del grupo S3.Problema 13.2.2 Desomponer el ubo de la representaión irreduible Eg del grupo
D4h de auerdo on las representaiones irreduibles del grupo S3.Problema 13.2.3 Determinar los arateres de la parte totalmente simétria de laquinta potenia de la representaión irreduible E del grupo C3v.Problema 13.2.4 Determinar las partes simétria y antisimétria del produto ∆
 ∆de las representaiones irreduibles del grupo C∞v.Problema 13.2.5 Comprobar que si Γ es una representaión reduible, Γ =

∑

ν

aνΓ
(ν),su uadrado simetrizado es

{�
Γ 
 Γ�| [2]} =

∑

ν

aν

h{�
Γ (µ) 
 Γ (ν)

�
|[2]

}
+
1

2
(aν − 1)

�
Γ (ν) 
 Γ (ν)

�i
+

∑

µ>ν

aµaν

�
Γ (µ) 
 Γ (ν)

�y hay una relaión análoga para la parte antisimétria.Problema 13.2.6Problema 13.2.7Problema 13.2.8



Capı́tulo 14Estados moleulares a partir de losestados atómiosDentro de la aproximaión de Born-Oppenheimer, los estados eletrónios de una moléulabiatómia, o ion biatómio, se lasi�an por las invarianias del operador hamiltoniano ele-trónio. A largas distanias internuleares puede deirse que la moléula se disoia en áto-mos o iones atómios. Aunque ese �proeso� nuna puede identi�arse omo algo realizablemeániamente, es ierto que las medidas experimentales permiten orrelaionar los estadosdel onjunto moleular on los de sus fragmentos y �medir� sus distanias internuleares deequilibrio y energías de disoiaión. Eso permite razonar aera de los �proesos� de diso-iaión o de formaión de enlaes químios omo si fueran suseptibles de ser monitorizadosy estudiados paso a paso los meanismos por los que el aeramiento de un átomo a otro dalugar a un enlae.Hay antidades físias que se onservan. La masa y la arga total de los átomos oiones individuales no ambian uando se forma un enlae químio. Pero otras propiedadestambién se onservan y permiten estableer orrelaiones entre las araterístidas de losestados atómios y las de los estados moleulares a que pueden dar lugar.14.1 Biatómias heteronulearesLos estados de los átomos o iones atómios se lasi�an por la simetría esféria, es deir,por el grupo O(3) para la parte espaial o por el SU(2) si se inorpora el espín eletrónio.Si las interaiones son simplemente eletrostátias, los números uántios L, ML, S y MSidenti�an un término espetral que inorpora (2L+1)(2S+1) estados distintos. La inversióndel sistema de oordenadas añade otro número uántio p, la paridad, al onjunto de losque identi�an un estado individual. Si denominamos A el átomo onsiderado, sus estadoseletrónios pueden ser reonoidos por las funiones de onda
ΨA(LA,MLA

, SA,MSA
, pA)en las que las variables son las oordenadas espaio-espín de sus eletrones.269



270 Capítulo 14Lo mismo puede deirse de un segundo átomo B uyos estados se pueden identi�ar porlas funiones de onda
ΨB(LB,MLB

, SB,MSB
, pB)A distanias internuleares largas, todas las funiones estado de uno u otro átomo onstituyenun onjunto ortonormal.La presenia en las proximidades de otro átomo introdue al menos un ampo elétrioque redue la simetría desde la esféria a la ilíndria, C∞v para la parte espaial. A dis-tanias internuleares intermedias, los produtos de las funiones entradas en uno y otroátomo

ΦAB(MLA
,MSA

,MLB
,MSB

) =

= A (ΨA(LA,MLA
, SA,MSA

, pA) � ΨB(LB,MLB
, SB,MSB

, pB)) (14.1)partiipan en los estados eletrónios moleulares. El antisimetrizador A asegura la anti-simetría frente a la permutaión de las oordenadas espaio-espín de los eletrones de unsubonjunto on los del otro pues la antisimetría dentro de ada subonjunto ya está es-tableida. Esas funiones pueden ser tomadas omo primera aproximaión en la desripiónde los estados moleulares que disoian en los estados atómios desritos respetivamentepor los términos espetrales identi�ados por (LA, SA, pA) y (LB, SB, pB).Para un término espetral del átomo A y otro del átomo B, el número total de funionesindependientes es de (2LA + 1)(2SA + 1)(2LB + 1)(2SB + 1). El problema ahora onsisteen reagrupar todas las funiones dadas por (14.1) y lasi�arlas por los números uántiosque etiquetan los estados moleulares. En ausenia de interaiones de tipo espín-órbita,los estados moleulares se lasi�an por los números uántios S,MS para la parte de espíny por el número uántio Λ para la parte espaial. Este último mide la proyeión sobreel eje internulear del momento angular orbital. En una simetría C∞v los estados on �Λforman base de una representaión irreduible de orden dos, exepto el aso partiular enque Λ = 0. La lasi�aión por Λ es equivalente a la lasi�aión por la representaionesirreduibles del grupo C∞v. Los números S,MS, en ambio, miden el uadrado del móduloy la omponente sobre un eje arbitrario del momento angular de espín. En ausenia deinteraión espín-órbita el aoplamiento entre los momentos angulares de espín es análogo alo que ourre en un átomo.
Λ = MLA

+ MLB
MS = MSA

+ MSBLa ombinaión de funiones omo las de la euaión (14.1) que haya de resultar funiónpropia de ŜZ y de L̂z solo inluye las que son ompatibles on los valores de MS y de MLorrespondientes al estado moleular resultante. Notese la distinión entre las oordenadas
Z, arbitraria en el espaio, y z a lo largo de la línea internulear.
ΨAB(S,MS, Λ) =

∑

MSA
,MLA

c (S,MS, Λ; LA,MLA
, SA,MSA

, pA, LB,MLB
, SB,MSB

, pB))A (ΨA(LA,MLA
, SA,MSA

, pA) � ΨB(LB,MLB
, SB,MSB

, pB))Los oe�ientes de la ombinaión lineal deben inorporar todas las ondiiones de simetría.



Biatómias heteronuleares 271Un aso partiular es la formaión de la moléula NO a partir de los átomos de nitrógenoen sus estados indiados por el término fundamental 4Su y de oxígeno en sus estados 3Pg1.Al reduir la simetría de la esfera al ilindro ha de haerse uso del grupo doble del
C∞v on el �n de dar uenta del omportamiento de las funiones de espín. Las uatrofuniones que desriben los uatro estados degenerados del átomo N (4Su) presentan uatrodistintas proyeiones del momento angular de espín para una sola funión espaial. Lasuatro funiones forman base de la representaión obtenida omo produto de D3g 
 D0udel grupo SU(2). El primer fator hae referenia a las funiones de espín y el segundoa la parte espaial. Igualmente la nueve funiones del átomo O (3Pg) forman base de larepresentaión D1g 
D1g. El número total de funiones es treinta y seis.Al reduir la simetría al grupo doble del C∞v las representaiones irreduibles en elsupergrupo pueden ser reduibles en el subgrupo. En este ejemplo lo que se obtiene esN : D3g 
D0u −→

�E 1
2
� E 3

2

�
 Σ−O : D1g 
D1g −→
�
Σ− �Π�
 �Σ− �Π�Basta ahora sumar, aoplar, los momentos angulares de espín y espaial, en ausenia deinteraiones espín-órbita independientemente.Espín :

�E 1
2
� E 3

2

�
 �Σ− � Π� = 3E 1
2
� 2E 3

2
� E 5

2Espaio : Σ− 
 �Σ− � Π� = Σ+ �ΠSi analizamos las omponentes de espín se observa que las representaiones E 5
2
� E 3

2
� E 1

2
,ada una de ellas doblemente degenerada, no son sino las seis omponentes de un sextetedesdobladas en un entorno de simetría ilíndria. Por la misma razón E 3

2
� E 1

2
desribe elomportamiento de las uatro omponentes de un uartete y la representaión restante E 1

2estudia ómo se transforman las dos omponentes de un doblete. En resumen, las uatroomponentes de espín de 4Su por las tres omponentes de espín de 3Pg haen un total dedoe funiones de espín que se desomponen en un sextete, un uartete y un doblete.Puesto que en ausenia de interaiones espín-órbita son onstantes de movimiento eluadrado del módulo del espín eletrónio y también su omponente sobre un eje que puedeser arbitrario, a la misma onlusión podría haberse llegado simplemente aoplando losespines de uno y otro átomo. En efeto, el produto de las representaiones irreduibles delgrupo SU(2) D 3
2
g 
D1g = D 5

2
g �D 3

2
g �D 1

2
gse desompone por la serie de Clebsh-Gordan en un sextete, un uartete y un doblete.La parte espaial, en ambio, requiere la simetría axial pues la onstante de movimientono es la omponente del momento angular orbital sobre una direión arbitraria sino, pre-isamente, sobre el eje internulear.De todo ello se dedue que los estados 4Su del nitrógeno y 3Pg del oxígeno dan lugar alos estados moleulares

6Σ+, 6Π, 4Σ+, 4Π, 2Σ+, 2Π1Aunque las reomendaiones de IUPAC indian que no se etiqute la paridad en el aso de estados paresy se ponga un superíndie �o� a la dereha para los impares, aquí se ha preferido indiarlo explíitamentepara distinguir las diferentes posibilidades



272 Capítulo 14lo que hae un total de los treinta y seis estados. El estado fundamental eletrónio de lamoléula de NO es 2Π.Si se tiene en uenta la interaión espín-órbita se obtiene un desdoblamiento adiionalpues la onstante de movimiento es entones la proyeión sobre el eje internulear de laresultante de los momentos angulares de órbita y de espín. El desdoblamiento da lugar a losniveles energétios
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2
, 4Π 3

2
, 4Π 1

2
, 4Π 1

2
, 2Σ+

1
2

, 2Π 3
2
, 2Π 1

2etiquetados por la proyeión del momento angular total sobre el eje internulear, todos ellosdoblemente degenerados. El término espetral fundamental 2Π se ha desdoblado en 2Π 3
2
y

2Π 1
2
, el primero de esos niveles ligeramente por enima del segundo, osa que la simetríapor sí misma no es apaz de predeir.El mismo argumento puede esgrimirse para dar uenta de los estados de la moléula deCO. Los términos espetrales fundamentales de C(3Pg) y de O(3Pg) dan lugar a singuletes,tripletes y quintetes de las simetrías�

Σ− �Π�
 �Σ− �Π� = Σ+ �Π�Π� Σ+ � Σ− � ∆El término eletrónio fundamental de la moléula de CO, 1Σ+, está entre ellos.14.2 Diatómias homonulearesLa formaión de las moléulas diatómias homonuleares a partir de los átomos indepen-dientes requiere un tratamiento espeial pues, además del desenso en simetría loal en laposiión de un átomo que provoa la presenia de otro átomo, aparee un nuevo elementode simetría no existente en ada uno de los átomos por separado. Al aproximar átomosidéntios aparee un entro de inversión en el punto medio del enlae y un plano euatorialde simetría. La simetría loal en ada uno de los átomos ha desendido de la esféria a laaxial (C∞v) pero, globalmente, el onjunto presenta una simetría superior (D∞h). Como elgrupo D∞h es el produto direto de C∞v 
Ci, ha de indiarse qué estados resultantes sonde tipo g o de tipo u frente a la inversión en el entro del enlae formado.El análisis de los posibles valores del número uantio de espín total no ofree másdi�ultades que en el aso anterior. Cabe úniamente destaar que el número total deeletrones será par y, en onseuenia, los valores del número uántio S serán pares oimpares pero siempre enteros.Si los estados de los átomos por separado son distintos, indiados por distintos términosespetrales, (2S+1)Lp, e inluso si son distintos estados aunque sean de la misma simetría,los estados se duplian unos on etiqueta g y otros on u.El ejemplo de dos átomos de nitrógeno, uno desrito por 4Su (4 estados) y el otro por 2Du(10 estados), da lugar a un total de uarenta estados ontando quintetes (S = 2) y tripletes(S = 1). Pero lo mismo puede deirse si los estados atómios están desritos al revés, elprimero por 2Du y el segundo por 4Su. El número de posibles estados es en realidad eldoble. Al reduir la simetría la representaión irreduible D0u del grupo O(3) pasa a Σ−



Diatómias homonuleares 273en C∞v y la representaión D2u pasa a Σ− � Π � ∆. Al juntar todo resultan para la parteespaial los estados moleulares
Σ− 
 �Σ− �Π� ∆� = Σ+ �Π� ∆Inluyendo la espei�aión del espín, se obtienen los estados
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3∆+
u ,En esa relaión se ha reogido también la dupliidad g/u por la operaión inversión en elentro del enlae. En resumen, el resultado es idéntio al que se hubiera obtenido razonandoomo si de heteroátomos se tratara.Queda pendiente el problema de dos átomos iguales en los mismos estados, desritos porel mismo término espetral

LA = LB = L, SA = SB = S, pA = pB = pon el mismo ontenido energétio.El estudio del omportamiento de las funiones menionadas en la euaión (14.1) frentea la inversión espaial en el punto medio de A−B puede haerse mediante una seuenia dedos operaiones distintas: inversión en uno de los núleos seguida de una traslaión haia elotro.
i = T iA = T−1 iBLa orrelaión entre los estados de una moléual biatómia y los de los átomos en que sedisoia fue estudiada por Wigner y Witmer y reogida posteriormente por Herzberg2 LaTabla 14.1 reoge esa orrelaión para el aso en que la moléula se disoie en dos átomosdesritos por el mismo término espetral. El lado izquierdo de la tabla orresponde a lossinguletes, quintetes, nonetes, et., mientras que el lado dereho orresponde a tripletes,septetes, et. Las líneas punteadas indian el límite máximo dependiente del valor delnúmero uántio L atómio. Así, los estados S atómios no dan lugar más que a estados

Σ, los estados P atómios dan lugar a todos los estados moleulares hasta la segunda líneapunteada. Dos átomos de oxígeno desritos por el término espetral 3P (9 estados) dan lugara ohenta y un estados moleulares agrupados en
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g ,
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5∆gEntre estos se enuentra el estado eletrónio fundamental de la moléula O2, 3Σ−

g y los quequedan inmediatamente por enima de este en una esala energétia, 1∆g y 1Σ+
g ; estos esta-dos son los que, de una manera aproximadamonoon�guraional, pueden ser desritos por lasfuniones eletrónias que orresponden a la oupaión orbital 1σ2g 1σ2u 2σ2g 2σ2u 3σ2g 1π4u 1π2g.2 E. Wigner, E. E. Witmer, Z. Phys. 51, 859 (1928), G. Herzberg, Moleular Spetra and ;oleularStruture. I. Spetra of Diatomi Moleules. 2nded. VanNostrand, New York, 1950
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Σ+
g Πg ∆g Φg Γg Σ+

g Πg ∆g Φg Γg

Σ+
u Πu ∆u Φu Σ+

u Πu ∆u Φu

Σ+
g Πg ∆g Σ+

g Πg ∆g

Σ+
u Πu Σ+

u Πu

Σ+
g Σ+

gTable 14.1: Estados resultantes de la unión de dos átomos desritos por el mismo términoespetral.
S = 0, 2, 4, � � � S = 1, 3, 5, � � �
Σ+
g Πg ∆g Φg Γg � � � Σ+

u Πu ∆u Φu Γu � � �
Σ−
u Πu ∆u Φu � � � Σ−

g Πg ∆g Φg � � �
Σ+
g Πg ∆g � � � Σ+

u Πu ∆u � � �
Σ−
u Πu � � � Σ−

g Πg � � �
Σ+
g � � �� � � � � �� � �Σ+

uObviamente, no todos estos estados forman ligaduras, muhos son estados repulsivos, yel estudio de su simetría no implia que los experimentalistas hayan sido apaes de identi-�arlos pero sí puede deirse que los que se han identi�ado orresponden a las previsionesteórias.14.3 Moléulas poliatómias



Capı́tulo 15Estadístia nulear. Efetoisotópio.Al estudiar los grupos de las permutaiones se ha puesto de mani�esto que los onjuntosde partíulas idéntias han de ser desritos por funiones de onda que umplan la ondiiónde ser simétrias o antisimétrias frente a las permutaiones dependiendo de su aráterbosónio o fermiónio. Tienen el aráter bosónio las partíaulas elementales uyo momentoangular de espín lleva asoiado nuúmeros uántios enteros y son fermiones las partíulaselementales on espines semienteros. La simetría frente a la permutaión ha de entenderse enel sentido de que la funión que desribe a varias de esas partíulas debe mantener su signoal permutar las oordenadas espaio-espín de dos de ellas si son bosones y debe ambiar designo si son fermiones.Los eletrones son fermiones y las funiones que los desriben han de umplir el Prin-ipio de Antisimetría. La forma general de las funiones eletrónios en un átomo o enuna moléula onsisten en una superposiión, ombinaión lineal, o interaión de on�gu-raiones. En la versión aproximada más simple, la de una funión monoon�guraional, esePrinipio de Antisimetría se redue a un Prinipio de Exlusión.Pero los núleos también poseen su propio espín nulear. Además de masa y argaelétria poseen un momento angular intrínseo apaz de interaionar, de aoplarse, onotros momentos angulares presentes en la moléula y de dar lugar a otras propiedades físias.Es ierto que frente a los momentos dipolares magnétios eletrónios, los debidos al espínnulear son muho más débiles. El magnetón nulear en que se suele medir ese momentomagnétio es del orden de mil ohoientas vees menor que el magnetón de Bohr en que sesuele presentar el momento magnétio eletrónio. Esa debilidad no impide que una buenaparte de las ténias de estudio de los sistemas moleulares estén preisamente basadas enlos efetos debidos a los espiunes nuleares.Como ourre on otros momentos angulares, el estado de espín de un núleo se identi�amediante dos números uántios, I y MI, que pueden ser enteros o semienteros. El primeromide el uadrado del módulo y el segundo su proyeión sobre un eje. Como en el restode los asos los valores permitidos de MI van desde +I hasta −I ambiando de unidad enunidad. Los núleos on número másio par tienen valors de I enteros y son bosones, los de275



276 Capítulo 15número másio impar lo tienen semienteros , por tanto, son fermiones.Desde el punto de vista de la simetría los (2I+ 1) estados nuleares que tan solo di�erenen la proyeión del momento angular de espín sobre un eje, araterizados por funiones
|Ψ(I,MI)i, forman base de la representaión irreduible DI de dimensión 2I + 1 del grupo
SU(2) o, si se pre�ere, del grupo doble de O(3).15.1 Cuadrupolo nulearLa primera propiedad a la que se va a dediar atenión es el de los momentos elétriospermanentes del núleo. Sin entrar a razonar aera de ómo están distribuidas las argasen el interior del núleo y ómo son sus movimientos que dan lugar a momentos angulares,se puede omentar sobre los efetos que produe en su entorno.Las argas elétrias presentes en el núleo se mani�estan a su entorno no solo omo de-bidas a una arga puntual total, sino omo debidas a una distribuión de argas en el espaio.Las propiedades elétrias, denominadas momentos multipolares, vistas en apartados an-teriores referidas a la distribuión espaial de los eletrones, están también presentes en losnúleos.Los momentosmultipolares elétrios son antidades tensoriales uyas omponentes arte-sianas se identi�an on un número reiente de índies. Utilizando en ambio funionesomplejas un momento de orden l tiene 2l + 1 omponentes identi�adas on el númerouántio ml que puede valer desde l hasta −l.Los operadores asoiados a esas antidades físias, R̂l,ml

, se transforman frente a lasrotaiones en tres dimensiones, grupo O(3), generando las representaiones irreduibles Dlp.La paridad está vinulada al valor de l. La arga total, el momento uadrupolar y, en general,los momentos de orden par son invariantes frente a la inversión del sistema oordenado. Elmomento dipolar, el otopolar y los de orden impar forman base de representaiones quellevan el subíndie u.Las relaiones de simetría no nos pueden informar de uánto valen los momentos elétriosde un sistema de argas. Pero sí pueden deir qué antidades ha de ser neesariamente nulasy uáles pueden ser distintas de ero. En el aso de los núleos, las antidades

ΦI,MI

j R̂l,ml
jΦI,MI

�pueden ser distintas de ero si el integrando es totalmente simétrio o ontiene una ontribu-ión que lo sea, es deir, si hay una ontribuión que se transforme frente a las operaionesdel grupo SU(2) omo la representaión irreduible D0. Puesto que la paridad del bra ydel ket es la misma, su produto es invariante frente a la inversión, los úmios momentosmultipolares ditintos de ero son los de orden par. La serie de Clebsh-Gordan india queel produto de la representaión irreduible DI por sí misma da lugar una representaiónreduible que se esribe omo la suma direta D0 � D1 � � � � � D2I. Si ada una de esasontribuiones se multiplia por la representaión irreduible Dl se llega a la onlusión deque la arga total, D0, siempre puede dar un valor no nulo, lo ual es una obviedad. Pero,para que el momento uadrupolar (l = 2) sea distinto de ero se requiere que el númerouántio I sea igual o superior a la unidad, para que el momento hexadeapolar (l = 4)sea ditinto de ero se neesita que I � 2 y así para los de orden superior. En resumen, los



Moléulas biatómias 277valores no nulos de las propiedades elétrias de los núleos están vinulados por razón dela simetría a los espines nuleares.Los momentos multipolares superiores de los núleos son di�iles de determinar exper-imentalmente. Pero los efetos de los momentos uadrupolares se mani�estan en una granvariedad de observaiones pues interaionan on ampos externos ho homogéneos y dan lu-gar a estruturas �nas e hiper�nas, por ejemplo, en espetros de pura rotaión moleular, deNMR, et. Los núleos de 2H (I = 1), de 14N (I = 1) o de 35Cl (I = 3/2) poseen momentosuadrupolares no nulos.En un sistema de ejes prinipales del tensor momento uadrupolar, dada la simetríade la distribuión de arga y que el tensor ha de tener traza nula, un únio parámetrosirve para dar uenta de esa magnitud tensorial. Los valores positivos o negativos de esedato deben interpretarse en el sentido de que la distribuión de arga elétria en el núleoorrespondiente es largada o ahatada.15.2 Moléulas biatómiasAl formar una moléula biatómia, los eletrones deben estar desritos por una funiónantisimétria frente a sus permutaiones. Pero la misma ondiión de simetría/antisimetríarige para los núleos. En una aproximaión que separa los movimientos de los eletronesfrente a los de los núleos y estos, a su vez, en traslaión, rotaión y vibraión, la funión deonda total es un produto de fatores ada uno de los uales desribe uno de esos movimientosy además de un fator que desribe los núleos.
ΨA−B = Ψtras Ψrot Ψvib Ψelect ΨnucEl fator traslaional puede omitirse sin que ello afete a los razonamientos que siguen.Permutar los dos núleos equivale a una transformaión del sistema de oordenadas. Sisituamos el origen del sistema de oordenadas en el entro del enlae e identi�amos el ejeinternulear omo eje z, un punto en el espaio está dado por las variables (r, θ, φ) en que

φ es el ángulo girado alrededor del eje internulear. La permutaión de los núleos puedeidenti�arse on la transformaión (θ,φ) → (π− θ,φ+ π). Esa transformaión afeta a losfatores eletrónio, rotaional y nulear.Los estados eletrónios singuletes totalmente simétrios no ambian por la permutaiónmenionada. La funión nulear, en ambio, meree un estudio pormenorizado.Si los dos núleos son idéntios, al interambiar los núleos, la funión que desribe alonjunto de toda la moléula debe onservar el signo si se trata de bosones y ambiarlo en elaso de fermiones. El aso más senillo es el de dos núleos de 1H formando una moléula H2.Los valores del número uántio I individual son 1
2
para ambos núleos. Es deir, se tratade fermiones. Al aoplarse dan lugar a espines nuleares totales identi�ados por númerosuántios I = 1, 0, lo que, en terminología de estados eletrónos, se llamarían triplete ysingulete. El triplete tiene tres omponentes, MI = 1, 0,−1 mientras que el singulete solo



278 Capítulo 15tiene una. Las funiones que las desriben
I = 1 I = 0

α(A)α(B)

(α(A)β(B) + β(A)α(B)) (α(A)α(B) − β(A)α(B))

β(A)β(B)son simétrias las que orresponden al triplete, I = 1, y antisimétria la que orresponde alsingulete, I = 0.La funión que debe umplir el prinipo de simetría-antisimetrtía es la funión global,produto de los distintos fatores asoiados a ontribuiones energétias independientes. Eneste ejemplo de núleos fermiónios, la funión debe ambiar de signo al interambiar losnúleos. De todos los fatores presentes en la funión de onda global, la parte eletróniay vibraional no se ven afetadas. Queda el fator asoiado a los movimientos de rotaiónmoleular. Las funiones de rotaión moleular de una moléula lineal son los armóniosesférios, YJ,MJ
(θ,φ). Frente a la transformaión (θ,φ) → (π − θ,φ + π). los de índie Jpar no ambian de signo mientras que los de índie impar ambian de signo. Para que lafunión de onda total ambie de signo al permutar los núleos se requiere que las funionespares de los núleos vayan multipliadas por funiones impares de rotaión y, al revés, lasfuniones impares de los núleos vayan multipliadas por funiones de rotaión de J par.Diho de otra manera, la simetría de los estados nuleares impone limitaiones a los posiblesestados rotaionales. Eso afeta a las propiedades térmias marosópias del gas formadopor moléulas H2 pues en la muestra oexisten moléulas que pueden almaenar energíatérmia de distinta manera, omo si de espeies químias distintas se tratara. Las moléulasen que I = 1, on estados rotaionales de J impar, se onoen omo orto-hidrógeno (o−H2);las que orresponden a I = 0, on estados rotaionales de J par, se onoen omo para-hidrógeno (p − H2).La transformaión de una forma del gas hidrógeno en otra es lenta y di�il en auseniade atalizadores. Por ello es posible aislarlas y estudiar ada una de las formas por sepa-rado investigando sus propiedades termodinámias. La funión de partiión del onjuntomiroanónio es un produto de fatores ada uno de los uales inorpora una de las formasde almaenar energía en las moléulas. Los fatores nulear y rotaional han de estudiarsejuntos.
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3 (2(2m + 1) + 1) exp

�
−

(2m + 1)((2m + 1) + 1)Θrot

T

�
+ 1

∞∑

m=0

(2(2m) + 1) exp

�
−
2m(2m + 1)Θrot

T

�Al expresar J en la forma 2m el primer t|'ermino suma para valores impares de J y el segundopara valores pares. La primera suma es la ontribuión de o − H2 on estados impares derotaión y la segunda es la de p − H2. A muy bajas temperaturas los niveles rotaionalesno llegan a ouparse y todas las moléulas, el 100%, deben estar en la forma p − H2 que



Moléulas biatómias 279es la únia que permite el nivel energétio rotaional J = 0. A temperaturas altas, laambiental lo es, están poblados niveles energétios superiores de rotaión; la poblaión debeser aproximadamente un 75% de la forma o−H2 y solo un 25% de la forma p−H2 que es larelaión entre estados nuleares pares e impares. A temperaturas intermedias la proporiónde las poblaiones de ambas formas varía entre esos dos límites. Pero omo la interonversiónes di�il, las medidas experimentales pueden realizarse sobre uno de estos oletivos:� La forma o− H2.� La forma p− H2.� La mezla de ambas formas on la omposiión de equilibrio a ada temperatura.� La mezla de ambas en la proporión 3:1 que es la de quilibrio a temperatura ambiente.Corresponde a un falso equilibrio y situaión metastable.A efetos prátios, y siempre que no se trabaje a temperaturas muy por debajo delambiente, se puede presindir de la ontribuión nulear pues los proesos químios no suelenambiar su estado. Al mismo tiempo se orrige la funión de partiión rotaional teniendoen uenta que solo ontribuye uno de ada dos estados. La funión de partiión rotaionalpara moléulas biatómias suele apareer en los textos de Termodinámia Estadístia en laforma
qrot =

1

σ

T

θrotdonde se ha introduido un fator de simetría σ que vale la unidad en la generalidad de losasos y vale 2 en el aso de núleos idéntios. De esa forma se pueden alular orretamenteontribuiones a la entropía, a la energía de Gibbs y a las onstantes de equilibrio de lasreaiones químias en que esa espeie partiipa.Se puede generalizar estudiando el aso en que los núleos sean de la espeie isotópia
2H, deuterio. En este aso el momento angular de espín nulear individual viene dado porel valor IA = IB = 1. El momento de espín nulear resultante orresponde a los númerosuántios I = 2, 1, 0 de auerdo on la serie de Clebsh-Gordan. Las funiones asoiadas a
I = 2 y a I = 0 son simétrias frente al interambio de ambos núleos. Haen un total de seisfuniones. En ambio, las tres funiones asoiadas a I = 1 ambian de signo al permutar losnúleos. La espeie químia 2H2 presenta, a temperaturas altas, formas orto y para en laproproión 6:3. Las formas orto permiten estados rotaionales on J impar y las para on Jimpar. La funión de partiión es la misma que la anterior exepto los fatores 6 y 3 dondeen la euaión anterior apareen 3 y 1.En general, moléulas biatómias homonuleares on espín nulear individual on IA = IBpresentan formas orto on valores de I = 2IA, 2IA − 2, . . . 1 ó 0 y formas para on valoresde I = 2IA − 1, 2IA − 3, . . . 1 ó 0 . A altas temperaturas, la proporión en equilibrio entrelas formas orto/para está en la relaión (IA + 1)/IA. Las relaiones 3

1
, 6
3
, 10
6
, 15
10
, � � � sepueden enontrar al relaionar las dos primeras líneas de la Tabla 13.1. Allí los valores de

nµ orresponden a la dimensión 2IA + 1 de la representaión irreduible generada por lasfunipones de wspín de uno de los n'uleos, la primera línea orresponde a la parte simétriade las funiones de ambos núleos y la terera línea a la parte entisimétria.
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Índie
lases autoinversas, 27lases de operaiones, 27generadores de un grupo, 11grupo abeliano, 10simples, 13orden de un elemento, 11orden del grupo, 9representaión, 33equivalente, 37produto direto, 42regular, 33unitaria, 38representaiones irreduibles, 40, 45produto direto, 59subgrupo, 12impropio, 12normal, 13supergrupos, 15tabla de Cayley, 9vetor representaión, 38
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