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A Aurelia






The critical importance of seed corn was known to all primitive
agrarian societies. No matter how hard the winter, the tribe did not
eat the seed corn - though some might starve. To consume the seed
corn was to destroy the future. Today many of us worry that our
tribe is ignoring the primary importance of basic research. Though
times be hard, if we proceed, as our predecessors did, to show the
seed corn of research with no goal except the understanding of na-
ture, we will ensure the harvest that will sustain our granchildren.

R.K. Adair and E. M. Henley
Physics Today, october 1993 p. 25






Proleg

Al pla d’estudis de la llicenciatura en Quimica de la Universitat Jaume I
trobem D’assignatura troncal Quimica Quantica de 4,5 credits. No hi ha més
Quantica obligatoria. Quantica per a que? J.Gribbin escriu en New Scientific
(marg 1983): "Sense la teoria quantica no hi hauria enginyeria genetica, ni
ordinadors, ni centrals nuclears (o bombes)”. T és que coses tan familiars com
sén la lectura dels codics barrats als supermercats, dels discs compactes, i,
en general, tot allo relacionat amb el fenomen LASER, aixi com tot el méon
de la informatica i els xips, etc., sén impensables sense la teoria quantica.
Sens dubte vivim a l’era. quantica. La famosa frase d’Einstein It is the the-
ory that decides what we can observe o, amb un major grau de precisié en
el llenguatge, el concepte de paradigma cientific (T. Khun) podrien definir el
moment historic actual en relacié amb la teoria quantica.

De la mateixa manera que la teoria quantica ha revolucionat el mon tec-
nologic quotidia, des dels supermercats a les centrals d’energia electrica, ha
revolucionat igualment el mén de la quimica. Quins aspectes de la teoria quan-
tica en relacié amb la quimica cal tractar i quins cal ometre en un curs de 4,5
credits vindra fixat pels objectius del curs. El caracter introductori i elemental
que, inexcusablement, ha de tenir la materia cal que no comporte, pero, la triv-
ialitzacié o vulgaritzacié (deformacié o malformacié) dels conceptes. Caldria
també il-lusionar els estudiants per a que inicien el viatge a través d'una de
les construccions conceptuals més perfectes, una de les millors obres d’art, que
han construit els homes.

Presentem uns apunts exhaustius per al curs esmentat. Hi ha molta infor-
macid, perod, que vol ser simplement estimul, porta oberta. Cal que els estudi-
ants, sobre la base d’aquestes notes, elaboren els seus propis afegits i variacions
en cada tema. Confie poder completar aviat les notes que ara presente amb
una segona part on hi haurd un breu resum de cada tema acompanyat d’una
col-leccié de questions i problemes comentats.



No vull acabar sense abans agrair a Joan Andreu Bellés la neteja d’errades
gramaticals que ha fet en el text i al Servei de Llengues i Terminologia de la
Universitat Jaume I haver possibilitat la publicacié d’aquestes notes a través
del programa de beques i ajudes per a materials docents. Sobretot vull agrair
a tots els meus estudiants la recompensa diaria del seu interes per les meues
classes.

Castell6 de la Plana, Octubre 1996



Proleg a la segona impressio

Han passat uns quant anys des que vaig elaborar aquestes notes i des que vaig
fer darrera classe de Quimica Quantica. Enguany, en tornar a fer-me carrec
d’aquesta assignatura, he rellegit aquestes notes. Certament hi ha coses que
ara canviaria, pero la imminencia del curs m’ha portat de moment a corregir
algun error que he detectat i a incloure algun petit afegit, per tal que les notes
estiguen a ’abast de tothom a principi de curs. Al llarg de 'any actualitzaré
aquestes notes, que estaran penjades en la meua pagina web, a mesura que
crega convenient afegir alguna idea nova o introuduir alguna correccio.

Castell6 de la Plana, Setembre 2006
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Capitol 1

Introduccio als postulats de la
teoria quantica

1.1 Moviment ondulatori

Ara realitzarem un breu repas del moviment ondulatori'. Considerem el des-
plagament d’una onada que ha estat produida en un estany pel llangament
d’una pedra. Adonem-nos que hi ha un doble moviment ondulatori. Per una
banda, si fixem la nostra vista en una petita area de I’estany i ’observem du-
rant un cert temps, veiem que la superficie d’aigua puja i baixa periodicament.
Podem representar 1'altura d’aquesta superficie enfront del temps. Obtenim
una corba cosinoidal, f(t) = Acoswt, en cas que el moviment siga harmonic
simple i que 'amortiment siga poc important (Figura 1.1).

Per una altra banda podem contemplar globalment I’estany en un instant
de temps. Veiem una ondulacié que s’esten des del punt on es va produir I'im-
pacte de la pedra fins als limits de ’estany. Tenim també una corba cosinoidal.

No és una gqiiesti6é senzilla donar una definicié simple d’ona basant-nos en conceptes
purament fisics. Matematicament, un camp f es propaga com una ona sense distorsié si
déna compliment a ’anomenada equacié de D’Alembert,

O _ 2 0f
otz ~ " o

on v s’anomena velocitat de fase. Cal fer notar que v pot ser funcié de les coordenades
espacials (ona que es propaga en un medi no homogeni). La velocitat de propagacié d'un
determinat camp en un medi homogeni és tdnica, independentment de caracteristiques es-
pecifiques del moviment. Aixi, el so viatja a 340 m/s en aire a la pressié d’una atmosfera i
25°C de temperatura, la llum a la velocitat ¢ en el buit, etc.
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T

Figura 1.1: Moviment harmonic simple: amplitud enfront de temps.

Ara, pero, 'altura, o amplitud, és representada enfront de la distancia x que
hi ha des del punt considerat al punt d’impacte de la pedra: f(x) = Acoskz
(Figura 1.2).

Figura 1.2: Moviment harmonic simple: amplitud enfront d’espai

Conjuntament, el que veiem és la variacié de 'amplitud del moviment en-
front de I’espai i el temps.

Tornem sobre ’exemple ideal considerat del moviment harmonic simple
sense amortiment. En aquest model, el moviment no és altra cosa que un
allunyament d’ones rigides des del centre de la pertorbacié (punt d’impacte de
la pedra) fins als limits de ’estany.

A la Figura 1.3 mostrem dos punts amb distintes coordenades espacio-
temporals perd amb igual amplitud f. Sense menyscabament de generalitat
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Ax

Figura 1.3: Moviment oscil-latori harmonic no amortit

assumirem, per senzillesa, que tg = 0. Tenim que:

flz — Az, tg =0) = f(z,1) (L.1)

Anomenem v la velocitat de desplacament del moviment oscil-latori. Tenim
que:

Az = vt (1.2)

Si particularitzem I'equacié per a Az = A, i, en conseqiiéncia, t = T', tenim

que v = % Per substitucié en I'equacié (1.2) obtenim que Az = )\%. Es con-
venient introduir les segiients definicions: k = 27” iw= 2%

La particularitzacié de I'equacié (1.1) en el model considerat (moviment
harmonic simple), el qual presenta una relacié funcional de tipus circular, con-
dueix a :

Fla,t) = f(z — Az, 0) = Acos k(z — Az) = Acos(kz — k%ﬂ%) = Acos(kz —wt) (1.3)

Anomenem fase a 'argument de la funcio circular, és a dir, a la quantitat
o(z,t) = kx — wt.

Sovint, el que la nostra vista realment fa, en contemplar les ones d’un
estany, és seguir el moviment de la cresta de ’onada. Es a dir, el que fa és
contemplar punts de l’espai-temps de fase p(z,t) constant. I quan parlem de
velocitat de desplacament de I’ona ens referim a la velocitat de desplacament de
la cresta de I'onada. La condicié de cresta d’onada es correspon amb la condicid
de fase constant, és a dir, es correspon amb la condicié dy(x,t) = 0. Com que
k i T sén constants, aquesta condicié es tradueix en el fet que wdt — kdx = 0.
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En altres paraules, que la velocitat de desplacament de 'onada v, val:

dr w A
UW—E—E—T—’U. (]_4)
Fixem-nos que f(x,t) = A cos(kz —wt) déna compliment a I'equacié del movi-

t
. 372 f _  28*f ;. . .
ment ondulatori, 75 = v“ 55, des de la qual és immediat que v = w/k.

En tirar dues pedres simultaniament es produeixen els anomenats feno-
mens d’interferéncia. La superposicié de dos moviments d’igual amplitud és
particularment curiosa. Aquest tipus d’interferencies donen lloc a moviments
ondulatoris modulats.

Ara ho mostrarem en un cas especialment senzill. Imaginem dues ampli-
tuds f1 = Acospy = Acos(kiz —wit) i fo = Acosps = Acos (kyx — wat).
L’amplitud total serd la suma de les amplituds: f = A(cos p1 + cos ¢3).

Es convenient definir fregiiéncia modulada w,,, nimero d’ones de la modu-
lacid ky,, freqiencia mitjana wy i nimero d’ones mitja ky:

Wl —wy ki —ky _witws k1t ke

wm—T i km 2 ;) Wp = 2 ;o kp 2

(1.5)

Des de (1.5) s’infereix que wi = wy + Wy, wo = wy — Wy, i analogament
per a ki i ko. Aquest resultat, juntament amb les férmules del cosinus de la
suma i de la diferéncia d’angles, ens permet escriure la segiient expressié per
a Pamplitud total?:

[ =2Acos (kpx — wpt) cos (kmx — wpt) (1.6)

Veiem que el moviment ondulatori global pot considerar-se producte de
dos moviments ondulatoris. Un d’ells, que anomenem modulacid, té una lon-
gitud d’ona llarga (A, = ,3—; = k14fk2) i una freqiiencia baixa, i actua a
manera d’envolupant de Paltre moviment d’alta freqiiencia (vegeu eq.(1.5)),

que anomenem mitjd.

En aquest moviment, resultat de la superposicié de més d’una freqiiencia,
hi ha diverses velocitats a considerar:

En efecte, cos @1 + cos g2 = cos(pm + ©p) + cos(Pp — Pm) = COS P, + COS Pp.
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WA, -
p
/_\/ Am

X total

Figura 1.4: Moviment oscil-latori harmonic modulat

gy = Wm 2w Aw (1.7)
km ko —kp Ak
En cas d’haver una superposicié multiple d’ones, la velocitat v,, sol repre-
sentar-se amb el simbol v,, i anomenar-se velocitat de grup. Aquesta velocitat
també és anomenada velocitat de transmissié de senyal o d’energia. Nomes
cal mirar la Figura 1.4 i pensar que el moviment ondulatori propaga energia,
per a entendre el perque del nom.

Si la velocitat de fase v és independent de la longitud d’ona, aleshores,
dv/dk = 01iv =wv,. En conseqiiéncia, en un medi no dispersiu no hi ha difer-
encia entre velocitat de fase i velocitat de grup. Pero en un medi dispersiu
la velocitat de grup v, pot ser major o menor que la velocitat de fase v. En
aquest cas, el maxim de la modulacié avanca a la velocitat de grup. En altres
paraules, la velocitat de la senyal és v,. Cal deixar ben clar que la velocitat
de grup caracteritza la propagacié del maxim del pols pero no la del front de
I’ona, entenent aquest front com el punt de discontinuitat més enlla del qual,
en un cert instant, 'amplitut del moviment ondulatori (encara) és zero. Aixi
per exemple, en el cas d’ones superficials en un liquid on la velocitat de fase
és funci6 de la longitud d’ona, v = \/g/k (mireu e.g. Ref. [1] p. 731), les
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components de major longitud d’ona escapen de la pertorbacié que origina el
moviment ondulatori movent-se més rapid que la velocitat del maxim de la
pertorbaci6 (que és propaga a la velocitat de grup vy).

Considerem ara un cas simple de superposicié multiple de moviment d’igual
amplitud i freqiiencies distintes que déna lloc a una pulsacid. Imaginem N
moviments amb fases (1 +ndyp) amb n =0,1,2,... (N —1). L’amplitud total
pot expressar-se mitjancant el sumatori segiient:

N-1

f=A) ellortnio) (1.8)

n=0

Notem que hem introduit nimeros complexos per a representar ’ampli-
tud del moviment. Perd 'amplitud és real. Aco ha estat fet per comoditat
en el calcul subsegiient (compareu el producte de funcions exponencials v.s.
el producte de funcions trigonometriques). Al final considerarem la part real
del ntimero complex resultant, eliminant aixi la part imaginaria artificialment
introduida. Reescrivim 1'equacié (1.8):

N-1

=4y (ei&ﬂ)" (1.9)

n=0

Amb la substitucié a = €% i anomenant s a la suma de les poteéncies
enesimes de les exponencials, podem escriure que:

N-1 N
SZZan—st:Za” (1.10)

0 1
Restant les dues expressions en (1.10) obtenim: s(a—1) = a” —1, és a dir:

oV _ 1 gN/2 gN/2 _ (N2 (L11)
s = = .
a—1 a2 all2 — g-1/2
Desfent ara el canvis realitzats i tenint en compte el desenvolupament de
la funcié exponencial complexa, e'* = cosz + i sinz, arribem a:

- (Ndp . 1%

s = ei(N_l)%eism( 2) ~ ei%ﬁism( 2) (1.12)
s (0 1% )
sin(3°) v

on hem anomenat Ay = (N — 1)dp.
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Fem ara el canvi g2 = @1 + Ap i g, = L2 = ¢ + ‘p. Aquestes
definiciones, més 'equaci6 (1.12) portades a l’equac1o (1.8) permeten escriure
I’amplitud de la segiient manera:

in(Ndey :
f= Awe“m% = Az, t)ei#v (1.13)
2

I com en el punt inicial A(z,t) val A(0) = AN (comproveu-ho), escriurem

finalment que:
in(Noey
Mezw (1.14)

N7

(=%}

f=A(0)

la representacié de la qual ve a la Figura 1.5:

Figura 1.5: Pulsacié i envolupant

Reescrivim i resumim la suma efectuada en lequacié (1.8) que ens ha
portat a equaci6 (1.14), explicitant la fase en termes de k i w:

= Skx—6
f= AZe [(k1+n6k)a w1+n5w)]:A(0) sm[ (0k x — dwt)] i(kpo—wpt)
5 7((5kx—6wt) -/—mitja
mod;,,lacio'

(1.15)

Aquesta equacié representa una pulsacié que es deplaca per 'espai-temps.
Es a dir, un moviment ondulatori que sols és perceptible en una zona reduida
de l’espai i el temps, el moviment de la qual ens recorda molt el d’'una particula
material. La velocitat de grup o velocitat de transmisié de senyal o d’energia
té, doncs, un significat especialment clar en aquest cas. Aquest deriva de la
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constancia de la fase ¢(z,t) = §(dkz — dwt). Aleshores®:

Wy 0w
Vg = T Ok (1.16)

A Tapéndix C es discuteix el fet que la substitucié de la dualitat ona-
particula de De Broglie, p = % = hk, més la férmula de Planck, F = hv = hw,
en la féormula (1.16) condueix al resultat que la velocitat de grup d’una pul-
sacid, vy, i la velocitat v de la particula associada, son identiques?.

Finalitzem aquesta seccid escrivint ’expressié més general per a una ona, la
qual pot incloure qualsevol freqiiéncia i, fins i tot, amb una diferent ponderacié:

Y (x, t) /f (kz=wt) g, (1.17)

En Dexpressié (1.17) el terme f(k) possibilita una suma no igualitaria per a
les distintes freqiiencies.

Exercici

Comproveu que en un medi homogeni, on la velocitat de propagacié v =
w/k és independent de k, amplitud ¢ (z,t), eq. (1.17), segueix ’equaci6 de
D’Alembert:

PP 0%

a2 " 9z

3Fixeu-vos en el paral-lelisme:

Modulacié  f(z,t) = 2A cos(kpr — wpt) cos(kmx — wmt) = 2Acos pp(x,t) cos pm(z,t)
Pulsacié  f(z,t) = NA e*#r(n) siem(tl) = NAeior(nt) SR loe@ D2

on, tant per un cas com per ’altre,
p1(,t) + pa(a, t) p2(x,t) — 1 (,t)
Lpp(l',t): : 2 : ) LPm(th): : 9 : )
tenint en compte que per a la pulsacié haviem definit w2 = @1 + Ap = p1 + (N — 1)dp.

En el cas de 'ona modulada la constancia de fase d(pm (z,t)) = d(kx — wt) = 0 condeuix
a que v = dz/dt = w/k mentre que en el cas de la pulsacié aquesta mateixa constancia de
fase d(pm(z,t)) = d(5 (6kz — dwt)) = 0 condeuix a que v = dz/dt = w/5k.

4Considerem, d’una manera simplista, una particula lliure. (Particula amb energia poten-
cial V nul-la i energia cinetica T igual a la seva energia total E = p?/2m). Des de les férmules
de Planck i De Broglie tenim que dE = hdw; dp = hdk. Aleshores, vy = dw/dk = dE [dp = v.
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1.2 Ones i particules

En la fisica classica es fa distinci6 entre el caracter discret de la materia (la
qual és estudiada en mecanica de particules) i el caracter continu de la radiacié
electromagnetica, REM (el comportament de la qual ve regit per les equacions
de Maxwell).

La mecénica quantica neix reinterpretant la REM com una col-leccié de
paquets (fotons) que presenten tots el mateix valor d’accié 5. Al valor univer-
sal d’accié dels paquets lluminosos o fotons se ’anomena, constant h de Planck.
Aquesta hipotesi, que qualsevol fot6é presenta una mateixa accié h, es tradueix
en la més coneguda proporcionalitat universal entre energia i freqiiencia d’un
fot6: £ = hv.

A més a més d’explicar 'espectre de radiacié del cos negre, que és el prob-
lema per a la resolucié del qual Planck realitza la hipotesi de la universalitat
del valor de laccié dels fotons (vegeu apendix A), la hipotesi permet també
interpretar 'efecte fotoelectric (Einstein). El fet que la velocitat del feix d’elec-
trons emergent d’un catode enllumenat siga independent de la intensitat de
la REM incident i, al contrari, hi haja una relacié funcional entre ’esmentada
velocitat i la freqiiencia de la REM, s’havia resistit a qualsevol interpretacié
classica. Amb la hipotesi de Planck, la interpretacié (quantica) és immediata
(vegeu lapendix E).

Pero és, potser, en 'efecte Compton (apéndix E) on es veu més clarament
que no hi ha frontera entre el caracter continu i el discret. El foté (compo-
nent d’un camp continu electromagneétic) es comporta com una particula de
moment lineal p = h—c”, on c és la velocitat de la llum.

Un altre aspecte de la interacci6 REM-materia que es va resistir a ser
explicat classicament és ’espectroscopia dels adtoms i, en particular, de I’a-
tom d’hidrogen, 'espectre del qual segueix la coneguda férmula empirica de
Balmer-Rydberg-Ritz que inclou uns magics niimeros quantics i escapa a qual-

®Podeu considerar 'accié, simplement, com la relacié A = E/v. Trobareu més infor-
maci6 sobre aquesta magnitud fisica a ’apéndix G, on fem una revisié d’alguns conceptes
de la mecanica classica. El concepte d’accié té una importancia singular en la formulacié
Lagrangiana-Hamiltoniana de la mecanica. De manera molt breu direm que la definicié d’ac-
cié és A = ¢ pdz, on p és el moment lineal i z la coordenada. Si particularitzem la definicié
per al cas d’un foté d’energia E = mc?, moment p = mec i velocitat % = ¢, obtenim que
A= ¢pde=§pcdt=§ Edt =E §dt. Com §dt =T = 1/v, on v és la freqiiencia, concloem
que, per a un fot6, A = E/v.
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sevol intent d’interpretacié classica:

1 1
ny Ny

La introduccié de la hipotesi de quantificacié de 'accié en paquets de
mesura h, per al cas del moviment orbital d’un electré al voltant del nucli,
condueix a la quantificacié del moment angular: L = nh (vegeu l'apendix
B). Aquest resultat, que és sovint anomenat Postulat de Bohr, introduit en
un model planetari per al moviment electronic al voltant del nucli, permet la
deducci6 teorica de la formula de Balmer-Rydberg-Ritz.

En laltre canté trobem fendmens on es wveu el caracter continu de les
particules: La difraccié d’electrons condueix a un registre inexplicable com
una suma de probabilitats de particules individuals. Tanmateix, I'analogia
amb la difraccié d’ones és perfecta.

Aquest tipus de fets condueixen sens dubte De Broglie a establir la dualitat
ona-corpuscle (vegeu 'apendix C). De Broglie interpreta que tota particula va
acompanyada d’una ona, a la qual anomena ona-pilot. Aquesta ona guia el
moviment de la particula. Alla on esta la particula, alli trobem l'ona. i vice-
versa. De Broglie concep la dualitat com un fet real: existeix ’ona alhora que
existeix la particula. De fet als seus escrits[3] presenta fins i tot una teoria que
no arriba a poder glossar matematicament (la teoria de la doble soluci) amb
la qual volia mostrar que hi hava dues entitats fisiques, una ona i una parti-
cula, descrites per una tunica equacié. L’esmentada equacié (que mai arriba
tampoc a saber proposar) hauria de presentar una doble solucié: una solucié
discreta per a la part corpuscular i una continua per a la part ondulatoria.

Pero la hipotesi més transcendent de De Broglie, (vegeu l'apendix C), és
aquella que relaciona el moment lineal de la particula i la longitud de 1’ona
associada,

P=x (1.19)

Un del éxits més immediats d’aquesta hipotesi fou la reinterpretacié del
postulat de Bohr: un electro realitza orbites circulars i estacionaries al voltant
d’un nucli tinicament en el cas que el radi de 'orbita que descriu 'electré siga

%Es il-lustrativa la lectura de I’experiment ideal de difraccié de projectils a través d’una
doble finestra que ve descrit al llibre de Feynman i Hibbs[5], on hi ha una discussié sobre
probabilitat en el macro i microcosmos.



1.2 Ones i particules 11

tal que la longitud de ’esmentada orbita siga un multiple sencer de la longitud
d’ona que presenta ’ona-pilot. Si no fos aixi hi haura interferéncies destruc-
tives de 'ona-pilot en si mateixa, i resultaria que la particula no tindria una
ona associada, cosa que no acceptem com a valid. La condicié de multiple
sencer de la longitud d’ona déna lloc al postulat de Bohr:

h
2rr =nA = nz—9 —pr=L=nh (1.20)

on h = % Alternativament, hom pot pensar que la relacié de De Broglie
per a l'electrd estd implicita en el model de Bohr, si considerem que una ona
estacionaria de longitud d’ona A acompanya ’electré que orbita circularment
Escrivim 27r = n\ que introduim en el postulat de Bohr, L =r-p = n2 per

deduir que p = %

Ens plantegem ara la recerca de 'equacié de l'ona pilot. Acceptem la
validesa de les relacions de Planck i De Broglie com I'iinic bagatge no classic
que tenim i que s’ha mostrat coherent fins ara, i assumim ’expressio classica,
més general que hi ha d’amplitud d’ona, eq. (1.17), com l’equacié de 'ona
que acompanya una particula en moviment uniforme (el més simple possible
dels moviments d’una particula). La substitucié de les relacions de Planck i

De Broglie en I’esmentada equacié, la converteix en:

% = /f ipe=EO/h gy (1.21)

Derivem parcialment (1.21) respecte del temps. Independentment, la de-
rivem parcialment dues voltes respecte de I’espai:

B PeP(a,t p? i (pr—
‘%’ (,t) /E f(p) ¢ Pe=EO/R g (1.23)

"Podem evitar fer intervindre d’entrada aquestes dues equacions si simplement requerim
que lona, equacié (1.17), es desplace amb una velocitat de grup v = dw/dk igual a la
velocitat de la particula v = dE/dp. La manera més senzilla d’aconseguir-ho és substituint
en Pequacié (1.17) la fase p(z,t) = kz — wt per ¢(z,t) = (px — Et)/h, on k és una constant
amb dimensions d’accié que cal afegir-hi per mantenir I’adimensionalitat de la fase. Si ara
identifiquem % amb h/2m, visualitzem les relacions de DeBroglie i Planck, cosa que ens pot
fer pensar que anem per bon cami. Per més detalls recomanen la lectura dels capitols 51 7
de Wichmann [14].
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Restem (1.22) i (1.23). Atés que el moviment de la particula és uniforme,
I’nica energia que té és energia cineética de translacié. Aleshores, la resta
efectuada val zero:

h? 92 ) p? .
-~ i B= — _ i (px—Et)/h
(5 — i B V(s 1) / (2~ ) () e ap

/0 f(p) ¢ Pe=EO/h gp — (1.24)

Aixi, doncs, en el cas simple d’una particula que es mou lliurement, hem
arribat a la segiient equacié, que anomenem de Schrédinger:

h? 0%4p(x,t) 5 0% (z,1)
“2m 9z =1 ot

Si tenim una particula que es mou en un camp potencial V(z), la seva
energia total és suma de la seva energia cinetica més la seva energia potencial.
En altres paraules, el parentesi de 'equacié (1.24) no és zero en aquest cas.
All6 que és zero ara és (p?/2m +V (z) — E). A partir d’aquesta nova condicié
per a l’energia podem obtenir un analeg de (1.25) per al cas de particules que
es mouen sotmeses a potencials externs:

(1.25)

h? o? oY(x
(o T vt n = i 1D

Per una altra banda, si derivem l'amplitud % una volta respecte de z i
multipliquem el resultat per ih, obtenim p dins I'integrand:

y h&¢($ t) _ /_Z hﬁ (p) & Pr—ED/ gy /p flp) & ®=—EO/b g
Ox Ox
(1.27)

Si reflexionem sobre el que hem fet ens adonem que (1.26) s’origina com a
conseqiiéncia del valor zero de 'expressié classica, (p? / 2m+V —FE). Reescrivim-
la:

(1.26)

W o Et)/h
- 7 (pz— dp =
( 2m Ox? +Viz) at /f P
2 .
/(g—m +V —E) f(p) ¢ P FOMdp =0 (1.28)

La comparacié de les parts esquerra i dreta de I’equacié anterior suggereix
una regla d’obtencié de I’equacié (1.26) mitjancant substitucions formals. En
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efecte, si partim de I’equacié classica de I'energia, (p? / 2m+V — E), i fem les
substitucions formals:

0 0
S —ihe  z s a ; B ihe 1.2
P Zh@x T =T zhat (1.29)

obtenim lequacié d’Schrédinger (1.26).

Tot just hem considerat el cas més general d’ona, la qual hem descrit
com una superposicié d’ones planes amb factors ponderals f(k), sobre el valor
dels quals no hem fet cap hipotesi o restriccié. Ara considerem Daltre cantd.
Considerem una ona plana (que no sabem encara amb quin tipus de moviment
va associada), substituim les relacions de Planck i De Broglie per a obtenir la
seva versio quantica:

P = Ae'Pr ~EO/B (1.30)

Podem comprovar que compleix 'equacié (1.25). Pero, a més a més, pre-
senta algunes particularitats cridaneres: tant la seva primera com la seva seg-
ona derivada respecte de ’espai sén equacions d’autovalors®, essent el moment
lineal i 'energia cinetica els corresponents valors propis:

0
h? 0

la qual cosa estd en consonancia amb la regla empirica de construccié de les
equacions quantiques que acabem de trobar, eq. (1.29)?, la qual estableix
correspondéncies entre magnituds fisiques i operadors matematics. Cal dir,
pero, que estem encara davant de resultats parcials que cal anar interpretant
i ordenant a mesura que construim I’entramat de la nova mecanica. Deixem,
doncs, el significat de tot a¢d, de moment, un poc en aire.

1.2.1 Estats estacionaris

En la subseccié anterior hem considerat el cas més general d’ona. Ara con-
siderem un cas concret d’especial interés: el moviment estacionari. Estem

8Una equacié d’autovalors o de valors propis és aquella equacié diferencial de la forma
Lf = Af, on L és un operador diferencial, f és anomenada autofuncié o funcié propia de
I’operador L i A és una constant anomenada autovalor o valor propi d’aquest operador.

“Noteu que no hi havia cap motiu per al signe menys de (1.29a). I’equacié (1.31) pregona
la conveniéncia d’introduir ’esmentat signe en (1.29a).
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interessats a abordar problemes com ara el de la descripcié de les orbites esta-
cionaries de I’atom d’hidrogen on la hipotesi de De Broglie proporciona una
imatge i interpretacié d’allo més encertada.

Les vibracions de cordes de violins en poden servir per a recordar algunes
de les caracteristiques dels moviments macroscopics estacionaris. Com es pro-
dueixen aquests moviments estacionaris? Quan una ona viatja sobre una corda
i s’aproxima a un punt en el qual ’esmentada corda esta subjecta rigidament
a un suport, succeeix que el suport produeix forces de reaccié sobre la corda
com a resposta a ’ona incident. Aquestes forces varien, doncs, periodicament
i generen una segona ona (ona reflectada) idéntica a ’ona incident perd que
es propaga en direccié oposada. Si el moviment és estacionari, com és el cas
de la corda de violi que estd emetent una nota musical continuada, totes dues
ones hi sén permanentment presents, superposades, creant una serie de nodes
(punts d’amplitud zero) i antinodes (punts d’amplitd maxima) que estan fixos
en lespai i el temps. Com no hi ha amortiment, les amplituds també son fixes
i, aleshores, ’energia vibracional E; de les particules oscil-lants de la corda és
constant (E; = 1/2ka?, on a; és 'amplitud de la i-ésima particula oscil-lant),
com també ho és ’energia del moviment estacionari global.

Podem contemplar, doncs, el moviment ondulatori estacionari com la su-

perposicié de dues ones identiques f1 i f_ que viatgen en direccions oposades
(ona incident i ona reflectida, Figura 1.6).

Si considerem moviments harmonics, i.e., relacions de tipus circular (f =

Acoskz), podem escriure!:

fi(z,t) = Acos(kx — wt), (1.33)

f-(z,t) = Acos(kz + wt). (1.34)

La superposicio de les dues ones déna lloc a I'ona estacionaria, ’amplitud
de la qual podem escriure com:

P(z,t) = Acos(kz + wt) + Acos(kz — wt) (1.35)

10Fixem-nos que des de la constancia de la fase ¢ = kx — wt deduim que v+ = w/k > 0,
mentre que de la constancia de la fase p— = kz + wt deduim v— = —vy = —w/k < 0,
cosa que evidencia el sentit contrari del moviment de les dues ones, que, excepte en ago, son
identiques (mateixa amplitud i tipus de relacié funcional).
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Figura 1.6: (a) Moviment ondulatori estacionari. (b) Ona incident i ona re-
flectida.

Recordant que cos(a £ b) = cosa cosbFsinasinb, i que, aleshores, cos(a +
b) + cos(a — b) = 2cos a cos b, tenim que 'amplitud del moviment global esta
factoritzada com a producte d’una funcié de I’espai multiplicada per una funcié
del temps:

P(x,t) = 2A cos kx cos wt (1.36)

En altres paraules, no es tracta d’'una ona progressiva, siné d’una ona que
presenta un patré estacionari amb nodes i antinodes en posicions fixes, la qual
cosa deriva de la factoritzacié esmentada.

La forma més general de moviment ondulatori estacionari és aquell en
el qual la configuracié espacial de 'amplitud en qualsevol instant donat es
reprodueix exactament a intervals constants de temps. Aixo significa, com
acabem d’exemplificar, que 'amplitud, com una funcié de 'espai i el temps,
es pot factoritzar com producte d’una funcié espacial per una funcié temporal
periodica. L’equacié més general d’aquest tipus que podem proposar és:

P(z,t) = fz)g(t) (1.37)

Si substituim aquesta funcié en (1.26), obtenim:
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21 9% f(x)
2m f(z) Ox2

1 Og(t
V(z) = int 29 _ (1.38)
g(t) ot
cosa que implica la factoritzacié de ’equacié diferencial en dues equacions de
valors propis:

W 9 f(x) _
o 2 +V(z) f(z) =X f(x) (1.39)
ihaga—(tt) =Ag(t) (1.40)

L’equaci6 (1.40) té una solucié immediata: g(t) = e ***/". Que representa
A?. D’acord amb 'equacié (1.28) podem escriure que:

T v s = (V) 1) ¢ Oy (Lay

S o

q E

on anomenem operador Hamiltonia H al conjunt d’operacions que generen
I’energia E dins la integral.

Si el moviment és estacionari, no hi ha amortiment i ¥ és una constant.
Aleshores F pot quedar fora de la integral. A partir de I'equacié anterior
inferim, doncs, que:

Hy(2,t) = Evp(z, t) (1.42)

és a dir,

Hf(z)g(t) = Ef (z)g(t) (1.43)

perqué a un moviment estacionari ¢(z,t) = f(x)g(t). Com resulta que H no
actua sobre la coordenada temporal, tenim que:

Hf(z)g(t) = g(t)H f () (1.44)

A partir de les equacions (1.43) i (1.44) resulta:

Hf(z) = Ef(z). (1.45)
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Tornem ara sobre ’equacié (1.39). Aquesta equacié pot ser reescrita de la
forma;:

Hf(x) = M (2) (1.46)

Amb la qual cosa la identificacié de A i de I'energia total F resulta imme-
diata. En conseqiiencia, la funcié temporal queda en la forma: g(t) = e~ F t/h,

Observem que I'equaci6 (1.39) o, el que és el mateix, 'equaci6 (1.46), és I’e-
quaci6 de valors propis de I’energia total o operador hamiltonia A", Aquest
operador I’hem construit, mitjancant les substitucions formals (1.29), en la
férmula classica de I'energia total. El seu valor propi és precisament 1’energia
total.

Un altre punt rellevant que cal que comentem és el fet que la funcié g(¢)
que obtenim com a solucié de I'equacié d’ones és necessariament complexa.
Les funcions trigonomeétriques sin, cos, etc. que poden obtenir-se com com-
binacions lineals de les exponencials complexes, no sén solucié de I’equacid
diferencial temporal. Aquest fet és significatiu perqué contrasta amb les solu-
cions de ’equacié classica de D’Alembert que poden ser sempre reals. (De fet,
I’amplitud del moviment ondulatori és alguna cosa que es pot mesurar, i, en
conseqiiéncia, el resultat de la mesura ha de ser un ntimero real). Els motius
matematics deriven del fet que I’equacié de D’Alembert presenta segones
derivades, tant respecte de l’espai com respecte del temps, mentre que l'e-
quacié de Schrodinger presenta segona derivada respecte de 1’espai i primera
derivada respecte del temps. Pero si 'amplitud de I'equacié de Schrédinger
pot ser un nimero complex, ens preguntem: que és ’ona pilot? on presenta
amplitud? (és a dir, on esta?). D’entrada direm que I'ona-pilot ha d’acompan-
yar la particula en el seu recorregut. Aleshores ja tenim una primera condicié
que cal imposar a ’ona-pilot: que no presente amplitud alld on no hi puga ser
la particula. Aixi doncs, per a sistemes lligats imposem:

P(x — £ 00, t) =0 (1.47)

""En el cas de sistemes conservatius, és a dir, en aquells sistemes en els que el potencial
és funcié tnicamentde la posicié, 'hamiltoniana H no és funcié explicita del temps i per
aquest motiu és una constant de moviment. Cal notar, per0o, que l'identificacié d’H com
una constant de moviment i com l’energia total sén dues coses diferents. Pot succeir que
la variable ¢ aparega explicitament en les coordenades de 'hamiltonia perd no aparega de
manera explicita en el propi hamiltonia. En aquest cas, H sera una constant de moviment
perd no sera lenergia total (vegeu-ne un exemple a l'apéndix H). En qualsevol texte de
mecanica superior poden trobar-se més detalls sobre la questi6. Tanmateix cal dir que
aquests detalls no seran d’una rellevancia especial en la present exposicid, atés el seu caracter
introductori. En tots els problemes que abordarem H sera identificable amb ’energia total.
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Per una altra banda sabem que, classicament, la intensitat d’un movi-
ment oscil-latori és proporcional al quadrat de la seva amplitud. Ja que ¥ pot
ser complexa, considerarem el quadrat del seu modul. Per tal d’assegurar la
definici6 de I’analeg de la intensitat classica, direm que el quadrat de ’esmen-
tat modul ha d’ésser finit:

[]? < oo (1.48)

Aquesta equacié comporta la segiient condicié integral per a sistemes lligats:

+00
/ || dz < oo (1.49)

Finalment considerem el cas en el qual 'ona que acompanya una particula
siga una pulsacié. Haura de succeir que la localitzacié espacial de la particula
estiga dins del pols. De quina altra forma podria ser si no? En general, el
caracter de guia que té 'ona ens indueix a pensar que no podem trobar la
particula alla on I'amplitud de 'ona siga zero. Contrariament, com més in-
tensa siga 'ona en una zona de l'espai més raonable serd que la particula es
trobe precisament en eixa zona. Amb altres paraules, resulta raonable establir
una, proporcionalitat entre la intensitat de ’ona pilot en un punt i la proba-
bilitat P(z) que la particula es trobe precisament en eixa posicié: P(z) o |2

Aquesta interpretacié és coherent amb la interpretacié que préviament hem
donat de la REM, com una col-eccié de fotons: com major intensitat, major
nombre de fotons. En el nostre cas hi ha, pero, una sola particula i parlarem
de probabilitat en lloc de parlar de nombre de particules.

Ja que la probabilitat total d’un fet és la unitat, serd convenient normal-
itzar Pamplitud d’ona. Ara veurem queé volem dir amb normalitzar. Diem ¢ a
I’amplitud de 'ona-pilot i imaginem que la integracié a tot I’espai del quadrat
del seu modul val N:

/ o(x)* p(x) de =N (1.50)
—0o0
definim, aleshores, una nova funcié ¥: ¢ = ¢/ V/N. La integracié a tot Pespai

del quadrat del modul de I'amplitud d’aquesta nova funcié ha d’ésser la uni-
tat. Podem establir, aleshores, una igualtat entre el quadrat del seu modul i
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la probabilitat.

+00
[ v vty do=1. (151)

D’acord amb les interpretacions sobre probabilitats que hem realitzat, es-
tem en disposicid de calcular el valor mitja < = > de la posicié de la particula,
per a la qual cosa fem s simplement de la férmula del valor mitja:

T p(a)* 2 (o) da
<z>= o (1.52)
T vy wie) de

on el denominador és la unitat en el cas de funcions normalitzades.

1.3 Estats estacionaris de la particula en una caixa

Tot seguit aplicarem el formalisme introduit en la resolucié d’un problema sen-
zill: el moviment unidimensional lliure d’una particula confinada a 'interior
d’una caixa de longitud L.

Que la particula té un moviment lliure dins de la caixa vol dir que no esta
sotmesa a cap potencial o forca externa. Que esta confinada vol dir que la seva
coordenada z estd acotada: 0 <z < L (hi ha dues parets rigides i impenetra-
bles, localitzades a © = 0 i x = L, sobre les quals rebota la particula). Com
que en estats estacionaris I’energia total E és una constant de moviment!?, el
tipus de col-lisié que la particula efectua ha d’ésser elastic.

Classicament hi ha un nombre infinit no numerable d’estats estacionaris
per a aquest problema. Tots ells descriuen una particula rebotant continua i
elasticament de paret a paret. La diferéncia entre els diversos estats és el valor
del modul del moment lineal o, el que és equivalent, el valor de I’energia, que
pot ser qualsevol niimero real no negatiu.

Abans de considerar el formalisme de ’equacié d’ones, mostrarem les re-
striccions que, per a aquest problema, es deriven de la quantificacié de Planck.

12Obviament, si E no és constant, el sistema no podra reproduir les mateixes configuracions
espacials a intervals constants de temps.
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En particular, aplicarem la regla de quantificacié de 'accié de Somerfeld,
f pdr = mh, per ser especialment adient per a introduir la quantificacié en
problemes mecanics.

Figura 1.7: Representaci6 en 'espai de fases (p,z) del moviment lliure d’una
particula confinada en una caixa de longitud L.

La figura presenta, en I’espai de fases, el moviment lliure corresponent a un
estat estacionari de la particula confinada en una caixa. La integral d’accid,
§ pdz, és precisament igual a I’Area limitada per la corba que representa el
moviment. En aquest cas, un rectangle d’area A = 2L|p|, on |p| és el modul
del moment lineal. La regla de quantificacié ens diu que aquesta area ha
de valdre nh,n = 1,2,.... Alheshores, el modul del moment lineal valdra
|p| = nh/2L i l’energia:

n=1,2,.... (1.53)

Veiem, doncs, que hi ha un nombre infinit perdo numerable d’estats, les
energies dels quals no poden assumir qualsevol valor real no negatiu, siné Uni-
cament aquells valors que deriven de la férmula (1.53).

Des del punt de vista de la hipotesi de De Broglie, si la particula té un mo-
ment lineal de modul constant p, anirda acompanyada d’una ona de longitud
d’ona també constant A = h/p. Si ara imposem que 'ona ha d’ésser esta-
cionaria, aleshores, la longitud L de la caixa ha d’ésser un miiltiple sencer de
la semilongitud d’ona: L = n%, n = 1,2,... Aleshores el moment lineal sera
p = h/\ = nh/2L i l'energia E = p?/2m = h?n?/8mL? n = 1,2,... Resultat
identic a I'obtingut adés a partir de la regla de quantificacié de Somerfeld. Ara
estudiarem els resultats que se’n deriven del formalisme de ’equacié d’ones.
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L’equaci6é d’ones estacionaries (la part espacial) per al cas d’aquesta par-
ticula, la qual dnicament presenta energia cinetica translacional, és, d’acord
amb (1.39):

h? 9% (x)
“9 97 = FE(x) (1.54)
la solucié de la qual és immediata:
Asin(21E 172 1
Y(x) = Asinl(—5— ) ] (1.55)

on A és una constant indeterminada que triarem de manera que (1.55) quede
normalitzada'?

Arribats en aquest punt, i com és habitual en la resolucié de qualsevol
problema fisic, cal imposar les condicions de contorn. En aquest cas, les es-
mentades condicions exigeixen que 'amplitud de l'ona siga zero fora de la
caixa, i la causa és que assumim que la particula hi esta confinada dintre. En
particular, la continuitat de la funcié d’ona ' fa que 'amplitud siga zero als
limits de la caixa, és a dir que: ¥(0) = ¢(L) = 0. Aquesta condicié portada a

(1.55) déna lloc als segiients valors permesos d’energial®:
h2 2
B, = 2m7;2n2 Cn=1,2,3,... (1.56)

Cal resumir alguns resultats a que hem arribat:

131equacié completa de la particula en la caixa, incloent el temps, és doncs:
., 2mE /- i
b(x,t) = Asm[(%)l/zm] e,
funcié que, obviament, ha de donar compliment a ’equacié 1.28:

)1/2 ]eiE‘t/ﬁ —

[—%% - ih%] Asin[(2%

= [(£ 282 — in(~i )] Asin[(252)!/20] /" = 0.

2m k2

14 Cal adonar-se que 'amplitud de I’ona o funcié d’ona es deriva dues voltes en 1'equacié de
Schrodinger. Aleshores cal que imposar unes obvies condicions de continuitat i derivabilitat.

'5Cal dir que la condicié de contorn sin kL = 0 implica kL =nmrambn=0+142....
Ara bé, la solucié n = 0 és una funcié idénticament nul-la en tot ’espai i cal desestimar-la (si
n = 0, aleshores no hi ha ona i, per tant, no hi ha particula). Addicionalment, la propietat
sinz = sin (—x) fa que n i —n es corresponguen amb la mateixa funcié. Per tot ago, a efectes
practics, direm n =1,2,3,...
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e La solucié per a l'energia dels estats estacionaris estd quantificada (no
pot tenir qualsevol valor).

e El nimero quantic n ha aparegut, de manera natural, en aplicar les
condicions de contorn. Es veurd en altres exemples que l'aparicié de
nimeros quantics va lligada sempre a la imposicié de les condicions de
contorn.

e Hi ha un nombre infinit, perd numerable, de nivells d’energia. El nimero
n ens etiqueta els esmentats nivells.

e Les funcions d’ona vénen també etiquetades pel nimero quantic n. En
efecte, si subtituiu el valor d’energia E, eq. (1.56) en I’equacié (1.55)
obtindreu I'equacié segiient':

() = \Esm("—f). (1.57)

Una volta tenim la funcié d’ona provem si la seva primera derivada respecte
de x és una equacié de valors propis per al moment lineal, tal i com va succeir al
cas de 'ona plana estacionaria ... El resultat és negatiu (!). Vol dir acd que el
plantejament d’equacions de valors propis no és la manera general de calcular
el valor de les magnituds fisiques? Ara com ara, anotem el resultat negatiu
obtingut i no donem resposta a la pregunta que s’ha suscitat. Tornarem sobre
aquesta qiiestio més endavant.

1.4 L’experiment del polaritzador de Dirac

Imaginem que fem passar un feix de llum monocromatica a través d’un polar-
itzador vertical i després a través d’un polaritzador horitzontal (vegeu ’apendix
F). El resultat és que no hi ha llum emergent. Si intercalem, perd, entre els
dos polaritzadors, un tercer polaritzador addicional inclinat 45°, es produeix
el sorprenent resultat que si que hi ha llum emergent. Esa dir, amb dos filtres

16Noteu que aquestes sén la col-leccié6 d’ones planes que compleixen la condicié d’esta-
cionaries: nA/2 = L. Cal afegir que la interpretacié de |1)|> com probabilitat de presencia
ens déna un resultat essencialment distint del que deriva d'un tractament classic. Tan sols si
n és molt gran la distribucié de probabilitats s’aproxima a la distribucié classica (equiprob-
abilitat de qualsevol punt de la caixa). No hi ha pero contradiccié amb la mecanica classica
quan s’aplica al mon macroscopic. Aixi, una bola de 2 grams en una caixa d’un metre de
llargaria que va a una velocitat v = 1 m/s presenta una A = 103! m, cosa que proporciona
la mateixa probabilitat de preséncia en qualsevol interval mesurable de la caixa, tal com
prediu la mecanica classica.
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no passa llum, perd en afegir un tercer filtre, tot deixant intactes els altres
dos, en lloc de tenir I’'objecte més opac el tenim més transparent.

El principi classic de superposicié déna una resposta simple a aquest fet.
Els camps eléctrics i magnetics es descomponen formalment en les seves com-
ponents vertical i horitzontal (vegeu 'apendix F). La col-locacié consecutiva
d’un polaritzador vertical seguit d’un horitzontal impedeix ’emergencia de cap
component de la llum. Perd, en col-locar intercal-lat un polaritzador inclinat
45°, proporcionem un mecanisme per al pas de la llum. En efecte, imaginem
que partim d’un potencial vector polaritzat Ap (vegeu l'apendix F). El po-
laritzador vertical deixa passar la component vertical, (Ag cos7 ), d’aquest
camp. El polaritzador de 45° deixa passar la component (Ay cos@+/2/2) del
camp incident en una direccié de 45°. Finalment, el polaritzador horitzontal
deixa passar la component no nul-la (4 cos§v/2/2+/2/2) del camp incident,
en la direcci6 horitzontal. La intensitat incident és proporcional al quadrat de
I'amplitud incident, Iy oc Ag2. La intensitat emergent, no nul-la, és propor-
cional al quadrat de 'amplitud emergent, Iy o Ap?cos?f /4.

Escriguem la descomposicié vectorial de la radiacié:

Ag=Apt +Ag T (158)

El quadrat de I’amplitud és proporcional a la intensitat, és a dir, és pro-
porcional al nombre de fotons. Els quadrats de les components Ag i Agg estan
relacionades entre si:

|Ap|? = cos?0 |Ag|* ; |Ago|® = sin?6 |Ag|? (1.59)
|A()|2 + |Ag0|2 = |Ag|2 (COS2 9 + Sin2 9) = |Ag|2 (160)

De les equacions (1.59),(1.60) inferim que cos? @ representa la fraccié de
llum polaritzada verticalment o fraccié del nombre de fotons amb aquesta po-
laritzacié. Igualment, sin? @ fa referencia a la fraccié de llum o fraccié del
nombre de fotons amb polaritzacié horitzontal.

Les equacions (1.59),(1.60) sén valides per a qualsevol intensitat. Ima-
ginem un experiment en el qual anem minvant la intensitat (és a dir, anem
minvant el nombre de fotons) fins un limit on hi ha un sol foté polaritzat.
Que succeeix quan ’esmentat foté travessa un polaritzador? Passa a través
del polaritzador o no passa? Passa un tros de foté i la resta s’absorbeix reli-
giosament d’acord amb les equacions (1.58), (1.59),(1.60)? Com que el foté és
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Iindivisible lluminds, és a dir, el paquet més petit possible d’accid, s’infereix
que pot océrrer una d’entre les dues possibilitats segiients: passa o no passa.
El que mai fara és dividir-se en dues parts de manera que una d’elles quede
absorbida i ’altra passe.

Pero, passa o no passa? Alld que podem dir és que tal vegada passe o tal
vegada no passe. Perd podem avancar un poc més si reinterpretem el principi
de superposicié per al cas que hi ha un fot6. Assumim ’amplitud d’un foté
com unitat d’amplitud i anomenem /_fg, /To, [fgo a les amplituds d’un foté
polaritzat 0°, 0° i 90°, respectivament. Tenim que:

e El quadrat dels coeficients de ’expansié de 'amplitud ffg en termes de
la base /_fo ,/Tg() (/Tg = cos 9/_1‘() + sin 0E90) representen probabilitats que
els fotons individuals travessen o no, respectivament, els polaritzadors
vertical i horitzontal.

e Comprovem que la probabilitat total és 1: cos? 6 + sin? 6 = 1.

e La probabilitat que té un foté de ser absorbit multiplicada pel nombre
de fotons de la col-lectivitat estadistica de fotons, que és la REM, és
precisament igual al nombre de fotons absorbits. En els col-lectius es-
tadistics, la probabilitat de ser absorbit i la fraccié de fotons absorbits
son valors idéntics.

Acceptat el raonament anterior, imaginem que un foté ha travessat un
polaritzador. Tenim la certesa absoluta que travessard qualsevol altre po-
laritzador paral-lel a I'anterior i sera indefectiblement absorbit per un polar-
itzador perpendicular.

Aquest resultat és interessant en el segiient sentit: en establir, mitjancant
una mesura (en aquest cas, fer incidir el foté sobre el polaritzador) el valor
d’una magnitud (en aquest cas la polaritzacid), sempre que repetirem la mesura
obtindrem el mateix valor (polaritzacié vertical, per exemple).

Imaginem que, d’alguna manera, generem una REM monocromatica (una
mescla de N fotons amb idéntica freqiiéncia). Imaginem, pero, que no tenim
cap informacié sobre el seu angle de polaritzacié. En mesurar la polaritzacid
d’aquest col-lectiu hi haura fotons que passaran el polaritzador i d’altres que no
ho faran, segons unes certes probabilitats. A partir del coneixement d’aque-
stes probabilitats podrem calcular el valor mitja de polaritzacié dels fotons
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incidents (és a dir la polaritzacié de la REM). La mesura individual sempre té
com a resposta passar o no passar (polaritzacié vertical o horitzontal), men-
tre que el valor macroscopic és la mitjana sobre aquestes polaritzacions "pures”.

Val la pena fer un comentari, al fil d’aquest experiment, sobre el significat
radicalment distint del concepte de mesura en mecanica quantica i mecanica
classica 7. En mecanica classica mesurar significa comparar amb un patré,
i aquest procés s’imagina sempre realitzable sense que hi haja cap alteracié
del sistema mesurat. Existeix, pero, un limit del nostre poder d’observacio i
de la magnitud de Dalteracié de l’estat del sistema que acompanya ’acte de
mesura (limit inherent a la naturalesa de les coses: la naturalesa del foté im-
plica una possible alteracié del seu estat quan es mesura la seva polaritzacid).
L’esmentat limit és impossible de superar malgrat el perfeccionament de les
tecniques de mesura. Direm que un sistema és macroscopic o classic
si ’alteracié de 1’estat del sistema ocasionada per la mesura que es
realitza sobre ell es pot considerar rebutjable. A aquests sistemes els
podrem aplicar la mecanica classica. Al contrari, un sistema sera qudantic o
microscopic si U'alteracio que acompanya la mesura no €s rebutjable. A aque-
sts sistemes no els podrem aplicar la mecanica classica. Veiem, doncs, que els
conceptes de gran i petit deizen de tenir un significat relativ per a passar a
tindre un significat absolut. Podem dir que un sistema és gran o macroscopic,
sense tenir la limitacié de dir més gran que ... Pot ser la lectura d’aquesta
darrera discussio s’entenga millor en una segona lectura de les presents notes,
una volta s’estiga un poc més familiaritzat amb la teoria quantica.

A manera de resum remarquem els punts més significatius de la discussio
anterior:

1. El polaritzador és 'aparell de mesura. En aquest cas particular de
mesures de polaritzacid, sols hi ha dos valors possibles per al resultat
de la mesura (passar o no passar). A aquests valors (els tinics que po-
dem llegir a I'aparell de mesura) els anomenarem wvalors propis.

2. Després de mesurar es produeix una reduccio de la funcid d’ona i el
sistema passa a estar en un estat propi de ’aparell de mesura.

3. El conjunt de tots els estas propis forma un conjunt complet. (En aquest
cas Ay 1 Agp formen un conjunt complet). Entenem per conjunt complet
aquell conjunt de funcions que tenen la segiient propietat: qualsevol estat

"vegeu e.g. Baggott[2]. També Sudbery[13]
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del sistema pot expressar-se com una combinacio lineal d’aquests estats
propis.

4. El quadrat del coeficient |c;|*> corresponent a l’estat propi ¢; en la com-
binacié lineal de D’estat del sistema en termes de la base completa té
significat de probabilitat de trobar el sistema en aquest estat propi.

1.5 Un problema pendent de la particula en la caixa

Introduim el canvi £ = nm/L en (1.57). Expandim la funci6 sinz com suma
P —e7 ') /24). Anomenem
fk = e***  Amb aquests canvis 'equaci6 (1.57) queda:

de funcions exponencials complexes (sinz = (e

Yi(z) = A(fY - ) (1.61)

on A és la constant de normalitzacid.

El conjunt de funcions ( fjk[) es comporten con un conjunt complet, en fun-
ci6 del qual podem escriure qualsevol de les solucions de la particula en la
caixa. De qui sén funcié propia les funcions (f#)? Plantegem l'equacié de
valors propis del moment lineal:

h d®
P (h k) @ (1.62)
Comprovem que les solucions d’aquesta equacié sén, precisament, les fun-
cions (f¥). En particular, eT™*? és funcié propia del moment lineal amb un
valor propi (+ k%), i e ¥ és funcié propia del moment lineal amb un valor

propi (— kh).

Aquestes funcions, perd, no compleixen les condicions de contorn de la
caixa i, en conseqiiencia, no son solucions acceptables del problema.

Provem d’interpretar fisicament el significat de ’equacié (1.61). Tenim que
la nostra funcié d’ona és una superposicid en igual proporcions de "particules”amb
un moment lineal /k i "particules”amb un moment lineal —Ak'®. Aixd implica

!8Si el moment lineal d’una particula és constant en modul i direccié, aquesta s’allunya,
uniformement del lloc on esta en un cert temps to. Si el temps es fa suficientment gran
(t = oo) la particula s’haurd perdut (zr — oo). Estem en front d'un sistema no lligat.
Si la probabilitat de trobar la particula no es fa zero a mesura que r — oo, la suma de

+oo
probabilitats de trobar la particula en qualsevol lloc, P = [ || dz, divergeix (P — co).

— 00
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que si fem una mesura del moment lineal quan la nostra particula en la caixa
estiga en un estat estacionari, produirem necessariament una reduccié de la
funcié d’ona'?.

Cal notar que la construccié teorica que estem fent és el d’una teoria in-
completa, en el sentit que no tots els atributs o variables del sistema poden
ser calculades. Més encara, en la teoria que anem construint trobem incom-
patibilitat de coneizement simultani de certes variables del sistema (en el cas
estudiat de la particula en la caixa, la direcci del desplacament i I’energia)?°.

Continuem, pero, amb la nostra investigacio teorica: Es esperable que el
valor mitja del moment lineal < p > de la particula siga zero. En efecte,
Pexpressi6 del valor mitja, juntament amb la consideracié probabilistica (o de
factor de pes) del quadrat dels coeficients, ens confirmen la nostra tesi:

<p>=)_|eil’pi = hk — hk =0. (1.63)

)

L’existéncia de conjunts complets (o bases) en termes dels quals és possible
escriure qualsevol funcié d’ona solucié del nostre sistema, confereix estructura
de subespai vectorial al conjunt de totes les funcions d’ona possibles de tal sis-
tema. Ara estudiarem algunes propietats matematiques del producte escalar
(vegeu l'apendix A de Ref. [12]). A priori, el domini de les funcions és tot
I’espai, per la qual cosa hem de considerar les integrals esteses a tot ’espai.
En el cas de la particula confinada en una caixa, les funcions sén zero fora de
la caixa (no hi ha particula fora de la caixa(!)), per la qual cosa n’hi ha prou
a calcular la integral dins de la caixa. Les integrals que cal calcular sén:

/

L

2 . onT ooon'mT

7 /sm(fw) sm(Tw) dz = 0p (1.64)
0

Aquest resultat és general per a sistemes no lligats.

19Més endavant mostrarem que el principi de Heisemberg impossibilita la realitzacié d’una,
mesura exacta del moment lineal en sistemes confinats en regions finites de I’espai.

20Cal compendre que mentre que E és una constant de moviment, no ho és la direccié del
desplacament. Compatible amb un tnic valor F no hi ha una 1inica direcci6 de desplacament.
Coneguda E, cal mesurar el sistema per a determinar ’esmentada direccié. Si aquesta
mesura es realitza sobre un sistema microscopic podem alterar, a priori, 'estat del sistema
i, eventualment, el valor de l’energia F. Aquest és el sentit de la possible incompatibilitat.
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on § és 'anomenat delta de Cronecker que val 1 sin =n'10sin # n/. L'e-
quacié (1.64) ens diu que les funcions d’estat de la particula en una caixa sén
ortogonals.

Exercici

ir_p—iz

Demostreu I'equaci6 (1.64). Ajuda: sinz = “——.

Calculem de manera semblant el producte escalar de funcions pertanyents
a l'altre conjunt complet de funcions propies del moment lineal. En aquest cas,
les funcions s’estenen a tot 1’espai. Ens cal doncs, integrar tot ’espai. Amb
I’'objecte d’evitar problemes de divergencies en el calcul d’integrals, calcularem
aquestes com el limit de les integrals calculades dins la caixa, en fer infinita
la longitud d’aquesta. També, per tal de fer un tractament igualitari als dos
limits d’integracid, triem una caixa amb el centre (i no un extrem com haviem
fet adés) en z = 0. Les integrals que apareixen sén:

L/2
1 g 1
lim e ___ Ty — 8y (1.65)
L—o0 \/E \/E ’
—L/2

Ok €s el delta de Cronecker?!.

1.5.1 Valors mitjans

Sorgeix la pregunta sobre l’existencia d’algun cami alternatiu que ens permeta
calcular el valor mitja de qualsevol magnitud fisica d’un sistema a un estat ¢
sense que calga ’enorme (de vegades impossible) tasca de:

e Tenir coneixement de tots els valors propis que ’esmentada magnitud
pot assolir.

21La deduccié és immediata. Abans de fer el pas al limit cal adonar-se que si k = k' la

integral és independent del valor L i val la unitat. Aleshores, aquest mateix valor unitat
P . /. . GiAKL/2 )
correspon al limit L — oco. Si k # k' integrant obtenim [ 7 ] Aquest valor té una part

real, [%], i una part imaginaria, [%LM/%] Com en els dos casos el numerador
és una funcié acotada entre (—1,+1), el corresponent limit L — oo, tant de la part real com

de la imaginaria, és zero.
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e Calcular la base (sovint amb un nombre infinit d’elements) associada a
la magnitud fisica cercada.

e (Calcular la descomposicié de ¢ com una combinacié lineal de I’esmentada
base.

Per a donar una resposta considerem un estat no propi ¢ de 'operador 0.
Imaginem que aquest operador té un conjunt complet de funcions propies (®;)
(que assumirem ortonormal), associades a un conjunt de valors propis (g;).
Imaginem-nos ’expansié de ¢ en termes d’aquest conjunt complet:

p=> cd; (1.66)
i
Apliquem l'operador O a la funcié ¢:

Q= ZciQ@i = Z ciq; ®;. (1.67)

Multipliquem ara a I’esquerra per ¢* i integrem tot I’espai:

+00 400
[ 50t =Y ceas [ wpide=Ylafa =< 0> (1.69)
—00 ij —00 i

Hem trobat, doncs, que el valor mitja d’'una magnitud per a un sistema en
un determinat estat ¢ es calcula simplement per mitja de la integral:

+00
<Q>= /¢*Q¢dm. (1.69)

Aquest resultat, particularitzat al cas en que 0) represente el moment
lineal, I’haguérem pogut deduir directament a partir del valor expectacié
de la coordenada, eq. (1.52), I'equacié de Schréndinger (1.26) i la condicié
(x = £oo,t) = 0 que vol dir que el sistema no pot desapareixer allunyant-se
indefinidament fins una distancia infinita.??

22La present deduccié és una forma d’aplegar al primer teorema d’Ehrenfest, eq. (2.29),
per una via un poc diferent (perd equivalent) a la que es desenvolupara en el segon capitol.
En la segiient deduccié considerarem funcions normalitzades, de manera que 'eq. (1.52) es
resumeix a:

+oo
() = / dz (2, )" @ 9 (x, 1). (1.70)
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Com que la notacié integral és un tant incomoda, d’ara en avant farem s
de la notacié de Dirac per a les integrals. Per exemple, fent s d’aquesta nova
notaci6 (1.69) s’escriu:

< Q>=<¢|Ql¢p > (1.80)

Calculem la velocitat (v(t)) definida com %£(z(t)) = 4% [dzy(z,t)" z¢(z,t) o, millor, el
moment lineal (p(t)) = m(v(t)).

d . d .
i) =mp [ devta ) sven = [doom G e veol. 01
Tenim en compte ara ’equacié de Schréndinger, eq. (1.26), que reescrivim en la forma:

o ik 0% i

o, alternativament,

ot iR Ot i .
o = "o aar TV @ (1.73)
Des de les egs. (1.72) i (1.73), previ multiplicar-les per 1 i ¢, respectivament, tenim que:
o, . 0O rv v
O o= LA ) (1.74)

Portant aquest resultat a leq. (1.71) ens conduelx a que:

- 2 2 %
wit) = [ dos (0" 55 - w550, (1.75)
Escrivint en l'eq. (1.75) a: 62 d(%) = df’ i procedint a integrar per parts, amb la
condici6 que ¥(+oo) = ¥(+ ) = 0, obtenim,
@) = %[ [evtd@) - ovdw)] (1.76)
- —% [/ d(es”) — " d(ay)] (1.77)
ih o . OY*

Fem notar que hem fet servir la igualtat (dbvia) ¢’ x ™" — ' £’ = 0 per efectuar el pas
de la penitltima a la darrera igualtat.

Si ara ens adonem que fda: 5o (W™ ) = [d(y*¢) = 0, perque les funcions sén zero en

els limits d’integracié, concloem que [ dw 224" = — [ dx ‘1; 1. Aleshores, podem finalment
escriure que:

(p(t)) = ——Z/d e dw*(—ma—iw, (1.79)

amb la qual cosa comprovem simultaniament que p = —ih% i que (p(t)) = (p).
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Vull fer notar per a finalitzar aquesta discussié que les equacions (1.69) o
(1.80) no s6n més que una generalitzacié de equacié (1.52) que havia estat
construida per a calcular el valor mitja de la posicié de la particula.

Hem anat prou lluny com perque siga convenient fer una recapitulacio:

1. La funcié sinz no és funcié propia del moment lineal. Per aquest motiu
el coneixement del moment lineal queda indeterminat (precisant, és el
signe el que queda indeterminat). En un estat estacionari, la particula
confinada en una caixa estara permanentment rebotant de paret a paret.
Per aixo, la direcci6 no esta ben definida (!).

2. Hem obtingut (1.80) com la férmula general per al calcul de valors mit-
jans.

3. Siuna funcié és simultaniament funcié propia de dos operadors, el coneix-
ement simultani de les magnituds fisiques associades a aquests operadors
seria possible. Parlarem aleshores de variables compatibles.

I ara dues preguntes obligades:

1. Seran sempre ortogonals les funcions propies d’un operador? O, el que és
equivalent: Serd sempre valida I’equacié (1.80)7 (No oblidem que hem
assumit Portogonalitat per a poder demostrar ’equacié (1.68) i per tant
I'equacié (1.80)).

2. Quines variables sén compatibles i per que?

1.5.2 Funcions ortogonals

Hem acabat la darrera subseccié fent dues preguntes. Ara contestarem la
primera. Fem notar en primer lloc que el valor de les magnituds fisiques sén
resultats de mesures i vénen, doncs, expressats mitjancant ntimeros reals. Pero
hem assumit que els valors observables d’una magnitud fisica han d’ésser au-
tovalors de 'operador associat. Aleshores, les magnituds fisiques han d’estar
associades a operadors amb autovalors reals.

Hi ha un tipus d’operadors, anomenats operadors hermitics que tenen aque-
sta propietat. El moment lineal i la posicié sén hermitics. La definicié d’oper-
ador hermitic és la segiient: un operador és hermitic si coincideiz amb el seu
adjunt. Tot seguit explicarem un poc més la definicié: Diem que un operador
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Q és hermitic si 1 sols si:

/w;‘ O du =/(Qwi)*wj d (1.81)

aco mateix en notacié de Dirac s’expressa com:

< 1hi| Qe >=< ;| Qlep; >* (1.82)

Per a comprovar que els valors propis de Q sén reals utilitzarem );, una
de les seves funcions propies, considerarem I'equaci6 (1.82) en el cas particular
1 = 7, i anomenarem \; a l'autovalor associat a 1;. Tenim que:

< ;| Qleps >= N < hilb; >
< Pil Qlh >*= NF < ahilapy >F=N; < ilah; >

on hem utilitzat la igualtat < ;|1; >*=< ;|¢; >, ja que la norma d’un
vector és un nimero real (o el que en aquest cas és el mateix, la integral del
quadrat del modul d’un ntimero complex és real).

La igualtat dels termes de ’esquerra, derivada de 1’equacié (1.82), fa con-
cloure que A = \*, és a dir, que X és real.

Hem demostrat que els autovalors del operadors hermitics sén reals. Ara
demostrarem que els autovectors associats amb valors propis distints sén or-
togonals. Ho derivarem també des de la seva definicié, eq. (1.82). Considerem
dues funcions propies 1);, 1); amb valors propis \; # A;:

< il Qlpy >= Nj < whildp; >
< pi|Qlhi >*= N < jlehs >F=N; < pilep; >

Considerant I'igualtat dels membres esquerres derivada de I'equacié (1.82),
concloem que ha de succeir A; = A;, en contra del que hem suposat o, alter-
nativament, < 1;|1p; >= 0, és a dir que les funcions s6n ortogonals, que és el
que voliem demostrar.

Si dues o més funcions tenen el mateix valor propi s’anomenen degenerades.
Anomenem degeneracié al nombre de funcions amb el mateix valor propi. Ens
preguntem: sén també ortogonals dues funcions degenerades? La resposta és
que no ho son necessariament. Ara bé, si dues funcions estan degenerades,
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qualsevol combinacié lineal és una funcié propia amb el mateix valor propi®s.
Aleshores, sempre és possible triar funcions degenerades que siguen ortogonals.

1.5.3 Compatibilitat i regles de commutacié

En aquesta subseccié contestarem a la pregunta formulada anteriorment: quines
variables sén compatibles i per que? Demostrarem que si dos operadors com-
muten ezisteir almenys un conjunt complet de funcions propies comunes. Si
les funcions d’aquest conjunt compleixen a més a més les condicions de
contorn del sistema, aleshores les magnitud associades a aquests operadors
seran compatibles 1 podran, doncs, coneixer-se de manera ezacta i simultania.

Considerem, amb la finalitat de demostrar aquestes propietats, dos opera-
dors P i Q que commuten. Es a dir, que per a qualsevol funcié @, POD =
OPD. Triem, en particular, la enesima funcié propia de Q: 00, = ¢n®P.
Tenim que:

Q(ﬁq)n) = Q']S@n = ﬁQ(bn = Qn(ﬁq)n) (1-83)

des de (1.83) inferim que (P®,,) és funcié propia de Q amb autovalor ¢,,. Si ®,,
és no degenerada, aleshores (75{)”) ha d’ésser identic a ®,, excepte, tal vegada,
un factor multiplicatiu constant. Es a dir, Pd, = Pn®n, on p, és 'esmentat
factor multiplicatiu. Aixi, doncs, queda demostrada la proposicié. Si el nivell
n és degenerat, el resultat a que s’arriba és el mateix, si bé la demostracio és
un poc més llarga?*.

Val la pena remarcar que si cap dels conjunts complets propis comuns de
dos operadors compleix les condicions de contorn d’un problema particular,
el coneixement simultani de les variables fisiques associades a aquests opera-
dors no sera possible en 'esmentat cas particular (encara que ho podrien
ser en altres casos). Aco és el que va passar amb ’hamiltonia de la particula

23La demostracié és trivial: si resulta que Qt/)l = A; i ij = A\p;, tenim que Q(ad)i +
bip;) = (aXyi + bAp;) = Aawhi + by)y).

24Quposem que 0%, = q®, 1 també que 0%, = q®,,. Si Pid commuten, Q(ﬁ@n) =
ﬁ(Q@n) = q(’ﬁ@n). Aleshores necessariament P®, = ¢, ®pn + Cm®Pum i, analogament, Pd,, =
dn®y + dm®m. En conseqiiéncia sempre puc triar dues funcions linealment independents,
U, =&, + AP, 1 Uy = &, + A\2P,,, de manera que ﬁ\Ill = p¥;, i = 1,2. En efecte,
si escrivim ’p(én + A®,,,) = p(Pn + A®,,) i substituim el resultat d’aplicar Pad,i D,
obtenim dues equacions per a A i p,

P =Cn+ A, Ap=dn+ Adm,

que presenten dues solucions linealment independents en termes de ¢, Cm, dn, 1 dp,.
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en la caixa i el moment lineal: el conjunt complet (e*?) és propi de tots dos
operadors, perd en no complir aquestes funcions les condicions de contorn de
la caixa, el coneixement de ’energia i el moment lineal no és, en aquest cas,

compatible.

Al contrari, si dos operadors no commuten, de segur que el coneixement
simultani exacte de les magnituds fisiques associades no és possible en cap
cas. Aquest és el cas de moment i coordenada.

Bs costum definir el commutador de dos operadors: [Q,?s] = QP — PO.
Si els operadors commuten, el commutador val zero. Es distint de zero en cas
de no commutacio.

Des d’un punt de vista fisic la commutacié de dos operadors representa el
fet que la mesura en un sistema de les dues magnituds fisiques associades déna
lloc als mateixos resultats, independentment de quina es mesura primer.

Exercicis

1. Comproveu que [p, ] = —ih.

Solucié:
[, 2l = —ihL(zp)+ ikl
= —ih¢ —ihr 2l +ihrdl (1.84)
= —ih¢

2. Comproveu que [&), Ex] = —1ih, on AAd=A— < A>.

Solucié:
[&77&] = [ﬁ_<p>7:i_<$>]
= [pr]-[<p>z]-[p,<z>]+[<p> <z >] (1.85)
= —ih—-0-0+0 '
= —ih

3. Demostreu el principi de Heisemberg: ApAz > /2. Ajuda: calculeu el
minim de la funcié F = |aAp + iAz|* > 0.

Solucié: . P .
F = (alAp+iAzx)(alAp —iAx)
= a’Ap? + Az? —ia(ApAz — AzAp) (1.86)

= aQZ\p2+A/\a:2—ah
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Escrivim ara el valor mitja < F' > de la magnitud definida positiva F i calculem el
seu minim:

<F> = AP +Az® —ah >0
d<F>/da=0 = 2alAp’—h (1.87)
d> < F>/da® = 2Ap*>0

h, _
— Qmin = EAp 2

aleshores, el menor valor possible?® de la mitjana de F és:

B> h?
< F >= ZAp_4Ap2 + Az® — TAp_2 >0

multiplicant per Ap? tenim que:
2

—% + Az?Ap® >0

d’on deriva directament el principi de Heisemberg?®:

AzAp > h

2

4. Utilitzeu un conjunt de funcions integrables i comproveu que p és her-
mitic. Es hermitic en considerar-lo un operador definit en ’espai ex-
pandit pel conjunt de funcions (e’**)? Demostreu que I'operador d/dz
no és hermitic.

5. Apliqueu les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson a una par-
ticula confinada en una caixa monodimensional de longitud a. De-
duiu 'equacid per a les energies permeses d’aquesta particula confinada.
Mostreu que la relacié de De Broglie condueix al mateix resultat.

6. Apliqueu les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson a un rotor
rigid de moment d’inercia I. Deduiu ’equacié per a les energies permeses
d’aquest rotor.

7. Apliqueu les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson a ’oscil-lador
harmonic simple (una particula de massa m sotmesa a una forca F =
—kx). Deduiu 'equacié per a les energies permeses d’aquest oscil-lador
harmonic. (Ajuda: feu el canvi z = asinf per a ressoldre la integral

[Va? — z2dz.)

25 Aquest valor ha d’ésser necessariament positiu per ser el valor mitja del quadrat d’un
modul.

26Cal adonar-se que de la demostraci6 se deriva que:

Ap=[< (p—<p>)*>]"? Az =[< (z—<x>)? >V
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8.

10.

11.

Demostreu que

(a) la velocitat de fase v, de I'ona que acompanya una particula lliure

és superluminica: v, = <.

(b) Tenergia relativista d’una particula, E = mc? és també expressable
com E? = m?2ct + p2cl.

(c) la velocitat de grup v, de I'ona que acompanya una particula lliure
coincideix amb la velocitat v de la particula

(Ajuda: vy, = w/k; m = my/\/1 — (%)% vy = dw/dk. Intenteu-ho
almenys abans de mirar la solucié al peu de pagina 27).

Es oportd fer un comentari respecte la pulsacié que acompanya la particula lliure.
En un medi homogeni (on es mou la particula) la velocitat de fase de les ones que es
superposen per a formar el pols hauria de ser la mateixa per a totes les freqiiéncies i,
aleshores, coincidir també amb la velocitat de grup. El resultat que s’obté confirma
que la velocitat de fase de les ones, v, = 02/v, on v és la velocitat de la particula,
és la mateixa per a totes les ones que formen el pols, pero el seu valor és superior a
la velocitat de la llum (!) i no és igual a la velocitat de grup vy la qual coincideix
amb la velocitat v de la particula lliure. Vol dir aco que la novae mecanica ondulatoria
de Schrédinger no és una reescriptura de la mecanica ondulatoria classica. I és per
aquest motiu que podra donar resposta a problemes que escapen a la interpretacié

classica.

Imagineu que @4 i 5 sén dues funcions propies no ortogonals de ’hamil-
tonid 7 amb el mateix valor propi. Construiu, a partir d’aquestes, altres
dues funcions propies de 'hamiltonid 7 amb el mateix valor propi perd
que siguen ortogonals entre si.

Imagineu que (¢;) és un conjunt complet de funcions propies de dos
operadors lineals R i P. Demostreu que [R, P] = 0.

Diem que els observables A, B...L formen un conjunt complet d’ob-
servables que commuten si tenen un u%nic conjunt complet de funcions

27

w hw E mc® c?
Vp — — = — = — —= ———— — —
p
k hk P muv v
2.2 9 2 4
2 4 2 2 2 4 mov C mgoC 2 4 2
moc +pc =mgoc + = =m’c =F

=) 1= ()

_dw dE _ d [ 22_pc2_muc2_
vg_dk_dp_dp moct HPRet = E me ¢
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12.

13.

14.

propies comunes. Les variables dinAmiques representades per observables
d’un conjunt complet d’observables que commuten poden ser definides
amb absoluta precisid i formen un conjunt complet de variables compat-
ibles. Si es realitza la mesura simultania de totes les variables, la fun-
ci6 d’ona ha de ser propia dels operadors A, B...L amb valors propis
a,b...l (resultats de les mesures). Com tan sols existeix una funcié
propia amb aquesta propietat concloem que el conjunt (a, b, ... 1) defineix
completament la funcié d’ona del sistema. Es a dir, defineix completa-
ment 'estat dinamic del sistema.

Demostreu que el moment lineal p, per ell mateix, constitueix un conjunt
complet d’observables que commuten.

(Ajuda: Qualsevol magnitud fisica és funci6 de la coordenada i del mo-
ment, A = A(p, z). Imposeu [fl, p] = 01 demostreu que, en conseqiiéncia,
A = A(p). Es a dir, A ve determinat per p: en mesurar p tenim coneix-
ement exacte del valor propi a de I'observable A. En altres paraules,
mesurar p equival a mesurar A.)

La funcié d’estat ¥(zx,t) pot expandir-se en termes del conjunt complet
de funcions (uy(x)) propies de ’hamiltonia H:

U(z,t) = cadpn(t)tin(z)

on ¢, sén constants. Determineu la forma de les funcions ¢, (t) per
substitucié de ¥(xz,t) en 'equaci6 de Schrodinger. quines condicions han
de complir els coeficients ¢, si volem que ¥(x,t) siga un estat estacionari?

Per a t = 0 la funcié d’ona d’un sistema resulta ser:

U (z,0) = \/gul(x) + \/%UQ((L‘) + czusz(z).

(a) Determineu cs.

(b) Determineu ¥(x,t).

(c) Determineu el valor mitja d’energia < E >, per at =01t = lsec.
Sén identics els resultats? per que?

Coneixem les sol-lucions de I'’equaci6 d’autovalors ’}:l¢ = F¢. Que podem
dir de les autofuncions i autovalors d’un altre hamitonida H' = H + V,,
on V, és un valor constant?
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15. Considereu el conjunt complet de funcions (z") definides a l'interval
(—1,1). Els tres primers membres del conjunt sén 1,z i 2. Construiu
tres funcions ortonormals g1, g i g3. Comenceu amb g; = 1/v/2 i de-
riveu les expressions per a g i g3 utilitzant el metode d’ortogonalitzacié
succesiva (Schmidt).

Comentari

Hem introduit al llarg de les pagines anteriors i els apendixs la construccié
d’una visié no classica del mon microscopic. Hem establert una serie de regles
que ens proporciones valors numerics els quals es corresponen amb magnituds
mesurables dels sistemes considerats. En conjunt hem construit una teoria
matematicament coherent. A més a més sembla que funciona. En la seccid
segiient sintetitzarem, d’una manera ordenada en forma de postulats de la
nova teoria totes les idees i férmules que han anat apareixent. La darrera
etapa a cobrir és aplicar la teoria a més i més situacions contrastables amb
experiments, per a revalidar la seva validesa. A¢o és precisament el que s’ha
fet des que ’any 1900 es va originar la nova teoria, i sembla ser que la mecanica
quantica és un dels edificis més solids de qué disposa la ciéncia.

1.6 Postulats de la Mecanica Quantica

Exposarem en aquesta seccié una relacié completa dels postulats de la meca-
nica quantica. Cal dir que no hi ha un conjunt tnic de postulats i que qualsevol
conjunt pot, a més a més, ser enunciat utilitzant diferents llenguatges. Aix0
si, tots els conjunts sén equivalents. Podem passar de manera logico-deductiva
d’un grup a un altre. La seleccié de postulats que enunciarem ha estat presen-
tada per McWeene[9]. El cinqué dels postulats que presentarem fa referéncia
a I’spin. L’spin és una variable de moment angular que no té limit classic. Per
motius de completitud incloem ara el postulat tot i que presentarem aquest
concepte en el capitol 3.

Postulat 1. L’estat d’un sistema esta completament determinat pel vector
d’estat ¥ que varia amb el temps d’acord amb ’equacié:

- ov
U = ih— 1.
H ih— (1.88)

on H és 'operador hamiltonia associat amb la funcié classica de Hamil-



1.6 Postulats de la Mecanica Quantica 39

28 es compleix sempre, excepte en 'instant en que

ton. Aquesta equacid
es realitza una observacié (mesura). S’assumeix que la intervencié de

I’observador produeix discontinuitats i canvis impredictibles.

corolari 1. Si ¥ segueix (1.88), el mateix succeeix amb la funcié (¢ ¥),
on c representa qualsevol constant complexa.

corolari 2. Quan # no depen del temps, 'equacié (1.88) té solucions
especials que representen estats estacionaris,

U = e UM (1.89)
en els quals el temps apareix en el factor de fase e tEt/h

d’amplitud ® segueix ’equacié independent del temps,

, el factor

HP = E d. (1.90)

Postulat 2. Per a cada observable fisic A pot associar-se un operador her-
mitic A tal que,
<A>=<QA|D > . (1.91)

Mitjancant < A > representem el valor expectacié de A en I'estat descrit
pel vector normalitzat d’estat ® per a un temps t.

corolari 3. El parametre E que apareix en les equacions d’estats esta-
cionaris (1.89) i (1.90) és el valor expectaci6 de I’energia del sistema.

corolari 4. La funcié d’ona de Schrédinger, per al cas d’un sistema de
més d’una particula, té el significat segiient:

|U (21, 2oy ..., En; 1) |2 dE1dTs . .. dEN = P(Z1, Zo,...,En) (1.92)

on P és la probabilitat de trobar simultaniament la particula 1 de
coordenades #; entre 1 i (#1 + d#1), la particula 2 de coordenades
Ty entre To 1 (¥2 + d23), etc. per a un temps t.

corolari 5. Un observable fisic A té un valor definit en un estat ¥ si
i sols si U és funcié propia de loperador A associat a A. Aquest
valor concret és precisament el valor propi. Simbolicament aquesta
relacid s’escriu,

AV = A, (1.93)

Si U, és la solucié per a la qual A assumeix el valor A,, Destat
representat per ¥, és aquell per al qual la mesura de A déna lloc
obligatoriament al valor A,,.

*!Identifiqueu les les equacions (1.88) i (1.26).
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corolari 6. L’arrel quadrada del producte de les desviacions quadra-
tiques AA i AB, resultat de la repeticié de mesures dels observables
A'i B per a un sistema en un estat ¥, estan relacionades mitjancant
I’equacié:
1 o
AAAB > 3 < UIC|¥ > (1.94)

on,
iC=AB - BA=[A,B] (1.95)
és el commutador dels operadors associats amb A i B.

corolari 7. La velocitat de canvi respecte del temps de qualsevol valor
expectacio ve regida per:

d e dA
ih% <A>=<VY|(AH - HA)|T >+ < \If|84;l|\11 > (1.96)

on el sistema esta descrit pel vector d’estat ¥, ’evolucié temporal
del qual ve determinada pel Postulat 1.

corolari 8. Hi ha una relacié d’incertesa energia-temps,
AEAt > 1/2h (1.97)

on AFE és la incertesa (rel quadrada de la desviacié quadratica) en
Penergia d’un sistema i At és el temps que cal perque el valor mitja
de la variable dindmica A canvie una quantitat comparable a la
seva, incertesa AA. Aquest temps ve donat per la férmula:

AA

At = djdt < A >

(1.98)

La deduccié podem fer-la des de les egs. (1.94) i (1.96) amb B = #
i tenint en compte que A és una variable dinamica i, aleshores, és
funcioé de les coordenades i els moments pero no és funcié explicita,

del temps, i.e. oA _

Si escrivim At com indica l'eq. (1.98) en leq. (1.96) obtenim
(identificant AF = AH),

m% = (AH — HA) < 2iIAAAE,

de on és immediat que AEAt > h/2.
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Postulat 3. Les solucions del problema d’autovalors HY = BV per a un sis-
tema, I’hamiltonia del qual és H, contitueix un conjunt complet, tancat
sota tots els operadors de ’esmentat sistema.

corolari 9. Les solucions ®; de I’equacié de valors propis HE = BV
poden ser triades de manera que formen un conjunt ortonormal, és
a dir, amb productes escalars tals que < ¥;|V; >= §;;.

corolari 10. Dos operadors A i B posseixen un conjunt complet d’au-
tovalors comuns si i sols si commuten: [A, B] = AB — BA = 0. Els
autovalors descriuen, aleshores, estats en els quals les variables A i
B tenen valors definits simultaniament.

corolari 11. Si el vector d’estat ¥ d’un sistema, és expressat en termes
d’autovalors Uy,

U=> ¢ Ty, (1.99)
k

la probabilitat que el sistema arribe a assolir I’estat ¥} com a re-
sultat d’un experiment dissenyat per a assolir-lo ve donat per:

wy = |cg> = | < T > |2 (1.100)

El producte escalar < ¥;|¥ > pren, d’aquesta manera, significacié
fisica.

Postulat 4. Els operadors associats amb les variables de posicié i moment
d’una particula commuten excepte en els segiients casos:

[, 02] = [9,Dy] = [2,9:] = iR (1.101)
mentre que els de dues particules distintes sempre commuten.

corolari 12. Els operadors associats amb multiples, sumes i productes
d’observables, tenen la forma segiient:

cA — cA
A+B— A+ B
AB 5 (4B + BA).
Postulat 5. Un electré té un moment angular intrinsec representat per un

operador vectorial S , spin, de components SI, Sy, S.. Cada component
és un observable amb tnics valors possibles £1/2. El moment magneétic
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que origina I’spin ve relacionat amb ell per I’'quacié u = —gﬁS’ , on f3
és el moment classicament esperat per a la unitat atomica de moment
angular, i ¢ = 2.0023, és el valor que s’observa per a la constant g en
el cas d’un electré lliure. Els operadors associats a 1’spin commuten
amb tots els operadors que representen magnituds classiques perd no
commuten entre si.

corolari 13. Els operadors d’spin per a un electrd tenen les segiients
relacions de commutacié:

Sz, Sy] = iS.
Sy, S2] = iS (1.102)
(S.,Ss] = iS,

les quals sén conseqiiéncia necessaria de la isotropia de 1’espai sota
rotacions de eixos coordenats.
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Capitol 2

Imatges classiques

2.1 Limit classic de la mecanica quantica

Al capitol 1 hem presentat les bases de la teoria quantica. Com déiem, la nova
mecanica sorgeix de l'estudi de la radiacié del cos negre. Particularitzant,
lorigen d’aquesta nova mecanica fou la hipotesi de Planck sobre la quantifi-
cacio de accié. A DPapendix A es relata com, per a obtenir la férmula de la
radiacié del cos negre, Planck utilitza la mecanica classica més una hipotesi
addicional: que I'intercanvi d’energia entre els oscil-ladors i la radiaci6 es re-
alitzés en unitats discretes d’accié h. Aquesta és la hipotesi basica a partir de
la qual hem realitzat la construccié de la mecanica quantica.

Conceptualment sembla, doncs, que la mecanica quantica tinga la meca-
nica classica com limit A — 0. Cal precisar, pero, que amb aco no volem dir
que la mecanica classica és un cas particular de la mecanica quantica. En fer
aquest limit neguem conceptes essencials de la mecanica quantica, com ara
el principi de Heisemberg, I’existéncia del foté6 com una entitat discreta, etc.
Tanmateix cal dir, pero, que moltes voltes el comportament dels objectes mi-
croscopics difereix sols lleugerament del que podriem anomenar comportament
classic, i és en aquest sentit en el qual té trellat plantejar el nexe entre les dues
teories. Al fil d’aco justificarem, al llarg d’aquest capitol, el que diu Atkins[1]:
Now the relation of quantum to classical mechanics should be clear: Classical
mechanics deals with average values; quantum mechanics deals with the details.
Furthermore, when we are thinking about (and picturing) expectation values,
there is mo harm in thinking classically; but we cannot use classical pictures
when thinking about the details of the motion.
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Es planteja ara el problema de com s’ha d’efectuar matematicament el pas
al limit. Kl metode que presentem es basa en ’expansié de la funcié d’ona en
potencies de h i el posterior rebuig dels termes que contenen potencies elevades
d’aquest infinitésim h. De la mateixa manera que escrivim un nombre complex
de la forma pe’®, escrivim la funcié d’ona com:

U(z,t) = ¢(z,t,h)expif(x,t, h)] (2.1)

on hem emfasitzat el fet que la funcié d’ona ¥ inclou la constant h. (No obli-
dem que ¥ és solucié de 'equacié de Schriodinger, i que aquesta equacié inclou
i com un parametre. Aleshores, ¥ ha d’incloure aquest mateix parametre f).
Reescrivim (2.1):

U(z,t) =expilf(z,t,h) —ilnd(x,t,h)] (2.2)

Finalment, anomenem (1/%) S(z,t, ) a la funcié entre paréntesis quadrats, de
manera que escrivim:

U(z,t) = expiS(r,t,h)/h (2.3)
Incloem aquesta funcié en ’equacié de Schrédinger:
n? 2 _iS/h iS/h _ . 0eiS/h
. =ih 2.4
2mV e’ +Ve th—p (2.4)
la qual immediatament es transforma en:
1 ih oS
(VS22 - V2 4+ VvV =_22 2.5
2m (VS) 2mv + ot (25)

el limit de la qual, en tendir & — 0 (limit classic), és precisament ’equacié de
Hamilton-Jacobi (vegeu lapendix G):

S

VS +V =——. 2.6
(VS +V =2 (2.6
En el cas estacionari, en el qual ¥(z,t) = ¢(x) expiFt/h, la funcié S de (2.3)
és simplement S(z,t) = S(z) — E't. La susbtitucié en Pequacié de Schrédinger
condueix directament a:

1
2m

1
2m

(VS(2))? — %VQS(;U) fVZFE 2.7)

Si ara desenvolupem S(x) = S(z,h) en série de poteéncies de h:

S(z) = So(z) + ?Sl(m) + (h)ZSQ(l') +... (2.8)

i
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i substituim en (2.7) podem separar les diferents poténcies de h. En particular
trobem que Sy, lligada a la potencia zero de h, val:

2;(‘2?30) V= E%@—i\QmE V) j:p—)Soz/pdx. (2.9)

Observem, doncs, que el limit classic de S (h — 0) és precisament Iexpressio
classica d’accié. Comentem finalment que el limit classic succeeix quan:

h|V2S| << (VS)? (2.10)
També hem vist, (2.9), que p = VSy. Aleshores concloem que (2.10) pot

ser satisfeta millor per particules de masses grans que per particules mi-
croscopiques que tenen una massa molt petita.

2.2 Equacions del moviment

2.2.1 Mecanica classica

Considerem la derivada d’una funcié F'(z,p,t) respecte de ¢:

dFF  OF OFJx OF Op

211
G ot T onot Capot (2.11)

Les equacions (2.12a) i (2.12b) de Hamilton,

(3)-s () (@)% e

permeten reescriure (2.11) en la forma:

aF _OF | [0F 0N _OF oM .13
dt ot 0r Op Op Oz '
o de manera més compacta,
dF  OF
o 8 +{F,H} (2.14)

on {F,H} és anomenat paréntesi de Poisson.
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2.2.2 Mecanica quantica

Considerem dues funcions d’ona ®; i ®» no necessariament estacionaries.
Anomenem F a un operador qualsevol i Fjo a I'element de matriu de D'es-
mentat operador entre aquestes dues funcions:

Flg =< ®1|F|®y > (2.15)
Calculem la seua derivada respecte del temps:

dFy, 0P, - OF . 0D,
— =< —|F|® O |—|D P — 2.16
7t < o |.7:| 2>+ < 1|8t| 2>+ < 1|.7:| ot > ( )

Invoquem ara I’equacié de Schrodinger, que reescrivim com,

0o 1~
5 =~ Ho (2.17)

i la substituim en (2.16), la qual cosa condueix a:

dFiy i o A OF i .
— == d d O |—|P -<® i) 2.18
g h<7-l, 1|F|Pa > + < 1|8t|2>+h< 1| F|HPy > ( )
és a dir: .
dF oF 1 N
—= =< Oy|—|D ——<® d 2.1
o =< O[> o < O4[FH][2 > (2.19)
equacié que de manera simbolica escrivim:
dF  OF i .. -
- 2.2
il v a1 (2.20)

en perfecte paral-lisme amb (2.14).

Precisament aquest paral-lisme suggereix I’anomenada quantificacio canonica
que consisteix a obtenir la mecanica quantica des de la mecanica classica mit-
jancant la correspondéncia:

{A,B} = —% [fl, B’] (2.21)

Cal dir que la recepta no ha de ser necessariament univoca. Per tot el que
hem vist en aquest capitol i en el capitol anterior, la mecanica quantica és una
generalitzacio de la mecanica classica i tan sols el pas mecanica quantica —
mecanica classica (h — 0) cal que proporcione resultats no ambigus. Que la
mecanica classica ha de sorgir com un cas limit de la mecanica quantica és
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I’esséncia de I'anomenat principi de correspondeéncia de Bohr. Es clar que si
la mecanica quantica ha de proporcionar una descripcié general de 'univers,
haura d’explicar tots els fenomens fisics, incloent-hi aquells que es poden de-
scriure classicament. Si bé ’esmentat principi suposa una limitacié per a les
noves teories no les pot determinar univocament. En altres paraules no po-
den haver regles inambigiies de quantificacié. Com diu Wichmann[13] no té
cap sentit dir que per tal de trobar les equacions (quantiques) correctes calga
formular en primer lloc les equacions (classiques) incorrectes i, en acabant,
passar des de les equacions incorrectes a les correctes mitjancant certa op-
eracié magica. Certament, les equacions correctes de la fisica es troben fruit
d’una conjectura intel-ligent que ha d’ésser contrastada, després, amb ’exper-
imentacio.

La quantificacié canonica és equivalent a la correspondéncia magnitud
fisica — operador introduida al capitol 1. En efecte, classicament {z,p} = 1.
La correspondencia canonica significa:

{z,p} = 1
y ’ (2.22)

—4l&p = 1
amb la qual cosa trobem la coneguda relacié [Z,p] = ih, que reescrivim
[z,p] = ih seguint el conveni, que utilitzarem d’ara en avant, pel qual a I’-

operador coordenada, purament multiplicatiu, no li afegirem un circumflex a
sobre.

Calculem ara {p, H}. Tenim que si H = (p?/2m)+V (z), aleshores el calcul

del paréntesi de Poisson {p, H} déna lloc a {p, H} = —8—7{ = %—Z, amb la qual
cosa la correspondéncia candnica comporta que:
_  _oVv
{p’ H} - T 0z

RS \’ (2.23)
i = %

L’expressié de H en termes de moment i coordenada, # = p2/2m + V (z),
substituida en el commutador [p, H], condueix a [p, H] = [, V] que, juntament
amb la correspondéncia canonica, ens permet escriure:

V,pl=Vp— pV—ZhZ—V (2.24)
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Equacié que suggereix que p és un operador de derivacié respecte de z '. En

efecte, si suposem que p = —iha%,, comprovem facilment el compliment de
(2.24). A més a més, retrobem de bell nou el commutador [z,p] = ih. Cal
indicar per a acabar la representacié p = p, T = —iha% és també compatible

amb la correspondeéncia canonica realitzada. Aquesta representacié que és
anomenada representacid moment és equivalent a la representacié anterior
anomenada representacid coordenada?.

Exercicis

1. Anomenem C al commutador [A, B]: C' = [A, B]. Definim AZ = Z— <
Z >. Demostreu que C = [AA,AB]. A partir d’aquest resultat de-
mostreu el corol-lari 6, eq. (1.94). Ajuda F = |aAA +iAB|? > 0.

2. A partir de 'equacié de moviment i els resultats de ’exercici anterior
demostreu el corol-lari 8, eq. (1.97).

2.3 Teoremes d’Ehrenfest

L’estat dinamic d’un sistema es determina, en mecanica classica, a partir del
coneixement de les coordenades de posicié i moment lineal. Aquest coneixe-
ment no és possible en mecanica quantica. (L’esmentat coneixement simultani
unicament és possible sota la hipotesi classica i = 0 que implica [p, z] = 0).

En mecanica quantica I'estat dindmic d’un sistema es determina a partir
del coneixement de la funcié d’ona ¥ (z,¢). Podem intentar recuperar la imatge
classica associant amb cada particula unes coordenades de posicié i moment
lineal que siguen precisament els valors mitjans d’aquests observables del sis-
tema en estat ¥(z,t), < x >¢ i < p >y respectivament. D’aquesta manera
tindriem una visié borrosa del sistema, visié que demostrarem que segueix les
regles de comportament de la mecanica classica.

Considerem 'equacié quantica de moviment, eq. (2.19). Com que ni posi-
ci6 ni moment lineal tenen una dependencia explicita del temps, les particu-
laritzacions de (2.19), en el cas ®; = @9, per a posicié i moment lineal sén,

No es pot oblidar que parlem d’operadors que tenen significacié iinicament en ser aplicats
sobre funcions arbitraries f(z), perd no en si mateix. Si considerem p = 3%, tenim que:

PV (2)f () = V(2)pf(x) + Gy f(2).

2Per a més detalls sobre representacions podeu acudir al cap. 5 de Davidov[5].
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respectivament:
d<z> 1 ~
- =2 2.2
7 5 < [H,z] > (2.25)
d<p> 1 N
- _ H 2.2
<[l > (2:26)

Deixem com a exercici la comprovacié dels dos commutadors que apareixen en
les equacions anteriors:

p (2.27)
. ov .

H,p| =th— = —ih F 2.28

[#,5] = inS = i (228)

on F representa el gradient del potencial en signe canviat, és a dir, la forca.

La substitucié de (2.27) i (2.28) en (2.25) i (2.26) déna lloc als anomenats
teoremes d’Ehrenfest:

d<z>
=TT =< p 2.29
m—_ <p> (2.29)
d<p> .
— 2.30
o <F> ( )

que s6n una perfecta analogia de les equacions classiques de Newton. Cal
indicar, pero, que aquests teoremes no permeten afirmar que < z > i < p >
segueixen les equacions de Newton. Es a dir, no s’infereix des dels teoremes
que, per exemple, < @®|G(z,t)|® >= G(< @|z|® >,t). De fet aco no és
cert, en general. Tanmateix, des del punt de vista de tabulacié de resultats,
si que volen dir que podriem observar el comportament classic, o almenys
aspectes d’aquest comportament, en el cas de sistemes borrosos. Cobra sentit
ara la frasse d’Atkins citada més amunt: Classical mechanics deals with average
values; quantum mechanics deals with the details.

2.4 Teorema del virial

2.4.1 Mecanica classica

Aquest és un teorema que relaciona els valors de I'energia cinética i potencial
de sistemes lligats (sistemes sotmesos a algun tipus de potencial que impedeix
que el sistema escape, és a dir, que  — 00).

Per a la seua deducci6 considerem la derivada del producte (zp):

2
d(zp) = eFdt + L dt (2.31)
m
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Ara considerem la mitjana temporal d’aquesta derivada entre un temps ¢ = 0
fins un temps t = 7:
T T T

1 1 1 2 S —
—/d(wp) :—/det—i-—/p—dt:F$+2T (2.32)
TJ) m
0

T T
0 0

Podem fer que la primera integral siga zero, efectuant la mitjana durant un
temps 7 suficientment llarg:

lim L[(p%), — (pz)o] = 0 (2.33)

T—00 T

Aleshores, des de (2.32), i amb la identitat F' = —VV, concloem que:
rVV =2T (2.34)

Si, com és habitual, el potencial és una funcié homogenia de la variable = en
grau n, el teorema d’Euler® ens permet escriure que nV = zVV i, aleshores
que:

2T = nV (2.35)

que és la forma més coneguda del teorema, del virial.

2.4.2 Mecanica quantica

La demostracié del teorema del virial en mecanica classica es basa en la de-
saparicié de la mitjana temporal del producte (pz). En mecanica quantica la
demostracié és identica pero considerant la derivada temporal del valor ex-
pectacié de loperador associat (pz).

A partir de ’equacié de moviment, equacié (2.19), tenim que:

d<pxz > 1 A
o 5 < [H,pz] > (2.36)

Deixem com a exercici la comprovacié dels commutadors segiients:

[H,pz] = [H,plz — plz, H] (2.37)

3Recordem el teorema d’Euler: considerem una funcié f(z) homogenia en grau n, és a
dir, una funcié f(z) tal que f(ax) = a” f(z). Derivem els dos membres d’aquesta igualtat

8f(azx) B(azx)
d(az) Oa

respecte de a: [

m—d’;(j) =nf(zx).

]a=l = [na"flf(a:)]azl. Particularitzant a = 1 concloem que
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dv

[(H,p] = ih—— (2.38)
[%ﬂ:—%ﬁ (2.39)

La substitucié de (2.37),(2.38) i (2.39) en (2.36) condueix a:

d . dv
— <P =2<T>— — 2.4
dt<pm> <T> <xdx> (2.40)

Ara fem la mitjana temporal:
[d r v
1 1 .
— [ —=<p dt=— | 2<T > — — >|dt 241
T/dt<px> T/[<> <mdx>] (2.41)
0 0
que generalitzada a tres dimensions queda:

T

1 A N 1
[<pref=R<T> - <rvV ] [;/dt] (2.42)
0

,
Ara tenim que [% 0fdt] =11, si fem que 7 — oo, %[< pr >|§ = 0. I, aleshores:

2<T >=<rVV >, (2.43)
que per a potencials homogenis en grau n es transforma en:

2<T>=n<V>. (2.44)

2.5 Simetria i1 lleis de conservacio

Les lleis de conservacid de la mecanica newtoniana no sén més que formulacions
de simetries dels sistemes fisics. Aixi, la conservacié de I'energia deriva de la
uniformitat del temps, la conservacié del moment angular de la isotropia de
l'espai, i la conservacié del moment lineal de ’homogeneitat de l'espai*. Les
equacions de Hamilton sén especialment apropiades per a mostrar-ho, la qual
cosa no vol dir que no puguem mostrar-ho fent s d’altres formulacions de

“Hi ha altres lleis de conservacié lligades a simetries menys dbvies, com ara la conservacié
de la carrega electrica que va lligada a ’anomenada simetria de gauge de les equacions del
camp electromagnetic.
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5

la mecanica, com ara la formulacié lagrangiana®. Escrivim les equcions de

Hamilton:
OH . oH ) oH dH
(ap>‘$’ <8x>‘_p’ <6t>‘dt (245)

Considerem que ’espai és homogeni. A¢o vol dir que un canvi z — z+dz no ha
d’afectar la hamiltoniana: H(z + dz,p,t) = H(z,p,t). Aleshores OH /0z = 0.
Es a dir, p = 0. D’aci concloen que p és constant.

Com les coordenades (z,p) de 'hamiltoniana representen en realitat dues
variables generalitzades arbitraries (e.g. moment angular L i angle de rotaci6
¢), el raonament anterior déna lloc també a la conservacié de L a partir de la
isotropia de 'espai (0H /0¢ = 0).

Finalment, la uniformitat del temps implica OH /0t = 0. De la tercera
equacié de Hamilton, equacié (2.45), concloem que dH/dt = 0. Es a dir,
I’hamiltoniana H és una constant de moviment.

Com la simetria transcendeix quasevol teoria fisica, cal esperar que aque-
stes mateixes simetries tinguen traduccié en teoremes de conservacié dintre la
teoria quantica, cosa que mostrem tot seguit.

L’equacié quantica de moviment, equacié (2.19), ens permet establir el
segiient teorema:

Si  és un operador que no conté explicitament el temps (i.e., % =0)i
commuta amb hamiltonia ([, #] = 0), la magnitud que representa és una
constant de moviment (d€2/dt = 0). Es a dir, es conserva.

Amb aquest teorema a la ma, considerem les simetries que en mecanica
classica comporten les esmentades lleis de conservacio:

e Uniformitat del temps: % = 0. Com que, dbviament, [H,H] = 0, des
del teorema anterior concloem que % = 0. Esadir,d < E >/dt = 0.

e Homogeneitat de 1’espai: % = 0. Tenim, doncs, que: 3% (ﬁf(x)) =
ﬁ%f(x) — [H,0/0z] =0. Com p, = —iha%, també [H,p,] = 0. Es a

dir, p, és una constant de moviment, en virtut del teorema anterior.

*Vegeu e.g. Mecanique de Landau-Lifchitz[9].
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e Isotropia de I’espai: % = (. Tenim, doncs, que: % (7:[f(9)) = ﬂ%f(@) —

[#,0/00) = 0. Com Ly = —ih-%;, també [, L] = 0. Es a dir, Ly és una
constant de moviment, en virtut del teorema anterior.

2.6 Interpretacions de la teoria quantica: la inter-
pretaci6 ortodoxa (Copenhaguen), actualitzacid
de la teoria de De Broglie de la ona-pilot (el
potencial quantic de Bohm) i altres interpreta-
cions

La interpretacié ortodoxa (escola de Copenhaguen) de la teoria quantica és
aquella cap a la qual hem anat convergint al llarg del capitol 1 i podem resumir-
la en els segiients punts®:

1. La teoria quantica tinicament fa prediccions estadistiques sobre resultats
de mesures.

2. No hi ha manera de concebre el sistema excepte a través de manifesta-
cions observables (mesurables).

3. El procés de mesura produeix un col-lapse (reduccié) de la funcié d’ona
del sistema. Es a dir, la seua projeccié sobre la funcié propia de 1'op-
erador associat a ’aparell de mesura, ’autovalor del qual es correspon
amb el resultat de la dita mesura. (En cas de degeneraci6, I’esmentada
projecci6 es realitza sobre I’espai propi associat a tal autovalor).

A més a més d’aquesta interpretacié ortodoza de la teoria quantica existeixen
altres interpretacions que sén distintes perd equivalents (equivalents, almenys,
des d’un punt de vista matematic). Al capitol 5 de [12] hi ha un resum prou
complet de les diverses interpretacions de la teoria quantica. Nosaltres, al
capitol 1 d’aquestes notes, hem introduit la mecanica quantica a partir de les
idees pioneres de la teoria de l'ona-pilot de De Broglie. Tanmateix, la nostra
formulacié ha anat gradualment abandonant aquesta concepcié i convergint
cap a la formulacié ortodoza de I'escola de Copenhaguen. Tot i aixi no volem
concloure la presentacié de la mecanica quantica sense donar un apunt sobre la
reformulacié posterior de la teoria de I'ona-pilot, desenvolupada per Bohm|[4],

®Podeu trobar una discussié interessant de la interpretacié de Copenhague de la teoria
quantica en el capitol 3 de ref. [7].



56 Imatges classiques

basada en el concepte de potencial quantic. Belifante [3] classifica I'aprox-
imaci6 del potencial quantic de Bohm com una teoria de wvariables ocultes.
El mateix fa Sudbery[12]. Dewdney i Hiley[6] consideren, perd, que aquesta
classificacid, encara que correcta, no es correspon amb ’'objectiu perseguit per
Bohm en publicar la seua teoria. L’objectiu consisteix a voler trencar amb la
pretensié monolitica de ’escola de Copenhaguen de 'existéncia d’una tnica
possible interpretacié de la teoria quantica. No fou objectiu de Bohm presen-
tar un recanwvi a la teoria quantica.

Escriguem la funcié d’ona en la forma ¥ = RexpiS/h, on R? = |V|?, i
substituim-la en I’equacié de Schrédinger:

o h?
h— = —— V20U + V. 2.46
! ot 2m + ( )

Obtenim les segiients dues equacions:

0S8 (VS)?
e = 24
8t+ o +V+Q=0 (2.47)
or o (PVS) _ (2.48)
ot
on hem anomenat () = —% V;R i P=R

La primera de les equacions, equaci6 (2.47) té la forma de 'equacié de Hamilton-
Jacobi, si exceptuem el terme (). La qual cosa suggereix considerar aquesta
equacié com la d’una particula, de moment lineal p = V.S, sotmesa a un po-
tencial classic V' més un potencial quantic ). El potencial quantic ¢ depen
del camp ¥ de Schrédinger, i pot obtenir-se resolent ’equacié de Schrédinger.
La segona equaci6 té el sentit d’'una condicié de continuitat, si interpretem P
com una densitat de probabilitat (adonem-nos que la variacié de la densitat
respecte de temps més la divergéncia ha d’ésser zero). Aquesta formulacié
és especialment transparent per a discutir les condicions de validesa del limit
classic de la mecanica quantica [4].

Cal remarcar que el potencial quantic ) té moltes propietats peculiars que
el distingeix dels potencials classics. Per exemple, no depen de la intensitat del
camp quantic ¥, cosa que deriva del fet que ¥ apareix tant en el numerador
com en el denominador de (). El potencial quantic ) guia simplement la tra-
jectoria de la particula sense aportar-li energia (ona-pilot). Podem comparar
la seua accié a la del pilot automatic d’una nau que és guiada per radiofreqiien-
cies. La nau es mou per la seua propia energia. La informacié que aporten les
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ones de radiofreqiiéncia s’utilitza inicament per a definir la trajectoria de la
nau.

Malgrat que aquesta interpretacié de la mecanica quantica resulta atrac-
tiva (i que avui en dia se segueix utilitzant per a obtenir la descripcié dels
processos quantics en termes de trajectories de particules individuals), té vius
detractors entre els que defensen, per damunt de tot, una interpretacié estadis-
tica basica de la mecanica quantica [10]. Crec que les discussions filosofiques
i matematiques poden donar lloc a reformulacions convenients de la meca-
nica quantica (sense dubte, la formulacié hamiltoniana de la mecanica classica
té molts avantatges sobre la vella formulacié newtoniana). Pero més enlla
d’aquestes discussions estad la construccié matematica, la validesa de la qual
en 'obtencié de valors numerics d’observables, no esta basicament discutida.
Potser, com diu Heisemberg, vegeu p. 56 de [7], el problema radica from the
fact that we describe our experiments in terms of classical physics and at the
same time from the knowledge that these concepts do not fit nature accurately.
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Capitol 3

Models analiticament
resolubles

In our quantum mechanics course we were thought that molecules
consist of N electrons and M nuclei and that one has to solve a

(N + M) body Schrédinger equation to understand their structure.
But one looks at the work of the practitioners in this area (---) one
sees that the practice is different: low energy spectra and structure
of molecules are analyzed in terms of rotators and oscillators and
at a slightly higher energies in terms of Kepler systems ...

A. Bhom

L’equacié de Schrodinger és el mitja que disposem per a obtenir la funcié
d’ona de qualsevol sistema. Aquesta equacid, perd, pot resoldre’s de forma
exacta tan sols en comptades ocasions. Presentem en aquest capitol la resolucié
exacta de quatre exemples d’especial importancia conceptual i practica':

e Particula confinada en una caixa tridimensional amb potencial constant
(moviment translacional).

e L’oscil-lador harmonic (moviment vibracional).

'Hi ha una extensa col-leccié de problemes que admeten solucié exacta resolts al llibre de
Johnson i Pedersen[12]. Aquest és un llibre, la consulta del qual recomanem, que fa un recull
molt extens de problemes que han aparegut en llibres de mecanica i quimica quantica aixi com
altres que han estat presentats com a articles en revistes de caire didactic, fonamentalment
Am. J. Phys. i també J. Chem. Educat.
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e El rotor rigid (moviment rotacional; moment angular).

e Moviment d’una particula en un camp central (atom d’hidrogen).

3.1 Particula en una caixa tridimensional

Considerem el problema de la particula en una caixa tridimensional. Es tracta
d’una particula simple de masa m confinada a ’'interior d’una caixa per mitja
d’un potencial infinit. La forma més simple de caixa és un parelepipede rectan-
gular de dimensions a, b, c. L’energia potencial és constant per a punts (z,y, 2)
amb 0 <z <a; 0<y<b 0<2z<ciinfinita en qualsevol altre lloc. Una
translacié de I'origen d’energies ens permet assumir, sense perdre generalitat,
que el potencial és zero dins la caixa.

Des d’un punt de vista classic, I’energia dins de la caixa és tnicament
energia cinetica:

2
_ P _ P Py P (3.1)
2m  2m  2m  2m '
L’operador hamiltonia, I’obtenim mitjancant les substitucions:
. L 0 . e, . e,
bo=—ihgo s Py=cihy. 5 p.=—iho (3.2)
les quals ens porten a la segiient expressié:
- n? 02 0? 0?
H= (3.3)

2m(8x2 Oy? 8z2)
Aixi doncs, 'equacié de Schrédinger per a la particula confinada en una caixa
tridimensional queda:
e A o e
5 st 52 T 5,2
2m " Oz dy 0z

)=FE . (3.4)

Ens preguntem si I’eq. (3.4) admet solucions particulars del tipus X (z) -
Y(y) - Z(z). Aquest no és el cas en la majoria d’equacions diferencials amb
derivades parcials. Demostrarem, perod, que si aconseguim trobar solucions
particulars per a (3.4) de la forma X(z) - Y (y) - Z(z), totes les solucions ac-
ceptables hauran de ser d’aquest tipus.
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Substituim ¥ = X (z) - Y (y) - Z(2) en l'equacié de Schrédinger:

h? X ’Y A
—-——(YZ X7 XY—)=F XY 7 3.5
2m( Ox? + oy? + 822) (3:5)
dividim (3.5) per XY Z i obtenim:
P 10X 10%Y  10°Z
—— (= = — =F .
Zm(X 0?2 +Y8y2 +Zaz2) (36)

que podem reescriure com:

10°X  2mE 10%Y 10°Z
X 022 p? Y 0y2 7 022

(3.7)

Observem que I'equaci6 (3.7) presenta separaci6 de variables. La part esquerra
és tnicament funcié de z, mentre que el membre dret ho és exclusivament de
y,z. Hi ha, doncs, una paradoxa en aquesta equacié: una funcié de la x és
igualada a una funcié de (y,z), alhora que el conjunt de variables (z,y, 2)
son independents. Independeéncia que significa que el comportament de x no
estad determinat per (y,z). La paradoxa es resol igualant I’equacié (3.7) a una
constant, la constant de separacid. Diem?:

1 d’X _ 2mE,

X da? B2 (3:8)
2mE  1d*Y 1d°Z _ 2mE, (3.9)
B2 Y dy?  Zdz2  R? '
podem ara separar la Y a partir de (3.9):
1Y  2m(E-FE,) 1d°Z  2mE, (3.10)
Y dy? K2 Zdz? h? '
podem ara separar la Z:
1 d’Z om(E —FE, — E 2mE,
__2m( y) _ 2m (3.11)

7 dz2 72 72

Tenim un conjunt d’equacions diferencials ordinaries (3.8), (3.10) i (3.11)
que equivalen, conjuntament, a I'equaci6 original en derivades parcials (3.5).

2Cal dir que la tria efectuada de la forma de la constant de separacié és una pura qiiestié
d’elegancia en la presentacié de resultats i que no suposa cap detriment de la generalitat del
raonament.
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Hem confirmat, doncs, que existeixen solucions particulars de variables sep-
arades per a l'equacié (3.4). En el procés de separacié hem introduit tres
parametres indeterminats (constants de separacié) que presenten una tnica
lligadura expressada mitjancant I'equacié (3.11): F = E, + E, + E,. Les
nostres solucions particulars les podrem etiquetar d’acord amb I'eleccié de les
constants de separacio:

Uiya (2,,2) = Xo(2) - Yy (y) - Zu(2) (3.12)

La soluci6 general de I’equacié (3.4), la qual no presenta separacié de variables,
és una combinacié lineal d’aquestes solucions particulars.

U=y Vays. (3.13)

m’y!'z

on els coeficients azy, cal que siguen triats de manera que asseguren el com-
pliment de les condicions de contorn. Es a partir de les condicions de contorn
d’on podrem determinar els valors de les constants de separacié.

Comprovem que (3.13) és soluci6 de I'equacié (3.4). Amb aquesta finalitat
reescrivim previament (3.4) de la forma:

0? 0? 0? 2mFE A
— t+—=+ = —— | =0V = .14

i substituim ¥, eq. (3.13), en (3.14):

OU = a7y:OWpye = Y agy,0 = 0. (3.15)

T,Y,2 T,Y,2

Imposicié de les condicions de contorn

La condicié de continuitat obliga a la funcié d’ona a ser zero als extrems de la
caixa, és a dir:

(2,0,2) = ¥(z,y,0) =0

(,b,2) = U(z,y,¢c) =0 (3.16)

La primera de les condicions, ¥(0,y, z) = 0, portada a (3.13) implica que:

D Gy Xu(0) - Yy (y) - Zo(2) = Y X (0) -y - Y Yy(y) - Zo(2) = 0 (3.17)
x Y,z

I!y’Z
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Com els coeficients que multipliquen X, (0) poden assumir valors distints per
a cada parell possible de valors (z,y), I'inica solucié compatible amb (3.17)
és aquella per a la qual cada terme X, (0) siga zero. A més a més, com X, (0)
compleix (3.8), la seua forma és de tipus circular (sinz,cosz,expiz). De
totes les funcions circulars dnicament sinz compleix la condicié de contorn
X;(0) = 0. Tenim, doncs, que X, (z) = sink,z.

De la mateixa manera, la condicié ¥(a,y,z) = 0 portada una altra vegada a
(3.13) obliga que k; = pr/a,p = 1,2,3,...% Aixi doncs, excepte la possible
constant de normalitzacié, tenim que:

h? 2
by =ky =2 s X,(z) =sinz; B, =—— ()2 p=1,2,3,... (3.18)

a a 2m “a

Analogament, les altres condicions de contorn donen lloc a:

2_9
qm . qm h*m* q
ky:kq: T ; Yq(y) :SID?y; Eq: %(6)2, q:1,2,3,... (319)
h2 2
by =ks =0 . Zy(z) =sin 2y By =2 (22 s=1,2,3,... (3.20)
c c 2m "¢

La consideracié de la lligadura entre les constants de separacié, £ =
E, + E, + E,, juntament amb les condicions de contorns traduides a les equa-
cions (3.18), (3.19) i (3.20), fa que tnicament siguen acceptables els segiients
valors d’ energia E (en altres paraules, tinicament els segiients valors d’energia
condueixen a solucions que compleixen les condicions de contorn):

ey s

2m a b c

Epgs = Ep + By + Es =

Tornem ara sobre les funcions. Triem un valor E' = FE,;s que harmonitze amb
les condicions frontera i cerquem quines funcions sén compatibles amb ell. Es
a dir, quines funcions compleixen I'equaci6 (3.4) quan en I’esmentada equacié
s’explicita el valor ¥ = E,,. Particularitzem aquesta constant en I’equacié
(3.14):
2 2 2
Opgs ¥ = [(a_ A a_) — %]\If =0 (3.22)

3La solucié p = 0 no és acceptable perqué déna lloc a una funcié constant i igual a zero en
tots els punts de 'espai. Aquesta funcié condueix a una probabilitat total de trobar el sistema,
en algun punt de Pespai igual a zero (el sistema no existeix). Aleshores és inacceptable.
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substituim (3.13) en l’equacié anterior:

Opqsq] 2 2 2
2mFEpqs
= T el + gz + o) - T Taye (3.23)
I!:U’Z .
= Z axyZQh_m(E:vyz - qus)\pmyz 0
I!:U’Z

Veiem que, al sumatori anterior, tinicament el terme (z = p,y = ¢,z = s) és
fa zero. Si volem obligar el compliment de (3.23) (és a dir, si volem que ¥
siga solucié de (3.22)) cal obligar que a;y, = 0 per a la resta de termes del
sumatori. La qual cosa equival a dir que sols hi ha una funcié associada a cada
valor p, ¢, s 1 que aquesta és de variables separades.

Cal fer notar que totes les conclusions anteriors deriven exclusivament de la
imposicié de les condicions de contorn. Una mateixa equacié diferencial amb
distintes condicions frontera pot donar lloc a resultats completament diferents.

En resum, veiem que tot el que hem fet equival, en la practica, a plantejar
tres problemes independents d’una particula en una caixa monodimensional.
Aquesta equivaléncia no és evident a priorii és per aixo que per tal d’assolir un
major rigor matematic hem procedit a demostrar-la. En conjunt, els resultats
obtinguts sén els segiients:

2v/2
Ypgs = ‘\f_ sin(lﬂx) Sin(%y) sin(ﬂz) ; V = abe. (3.24)
a c
R*r? p 2 d.\2 5\2
qus = om, [(5) + (5) + (E) ]; p,q,s =1,2,3,... (325)

Les equacions anteriors indiquen que la funcié d’ona d’una particula en
una, caixa tridimensional és funcié de tres nombres quantics, p, q, s, els quals
poden assumir valors sencers i positius 1,2,3... Aquests nombres quantics
poden canviar independentment els uns dels altres. L’estat de la particula
queda perfectament especificat amb els valors concrets de la terna esmentada.
En particular a 'estat fonamental p =q¢=5s = 1.

Degeneracié6

Imaginem ara que les arestes de la caixa tenen la mateixa llargaria: a = b = c.
Aleshores I'equaci6 (3.25) es particularitza en:

K22

2ma?

Epgs = [(P” + ¢° + 5%)] (3.26)
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L’estat d’energia més baixa o fonamental és V117 amb una energia Fj1; =
%—;ﬁ. Els estats WUo11, U191 1 ¥y19, que tenen la mateixa energia gr‘;:;r:’ van
a continuacié en l'escala d’energies. Cal dir que tot i que tenen la mateixa
energia les funcions d’ona sén completament distintes. Per exemple, mentre
que Wiy presenta una probabilitat nul-la de trobar la particula en z = a/2,

I’estat U197 presenta un méaxim de probabilitat en aquest mateix punt.

Els termes estat i nivell d’energia tenen un significat diferent dins del llen-
guatge de la mecanica quantica. Un estat estacionari ve especificat per la
seua funcié d’ona ¥. Cada ¥ distinta és un estat distint. Un nivell d’energia
ve especificat pel valor de ’energia. Cada valor distint d’energia és un nivell
diferent. Els tres estats Wa11, Y191 i Wy19 sén distints, tot i que pertanyen a
un mateix nivell d’energia. Un nivell d’energia que correspon a més d’un estat
es diu que esta degenerat. El nombre d’estats distints pertanyents a un mateix
nivell és anomenat grau de degeneracid del nivell d’energia. La degeneracié
deriva, en general, de I'existencia de simetries en el sistema.

Operador suma d’operadors independents

La separacié de variables de I’equacié de valors propis de la particula en una
caixa tridimensional és un cas particular de la factoritzacié de la funcié propia
d’un operador suma d’operadors independents.

Imaginem un operador h1 de les coordenades rq que presenta un conjunt
complet de funcions propies (¢;(r1),7 = 1,2,3...) associat a un conjunt de
valors propis (A;,7 = 1,2,3...). Considerem un altre operador hs de les coor-
denades 1y que presenta un conjunt complet de funcions propies (¢;(r2),j =
1,2,3...) associat a un conjunt de valors propis (u;,7 =1,2,3...).

Definim l'operador H = h; + hy. Anomenem (Ug(ri,m), k= 1,2,3...
al conjunt complet de vectors propis de H associat als valors propis (Fy, k =
1,2,3...).

~

Considerem la funcié O(ri,r2) = ¢i(r1)¢j(r2). Demostrarem tot seguit
que és propia de 'operador H i que el seu valor propi és, precisament, F =
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i+ pje
HOp(r,m) =

(h1 + ho)bi(r1)gj(ra)

¢j(r2)h1¢i(r1) + ¢i(r1)hagj(ra) (3.27)
Gj(r2)Niddi(r1) + @i(r1)pjd;(ra)

= (N +py)gi(r)di(ra)

Aixi doncs verifiquem que si un operador és expressable com suma de dos
operadors independents, presenta un conjunt complet de funcions propies fac-
toritzades com un producte de funcions propies dels operadors individuals que
conté. Associats amb aquestes funcions propies hi ha els valors propis. Aque-
sts sOn expressables com una suma dels valors propis dels esmentats operadors
individuals. La generalitzacié al cas d’un operador H descomponible com una
suma de n operadors independents és obvia.

3.2 Moviment vibracional

Considerem el cas de l'oscil-lador harmonic unidimensional, és a dir, una par-
ticula de massa m que es mou en una dimensié mentre és atreta cap a l'origen
de coordenades per una forga proporcional i de signe contrari a la distancia des
de ’esmentat origen, F' = —kz. Anomenem constant de for¢a a la constant k.
La imatge fisica de 'oscil-lador és la d’una massa unida a una molla que no
presenta fregament i vibra en abséncia de camps externs. Quan la massa esta
a l'origen de coordenades la forca que actua sobre ella és zero i, aleshores, la
seua energia potencial és minima en aquest punt*. Triem I'origen d’energies
de manera que aquesta energia potencial minima siga zero.

La integracié de I’equacié de la forca ens proporciona I’expressio classica del
potencial, V = 1/2kx?. L’equacié del moviment la derivem de la segona llei de
Newton: F = ma. Aquesta llei es particularitza al nostre cas en: md’z/dt? =
—kz. FEI resultat d’aquesta equacié diferencial és: = = Asin [(k/m)"/?t +b],
on A ib sén les constants d’integracié. Com la funcié sin z esta acotada superi-
orment i inferiorment, ’amplitud de la vibracié tindra també un valor maxim
z) = A que anomenem amplitud.

Per una altra banda anomenem periode ™ d’oscil-lacié al temps requerit
perque es realitze una oscil-lacié completa. Aixo requereix que argument de
la funci6 sinus cresca 2. Aleshores tenim que (k/m)Y/?7 = 2x. Finalment

*Recordeu que F = —dV /dx
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anomenem freqiéncia v a la inversa del periode i fregiiéncia angular w a la
freqiiéncia expressada en unitats de radians per unitat de temps: w = 27v.
Aixi doncs la fregiiéncia angular w = (k/m)/2.

L’energia d’un oscil-lador harmonic és: E = T +V = 1/2mv2 + 1/2kx?.
Substituint en aquesta equacié z i v, pels seus valors, x = Asinfwt+b] i
vy = —Aw cos [wt + b], s'obté E = 1/2kA%. Aquesta equacié mostra que l’en-
ergia classica d’un oscil-lador harmonic pot assolir qualsevol valor no negatiu.
Com la particula oscil-la, les seues energies cinetica i potencial canvien con-
tinuament, pero I’energia total roman constant. Classicament la particula esta
limitada a ocupar la regi6 —A < z < A. Quan la particula assoleix z = +A
inverteix el sentit del seu moviment. La seua velocitat, i per tant la seua en-
ergia cinetica, sén nul-les en aquests punts i la seua energia potencial maxima
i igual a 1/2kA%. Si la particula anara més enlla de Pinterval limitat pels
valors z = A, la seua energia potencial seria major que 1/2kA2, la qual cosa
suposaria que la seua energia potencial féra major que la seua energia total,
cosa Unicament compatible amb una energia cinetica negativa, la qual cosa és
impossible, almenys des d’un punt de vista classic.

Escrivim I'energia classica total:

2 2
p mw- o

H=—+— 2
o + 5 T (3.28)

El pas a la mecanica quantica el realitzem substituint moment i coordenada
pels seus respectius operadors:

~ R d? mw?

Resoldre el problema dels estats estacionaris de ’oscil-lador harmonic uni-
dimensional es resumeix a obtenir la solucié de I'equacié de valors propis:

2 &2 omw?
———— 4+ —2°|U = E¥ .
[ 9 422 + 5 % ] (3.30)

Amb la finalitat de simplificar aquesta equacié eliminant les diverses con-

. . . . N d _ déd _
stants que hi apareixen fem el canvi z = a¢. Aleshores, ates que 7~ = -~ &=

1d

ade tenim que l'equaci6 (3.29) queda rescrita,

H= - —— + —mwd?, (3.31)
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on triem el valor indeterminat a de manera que:

P11 h
%E = imw2a2 — a2 = m (332)

Aleshores, substituint aquest valor en equaci6 (3.31) tenim que:

~ hw. d?
H= o5+ ¢%. (3.33)
La resolucié d’aquesta equacié mitjancant metodes estandard de desenvolu-
paments en serie de poténcies resulta prou enutjosa. Tanmateix hi ha un
metode molt elegant per a la resolucié d’equacions diferencials expressables en
la forma’:
d>v
02 +7r(x,m)T + A¥ =0 (3.34)
anomenat meétode de la factoritzacic. Cal dir que quasi totes les equacions
amb solucié analitica que apareixen tant en mecanica classica, electromag-
netisme, mecanica quantica etc., sén d’aquest tipus. Presentem ara aquest
metode aplicat al cas de l'oscil-lador des d’un punt de vista intuitiu, tot re-
nunciant a presentar-lo en tota la seua generalitat.

L’equaci6 (3.32) ens suggereix la idea d’escriure com suma per diferéncia
la diferéncia de quadrats que véiem alli. Si treballarem amb ntimeros, aquesta
substitucié seria automatica. Tractem, pero, amb operadors que sén objectes
que, a priori, no commuten. Caldra comparar aquesta factoritzacié amb la

SAvui en dia amb I’adveniment de programes de calcul simbolic com ara MATHEMAT-
ICA, MAPPLE etc., perd sentit ensinistrar els estudiants en la resolucié a ma de les equacions
diferencials que presenten solucié analitica. Per aquest motiu no farem cap esment als me-
todes classics de desenvolupaments en series de potencies. El motiu de prestar atencié al
metode de la factoritzacié rau no en la seua matemdtica, sind en la seua fisica.

6 Aquest meétode ha estat desenvolupat per Infeld i Hull[6]. Existeix una versié posterior
de R. Das i A.B. Sannigrahi[3] que pot ser llegida amb una major facilitat pels estudiants.
Un metode equivalent, anomenat metode dels operadors ascendents i descendents, ladder
operators, fou introduit per Dirac[4] per a tractar el problema de l'oscil-lador i el rotor. També
Schrodinger[14] utilitza aquest procediment per a resoldre la part radial de Patom d’hidrogen.
Encara que la poténcia, generalitat i caracter sistematic del métode de la factoritzacié no
resulta evident en el tractament de Dirac, aquest és el tractament més senzill i és la versié
que presentem ara mateix. Més endavant, en tractar ’atom d’hidrogen, tornarem sobre el
metode.
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diferéncia de quadrats per tal de veure fins on podem arribar. Escrivim:

(e +O(HE+OV(E) =

= (g +Otg +en)

IARAY Sk Sk
[~ +¢€2) — 1T ()

(3.35)

Les equacions (3.32) i (3.35) ens suggereixen introduir els nous operadors orig-
inats per la factoritzacié en la férmula de ’hamiltonia. A més a més, per tal
d’eliminar el factor 1/2 de I'equacié (3.32), farem que siga absorbit pels nous
operadors. Aixi doncs definim els operadors que anomenem de creacié b™ i
aniquilacio b amb la segiient normalitzacié:

1 d 1 d
:E(g_d_g) ; b:E(f-l-d—g) (3.36)

Amb el concurs de (3.36), 'hamiltonia pot expressar-se de la manera segiient:

b+

N 1
H = hw(5 b+ 3) (3.37)
Els operadors b*, b definits en les equacions (3.36), presenten la segiient
regla de commutacié [b,b"] = 1 (comproveu-ho). Tanmateix, un és I'adjunt
de l’altre. En efecte,
o ter gpuae = S{ [osvac+ [oraw} (3.38)
V2 d§ V2 '
1
= — *&pd ) do* 3.39
S [orevter o - v} a0
= [[Fte- 20 wae (3.0
= 7% T . .

Le., [¢*byp = [(bT¢)*9), que representem dient que b i bT sén adjunts un de
Paltre: bT = b+ (57)F = b.

Definim ara, per una qiiestié de comoditat, £’ = E — %hw per tal d’ex-
pressar ’equacié de valors propis (3.30) en la forma:

hwb™b¥ = E'U (3.41)
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Resoluci6é de ’equacié de valors propis per a ’estat fonamental

Anomenem ¥ I'estat fonamental de 1'oscil-lador harmonic, el qual presenta
I'autovalor d’energia més baix” Ej). L’equacié de Schrédinger per a aquest
valor més baix s’escriu:

hwb™b¥ = E'T (3.42)

multipliquem els dos membres de I’equacié per b i utilitzem la regla de com-
mutacié [b,b1] = 1:

hwbbtd¥y =  hw(l+bTh)bT, = E[bT,

—  hwbTb(bTy) = (B} — hw)(b¥y) (3.43)

L’equacié (3.43) presenta una paradoxa: hem dit que autovalor d’energia més
baixa era Ej, tanmateix hem trobat un altre vector propi (b¥y) associat amb
un autovalor més baix encara: (Ej, — hw). Realment la paradoxa no existeix
ja que res impedeix que (b¥,) siga zero, cas en que (3.43) es converteix en
I’equacié trivial 0 = 0. Podem integrar aquest resultat:
1 d

d’on resulta que % = —&Wy, és a dir, que la funcidé de l'estat fonamental de
loscil-lador resulta ser:

b,

Ty = Ce¢/2 (3.45)

Per a calcular el valor propi associat amb aquesta funcié multipliquem per
b™ tots dos membres de I'equacié (3.44), b¥y = 0,

btoly =bT0=0 (3.46)
amb el concurs de (3.42) concloem que Ej, = 0, és a dir que:

Ey = hw. (3.47)

Resolucié de ’equacié de valors propis per a estats excitats

Partim de I’equacié de Schrodinger per a Iestat fonamental:
hwb™bly =0 (3.48)

multipliquem els dos membres per b i tenim en compte la regla de commutacié
[b,bF] = 1:
fiwbtbThly = 0 (3.49)

"Noteu que estem utilitzant 1’escala d’energies E' = E — %hw.
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hwbtb(bT W) = hw (b D) (3.50)

Hem trobat un nou autovector (b*¥) associat a un autovalor hw. Anomenem
U, i B} a aquestes magnituds. L’autovalor d’energia en 1’escala estandard sera,
doncs, By = Ef + 1hw = hw(1 + 3).

Multipliquem (3.50) per b" i tornem a utilitzar la regla de commutaci6
[b,b%] = 1. Trobem que:

huwbTb[(67)2Tg] = 2hw([(bT)? Ty (3.51)

Hem trobat un nou autovector Uy = [(b7)2Wg] associat amb una energia Eo =
hw(2 4+ %) Reiterant el procés podem trobar un conjunt de solucions infinit
perd numerable:

Ty =0Ty ; E,=hwlw+3) ;v =0,1,23, (3.52)

Cal fer notar que no ens hem preocupat per la normalitzacié de les funcions
d’ona. Si considerem que les funcions estan normalitzades cal escriure 'equacié

(3.52a) en la forma®:
1

\Ilv:ﬁ

(b7)"Wy. (3.53)

Exercicis

1. Comproveu que l'aplicacié de I'equacié ¥, = (bT)?Tg sobre la funcié
Uy = Ce=¢/2 genera les funcions propies de 'oscil-lador:

v, (5) = CvHv(g)eig/Z

on (), és la constant de normalitzacié i H, és 'anomenat polinomi de

I'Hermite:
Hp(¢) =1 H3(¢) = 86% —12¢
Hy(6) =2 Hy(€) = 166" — 48¢” + 12
Hj(¢) = 4€% -2

8Una demostracié podria ser:

{ L L = e A= = g = e -,

= (v|bTblv) = v(v|v) = v

Analogament, a partir de (v|b b*|v), obtenim b¥|v) = /v + 1jv + 1), i, en conseqiiéncia,
[0) = - (b)"[0).
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2. Demostreu que no hi ha cap solucié de I'oscil-lador harmonic que no siga
alguna de les trobades a l'exercici anterior. (Intenteu fer I’exercici abans
de llegir aquest peu de pagina®). Ajuda: imagineu que existeix una fun-

9Farem la demostracié per reduccié a ’absurd. Imaginem D’existéncia d’una funcié ¥ de
manera que ¥ # (b*)k\Ilo. Aquesta funcié estard associada amb un autovalor E' que haura
de ser necessariament distint de qualsevol dels autovalors trobats a Pexercici anterior (per
que?). Escrivim E;, > E’' > E,,_;. Demostrarem en primer lloc que b"¥ = 0.

A partir de la desigualtat E,, > E' > E_, inferim que nhw > E' > (n — 1)hw. En
particular, E' — nhw < 0.

Si ¥ és una funcié propia lligada a autovalor E’ cal que hwbTb¥ = E'¥. Multipliquem
tots dos membres de I’equacié per b: hwbb™ (b¥) = E'(b¥). Apliquem la regla de com-
mutacié, [b,b7] = 1, amb la qual cosa hwb™b(b¥) = (E' — hw)(b¥). Repetim n voltes
aquesta operacié fins obtenir: hwbTb(b"¥) = (E' — nhw)(b"¥). Aquesta darrera equacié
presenta la paradoxa d’haver trobat un valor propi més baix que Ej (que és el minim valor
possible). La contradiccid s’evita si "% = 0.

En segon lloc demostrarem, per induccié, que si b"¥ = 0, aleshores ¥ o< ¥,,_1:

e Suposem que n = 1. A¢d equival a dir b¥ = 0, cosa que significa, excepte potser un
factor constant, que ¥ = ¥y.

e Suposem que n = 2. Agd equival a dir b¥*¥ = b(b¥) = 0, cosa que significa que
b¥ = ¥o. Multipliquem aquesta expressié per b*. Tenim que bTd¥ = bT¥y x ;.
Si comparem aquesta equacié amb la de valors propis de ¥; concloem que ¥ x ¥;
b Wo.

e Suposem que n = 3. Acd equival a dir b*¥ = b(b>¥) = 0, cosa que significa que,
excepte un possible factor de normalitzacié b>¥ = ¥y. Multipliquem aquesta expressié
per bT. Tenim que b b(b¥) = bT ¥y x ¥;. Si comparem aquesta equacié amb la de
valors propis de ¥ concloem que b¥ x ¥;. Multipliquem aquesta expressié per b™ i
obtenim que b0V x bTU; x W,.

e En general, si b"¥ = 0, aleshores ¥ o ¥,,_;. Amb a¢d queda demostrada la necessitat
que qualsevol valor propi de oscil-lador siga de la forma (b+)k\110.

Una demostracié simple de que el conjunt ((b+)° ¥y, v = 0,1,2,...) és complet (és a dir,
que no hi ha cap autofuncié que no se puga escriure en la forma (b7)"%, i que no hi ha
espectre continu) la podeu trobar en la referéncia [7]. La demostracié és relativament simple:
anomenem M a ’espai generat per la base ((b7)"¥o, v =0,1,2,...), Paq al projector sobre
aquest espai. Es obvi que £ Paq¥ € M, aleshores £ Pa¥ = Pl PP que reescrivim en
forma de relacié entre operadors: {Pay = PmEPam. Des d’aquesta igualtat inferim que
Pmé = PmEPmM, ates que PaPar = Pa per ser Pag un operador de projecci. Aleshores
concloem que £Pr = Pmé. Sabem que € és un conjunt complet d’operadors que commuten
(un operador que commuta amb £ ha de ser funcié de £ i independent del moment associat
p). Repetim el procés ara per demostrar que pPr = Ppp. Com p també és un conjunt
complet d’operadors que commuten (un operador que commuta amb p ha de ser funcié de
p i independent de la coordenada associada £), concloem que Paq ha de ser la identitat:
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ci6 ¥ no expressable en la forma (b*)* ¥, associada amb un valor propi
E', E], > E' > E! _,. Demostreu, en primer lloc, que b"¥ = 0. De-
mostreu, després, que si b”¥ = 0, aleshores ¥ « ¥,,_1, amb la qual cosa
queda demostrat 1’exercici.

3. Determineu el valor mitja de ’energia cinetica de I'oscil-lador harmonic
en un estat definit per ¥,. Ajuda: feu s dels operadors de creacié /
aniquilacié.

4. Determineu el valor mitja del moment lineal de l'oscil-lador harmonic
en un estat definit per ¥,. Ajuda: feu us dels operadors de creacié /
aniquilacio.

5. Determineu el valor mitja de la posicié de I'oscil-lador harmonic en un es-
tat definit per ¥,. Ajuda: feu us dels operadors de creacié / aniquilacié.

6. Determineu la desviacié quadratica mitjana de la posicié de I'oscil-lador
harmonic en un estat definit per ¥,. Ajuda: feu s dels operadors de
creacié / aniquilacid.

7. Determineu el valor mitja de ’energia potencial de 1’oscil-lador harmonic
en un estat definit per ¥,. Ajuda: feu ts dels operadors de creacié /
aniquilacié.

En resum, hem observat que ’energia de ’oscil-lador harmonic esta quan-
titzada i els nivells d’energia estan igualment espaiats. L’energia de l’estat
fonamental és diferent de zero (Ey = %hw), cosa que indica que 'oscil-lador
no pot estar en repos. Aquest resultat és una conseqiiencia del principi de
Heisemberg: si ’energia FEj fos zero, serien zero tant 1’energia cinética com la
potencial (perque sén magnituds positives). Que D’energia cinética siga zero
vol dir que el moment lineal estd perfectament definit: és zero, per la qual
cosa la seua imprecisié, Ap també val zero. Que ’energia potencial val zero
vol dir que loscil-lador esta localitzat i fix a 'origen de coordenades (impre-
cisi6 Az = 0). En conjunt, ApAz = 0, la qual cosa estd en contradiccié amb
el principi de Heisemberg.

Una altra cosa interessant que trobem és la similitud que hi ha entre les
funcions d’ona de l'oscil-lador harmonic i les de la particula en una caixa

P = Z, cosa que vol dir que Pespai expandit per autovectors ((b7)* ¥y, v =0,1,2,...) és
I’espai complet.
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monodimensional. En tots dos casos el nombre de nodes de I’estat fonamental
és zero i creix d’unitat en unitat per als successius estats excitats. A¢o no
succeeix per casualitat. Tots el problemes unidimensionals tenen idéntiques
propietats (ho demostrarem més endavant). El motiu pel qual el nombre de
nodes creix a mesura que augmentem ’energia dels estats considerats té a
veure amb el fet que I’energia cinetica esta relacionada amb la curvatura de la
funcié d’ona (d?/dz?). Un creixement de la curvatura comporta que la funcié
canvie de signe un major nombre de vegades. En altres paraules, com que hi
ha una major contribucié a l’energia cinetica per a valors elevats del nombre
quantic, la funcié d’ona es torna cada volta mes arrissada a mesura que creix
aquest nombre.

En el limit classic de grans nombres quantics, la probabilitat quantica pre-
senta una envolupant tipus parabola amb una probabilitat que és major sobre
els extrems que a l'origen, d’acord amb la probabilitat classica de presencia
que és inversament proporcional a la velocitat, la qual és maxima a l'origen i
minima als extrems de maxima amplitud.

Hi ha també un creixement de I’energia potencial a mesura que creix el
nombre quantic. El motiu és que a mesura que creix el nombre quantic la fun-
ci6 d’ona s’estén sobre un interval major de desplagaments (és a dir, augmenta
Pamplitud d’oscil-lacié). Aquest fet permet l'oscil-lador arribar a regions de
major energia potencial.

Hi ha, finalment, una probabilitat finita de trobar ’oscil-lador en qualsevol
lloc de leix (excepte als nodes). Classicament l'oscil-lador esta confinat a la
regid en la qual ’energia potencial no excedeix I’energia total. Aquesta proba-
bilitat finita de trobar 1’oscil-lador en una zona classicament prohibida podria
semblar una paradoxa (un oscil-lador amb una energia potencial major que la
seua energia total!). La paradoxa és inexistent, perd. La cosa que s’afirma
és que, en realitzar una mesura de la posicid, hi haura una probabilitat finita,
de trobar el sistema fora de la regi6 classica (després de feta la mesural). I
és que en fer la mesura pertorbem el sistema de manera que li proporcionem
I’energia que cal per a entrar en la regid classicament prohibida: una mesura
de la posicid introdueix una imprecisié en el moment lineal i, en conseqiiéncia,
en l'energia cinética. Aquest fenomen és conegut com efecte tunel. Fenomens
tals com la radiactivitat natural tnicament sén explicables amb el concurs
d’aquest efecte quantic.
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Per a un sistema de més d’una particula vibrant harmonicament sempre
podem escriure un hamiltonia con una suma d’hamiltonians independents que
descriuen Poscil-lacié del diferents modes normals'®. Per a dos modes normals
tenim:

E=T+To+Vi+Vo>H=H +H (3.54)

Si succeeix que ’}:11@1 = F1®, i que 7:[2492 = F5®,, aleshores:
(H1 + o)1 By = (B + Ey) 1P, (3.55)

En el cas de l'oscil-lador harmonic unidimensional no hi ha estats degen-
erats. Si que podem trobar degeneracié en el cas un sistema amb dos (o0 més)
modes de vibracié que presenten la mateixa constant de forca. Si anomenem
(v1,v2) els nombres quantics tenim que l'estat fonamental vindra etiquetat
com (0,0). El primer nivell excitat d’energia esta doblement degenerat: (1,0)
i(0,1).

3.3 Moviment rotacional

L’exemple més senzill de moviment rotacional és el d’una particula de massa
m a la qual s’ha donat un impuls inicial i es mou estacionaria seguint una
trajectoria circular constant de radi r. La particula presenta tan sols energia
cinetica. A I’hora de resoldre el problema del calcul dels seus estats estacionaris
assumim una orientacié d’eixos tal que la rotacié s’efectue sobre el pla XY, és
a dir, que el moment angular apunte en la direccié Z. A més a més, la simetria
circular del problema ens suggereix la utilitzacié de coordenades polars (r, ).

L’energia classica de la particula és F = ﬁ(p% + pZ) La substitucié
de magnituds fisiques per operadors mecanoquantics condueix a la segiient
hamiltoniana: ) ) )

. h 0 0
H=———| 55 +755 3.56
2m (8332 8y2> (3-56)

a la qual cal afegir la restriccié de radi r constant. Aquesta lligadura és facil
d’imposar si treballem en coordenades polars. Les equacions del canvi de
coordenades sén les segiients'!:

2=z +y* ; tanf =y/z — 0 = arctan(y/x) (3.57)

10Per a més detalls sobre modes normals cal acudir al curs d’espectroscopia.

1En relacié a lescriptura de Phamiltonia en coordenades distintes de les cartesianes resulta
interessant llegir Particle de H.G. Kjaergaard i O.S. Mortensen[8]. També és recomanable
la lectura d’A. Messiah[11] p. 61-62 i 319ss. Encara que ’hamiltonia classic estiga escrit en
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Per a les derivades parcials tenim'?:

0 90 d 0 0 d
@),-@),@ - GGG e
92 920\ d 00\ ? d?
(W>y_ <w>y@ + (7) a0 (3:59)
92 920\ d 9\? d2
(o).~ (&) + (&), 3 (360
9 LN (20 (2% AN AN IS
oz2  oy?2) |\ 0x2 y oy ) ., oz ), oy ) .| do?
(3.61)
Tenint en compte l'expressié de 6, (3.57),

026 920 00\ 2 A
=7 7)Y =0 ;. (Z ) = = 62
<3x2>y+ (3y2>x v <3w>y " <3y>x r? (362

Apartir d’aquests resultats I’hamiltonia es pot escriure finalment:

a
do

- h? d?
H=————. 3.63
2mr? df? (3.63)
Aquest mateix resultat (3.63) s’hauria pogut assolir de manera més directa si
haguerem partit de I’energia classica en termes del moment angular:

g

2I
coordenades canoniques conjugades poden apareixer problemes en el transit a la mecanica
quantica. Evitarem alguns problemes si efectuem l’esmentat transit utilitzant coordenades

cartesianes i després canviem a les coordenades més adients a la simetria del problema sota
estudi.

I = mr? (3.64)

12Una, guia senzilla per a obtenir aquestes equacions és tenir present que tant z com y
varien en el moviment circular, aleshores, en coordenades cartesianes, cal considerar funcions
F(z,y). Tanmateix, la constancia de r fa que aquesta mateixa funcié F(z,y) tinga, en
coordenades polars, inicament una variable: ¥(6) = F(z,y). Si volem derivar ¥ respecte
de la variable z fixant alhora y cal fer el segiient:

(3, -(230),(2),+(3),(3),-(3) (2)

la darrera igualtat deriva de la constancia de r.
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on hem identificat L amb L,, és a dir, hem assumit ’orientacié d’eixos esmen-
tada al principi de la seccié. Ara podem escriure L, en termes de moments i
coordenades, L, = zp, — yp, 1 passar a mecanica quantica:

L, = §(xa%_y3%)
S OIRTONE
= teE-vH) &
_’ﬁzz%le (3.65)

equaci6 que portada a (3.64) condueix directament a (3.63). A més a més, la
comparacié de (3.63) i (3.65) evidencia que H i L, commuten, la qual cosa
significa que tenen un conjunt complet de funcions propies comunes. Podem
resoldre I'equacié de valors propis de L, (que és més facil que resoldre la dels
valors propis de H per ser L, un operador diferencial de primer ordre en lloc
de ser de segon ordre com ’}:l) i imposar les condicions de contorn. Aco equival
a resoldre ’equacié de valors propis de H pero és tecnicament més senzill.

L’equacié de valors propis de L, és la segiient'3:

h d¥ .

——p =mhv = V() = ™. (3.66)
La imposici6 de les condicions frontera, ¥(6) = ¥ (0 + 2), obliga que m sols
puga assumir els valors m =04+ 1+£2.... Els valors per a ’energia els podem

obtenir directament per substitucié de (3.66) en (3.63):

h?

E(m) = ﬂm

(3.67)
Veiem, doncs, que excepte I'estat fonamental, m = 0, tots els altres estats sén
doblement degenerats, cosa que pot traduir-se dient que, d’acord amb la in-
tuicié fisica, 'energia és independent del sentit de rotacié. En el cas de I'estat
fonamental, m = 0, com que l'energia val zero, no podem trobar dos movi-
ments distints d’igual freqiiéncia un cap a 'esquerra i 'altre cap a la dreta, i
no hi ha, aleshores, degeneracio.

Un altre detall que cal ressaltar és que el valor m = 0 és acceptable perque
no condueix a una funcié nul-la en tots els punts. Condueix a la funcié constant

13Escrivim el valor propi en la forma (mh) per una pura qgiiestié de presentacié de resultats.
Cal fer notar que m esta absolutament indeterminat.
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¥ = (27)~'/2. La interpretaci6 en termes de probabilitat d’aquesta funcié és
la segiient: en realitzar-se una mesura de la posicié del rotor trobarem que tots
els punts de la circumferencia de radi r presenten igual probabilitat de presen-
cia. Podriem objectar que la funcié contradiu el principi de Heisemberg'*
atés que des de la regla de commutacié, [0, L.] = [0, —ih%] = 1h, s’infereix la
segiient relacié d’incertesa: AOAL, > /2. No obstant aix0, quan el sistema
estd a D'estat fonamental, tenim que L, = AL, = 0, mentre que el 6 € [0, 27].
Vol dir que AGAL, = 0?7 La resposta a aparent paradoxa és que quan el
rotor gira realitza més d’una volta, és a dir, el valor de 6 s’estén des de 0 fins
a2nm amb n = 1,2,3,.... Ens trobem enfront d’un producte indeterminat
(0 - 00), la determinacié del qual estd d’acord amb el principi de Heisemberg.

La condici6 de contorn ¥(#) = ¥(f + 27) pot ser contemplada com una
restriccié sobre els valors de la longitud d’ona que evita que es produisquen in-
terferencies destructives en ’ona associada amb el rotor. En efecte, imaginem
que la longitud d’ona té un valor arbitrari. La funcié d’ona varia al voltant de
Panell a mesura que ’angle canvia des de 0 fins a 27. Finalitzada la primera
volta la variable f assumeix valors majors que 27, encara que el rotor torne a
correr el mateix cami. Si la longitud d’ona és arbritraria, la fase de 'ona en el
segon circuit no coincidird amb la del primer circuit. Al cap de moltes voltes
I’amplitud total sera zero per a quasevol angle 8 a causa de la superposicié dels
valors positius i negatius de les amplituds dels successius circuits. Aleshores,
la probaliblitat total de trobar la particula dins ’anell és zero. Es recupera
una situacié fisicament satisfactoria en obligar la longitud de la circunferencia
a ser un multiple sencer de la longitud d’ona. En el qual cas els nodes o punts
d’amplitud zero i antinodes, o punts d’amplitud maxima, coincideixen en els
successius circuits i 'ona no s’autoaniquila'®.

En representar les funcions d’ona normalitzades W,,(0) = (1/2x)Y/2e"™9,
podem observar una connexié entre el nombre de nodes i el valor del moment
angular: a mesura que el nombre de punts nodals augmenta, també ho fa
el moment angular perque la funcié es fa més arrissada. Aquest fenomen ja
fou comentat en I'exemple de la caixa i l'oscil-lador, per aquest motiu no hi
abundarem més.

14¥s interessant que llegiu respecte d’aquestes qgiiestions R.A. Harris i H.L. Strauss[5].

15 Aquest és el tipus de raonament amb el qual De Broglie justifica el postulat de Bohr de
quantificacié del moment angular.
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Exercicis

1. Els anomenats diagrames de correlacié sén excepcionalment ttils per a
discutir propietats fisiques de molecules. Obtenim un diagrama de cor-
relacié quan el potencial en el qual es mouen els electrons canvia de
manera que el sistema passa de manera continua d’una a altra configu-
racio. Estudieu la correlacié entre estats i els seus creuaments quan una
caixa bidimensional quadrada de dimensions 2Lx2L es deforma continu-
ament fins formar una caixa rectangular de dimensions 4LxL (Noteu que
la deformacié no canvia les mesures de la caixa).

2. La substitucié electrofilica dels composts m-electronics pot ser discutida
en termes de perdua d’energia d’activacid en la formacié dels anomenats
intermedis de Weeland. Aquesta inestabilitzacié energetica deriva de la
localitzacié d’un parell d’electrons 7 en el nou enllag o format. Discu-
tiu la distinta reactivitat del benze i hexatrie sobre la base d'un model
d’anell i un model de caixa monodimensional, de la mateixa longitud i
que contenen 6 electrons independents. Els esmentats electrons ocupen
doblement els tres estats més baixos tant de la caixa (hexatri¢) com de
lanell (benze). En formar-se I'intermedi, Panell es ”trenca’per a formar
dues caixes de longituds L/6 i 5L/6 amb 4 i 2 electrons respectivament
(L és la longitud de lanell). De la mateixa manera, la caixa tambe es
trenca per a donar lloc a dues caixes de longitud L/6 i 5L/6 amb 4 i
2 electrons respectivament (substitucié sobre un extrem). Alternativa-
ment la caixa es pot trencar per a donar lloc a tres caixes de longitud
2.5L/6, 2.5L/6 i L/6 amb 2, 2 i 2 electrons respectivament (substituci6
sobre els carbonis centrals de I'hexatrie).

3. Estudieu el moviment d’una particula restringida a moure’s dins d’un
disc de radi r. Feu s de coordenades polars. Separeu variables. Com-
proveu que aquella part de la funci6é d’ona que depén de angle coincideix
amb la funcié d’ona de la particula en un anell estudiada en la present
seccid. La part radial déna lloc a una equacié diferencial de Bessel,
la solucié de la qual podeu trobar-la en qualsevol llibre de matema-
tiques. Més recomanable seria que feu s d’un programa de calcul sim-
bolic (MAPPLE o MATHEMATICA) per a trobar aquesta solucié.

4. Estudieu el moviment d’una particula restringida a moure’s dins d’una
esfera de radi r. Feu s de coordenades esferiques. Separeu variables. La
part radial torna a ser una equacié diferencial de Bessel. Comproveu que
la part angular és igual a la funcié de les rotacions en tres dimensions
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que estudiarem en la segiient seccié.

3.4 Propietats generals dels problemes monodimen-
sionals

. . Ld . e 2

A Defecte de simplificar la notacié assumirem, en la present seccid, que 2h_m =
1. Fent us d’aquestes unitats, qualsevol problema de calcul d’estats lligats
estacionaris de sistemes monodimensionals déna lloc a una equacié que és un

cas particular de equacié segiient!®:

y' +(E—-V(z))y=0. (3.68)
amb la condicié frontera que la funcié (y) ha d’ésser zero per a valors extrems
de la variable independent'”: 4(2min) = ¥(Zmaz) = 0.

Demostrarem tot seguit que per a qualsevol problema monodimensional,

1. No hi ha estats degenerats

Comencem la demostracié definint el Wronskid W (y1,y2) de dues fun-
cions y1, yo:
W (y1,42) = Y19 — Y1 92- (3.69)

Si tenim dues solucions particulars z; i z2 de les equacions:

2+ Fi(z)z1 =0 (3.70)
28+ Fy(z)zy =0 (3.71)

resulta evident que'®:
21122 — leg = —(F1 — FQ)leQ (3.72)

16 Aquestes equacions diferencials presenten un (o més) punts anomenats punts de retorn,
turning points en angles, que representem per zrp, i que és defineixen com aquells punts
en els quals el potencial V(zrp) = E. Mecanoclassicament representen punts d’energia
cinetica zero, cosa que té una correspondencia mecanoquantica, ates que en aquests punts la
curvatura y” és zero, com podem comprovar a partir de I'equacid 3.68 (recordeu que ’energia
cindtica és proporcional a la segona derivada!). La mateixa equacié 3.68 ens diu que y” és
zero si y = 0, excepte aquests punts de retorn.

17 Aquesta condicié impedeix que el sistema escape, és a dir, assegura que el sistema siga
lligat.

8 Multipliquem (3.70) per 22, (3.71) per z; i restem.
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Per una altra banda, amb la definicié (3.69) calculem la derivada del
Wronskia W (z1, z2):

W(z1,20) = — (2120 — 2125) = — (2 2 + 212 — 2\ 25 — z12)  (3.73)

Finalment (3.72) i (3.73) impliquen que
W(ZI,ZQ)I = (F1 — FQ)leQ (3.74)

Per integracié entre dos valors arbitraris a i b obtenim:

b
W (1, 20)]E = / (Fy = By) 212 da. (3.75)

a

Amb aquest resultat tornem al principi de la demostracié. Imaginem
que y; i yo sén dues funcions propies degenerades d’una mateixa equacié
diferencial de valors propis amb valor propi E. Tenim que:

vl + (B~ V(@) =0\ nep _ )
5 Vg —0) " Wl = 0= W) . :fm)

Les condicions frontera, y(Zmin) = Y(Zmaez) = 0, obliguen que k = 0,
amb la qual cosa, y—i = z_;’ és a dir, dlny; = dInys, d’on se segueix que
y1 X y2. Com cal normalitzar a posteriori les funcions, hem trobat en
realitat que y; = yo. En altres paraules, no hi ha més que un estat amb

valor propi E, o, el que és el mateix, no hi ha degeneracié.

2. Hi ha seqiienciacié nodal: si Fy > F; — ny > ny (n; representa el
nombre de nodes o zeros de la funcié y;).

Imaginem dues funcions propies y1, yo lligades a autovalors Fo > Ej.
Volem demostrar que ne > ny. Imaginem que a,b sén dos zeros conse-
cutius de la funcié y; (y1(z = a) = y1(z = b) = 0). Amb el concurs de
(3.69) i (3.75), tenim que:

Wy, u2)lh = y1()ya(b) — i (b)y2(b) — y1(a)yy(a) + yi(a)ya(a)
y1(a)y2(a) — vy (0)y2(D)

= (E1—E2) | yiyp dx

Se—
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on té especial interes la darrera igualtat:

b
v (a)y2(a) — v (Bya(b) = (By — By) / ppde  (3.77)

a

Es obvi, per una altra banda, que el signe d’una funcié no pot canviar en-
tre dos zeros consecutius: partint del primer zero la funcié creix/decreix
fins assolir un maxim/minim, passat el qual decreix/creix fins assolir el

!
[N a
segon zero. Aleshores, necessariament, Z}((b)) <0.
1

Suposarem que entre els zeros consecutius a i b, y; > 0. En tal cas,
yi(a) > 01y)(b) <0. (La demostraci6é que caldria fer, en cas de ser la
funci6 negativa, seria del tot similar a la present.)

Fixem-nos ara en ys. Cal que yo tinga almenys un node entre a i b. En
efecte, si yo no té cap node dins linterval (a,b), no canvia de signe en
tot interval i és impossible el compliment de (3.77).

Concloem, doncs, que si s > FEy, entre cada dos nodes de la funcié yy, la
funcié yo presenta almenys un node. Com assumim l’existéncia de nodes
als limits z,,in 1 Zmaee, concloem que si By > FEy aleshores no > ny. Es
pot demostrar també que, en particular, I’estat fonamental no presenta
nodes.

. Si el potencial V (z) és parell, hi ha una alternanga parell /imparell

dels estats propis. L’estat fonamental és parell.

Si V és parell, aleshores H és parell, motiu pel qual les seues funcions
propies seran parelles o imparelles. Com hi ha seqiienciacié nodal i és
evident que les funcions amb un nombre imparell de nodes no poden ser
funcions parelles, trobem ’esmentada alternanca de paritat.

3.5 Rotacions en tres dimensions. Moment angular

L’energia classica de rotaci6 és L?/2I, amb la qual cosa 'operador hamiltonia

519,

sera "

19A diferencia del que passava amb les rotacions sobre un anell, ara hi ha llibertat de
rotacié sobre quasevol eix i no és licita la identificacié de L i L..
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. L2

H=——

21

Les funcions propies de 7 i L? sén identiques i els seus valors propis difer-
eixen amb un valor constant (27). Trobar els estats estacionaris del rotor rigid

(3.78)

tridimensional equival a trobar les solucions de ’equacié de valors propis de L2.

L’expressid classica del moment angular és la segiient:

T J k
L=FAp=|z vy =z (3.79)
Pz Dy Pz
L’expressié quantica és, doncs,
i j k
L=#Np=—ih| = y z (3.80)

0/0x 0/0y 0]0z

En termes de components tenim que, L? = ﬁ{% + I:z + IE, amb:

f/z = Yp:— 2Dy = —ih(y%—z%)
L, = —(xp,—2zpy;) = —1ih (za% — xa%) (3.81)
L, = zpy—ypa = —ih(afy—yf)

Demostrarem que els components individuals del moment angular commuten
amb el quadrat del modul, perd no commuten entre si. Per a fer aquesta
demostracié cal tenir en compte la coneguda regla de commutacié moment-
coordenada [z, p;] = ih. Calculem [ﬁz,f/y]:

iy = Duly— Ik
(y Pz — 2 Py) (2 P — % Pz) — (2 Pz — T P2)(y P2 — 2 Py)
YDPaP2% + TPyz2Pz — YP22Pz — TPyD-Z

(z Dy — Y Pe)(2 Pr — P22)

Zh($ ﬁy -y ﬁ:z:)

A

= 4hlL,.
De manera semblant calculem la resta de commutacions. En resum tenim que:
T
Ly,L,| = ihL, (3.82)

[ﬁz, ﬁm} = kL,
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Estudiem ara les commutacions de L2 amb les seues components. Consid-
erem la commutacié amb la seua component L,:

[LQ, f’Z] = [f’:%v f’Z] + [i’?pLZ] + [f’gv f’Z]

Considerem el primer sumand:

2,1, = ﬁfiﬁ — L, L,L,

xT
= Ly(—ihLy+ L,Ly) — (ihLy + LyL,)L,
= —ih(LyLy + LyLy)

A A

Analogament [f‘12/’ L,) = +ih(LyLy, + L,Ly).

Com que, Obviament, [fjg,ﬁz] = 0, tenim que [ﬁ,ﬁz] = 0. En conjunt
tenim que:

[L2,L;) = [L?,Ly) = [L?,L,] =0 (3.83)
Conseqiiéncia de (3.82) i (3.83) és que podem coneixer, simultaniament, tan
sols el modul del moment angular i una (qualsevol) de les seues components.
Es tradici6 anomenar z a la component que és coneguda simultaniament amb
el modul del moment angular??

De les regles de commutaci6 (3.82) i (3.83) es dedueix x que hi haurd almenys
un conjunt complet de funcions propies simultanies de L2 i cadascun dels seus
components. Pero no hi haura cap conjunt complet simultani de L2 i més d'un

component21 .

Resoldrem ara el problema de valors propis del quadrat del moment angu-
lar. La simetria del problema ens aconsella treballar en coordenades esferiques:
z =rcosf

x =rsinfsin¢

y = rsinfcos ¢

20Cal adonar-se que anomenar z el component conegut del moment angular és una pura
convencié. L’etiqueta z no té res d’especial.

2! Acod no significa que no hi pot haver alguna funcié propia comuna. El que no hi haura
és un conjunt complet. Ve al cap del lector alguna funcié propia simultania dels quatre
operadors? Si el modul del moment angular és zero, cal que siguen zero tots i cada un
dels seus components. En aquest cas hi ha un coneixement exacte i simultani de tots els
components del moment angular.
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Procedint de manera analoga a com ferem el canvi de coordenades per al cas
de rotacions en un anell tenim que:

L, = —ih(yg—zg)

= —zh[rs1n9cos¢<&g+&89+ 9z 09

Creosg (2r9 000 090
TS\ Gy ar T ayae T oy 94

or o 960 a¢a>

Després d’un treball prou laboriés arribem a:

Ly, = —ih <cos¢% — cot HSinqS%) (3.84)
L, = —ih (—sin¢% — cothosqS%) (3.85)
L,= —z’ha% (3.86)

2= _n? <Sir119% sinQ% + ﬁ%) (3.87)

Per trobar els autovalors i les autofuncions de L2 explorem en primer lloc la
separacié de variables. Es a dir, estudiem la possibilitat que una funcié de
la forma ¥ (6, ¢) = O(0)P(¢) puga ser una solucié particular de ’equacié de
valors propis segiient:

L2U(0, §) = \T(0, ). (3.88)

Substituim L2, equacié (3.87), i T(0,$)=0(0)(¢) en (3.88). Després
d’algunes manipulacions algebraiques s’arriba a:

sin29[( 1 0 a@> AG)]_ 182<I>:ﬁ (3.89)

— sinf— —0| =—-—=—
S sin f 06 00 K2 d 0?2
equacié que confirma la separacié de variables. Cal adonar-se que la part
de l'equacié corresponent a ® presenta una solucié immediata. Anomenant
m = '/? tenim que ®,, = ¢"?. Els valors de m (m =0+ 1=+2...) sén de-
terminats a partir de la condici6 de contorn ®,,(¢) = @, (¢ + 27). Més dificil
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resulta trobar la solucié per a © fent s de metodes estandard de desenvolu-
paments en séries de poténcies. Un cami alternatiu ve donat pel metode de
la factoritzacid, o, el que és el mateix, pels operadors ascendents/descendents.
Tot seguit farem s d’aquest metode. Avancem-ne préviament, pero, els re-
sultats.

Trobarem que les funcions Oy, (¢) depenen de dos nombres quantics: £
i m. Com sempre, els seus valors deriven de les condicions frontera. En
particular resulta que ¢ = 0,1,2,3,... im =0+1,£2,--- £ /. Noteu que
m és el nombre quantic que apareix en la integracié de I'equacié diferencial
corresponent a ®. El motiu pel qual també apareix aci és que les dues equacions
diferencials, la de la © i la de la @, estan igualades a una mateixa constant § =
m?. La funcié completa Yy ,,(0,4) = O, jm|(0) Pim(¢), s’anomena harmonic
esferic. El seu autovalor associat resulta ser A = £(£ 4 1)R2.
Apliquem tot seguit el metode dels operadors ascendents/descendents per
a obtenir els autovalors del moment angular. Comencem agafant una certa
autofuncié ¥ de L, i L?: .
L2V = ¥ (3.90)

L, =pU (3.91)

(dbviament o > $2: el quadrat del modul d’un vector és sempre major o igual
que el quadrat d’un dels seus components).

Definim els operadors: R A A
Ly =1Ly+il, (3.92)
fo—f,— iﬁy. (3.93)
Estudiem les seues commutacions amb 1/35 i f,z:
(Lois] = [Lolotil)]
_ Lf,Lx] i L. Ly (3.94)

= 121, i |12, 1] (3.95)
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Treballarem amp\els operadors Ly de la manera segiient: partirem d’una
funcié ¥ propia de L? i L, i, mitjangant I’aplicacié d’aquests operadors, gener-
arem unes altres funcions. Finalment, ens preguntarem com es comporten
aquestes noves funcions (f/i‘lf) enfront dels operadors de moment angular.

Les equacions (3.94) i (3.95) permeten escriure:
LA(L.0) = Lo 12T = (L. ) (3.96)

Lo (LsW) = (Lal, £ hLs)¥ = (8 + h)(L0) (3.97)

Les equacions (3.96) i (3.97) mostren que els operadors L. actuen sobre
les funcions/Pr(‘)pies del moment angular generant unes altres funcions també
propies de L? i L,. Aquestes noves funcions propies presenten el mateix nom-
bre quantic £ que les funcions de partida. El seu nombre quantic m és una
unitat major/menor que el de les esmentades funcions originals.

Considerem ara dues funcions ¥ i ¥,,, amb idéntic modul («) del moment
angular i amb el major (8ys) / menor (f3,,) valor possible del component z de
Pesmentat moment. D’acord amb (3.97) tant Paccié de 'operdor IAJ+ sobre
Vs com 'accié de 'operador L sobre W,,, han de donar lloc a zero. En cas
contrari ens trobariem en la paradoxa d’assolir valors majors/menors que els
maxims/minims possibles per al component z del moment angular. Aleshores
podem escriure que:

Lyl Up=0 — (I2—L24+80)Tm =0 — a=LBn(Bm—"h) (3.98)

Ll Uy=0 - (I2-L2—hl)Ty =0 — a=PBuBu+h) (3.99)

Des de (3.98) i (3.99) inferim que Sy = B +nh,n =0,1,2,3,... Aleshores cal
que Sy = —fm = (n/2)h. Si anomenem ¢ = n/2 tenim que Sy = —fm = ¢h,
on £ es un nombre enter o semienter. En resum tenim que:

o =0+ 1)R? : £=0,1,1,

[\e][o%)

- (3.100)

B =mh ; m=0,+3,£1,+3,... ¢ (3.101)

Observem que la solucié assolida és més general que la trobada resolent
I’equacié diferencial. Alli, com una conseqiiéncia de la imposicié de les condi-

cions frontera, ®(¢) = ®(¢ + 27), m havia de tenir valors enters??. Tenen

22D altra manera la funcié no seria uniavaluada i ona associada al rotor s’autoanul-laria
mitjancant interferéncies destructives.
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algun sentit les solucions de moment angular fraccionari? Cal rebutjar aque-
stes solucions per manca de sentit fisic? De cap manera. El que passa és que,
malgrat que la mecanica quantica de Schrédinger és no relativista i ’'espin no
surt com una conseqiiencia dels postulats, presenta una estructura matematica
que permet incloure’l com un postulat addicional sense causar cap desajust.
Sembla com si aquesta mecanica estigués preparada per a incloure aquesta
nova magnitud en la seua formulacié. D’aco en parlarem, pero, en la proxima
seccio.

3.6 L’espin. Experiment de Stern i Gerlach

Des d’un punt de vista del efectes magnetics classics que se’n deriven, una
particula de massa m i carrega electrica e que, dotada d’un moment angular
L, efectua una orbita tancada, pot ser assimilada a una espira situada sobre
I’esmentada orbita a través de la qual circula un corrent eléctric 7. Aquest
corrent origina un moment magnetic p en la mateixa direccié que L. El sentit
de p i L sén identics si e és positiva i oposats si e és negativa.

23

Mostrarem el que hem afirmat en el cas d’una orbita circular La in-

tensitat de corrent ¢ és, per definicid, la quantitat de carrega eléctrica que
travessa una seccié de 'espira per unitat de temps: i = dg/dt. Si hi ha una
carrega total e al llarg d’una circumferencia de longitud 277, podem definir

la densitat lineal de carrega p = 5. La carrega dgq present en un element

d’espira de longitud dI sera dg = pdl = 55-dl. En termes de p la intensitat

por ser expressada com: i = dq/dt = p%. Ara be, % representa la velocitat v

en que la carrega recorre I'espira. Podem escriure, doncs, 1 = 5-.

Ara recordem que una espira d’area S per la qual circula una intensitat de
corrent ¢ presenta un moment magnetic que és proporcional a la intensitat i la

superficie: i =14S. Si anomenem 7 al vector unitari en la direccid S, escrivim:

fi =iSi, on S = mr.

La substitucié de la férmula de la intensitat en la del moment magnetic
déna lloc a i = £2ar?i = €5 = 5= L, on L és el moment angular de la

particula que gira.

23Es clar que el caracter circular de ’orbita és una restriccié innecessaria. Totes les con-
clusions a qué arribarem poden aplicar-se a qualsevol orbita tancada. Triem el cas circular
perque resulta especialment senzill i didactic.
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Si efectuem el transit a la mecanica quantica, substituim magnituds fisiques
per operadors:

e -
W= —1, 3.102
v ( )

Incidentalment, si la particula presenta un moment angular L = 0, el seu
moment magneétic associat també sera zerot.
afectada per la presencia de camps magnetics. Contrariament, si la particula
presenta un moment angular no nul, també presentara moment magnetic no
nul i, en preséncia d’'un camp magnetic inhomogeni, es veura sotmesa a una
forca que tractara de dirigir-la cap a regions on la interaccié camp-dipol siga
minima. En efecte, sabem que I’energia d’interaccié entre un camp d’intensitat
magnetica B i un dipol p val:

Aix0 vol dir que no es veura

E=—-u.B (3.103)

Motiu pel qual la forca (gradient canviat de signe) sera:

_ (%) _F - (%f) (3.104)

En conseqiiencia, I'accié d’un camp inhomogeni sobre un feix de particules
en un estat P, (( = 1,m = 1,0,—1), produirad un desdoblament del feix de
particules en tres feixos. (El feix de particules de component p, = 0, que és
la continuacié inalterada del feix inicial, el feix de particules de component p,
positiu i el feix de particules de component i, negatiu. Aquests dos tltims
feixos mostraran desviacions oposades).

Stern i Gerlach van fer passar feixos d’atoms a través d’un camp mag-
netic inhomogeni. La idea subjacent era mostrar la quantificacié del moment
angular. En mecanica classica no hi ha quantificacié i qualsevol orientacid
(qualsevol component z) és possible. L’efecte d’un camp magnetic inhomogeni
hauria de provocar que el feix inicial s’obris en un ventall continu de feixos
més o menys desviats segons el valor del component z del moment angular
de cada particula individual incident. Contrariament la teoria quantica sols
permet certes orientacions i un conjunt discret de feixos desviats. L’experi-
ment mostra de seguida com la teoria quantica resulta victoriosa: no importa
quina mostra s’utilitza, mai no hi ha un ventall continu de feixos més o menys
desviats, sempre emergeixen del magneto un conjunt discret de feixos.

24Més endavant demostrarem que hi ha estats, anomenats de tipus S, que presenten mo-
ment angular nul.
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La sorpresa esclata en fer passar un feix d’atoms de plata en el seu estat
fonamental: n’emergeixen dos feixos. Aquest resultat inicament és compatible
amb Dlexisténcia d’'un moment angular fraccionari (¢ = 1/2, amb la qual cosa
m = —1/2,1/2). Ara bé, cal que ¢ siga enter. Es més, de la mateixa manera
que lestat fonamental de I'atom d’hidrogen, I'estat fonamental de 'atom de
plata, estat 'S, presenta moment angular nul?®>. Més encara, si acceptem el
contrasentit £ = 1/2 i acudim a (3.102) trobem un altre desajust: el moment
magnetic teoric, calculat amb (3.102), resulta ser la meitat del que caldria,
segons (3.104), per a poder desviar els dos feixos la magnitud que experimen-
talment s’observa.

Podem harmonitzar els resultats experimentals amb la teoria quantica del
moment angular desenvolupada fins ara en postular que, a més a més de la
massa i la carrega electrica, 1’electré posseeix una altra magnitud intrinseca:
un moment magnétic associat amb un moment angular que anomenem espin,
S , de modul @h i component S, = :l:%h. Aquest moment no té una imatge o
correspondencia classica. No hi ha cap motiu, doncs, que obligue el compliment
de (3.102). Hi ha, de fet, un substitut de (3.102) per al cas de moments d’espin:

fig = —8. (3.105)
m

En resum, de la mateixa manera que la massa o la carrega electrica, ac-
ceptem 'espin com un fet experimental i elevem 'equacié (3.105) a categoria
de postulat?6.

3.7 Suma de moments angulars

Si hi ha diverses fonts de moment angular, el moment angular total és suma
vectorial de moments angulars individuals. A D'efecte de notacié escriurem,

%5 Avancem aquest resultat que serd evident quan estudiem atoms polielectronics (capitol
6).

26Cal dir que si en lloc de generalitzar la mecanica quantica des de la mecanica classica a
la manera de Schrédinger, quantifiquem les equacions de la mecanica relativista a la man-
era de Dirac, 'espin surt de manera natural i no cal que siga introduit a pedal. El marc
matematic de la teoria quantica no relativista no és, pero, incompatible amb ’espin. De
fet, la teoria general del moment angular sembla com si li guardés el lloc. Recordem que en
mecanica classica relativista la for¢a de Lorentz (i en general el magnetisme) és una forga
electrica aparent que deriva de les transformacions de Lorentz d’espai i temps i no és un
efecte mou com en mecanica classica no relativista, en la qual, tot i estar els camps eléctric
i magnetic intimament interelacionats no s’afirma que sols hi ha camps eléectrics i que els
efectes magnetics sén derivats de les transformacions de coordenades de sistemes mobils.
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mentre no s’indique el contrari, / per indicar el moment angular orbital, §
per indicar el moment angular d’espin i j per indicar el moment angular total
(orbital més spin) d’un tnic electr6. Per al cas d’un sistema polielectronic,
L fa referéncia al moment angular orbital total, S al moment d’espin total i
J al moment angular total. Els nombres quantics associats s’escriuran amb
la mateixa lletra sense l'accent circumflex. Finalment, J; fa referéncia a un
moment angular qualsevol d’un sistema polielectronic associat amb el nombre
quantic 7;.

Fet aquest aclariment, imaginem dos _moments angulars d’un mateix sis-
tema amb la propietat que els operadors JZ, J2, Jis i Jos commuten, és a dir,
tals que la seua mesura simultania siga compatible. Com que hi ha quatre
operadors que commuten entre si, hi haurad un conjunt complet de funcions
propies comunes als quatre. Per una altra banda hi ha un conjunt complet
de funcions {|jim; >} associades amb (JZ, J1), que depenen de les coorde-
nades ”17. Tanmateix, hi ha un altre conjunt complet {|jomo >} associades

amb (J2, jgz), que depenen de les coordenades ”2”. Les coordenades 717/72”es
comporten com a constants enfront dels operadors que depenen de les coor-
denades "2”/”1”. Podem formar un conjunt complet per als quatre operadors
com el producte tensorial dels dos conjunts complets: {|jimi > |jama >}.

Si hi ha diverses fonts de moment angular per a un sistema, hi haurd
un moment angular total que sera la suma vectorial dels moments parcials.

Anomenem J Jx, Jy, J, els operadors associats amb el quadrat del modul i
cadascun dels seus components:

— N N 2 N N 2 N N 2
Jy = Jiy + ng J2 = 2+ 2407 = (JM + JQm) +(J1y + J2y) +(le + JQZ)

i, aleshores,
J2 J2+J2+2J1J2

Exercicis

1. Demostreu que el moment angular total estd ben definit. Es a dir, que
els seus components compleixen les regles de commutacio ciclica, i com-
muten amb el quadrat del modul:

[jm,jy] — ih, : [jy,jz] — ifd, [jz,jm} = ifJ,
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0] = [.4) = [P0 =o.

Ajuda: si no us aclariu, mireu el peu de pagina?’

Dels resultats de I'exercici inferim que si anomenem J i M els nombres
quantics del moment angular total, caldra que el quadrat del modul valga
J(J 4+ 1)h?% i el seu component .J, valga M#, amb M = 0,+1,+2--- 4 .J.

2. Demostreu que:

ol T3 7221 = 7 721 - [72 721 _
Jo, 2| = |J, J2| = |, JE = |72 2] =0
] R I e) I B I > N)
Jo, 2| = 0, 02| = |, JE = |J2 02 =

3. Comproveu, pero, que [ﬁ,jlz} # 0.

Com una conseqiiéncia del exercicis anteriors s’infereix que és possible tro-
bar un conjunt complet de funcions propies dels operadors®®: J2, .J,, JZ,

J2. L’esmentat conjunt complet vindra etiquetat mitjangant els corresponents
nombres quantics: {|j1, j2, J, M >}.

Hem trobat dues bases completes per a un mateix sistema: {|j1, j2,J, M >}
i {|jim1 > |jame >}. Cada funcié |j1,j2,J, M > podra ser escrita en termes
de la base {|jimy > |jomg >}, 1 viceversa, cada funcib |jymy > |jame > po-
dra ser escrita en termes de la base {|j1, 72, J, M >}. Com les dues bases sén

2TVegem-ne un cas:

[jz,jy] = [jlz-l-jzz,jly-l-jzy]

[jlz,jly] + |:j2:c,jly] + [jlz,j2y] + [j2z,j2y]
= ifiJi. + 0+ 0+ ififo
= ih(Ji. + Jo.) = iRJ..

28Cal recordar que s’ha demostrat en I’exercici anterior que els components dels moments
individuals (incloent-hi el component z) no commuten amb el quadrat del moment angular
total.
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ortonormals (per que???) la matriu del canvi de base és una matriu ortogo-
nal. Aleshores la seua inversa és simplement la seua transposta. Els elements
d’aquesta matriu no sén més que els coeficients del desenvolupament dels ele-
ments d’una base en funcié de I'altra base. Aquests acostumen a apareéixer es-
crits C'(j1, jo, J, M'; j1,m1, j2,m2) i s’anomenen coeficients de Clebsch-Gordan.
Escrivim que:

1y g2, oM >= Y C(j1, o, Jy Ms ji,ma, ja, ma) |jimy > |jamy > (3.106)

mi,m32

jima > jamg >="Y_ C(j1,mu, j2, ma; j1, j2, J, M) |1, jo, J, M > (3.107)
JM

Com que la funcié desenvolupada en (3.106) és propia de J12 amb valor propi
41(j1 +1)A2, tan sols incloem en la suma aquells termes amb un valor fix de ;.
Per motius semblants, sols incloem termes amb un valor fix de jo. Aleshores
Unicament my 1 my corren en el sumatori.

Si tenim en compte que jz = jlz + jgz resulta que tots els termes amb uns
valors my + mo # M tenen coeficient C' = 0. Comprova-ho abans d’acudir al

peu de plana3’.

Un raonament similar ens fa concloure que els indexs que corren en el suma-
tori de I'equacié (3.107) sén J, M. M ve lligat per la condicié M = mq+mqy. J
ve lligat per la condicié J = (j1 +J2), (j1 +7j2—1), (j1 +j2—2),. .. |j1 — jo|. Per
que? La resposta general a aquesta qiiestié és una generalitzacié de I'exem-
ple que desenvolupem tot seguit (recomanem al lector que efectue, a manera
d’exercici, "esmentada generalitzacid).

29Els vectors propis d’operadors hermitics associats amb valors propis distintints sén or-
togonals. L’operador de moment angular és necessariament hermitic, ja que representa una
magnitud fisica.

30T aplicacié de I’operador J. a tots dos membres de lequacié (3.106) condueix a:

M|ji,jo, J, M >= %" C(j1, jo, Jy M j1,ma, jo, ma)(ma +ma)|jima > |jams >
mi,m2
Des d’aquesta equacié i la propia (3.106) podem escriure que:
> CGry oy J, M; 1, ma, jo,ma)(ma 4+ ma — M)|jima > |jams > = 0.

mi,m2

La independeéncia lineal de la base obliga que el paréntesi (m1 + ma — M) siga zero.
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Exemple

Considerem el calcul de tots els possibles estats que deriven de la suma de dos
moments angulars (j; =2, m; = 0,1 £2)1i (jo =1, mg = 0,%1). Descrivim
els estats del sistema per mitja dels nombres quantics (j1,jo,m1,m2). El
nombre total d’estats que trobem és 15 (5 estats del primer subsistema i 3
del segon permeten realitzar 5 - 3 = 15 combinacions). Cal obtenir el mateix
nombre d’estats emprant altre conjunt de nombres quantics (41, jo, J, M).
Amb D'objecte de trobar-los, construim la taula segiient que conté totes les
possibles combinacions de nimeros quantics (mq, ms) i la seua suma escalar

M:

m1 2 1 0 -1 -2

mg|(1(0]-1]1(0|-1}1|0|-1|1|O0|-1| 1] 0]-1

M 2 1{0j1]0]|-1 -1]-21-11-2]-3
o] [¢] (o (o [ ] [ ] [ ] (¢] (o (o (¢] [¢] o]

Obviament trobem 15 possibles valors per a M, alguns dels quals estan
repetits. Procedim ara a triar el maxim valor M de la taula. En aquest cas
Mprar = 3. Formem la seérie (3,2,1,0,-1,-2,-3). Aquesta serie de valors M es
correspon amb un valor J = 3. Eliminem aquests valors (marcats amb el
simbol o) de la taula. Triem a continuaci6 el maxim valor M no eliminat de
la taula. En aquest cas Mpysq, = 2. Formem la série (2,1,0,-1,-2). Aquesta
serie esta lligada a J = 2. Eliminem aquests valors (marcats amb el simbol
o) de la taula. Repetim el procés. Ara My, = 1. Formem la seérie (1,0,-
1). Aquesta serie estd lligada a J = 1. Eliminem aquests valors (marcats
amb el simbol e) de la taula i ja no podem repetir el procés perque no hi ha
més valors. Trobem, doncs, J = 3,2,1 resultat que és un cas particular de

J=(j1+72),(J1 +72—1),(j1 + 2 — 2),... 51 — Jjol-

Val la pena explicitar els 15 estats d’una i de I'altra base. Comencem per
la base de 15 funcions [j1, j2, m1, M2 >:

I1,2,1,2>  [1,2,0,2> |1,1,-1,2 >
I1,2,1,1> |1,2,0,1> |1,2,-1,1>
11,2,1,0> |1,2,0,0 > [1,2,—1,0 >
11,2,1,-1> [1,2,0,—1> |1,1,-1,—1 >
11,2,1,-2> [1,2,0,-2> [1,2,-1,-2 >
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Considerem ara la base de també 15 funcions |j1, j2, J, M >:

11,2,3,-3> |1,2,2,-2> |1,2,1,—-1 >
11,2,3,-2 > [1,2,2,-1> |[1,2,1,0 >
11,2,3,—-1 > 1,2,2,0 >  [1,2,1,1 >
11,2,3,0 > |1,2,2,1 >

11,2,3,1 >  ]1,2,2,2 >

11,2,3,2 >

11,2,3,3 >

Per a sumar més de dos moments angulars farem addicions successives.
Aixi, per a sumar j; = 1, jo = 2 i j3 = 4, primerament sumem 5 i js per a
obtenir j;19 = 3,2,1. Aquest resultat el sumem a j3 amb la qual cosa obtenim
J=17,6,54,3,2,1;6,5,4,3,2:5,4,3 quereordenem: (7,6(2),5(3),4(3),3(3),2(2),1).
Alternativament jo puc sumar js i j3 i obtenir joi3 = 6,5,4, 3,2, resultat que
sumat a j; condueix a J = 7,6,5;6,5,4;5,4,34,3,2;3,2,1. Reordenat queda
(7,6(2),5(3),4(3),3(3),2(2),1). Els subespais trobats per a cada parell (J, M)
sén identics perdo no succeeix el mateix amb les bases particulars les quals
es corresponen amb dos tipus diferents d’acoblaments. Aquestes bases sén
transformacions ortogonals una de l'altra.

3.8 Acoblament espin-orbital

De l’existéncia de dos moments angulars a un mateix electré es deriva la pos-
sibilitat d’interacci6 entre els dos dipols magnetics associats (interaccié espin-
orbital o interaccié LS). L’esmentada interaccié sol ser més important en el
cas d’atoms pesants que en el d’atoms lleugers. D’ac¢od en parlarem, pero, en el
capitol dedicat als atoms polielectronics. Ara ens interessa escriure ’expres-
si6 de 'hamiltonid que deriva de l'energia d’interaccié entre dipols. Amb la
notacié habitual3!: R o

Hs.o.= f(r)avis =&(r)LS (3.108)

—

Seguint aquesta notacié, J=1L+ S*’ per la qual cosa, J2 = L2 + 52 +2LS.
Aleshores (3.108) es tranforma en:

Hso. = %5(7") T2 12 - 52 (3.109)

Podem ara calcular el valor mitja de #s 0. en un estat |L,S, J,M >. Aquest
calcul resulta ara elemental per ser, aquest estat, propi de tots els operadors

31Per a més detalls vegeu Alonso-Finn [1] p. 558-559. També Atkins [2] p. 216-217.
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que hi ha en ﬂs,o,, equacié6 (3.109):
1
Eso. =5 <&(r) > R2[J(J+1) = LL+1)—S(S+1)] (3.110)

L’equacié (3.110) ens adverteix que hi pot haver un desdoblament de nivells
que sén degenerats en abséncia del terme d’interaccié LS. Hi haura tants
nivells d’energia com permeta J. Encara que de tot agd en parlarem amb
més detalls al capitol dedicat als atoms polielectronics, val la pena comentar,
almenys, 'exemple tipic de la primera transicié (s — p) de espectre d’absorcié
del sodi. Els estas implicats sén l'estat fonamental, 25, (L = 0,5 = 1/2), i
el primer estat excitat, 2P, (L = 1, S = 1/2). En abséncia d’interacci6 espin-
orbital hi ha una sola transicié. En presencia de I’esmentada interacid, 1’estat
fonamental no es desdobla (J = 1/2), mentre que si que hi ha desdoblament
a l'estat excitat (J = 3/2,1/2). Motiu aquest que provoca que hi apareguen
dues transicions (molt proximes) a I'espectre d’absorcié del sodi.

3.9 Moviment d’una particula sota un camp central.
Atom d’hidrogen

L’atom d’hidrogen consta de dues particules, un nucli pesant de massa M
(constituit per un tinic protd) i un electré lleuger de massa m.. Electré i proté
interaccionen segons la llei de Coulomb. L’energia potencial associada amb
aquesta interaccié, V(z,vy, z), depén tnicament de les coordenades relatives
d’aquestes dues particules.

El problema de dos cossos que interactuen i estan en moviment relatiu

sempre el podem reduir a dos problemes independents d’un tnic cos®?:

e Un moviment de translacié lliure del sistema global de massa (M +m,.).
Aquest és un moviment que no esta sotmes a cap potencial, per la qual
cosa 'hamiltonia associat inicament presenta termes d’energia cinetica.

e Un moviment intern relatiu: una particula hipotetica de massa m =

M-m N . p
A estd sotmesa a un potencial central V(z,y,z), on (z,y,z) sén

coordenades relatives.

A causa de 'esmentada separacid, estudiar ’atom d’hidrogen es resumeix,
basicament, a estudiar el moviment d’una particula sotmesa a un potencial

32 Aquest problema esta prou detallat a I.N. Levine[9].
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coulombic central. Les coordenades més adients per a estudiar aquest prob-
lema s6n, Obviament, les coordenades esferiques. A la figura (3.1) mostrem
aquest moviment en termes de coordenades radial i angulars.

rdg

Figura 3.1: Sistema de coordenades radial i angular.

Si anomenem 1, i @y dos vectors unitaris en la direccié radial i angular, re-
spectivament, el radivector de desplacament infinitesimal di podra expressar-
se com:

dr = dri, + rdbiy

La velocitat, r = %, podra igualment ser escrita en termes d’aquests vectors:

dr dr do . _
p7i %u,« + r%u,g = Uy + Twig

El quadrat del vector velocitat és la suma del quadrat dels components:

r =

[7* = 7% + r’w’

Amb la qual cosa l'energia cingtica queda:

2 2

2 _ 1,2 1
|” = gmr” + gmriw?,

1 kY

T = sm|r

suma d’energia cinetica associada al moviment radial i energia cinetica associ-
ada al moviment angular. Amb les definicions de moment angular (L = [w) i
moment d’inércia (I = mr?) la darrera equacié queda escrita de la forma més

convenient: )

L
_ 1 -2

L’operador energia potencial en coordenades esferiques és, simplement:

—— (3.112)

r
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3.9.1 Hamiltoniana quantica. Part radial

L’operador energia cinetica en coordenades cartesianes sabem que s’escriu:

A R [ 02 0? 0?
PT=_2 (L 2 7). 11
2m <8x2 + dy? * 822> (3.113)

Imaginem per un moment que el moment angular L de la particula siga zero.
Aleshores, els angles (6 i ¢) sén constants i sols hi ha moviment radial. Si
no tenim en consideracio el terme d’energia potencial, el problema que tenim
plantejat és el d’una particula en una caixa monodimensional orientada segons

uns angles (0 i ¢) fixos (vegeu figura (3.2)). Des de (3.111) 'energia cinetica

2
N . 9 ’ . . . _ 1 .2_ D
classica d’aquest problema la podriem escriure simplement: T' = smr =3I

Figura 3.2: Moviment radial pur.

Podriem pensar que de la mateixa manera que els operadors associats a
(%, pz) s6n (z, —ih0/0z), els operadors associats amb (r, p, ) serien (r, —ih0/0r),
amb la qual cosa, I'energia cindtica seria simplement 7, = —(h?/2m)d?/dr2.
Es aquesta ’expressié que s’assoleix en fer el canvi de variables des de carte-
sianes a polars imposant la constancia de les variables angulars? Ara compro-
varem que no>?. Agafem una funcié arbitraria ¥(r) i apliquem-li I'operador

2 2 2 . ., N . .
V2 = (% + 8‘9—?}2 + %) amb la restriccié de constancia de les variables an-

gulars:
0?9 o
V0 = (5 + g+ 3z ) .

33En relaci6 a I’escriptura de ’hamiltonia en coordenades distintes de les cartesianes resulta
interessant llegir l’article de H.G. Kjaergaard i O.S. Mortensen[8]. També és recomanable
la lectura d’A. Messiah[11] p. 61-62 i 319ss. Encara que ’hamiltonia classic estiga escrit en
coordenades canoniques conjugades poden apareixer problemes en el transit a la mecanica
quantica. Evitarem alguns problemes si efectuem l’esmentat transit utilitzant coordenades
cartesianes i després canviem a les coordenades més adients a la simetria del problema sota
estudi.
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Com (6 i ¢) sén constants tenim que:
owy (v (or
ox y’z_ dr ox Uiz
82_\11 B A @ N d‘ll 9%r
O0x2 - - OzOr Oz - 0z2
(e () oy (2
- dr? 0z - dr O0zx2 -

Per una altra banda tenim que:

or 2
d%r _’r—x(%)y,z_""_m?
O0x2 y r2 r2

Equacions que portades a (3.114) donen lloc a :

d*v 2y oz AU\ 3r— 2
2 _
e = () () (8) 5
_[(d*U dv
— \dr? 7" dr
1d dv
= —_— ’r‘—
r2dr dr

Amb la qual cosa concloem que, en coordenades esferiques i per a angles fixos,
I'operador V? té la segiient expressi6 (j distinta de 9%/9r2 !):

10 (,0
v? = 5y < 8r> (3.115)

Tenim, doncs, que el pas des de la classica a la quantica és, en aquest cas:

A h? 0 0
= L2 =~ [p2=
T = 5mr = T 5T 5r <r 8r> . (3.116)
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3.9.2 Hamiltoniana quantica completa en coordenades esferi-
ques

L’hamiltoniana classica completa per a ’atom d’hidrogen és suma de (3.111)

i (3.112):
2

L
H = ims +§+V( r) (3.117)

Abordem el pas a la mecanica quantica. Sabem que 'operador associat amb
la coordenada cartesiana consisteix a multiplicar per la dita coordenada. Per
substitucié directa, 'operador associat amb r consisteix simplement a multi-
plicar per r. Seguint el raonament, 'operador associat amb V(r) consisteix
simplement a multiplicar per V(r). El primer sumand de Penergia cinetica
(part radial) I'hem demostrat al final de la subseccié anterior, equacié (3.116).
Al segon sumand només li cal substituir el moment angular per la seua expres-
si6 en termes de les coordenades angulars (equaci6 (3.87)) i el moment d’inercia
(el qual conté la variable 72, I'operador associat de la qual és multiplicatiu).

Escrivim, doncs,
9 (20 _ L20,9)
or or h?

Definim 'operador ZA):% (72%) que permet reescriure (3.118) de manera
més compacta:

+V(r) (3.118)

+V(r) (3.119)

Car

L’equacié de valors propis que cal resoldre és: HU(r,0, )=EF(r,0, ). Ex-
plorem la separacié de variables. Ens preguntem si una funcié del tipus
U(r,0,$)= R(r)Y (0, ) en seria propia. Fem la comprovacié, és a dir, substi-
tuim R(r)Y (0, ¢) en 'equacié d’autovalors de 'operador (3.119):

2 21
DRY — g RY = —25 [E - V]RY

dividim tots dos membres de la igualtat per R(r)Y (6, ¢) i separem a I’esquerra
els termes que depenen de r i a la dreta els que depenen dels angles:

21 112
—DR E-V —Y =
PR B =VIi=gmY =7
Aquesta equacié és separable en dues equacions diferencials:
A 21
DR(r)+ — [E —V(r)]R(r) = yR(r) (3.120)

h?
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L2Y (0, ¢) = 7h2Y (8, 9) (3.121)

L’equacié (3.121) és la coneguda equacié del rotor que ja hem resolt i que
obliga que v = /(£ + 1) amb £ = 0,1,2,... i que les funcions Y (6, ¢) siguen
precisament els harmonics esferics Yy |, (0, ). Aixi doncs tot el que queda per
resoldre és la part radial, en la qual la substitucié de v déna lloc a:

[75 + ;_5 (E + e;) — 0+ 1)] R(r)=0 (3.122)

L’equacié (3.122) evidencia que les solucions R(r) seran funcié de ¢, ja que
aquest nombre quantic estd present en ’esmentada equacié. Addicionalment,
la imposicié de les condicions frontera per a r comporta, com és habitual, ’a-
paricié d’un altre nombre quantic al que anomenarem n. Escriurem R,, ¢(r).

Respecte dels autovalors, cal que (i aix{ succeeix) I'expressié que se’n de-
rive per a l'energia siga idéntica a la que va obtenir Bohr amb el seu model
simple (ates que la formula de Bohr presenta una concordanga perfecta amb
els resultats experimentals). Recordem la férmula de Bohr:

2.2
1
E,=->° (3.123)

2a, n?

on a, = TZ—; és el radi de la primera orbita de ’atom d’hidrogen de Bohr, z és
la carrega nuclear in =1,2,3....

Malgrat estar present el nombre quantic £ en 'equaci6 (3.122) no hi surt
en la férmula de Penergia. L’energia sols depen del nombre quantic n (motiu
pel qual aquest nombre quantic és anomenat nombre quantic principal). El fet
que Unicament n aparega en la férmula de ’energia implica la possible existén-
cia de degeneracions. Aquestes degeneracions poden trencar-se per l'accié de
camps electrics i magnetics. Per aquesta rad, ’espectroscopia de I'hidrogen
en preséncia de camps electrics i/o magnetics és molt més rica que quan els
camps no hi sén. En aquest punt la teoria desenvolupada es mostra superior
al model de Bohr, el qual no por explicar els efectes dels camps.

La soluci6 de (3.122) mitjancant desenvolupaments en series és prou com-
plexa i pot trobar-se detalladament desenvolupada en molts llibres de quimica
quantica on remetem el lector per a més detalls. La solucié via el metode
de la factoritzacié és més senzilla (no trivial) i no sol trobar-se en massa lli-
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bres3*, motiu pel qual incloem una breu presentacié d’aquesta via a ’apendix I.

En resum, apareixen tres nombres quantics. Dos provenen de la naturalesa
esferica del problema i sén simplement els nombres quantics del moment angu-
lar (¢1m). El tercer nombre quantic, n, deriva del moviment radial. L’equacié
(3.123) ens proporciona les energies permeses. Podran haver-hi, doncs, estats
degenerats. Etiquetem les funcions d’ona com W, i els possibles valors dels
nombres quantics que hi surten sén:

n = 1,2,3,...
¢ = 0,1,2,...,n—1 (3.124)
m = 60—1,6—2,...,0,—1,...,—¢

Anomenem orbitals hidrogenoides a les funcions propies. Aquestes sén el pro-
ducte d’una funcié radial R,, , multiplicada per un harmonic esféeric Yy ,,. Val
la pena fer un comentari respecte de les representacions de la probabilitat de
presencia 7"2R3l,£ que s’obtenen per integracié del quadrat del modul de I'or-
bital considerat respecte de les coordenades angulars (6, ¢). Hi ha algun lloc
on es pot llegir que la probabilitat de presencia radial és 47r7"2R?L ¢ 1ago ho
justifiquen mitjancant la integracié respecte de (@, ¢) del quadrat’de la fun-
cié radial multiplicada per I’element de volum dv = 72 sinfdrdfd$. Cal dir
que el raonament no és correcte. L’inica cosa que té sentit de probabilitat de
presencia és el quadrat de la funcié d’ona, en aquest cas el quadrat de ’orbital.
En integrar el quadrat de l'orbital respecte de les coordenades (6, ¢) i, com a
conseqiiéncia que els harmonics esferics estan normalitzats amb ’element de
volum (sin 8d@d¢), s’obté 7"2R72Md7". Per la forma que ’hem obtingut, 7"2R72Md7"
té sentit de probabilitat de preséncia de ’electré en una corona esferica de radi
r 1 d’espessor dr al voltant del nucli.

Les representacions grafiques sén utils per a mostrar aspectes interessants
de les funcions d’ona de I'hidrogen com ara les segiients:

1. La part radial de les funcions 1s, 2p, 3d, etc., no tenen nodes. Les seues
parts angulars presenten, respectivament, 0,1,2, etc., nodes. La part
radial de les funcions 2s, 3p, 4d, etc., presenten un node. Les seues parts
angulars presenten, respectivament, 0, 1, 2, etc., nodes. Tot aco ens porta
a poder establir una regla simple per als nodes:

34Per a una primera lectura vegeu Das i Sannigrahi[3] . Per a una descripcié exhaustiva
vegeu Infeld i Hull[6].
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Nodes radials | n—/—1
Nodes angulars 14
Nodes totals n—1

2. Un electré en un orbital 2s presenta una major probabilitat de trobar-
se prop del nucli que un electré en un orbital 2p. Aquest fet ha sigut
utilitzat per a justificar qualitativament la diferencia d’energia entre els
orbitals 2s i 2p en el cas d’atoms polielectronics.

En plantejar la dependencia angular dels orbitals atomics, sorgeix un
problema de representacié. Existeixen unes descripcions geometriques
denominades diagrames de ntvols de carrega molt freqiientment util-
itzades en llibres elementals. Aquestes representacions cal entendre-les
bé i evitar la identificacié de 1'electré amb el nivol de carrega dibuixat,
cosa totalment injustificada i incorrecta. Potser els mapes de contorns
siguen més afortunats. Aquests representen linies de probabilitat con-
stant. Girant les siluetes al voltant d’un eix de simetria apropiat poden
obtenir-se les superficies tridimensionals de probabilitat constant3®.

Per a descriure les funcions angulars es pot optar per representar la fun-
ci6 Yo (6, ¢) o la funcié |Yy, (0, ¢)|?. La diferéncia fonamental és que
la primera funcié tindra signes diferents en diferents regions de ’espai,
mentre que la segona sera sempre positiva. El signe de la funcié d’ona no
té significacio fisica, pero és 1til des del punt de vista de les discussions
de simetria. La quantitat |V, (6, ¢)|? esta relacionada amb probabilitat
i és sempre positiva.

Una dificultat addicional apareix si volem representar funcions amb m #
0. Considerem per exemple els tres orbitals 2p (n =2,/ =1, m =0+£1).
L’anomenat orbital 2p, té una part angular Y7 o = (3/ 4m)2 cos 6. Aque-
sta funcid presenta un maxim per a # = 0 i § = 7 mentre que s’anul-la en
6 = m/2. La funcié és positiva per damunt del pla XY i negativa davall.
Quan un orbital té aquesta propietat de canviar de signe damunt/davall

35Cal no oblidar mai que els orbitals sén simplement funcions matematiques. Una funcié
matematica admet més d’una possible representacié. Potser valga la pena que el lector
consulte McDermott i Henderson[10] on es representen els harmonics esferics en coordenades
cartesianes. De seguida veiem que els grafos resultants no s’assemblen gens a les formes
populars (esfera, margarida amb dos 1dbuls, amb quatre 1dbus, etc.) d’aquestes funcions.
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d’un planol diem que és antisimetric respecte de la reflexié en ’esmentat
planol.

En provar de fer un dibuix de les altres dues funcions 2p se’ns presenta
un altre problema: totes dues tenen una part imaginaria: e*®. Totes
dues presenten identica dependeéncia de §: ©(#) = sinf. Si representem
|V (6, #)|? obtenim la mateixa representacié per a totes dues®®, una es-
pecie de "donut”amb un forat puntual enmig. Esa dir, les dues funcions
tenen la mateixa distribucid espacial: un maxim en el planol XY i un
node al llarg de l'eix Z (@ = 0). Podem donar un sentit fisic a aquestes
funcions: les dues sén funcions propies de L, amb valors propis £h, re-
spectivament. Aleshores podem imaginar que en Y7 ; Ielectré es mou en
sentit horari, mentre que en Y7 _; I'electré es mou en sentit contrahorari.
Encara que, potser, el millor és oblidar tot aquest tipus d’interpretacions
forcades en les quals volem imaginar classicament objectes quantics, cosa
que, necessariament, no té massa rigor.

Una propietat de les funcions d’ona degenerades (com el parell discutit
adés (Y71, Y1,-1)) és que qualsevol de les seues combinacions lineals
és també una funcié propia amb la mateixa energia que les originals.
Podriem construir dues funcions reals a partir de les dues complexes
(amb la mateixa energia que aquestes) mitjantcant una suma i una resta
de les funcions complexes. Aquesta operacié condueix a funcions, que
anomenem p, i p,, amb direccionabilitat espacial i la mateixa "forma”que
la funcié 2p,:

pe=—i/V2[Y11 — Y1 1] = Asinfsin¢

by = 1/\/5 [Yl,l + Yl’fl] = Asin# cos QZS
on A és un factor de normalitzacid.

Les noves funcions p,. i p, presenten un maxim al llarg dels eixos X i Y,
respectivament. Motiu aquest que justifica la tria de les seues etiquetes
xXiy.

Consideracions similars ens fan dintingir entre el orbitals complexos no
direccionals (3d+1, 3dt2) i els seus partenaires reals (3dyy, 3dg., 3dy.,
3d$2,y2). Noteu que 'orbital 3dy és real. Es irrellevant anomenar-lo 3dy

36Noteu que e?e™ ¥ = 1.
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0 3d,>. (De la mateixa manera que era irrellevant anomenar 2py o 2p,
Porbital que presentava una part angular: Y7 o = (3/47)'/2 cos 6.)

Exercicis

e Plantegeu i trobeu les solucions de ’atom d’hidrogen en un mén bidi-
mensional’.

e La part radial d’un orbital 1s hidrogenoide en un atom de ntimero atomic
Z és la funcié exponencial Ryo(r) = 2(Z%/a3)"/? exp(—Zr/a,). Con-
struiu la funcié de distribucié radial i trobeu una expressié per a la
distancia des del nucli més probable que es trobara I’electrd. Quin és el
valor en el cas del: (a) Heli, (b) Fluor ?

e Calculeu la probabilitat de trobar l’electré en un orbital 1s (part radial)
fora de la primera orbita de Bohr (a,). Vegeu la funcié en el problema
anterior. Recordeu que Ypo = (2¢/7) "L

e Quin és el punt més probable en que es trobara un electré que ocupa un

orbital 2p, de atom d’hidrogen (U5, = 4\/1ﬂ(£)5/2r6_(z’")/(2“0) cos f).

Calculeu també el radi més probable.

3.10 Espinorbitals

Hem anomenat orbitals les funcions propies de ’hamiltonia no relativista de
I’atom d’hidrogen, H = —%VZ — % Aquestes sén funcions de les coordenades
espacials (7,0, ¢). Hem discutit, pero, ’experiment de Stern i Gerlach i I'altra
casuistica relacionada amb la variable d’espin. La funcié d’ona de ’hidrogen, a
més a més de les coordenades espacials, cal que tinga la variable espin. Aquesta
variable no té correspondéncia classica, per la qual cosa simplement I’anom-
enarem o, sense tenir més informacié sobre cap possible imatge classica. Df\ la
mateixa forma, no tenim informacié (ni ens fa falta) sobre la férmula de S? i

S,. Unicament sabem alld que ens fa falta: els tinics autovalors possibles de S,

37La particularitzacié de equacié (3.119) en aquest cas consisteix a substituir L per L.
L’equaci6 resultant és de variables separables. La separacié de variables condueix a una
equacié radial similar a la de la particula lliure confinada dins d’'un disc i una equacid
angular identica a la que trobarem en el moviment sobre un anell. Els autovalors d’energia
depenen d’un nimero quantic n. Les autofuncions depenen d’aquest n i de m. Aquest segon
nimero quantic presenta un espectre m = 0+ 1+2... Els estats, excepte el fonamental, s6n
doblement degenerats. Dibuixeu els orbitals que en resulten.
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per a un electré sén £h/2 i I'inic autovalor possible de S2 és %(% +1)h*= %hQ.

Anomenen «(o) a aquella funcié d’espin (I'expressié de la qual ens és de-

sconeguda, perd tampoc ens fa falta contixer-la) propia de S2 i S, amb auto-
valor de S, positiu, i 5(0) a la corresponent amb autovalor negatiu.

Dit aco, ens preguntem: quina és la funcié d’ona de ’hidrogen descrit per
un hamiltonia no relativista? La funcié d’ona no és un orbital. La funcié d’ona
ha d’ésser funcié de totes les coordenades de 'electré: W(r,o). L’hamiltonia
no relativista és funcié tnicament de les coordenades espacials. Escrivim:

H(r)¥(r,o) = EY(r,0)

L’equacié admet, Obviament, la separacié de variables: ¥(r,o) = (r)n(o).
Addicionalment ha de succeir que:

H(r)p(r) = E(r)

S2n(o) = *n(o)
. h

Snlo) = +31(0)

Aleshores 1(r) és un orbital i (o) és una de les dues funcions propies d’e-
spin (a 0 3). Anomenem espinorbital a la funcié ¥(r,o). Com habitualment
treballarem amb hamiltonians que no presenten termes magnetics, habitual-
ment els nostres espinorbitals tindran la forma 1 (r)a(o) o ¥ (r)B3(0).

Vull remarcar finalment les condicions d’ortonormalitat de les funcions
a(o) 1 (o) derivades del fet de ser funcions propies d’un mateix operador i
presentar valors propis diferents. Tenim que < aja >=< |8 >=1, < a|f >=
0.
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Capitol 4

Introduccié als sistemes
polielectronics i als metodes
aproximats

4.1 L’equacié de Schriodinger per a un sistema poli-
electronic

Considerarem el sistema polielectronic més simple de tots, ’atom d’heli. Els
estats estacionaris d’aquest sistema, d’acord amb la teoria quantica, estan
descrits per les solucions de 'equacié d’autovalors de ’hamiltonia:

HU = BV (4.1)

on ¥ = U(r,7) és la funcié d’ona, la qual depeén de les variables espin-
espacials dels electrons 7; = (14, 0), 1 £ I’hamiltonia, el qual, rebutjant termes
relativistes i considerant inicament interaccions electrostatiques, podem es-
criure (en unitats atomiques '), de la forma:

!Les unitats atomiques sén:
e unitat atomica de massa: la massa en repos de 'electré m. = 9.109354 1073t Kgr.

e unitat atdomica de longitud: el radi de la primera drbita de Bohr ap = 0.52917 107*°
m.

e unitat atomica de carrega: la de I'electré e = 1.602189 107'° C.
e unitat atdomica d’energia: 1 a.u. = 4.359814 107'8 J.

e unitat atomica de temps: definit com el temp que li costa a un electré de recorrer 1
a.u. de longitud en la primera orbita de Bohr, aoh/e® ~ 2.42 1077 sec.
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« 1 1 Z Z 1
H=-—-Vi-_Vi-—_— 1 — 4.2
2 ! 2 2 1 9 192 ( )
on Z és la carrega nuclear, V% I'operador laplacia que deriva respecte a les
coordenades (x;,y;, z;) de l'electrd i, r; és la distancia entre el nucli i electrd

1. Finalment, 1o és la distancia interelectronica.

La principal dificultat per a resoldre I'eq. (4.1) deriva de la preséncia del
terme:

A~

7(1,2) = i , (4.3)

el qual representa la repulsié mutua interelectronica. Volem fer notar que
aquesta repulsié esdevé infinita si r1o = 0. Que vol dir agd? Que la presén-
cia d’aquest terme a I’hamiltonia impedeix un apropament excessiu dels elec-
trons. Vol dir que els moviments dels electrons no sén independents i que
les seues posicions espacials estan, doncs, correlacionades. En altres paraules,
anomenem P(7y,73) = |¥(1,72)|? la probabilitat de trobar simultiniament
I’electrd 1 en una posicié entre 71 i 71 + d7q, i I'electrd 2 en una posicié entre
To 1 79 + dry, aleshores concloem que P(71,72) ha d’ésser zero si 1 = ry. Diem
que cada electrd esta envoltat per un forat de Coulomb.

L’existencia del forat de Coulomb evidencia que no podem escriure, de
manera, exacta, la funcié d’ona d’un sistema, polielectronic com un producte
de funcions monoelectroniques. Per al cas de I’heli considerat, la segiient
igualtat és impossible:

(71, 72) = $1(71) Pa(72). (4.4)

el motiu és que aquest tipus de funcié déna lloc a probabilitats P(7y,72) no
nul-les quan r; = r9.

Si aquesta separaci6 de variables no és possible, 'equacié diferencial (4.1)
no pot ser resolta de manera exacta. En altres paraules, la teoria quantica
no déna resposta exacta a cap problema de particules interactuants (atoms,
molecules, etc.)?.

Des d’un punt de vista practic, utilitzar unitats atdbmiques (a.u.) en expressions mecanoquan-
. . oy _ "2 o2 172
tiques equival a fer e = h = m. = 1. Per exemple, —5—V"~ passa a ser —5V".

2Caldria no decebre’s massa. Val a dir que la mecanica classica no pot resoldre el problema
de tres cossos. Afortunadament hi ha les solucions aproximades les quals, de vegades, poden
superar fins i tot la precisié de la mesura experimental.
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4.2 El model de particules independents

Potser I'alternativa més dbvia que podem seguir, a la vista de la impossibilitat
de resoldre 'equacié (4.1) (impossibilitat que deriva de la presencia del terme
1/r12 en ’hamiltonid) consisteix a eliminar aquest terme de (4.2) i resoldre,
doncs, equacié (4.1) de manera exacta. Es clar que, a la vista de la discus-
sié desenrotllada a la seccié anterior, les expectatives d’obtenir bons resultats
son escasses. No obstant aixo, estudiarem aquesta possibilitat i veurem que
uns petits refinaments addicionals donen lloc a resultats molt més satisfactoris.

Si assumim V(12) = 0, podem reescriure I’hamiltonia (4.2) en la forma:

A ~

H = h(1) + h(2) (4.5)
amb
h(i) = —%V? - Tg (4.6)

[’hamiltonia (4.5) és suma d’hamiltonians independents (4.6). L’hami-
tonid monoelectronic (4.6) representa un atom hidrogenoide, atom del qual
coneixem la solucié exacta (vegeu cap. 3). Anomenem ¢;(n;,l;,m;) els or-
bitals o autofuncions de (4.6), i €/(n;) els autovalors associats. Com és ha-
bitual, n;,l;, m; sén els nombres quantics principal, azimutal i magnetic que,
conjuntament, defineixen 'orbital ¢;.

Doncs bé, si ¢;(r1) i ¢;(r2) sén dos autovectors de (4.6) amb energies
orbitals associades €7, €7, demostrarem tot seguit que ¥(ry,r2) = ¢i(r1) ¢;(r2)
i FE =€ + eg, sén, respectivament, autovector i autovalor de I’hamiltonia
manybody (4.5). En efecte:

H ¢i(r1) ¢j(r2) = h(r1) ¢i(r1) ¢5(r2) +h(rz) ¢i(r1) ¢;(ra)
= ¢;(r2) h(r1) ¢i(r1) +¢i(r1) hirz2) ¢j(re)  (47)
= (] +€7) ¢i(r1) ¢j(r2)

Calcularem, amb aquest model, ’energia fonamental de I’heli. A la vista
de 'equaci6 (4.7), Penergia més baixa que podem obtenir és €} + €{. L’energia
exacta orbital d’un hidrogenoide pot ser proporcionada fins i tot pel model
simple de Bohr:

Z2e? zZ? 1
E?L = —m = —TE a.u. (48)
Aleshores, I’energia aproximada de ’atom d’heli resulta ser: E = 2¢{ = —4 a.u.

El valor experimental és, perod, —2.905 a.u. (!).
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Enfront de la gran discrepancia de resultats podriem argumentar que util-
itzar Z = 2 pot resultar excessiu. El motiu és que un electré produeix un
apantallament del nucli, de manera que laltre electré sent 1’efecte d’una car-
rega efectiva Z* = 7 — S < Z, on S és la constant d’apantallament.

Si ara escrivim que 2.905 = 2¢9(Z*) = (Z*)? trobem que S = 0.30. De-
safortunadament aquesta no és una manera d’evitar el terme de repulsi6 1/r;;.
En efecte, assumim S = 0.30 i calculem ’energia d’ionitzacié. Per tractar-se
d’un problema de particules independents I’energia d’ionitzacié és simplement
Penergia orbital canviada de signe: EI = —€$(Z — 0.30) = 1.453 a.u. El valor
experimental és, pero, 0.9a.u. Malgrat ajustar ’energia de manera exacta, el
model (Z*) rebutja la repulsié interelectronica i déna lloc, en conseqiiéncia,
a un altissim potencial d’ionitzacié. Tot aco sén simptomes d’incorreccions
basiques en el model. Pero aquestes incorreccions es fan encara més paleses
si resolem atoms més pesats. Independentment d’utilitzar Z o Z*, 'ordenacié
d’energies orbitals que deriva de (4.8) és:

1ls<2s=2p<3s=3p=38d<ds=4dp=4d=4f < ... (4.9)

Aquesta darrera equacié no podria explicar ni tan sols 'ordenacié periodica
dels elements.

Podriem forcar 'argumentacié i assignar un apantallament diferent per a
cada electré. Bs clar que hi ha infinites maneres de fer-ho. Quina teoria ens
proporciona les pantalles S?7 Fariem un ajust a les dades experiementals que
volem conéixer? En tal cas, quin valor té la teoria que utilitzem?

Com que el responsable de totes aquestes dicrepancies és el terme de repul-
si6 interelectronica, no hi ha més remei que fer-lo intervenir d’alguna manera
en el calcul d’energies.

4.3 L’efecte del terme de repulsié

Se’ns planteja la segiient disjuntiva: si rebutgem el terme de repulsié obtenim
resultats incorrectes. Si incloem la repulsié no podem resoldre 1’equacié de
valors propis de ’hamiltonia. Que fem?, que féiem en no poder calcular el
valor d’una magnitud mitjantcant la resolucié de la seua equacié d’autoval-
ors? Per exemple, queé féiem en no poder calcular el moment lineal quan la
particula en la caixa estd en estat estacionari? ...Acudiem als valor mitjans.
Era tot el que podiem arribar a saber. Ara farem, doncs, una cosa similar.
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Assumim I'equaci6 (4.4) per a la funcié d’ona de I’atom d’heli (particules inde-
pendents) perd considerem I’hamiltonia complet (4.2) i calculem el valor mitja
de I’energia®:

(B) = (0100l - 393 = 4V5 — £ = Z 4 Ligi(r)a(r))

= g+ g+ (D) halra)i5 161 (r1)da(r2) )
(4.10)

La resolucié de la integral que inclou el terme 1/r15 déna lloc *: <7:[> =

—7% + gZ = —2.75 a.u. El valor experimental haviem dit que és —2.905 a.u.
La millora del resultat és més que notable.

La inclusié del terme de repulsié (a la manera que ho hem fet) déna lloc a un
resultat més interessant encara que la millora del valor quantitatiu de I’energia:
aquesta inclusié permet retenir el model de particules independents, pero amb
una ordenaci6 d’energies orbitals que no té res a veure (afortunadament) amb
I’ordenacié mostrada en g4.9 . En efecte, considerem les dues configuracions
electroniques segiients:15°2572p%3s23p83d i 15225%2p%3523p®4s. Malgrat que
€®(3d) < €°(4s), Penergia mitjana, calculada amb una férmula similar a (4.10),
per a la primera configuracio electronica resulta major que I’energia calculada
per a la segona configuracié. La realitzacié d’'una serie extensa de calculs
d’aquests tipus per als diversos atoms permet ’establiment del segiient ordre
empiric:

1s <25 <2p<35<3p<4s<3d<dp<bHs<4d<bHp<bs<4f<bd<bp<...
(4.11)

Cal aclarir que 'equacié (4.11) no ha d’ésser interpretada com una ordenaci6
d’energies orbitals. Serveix, e.g., per a assignar la configuracié 1522s%2p°®3s23p°
45%3d® a lestat fonamental del niquel. No vol dir a¢d que €°(4s) < €°(3d). De
fet, la configuracié electronica de I'estat fonamental del Ni?* (que s’obté en
ionitzar doblement el niquel, arrancant-li dos electrons) és 1522522p%3523p53d8.
En altres paraules, acceptant el model, veiem que han estat arrancats, pre-
cisament, els dos electrons 4s (!).

Cal dir que hi ha excepcions a 'ordenacié empirica (4.11) com ara el cas del
coure, la configuracié electronica de 'estat fonamental del qual és 1522522p53 52

3Com H no depen de les variables d’espin, aquesta coordenada és irrellevant en el calcul
dels valors mitjans, i 'ometem per motius de simplicitat.

4Gi esteu interessats en els detalls d’aquesta integracié podeu acudir a Pilar[4] p. 179 ss.
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3p%453d'Y en lloc de I'esperada 1522s522p53s523p54523d° ... Presentem tot se-
guit un metode alternatiu que, tot utilitzant els avantatges del model de
particules independents, té en consideracié, d’una manera sistematica, el terme
de repulsié a ’hora d’obtenir els orbitals.

4.4 FEl model autoconsistent SCF de Hartree

En essencia, el metode de Hartree pretén obtenir una solucié de 'hamiltonia
polielectronic (la solucié exacta del qual és inassolible) sense rebutjar, pero, el
terme de repulsi6 en el procés d’obtencié de la funcié d’ona®. Sense detriment
de generalitat, presentarem tot seguit aquest metode aplicant-lo al cas senzill
de 'atom d’heli, exemple que estem utilitzant com a base de raonament des
del comencament de capitol.

Ates que I'equaci6 (4.1) no és exactament certa si la funcié d’ona té la forma
de producte d’orbitals® i que, no obstant aixd, volem aprozimar la nostra
funcié d’ona d’aquesta manera, substituirem en (4.1) el signe d’igualtat pel
signe d’aproximadament igual. Es a dir, afirmem que és possible trobar un
conjunt d’orbitals ¢ i ¢2 de manera que, almenys:

() + hlra) + V(r172)) 1(r1) dalra) % B (1) dor2)  (4.12)

on V(ry,ry) estd definit en (4.3) i h(r;) en (4.6). E és lenergia ezacta del
sistema i ¢1(r1), ¢2(r2) sém un parell d’orbitals ortonormals que permeten es-
criure la igualtat aprozimada (4.12).

Multipliquem (4.12) per ¢3(r2) i integrem sobre les coordenades espacials

’Recordem que la contribucié del terme de repulsié és critica per aconseguir qualsevol
resultat mitjanament raonable.

6Si I’hamiltonid no conté variables d’espin, la funcié d’ona pot factoritzar-se com un
producte espin-espacial, ¥ = ®(ri,r2) - n(o1,02). Com 7 no te cap infuéncia sobre el valor
de les energies, ometem l’explicitacié de les variables d’espin, per motius de simplicitat
expositiva.
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de lelectré 2. Fent tis de la notacié de Dirac escrivim’ que:

< a(ra)|2(ra) > h(r1) [pi(r1) > + < go(ra)|h(ra)|da(ra) > |¢1(r1) > +
< a(r2) [V (ri,ma)lga(ra) > |pi(r1) > = < ¢a(ra)|pa(r2) > E |1 (r1) > (4.13)

Definim 1'operador de Coulomb Jo(ry):

Jo(r1) =< ¢a(r2)|V (r1,72)| o (r2) >=/% dry (4.14)

Adonem-nos que la integracié afecta tinicament les coordenades de 1’electré
2. Per aquest motiu, jg(m) és una funcié de les coordenades de ’electro 1.
Aquest operador representa el potencial electric coulombic mitja que, en la
posicié r1, causa la presencia de 'electré 2 distribuit per tot ’espai segons una
densitat estatica de cirrega determinada per la funcié |¢2(r2)|?.

Anomenem:
hi; =< ¢i(r:)|h(r;)|pi(ri) > (4.15)

Amb aquesta nomenclatura, i la condicié d’ortonormalitat dels orbitals, ree-
scrivim 'equacié (4.13) de la forma:

(il(ﬁ) + j2(7‘1)) |p1(r1) > = (E — ha2) [¢1(r1) > (4.16)

Anomenem, finalment,

A

he T () = h(r1) + Jo(r1) (4.17)

Aquest operador efectiu monoelectronic tindra, per la seua banda, un conjunt
de funcions propies i de valors propis. Escrivim:

heT(r1) |pi(r1) > = € |pi(r1) > (4.18)

"Vull cridar Patencié sobre el fet que aci no es pretén fer cap demostracié rigorosa del
meétode Hartree. Aquesta demostracié la farem més endavant, després d’introduir el principi
variacional. Ara vull mostrar idees intuitives que ens ajuden a proposar metodes aproximats.
De fet, el pas matematic que realitzarem per a arribar a l’equaci6 (4.13) no és un pas rigor6s.
Per tal d’evidenciar la seua falta de rigor en posaré un exemple. L’afirmacié que 1073 és
aproximadament el mateix que 107, no vol dir que 102 10%° = 10'7 siga aproximadament
igual a 107°10%° = 10'°.
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Podem provar a substituir (4.18) (amb i = 1) en (4.16)8. Aleshores:
(E — hoy — 61) |¢1(’)"1) > = 0, (419)

és a dir,
E = €1 + h22. (4.20)

Ara, des de (4.14), (4.17) i (4.18) podem calcular ¢;
e = < g (m)ga(m) > = b+ (Vi) (421)

que portat a (4.20) ens permet escriure:
E~ hiy +ho + <V(7"1,7"2)> . (4.22)

Si ens adonem, (4.22) i (4.10) sén idéntiques, excepte per una cosa. L’equaci6
(4.10) aproxima el valor de lenergia exacta mitjancant el valor esperat de
I’hamiltonid polielectronic en una funcié producte d’orbitals que sén funcié
propia de l'operador hamiltonia monoelectronic (4.6). En (4.22), els orbitals
sén funcié propia de I’hamiltonid monoelectronic efectiu (4.17).

Com que tot el que hem fet per a I'electré 1 ho podem fer per a I’electrd
2, podem definir €5 amb una equaci6é analoga a (4.21) i reescriure (4.22) de la
forma:

Ex e +e— <V(r1,r2)> . (4.23)

Per motius de simplicitat, en ’exposicié anterior hem estalviat, intencionada-
ment, fer cap referéncia a un detall important: la resolucié de I'equacié d’au-
tovalors (4.18). La primera qiiestié que sorgeix és al voltant de ’expressié de
helf(r1). Les equacions (4.17) i (4.14) ens evidencien que cal coneixer ¢y (rs)
abans d’intentar resoldre (4.18). Perd no sabem quina és I'expressié de ¢o(r2).
Aleshores, triem arbitrariament una funcié ¢$(r2) (una bona tria inicial seria

8Vull fer notar la feblesa de rigor en aquest pas matematic. No tenim cap evidencia que
ens indique que aquell orbital ¢1(r1) que possibilitava 'escriptura de l'equacié (4.12) haja
de ser autovector de h®//(ry). Tampoc tenim cap evidencia en sentit contrari. Assumim
el pas matematic com una segona conjectura raonable a contrastar sobre la base del bon
comportament del métode proposat. Vull afegir que aquesta manera de treballar no és
estranya a la investigacié tedrica (que fou la hipdtesi de Planck sind una conjectura?). Tinc
consciencia del malestar que ocasiona la lectura de desenvolupaments matematics com aquest.
Per aix0, més endavant, reobtindrem els mateixos resultats per un cami purament logico-
deductiu. Tampoc hem d’ocultar la realitat més intuitiva que no purament logico-deductiva
de la investigacié teorica i metodologica.
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un autovector de (4.6)). Amb ¢3(ry) construim J¢(r1) i A7) (r). Resolem
Pequacié de valors propis de h¢/7(°)(r) i trobem ¢! (r1). Funcié que utilitzem
per a construir J!(ry) i hf7(M (ry), Pautovector del qual anomenem ¢ (ry).
Amb ell construim J}(r1) i h¢//(D(r)) que permet trobar ¢2(ry) ... aquest
procés iteratiu finalitza quan les diferéncies entre dos cicles consecutius és
menor que una certa quantitat n preestablerta (autoconsisténcia).

4.4.1 Imatges fisiques al métode de Hartree

Si repassem allo que hem discutit del métode de Hartree, ens adonem que
I’esmentat metode consisteix essencialment en dos punts:

1. Aproximar el valor exacte de I'energia polielectronica assignant-li el valor
mitja de I’hamiltonia exacte amb una funcié d’ona aproximada. Aquesta
funcié d’ona és un producte d’orbitals.

2. Obtenir els orbitals a partir de Pequacié (4.18), amb un procés iteratiu
i autoconsistent (SCF).

Que representa %/ (r;)? Amb (4.17) i (4.14) podem concloure que Pesmentat
hamiltonid monoelectronic efectiu representa un electré que es mou en el camp
de potencial estatic mitja creat per la resta del sistema. Per mitja entenem
que substituim les interaccions interelectroniques intantanies reals per valors
mitjans d’aquestes interaccions (en cada punt de I'espai) causades per les dis-
tribucions estatiques de carrega dels altres electrons sobre 1’electrd 4 considerat.

Vull finalitzar aquesta subseccié indicant que hi ha una bona concordanca
entre el valor de les energies orbitals €;, és a dir, els autovalors de hel ! (ri), 1
els valors de potencials d’ionitzacié. El potencial d’ionitzacié és la diferencia
d’energia entre I'Atom (heli al nostre cas) i I'i6 corresponent (He™' en 1’exem-
ple considerat). L’i6 He™ és monoelectronic amb energia hi;. L’energia de
Patom podem calcular-la des de (4.20). La diferéncia de les dues energies és,
precisament, —ej.

4.4.2 El meétode SCF de Hartree-Fock

Més endavant, al llarg del capitol 6, parlarem del principi de Pauli i de la neces-
sitat de descriure els sistemes d’electrons mitjancant funcions antisimetriques.
Acceptarem ara aquest resultat com provisionalment valid i estudiarem com
es modifica el metode de Hartree per incloure 'antisimetria. Com que I’espin
és el motiu de fons en totes aquestes consideracions, I'explicitarem d’ara en
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avant: usarem espinorbitals ¢(7;) en lloc d’orbitals ¢(r;).

Diem que una funcié és antisimetrica si en intercanviar les coordenades de
dos electrons, la funcié canvia de signe. Per exemple, la funcié:

(1, 72) = (¢1(11) Pa(m2) — P1(72) <752(Tl))/\/§ (4.24)

és antisimetrica. Una manera sistematica d’obtenir la part antisimetrica d’'un
producte d’orbitals (producte Hartree), consisteix a construir els anomenats
determinants de Slater. Per exemple, la part antisimetrica A de ¢ (1) ¢o(72) ¢3(73)
és el determinant:

) ¢1(m1) di(r2) i(7s)
Alpr(m1) ¢2(12) d3(73)] = |2(11)  P2(T2)  ¢a(73)]- (4.25)
¢3(11) ¢3(m2) #3(73)

Les propietats de la funcié determinant assegura que qualsevol canvi 7; <+ 7;
Unicament altera el signe del determinant®. Si, com és habitual, el determi-
nant de Slater conté espinorbitals ortonormals, i nosaltres volem que la funcié
polielectronica estiga normalitzada, caldra multiplicar I’esmentat determinant
per un factor 1/ V/N!, on N representa el nombre d’electrons.

Si assumin, doncs, (4.24) com la funci6é d’ona antisimetrica aproximada de
particules independents, el valor mitja de 1’energia sera:

_ 11 []ei(n) da(re)
() = ¢IWIE< ba(r) dolrs)

A~

(h(r1) + h(ry) + V(r1, 7)) $1(11)  d1(72)

p2(11)  P2(72)

(4.26)
desenvolupant els determinants'®:
(B) = <u(n)] hri)|gi (1) >
+ < ¢a(m2)] hlrz)|da(r2) >
+ < (1) d2(m2) |V (r1,m2)|d1(T1) d2(2) >

— < i) da()|V(r1,m2)|ba(m1) ¢i(r2) >

9El marc natural per estudiar les funcions d’ona amb simetries permutacionals (lan-
tisimitria per transposicié de coordenades és una d’aquestes simetries) és la teoria de les
representacions lineals del grup simetric o grup de permutacions. D’aco es fa un estudi en
lassignatura (optativa) Teoria de grups de simetria. Al nostre curs en farem una breu refer-
encia; la imprescindible per a tenir certa operatoria minima.

10Per a calcular les integrals explicitem Iespin. Vull dir que:

< ¢2(£2)n2((l712)| h(r2) |p2(r2)n2(02) > = < m2(02)|12(02) > - < $2(r2)| h(r2) |p2(r2) >
=1-ha2 = hoa.
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(E) = hag + h11 + Ji2 — K12 (4.27)

amb,

|$2(72)]

2

2 2
Jig =< ¢1(7’1)| j2(7'1)|¢1(7’1) > = / |¢1(T1)|,r1 dridmo (4.28)

Kig = < ¢1(m)| Ka(1)|g1 (1) > . (4.29)
on hem definit 'operador R’g(ﬁ) de la segiient manera:

A

Ra(r) x(m1) = [ [ 57 x(n)] pa(r). (4.30)

Efectivament,

<him)l Kalm)lm) > = [ dn gin) [ [ i 63— ] bo(m)

T12
(4.31)
aquesta integral és anomenada integral d’intercanuvi.
Des de (4.27)-(4.31) podem escriure:
(B) = has+ < ¢1(m1)| h(r1) + Jo(m1) = Ko(m1) 1 (1) > (4.32)
o, alternativament,
(B) = hoy + by + (V(r1,72)) = < i () [Ka(m)lgi () > (4.33)

De la comparacié de (4.22) i (4.33) inferim que l'efecte de I'antisimetria
s’ha traduit en l’aparicié de la integral d’intercanvi. La comparaci6 de (4.32)
i (4.16) ens permet trobar I'operador efectiu h¢/f(7;) que inclou antisimetria:

hefT(m) = h(r) + Jo(r1) — Ko(11) (4.34)
Amb l'operador a la ma, escrivim ’equacié de valors propis,

hell () ¢1(m) = erdi(m), (4.35)

i podem fer un procés SCF com el discutit en la seccié 4. Hi ha en aquest cas,
perd, una simplificacié que deriva de la identitat!':

Ji(m1) ¢1 (1) = Ki(11) pi(m1), (4.36)

UEn efecte, Ji(ri)¢1(m) = [dr %@(n) =Ki(m1)¢1(r1) en virtut de (4.14) i
(4.30).
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la qual permet afirmar que h¢// (1;) i Voperador F (13),

2

P(r) = h(r)+ Y Ji(n) - Ki(m) (4.37)
i=1

tenen idéntiques funcions i valors propis. Tanmateix, resulta més comode tre-
ballar amb un 4nic operador efectiu F ( F és identic per a 7 i T, sols canvia
Ietiquetatge de la variable) que una bateria d’operadors efectius h¢/7 (7;) difer-
ents per a cada electré.

Metodologicament, 'aproximacié SCF segueix el diagrama de flux:

Proposta inicial
d’espinorbitals

Calcul de
I’operador

de Fock F

Resolucio
de I'equacié
d’autovalors

‘ Convergeéncia? }——@l

| sTtopr |

La diferéncia essencial entre el metode de Hartree i Hartree-Fock radica en
el tractament de la correlacié dels moviments electronics. Mentre que el me-
tode de Hartree no posa cap restriccié al moviment electronic, 1'as de funcions
antisimetriques en el metode de Hartree-Fock impossibilita que dos electrons
amb el mateix valor d’espin pugen ocupar la mateixa posicio de I'espai. Si 7;
representa les coordenades espinespacials de cada electrd, ocupar la mateixa
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posicié espacial amb el mateix espin vol dir 7 = 7. L’equacié (4.24) ens diu
que ¥(7y,72) = 0. En altres paraules, cada electr6 esta envoltat d’una petita
regié inaccessible per a qualsevol altre electré que tinga el mateix espin (forat
de Fermi).

Val la pena dir, per finalitzar, que de vegades el metode de Hartree déna
millors resultats que el metode de Hartree-Fock. Cosa que deriva de la idéntica
i equilibrada descripcié dolenta de la interaccié entre electrons amb el mateix
i amb distint espin que realitza el metode de Hartree. Hi ha cancel-lacions
fortuites que no poden océrrer en el métode de Hartree-Fock perque tracta de
manera distinta les interaccions entre electrons amb el mateix espin i electrons
amb spin oposat!'?.

4.4.3 Orbitals de Slater

En les subseccions anteriors no hem entrat en el detall de la resolucié de
lequacié de valors propis. Tant en el metode de Hartree, equaci6 (4.18), com
en el de Hartree-Fock, equaci6 (4.37), es planteja la resolucié d’una equacié
diferencial de 3 variables (les coordenades espacials de I’electré). Aquest no
és un problema trivial. Hi ha casos, pero, en qué apareix la simetria esférica
en el potencial efectiu. Acod succeeix quan el potencial conté capes tancades,
a causa que les capes tancades donen lloc a distribucions de carrega que sén
invariants sota qualsevol rotacié o inversié. Diem que 'operador efectiu té la
simetria de l'esfera'® (grup K}, en la notacié de Mulliken). Si un operador és
invariant sota les operacions d’un grup de simetria, les seues funcions propies
son base de les representacions irreduibles del grup. Els harmonics esférics
({Ye,m(0¢)}) constitueixen aquestes bases en el cas de Kj;. Com que resulta
que els operadors efectius s6n funcions de (r, 8, ), les seues autofuncions seran
de la forma:

¢i(7i) = R(ri) Yom(0i, 0i) (4.38)

En altres paraules, en el procés autoconsistent no s’ha de determinar més que
la part radial dels orbitals. A¢o és una gran simplificacié del problema d’au-

12El meétode de Hartree-Fock proporciona uns resultats extraordiniriament concordants
amb l'experimentacié en innumerables casos. De fet, és el metode que ha estructurat la
quimica moderna. En general, amb la utilitzacié d’hamiltonians efectius s’obtenen resultats
fins i tot sorprenentment bons. A¢o no és casualitat, a ’apendix J justifiquem perque aquests
hamiltonians poden resultar, de vegades, tan exitosos.

13Una justificacié de les implicacions que comporta la simetria, les quals sén simplement
enunciades aci, podeu trobar-les en els apunts de Teoria de grups de simetria.
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tovalors.

Hartree va pensar que, atés que es plantejava un metode aproximat i que
la consideracié d’orbitals de la forma (4.38) simplificava enormement el seu
metode, la falta de simetria esferica en els casos (la majoria) en els quals el
potencial efectiu no conté capes tancades, no seria molt rellevant. Aleshores
introdueix la simplificacié addicional que els orbitals sén de la forma que in-
dica l’equacié (4.38).

Les primeres solucions de les equacions SCF que es realitzen per a atoms
fan s de metodes numerics. Vol dir agd que les solucions trobades per a R(r;)
no sén funcions analitiques siné taules de nombres (valors de R(r;) tabulats
enfront de valors de r;).

Slater va realitzar ajusts de les funcions numeriques i, finalment, va pro-
posar les expressions analitiques segiients per als orbitals (aquestes funcions
sén comunament anomenades orbitals de Slater):

R(r)=r"""1 ¢ Z07)r/m (4.39)

on n*, Z(n*) sén els parametres de I'ajust. Tanmateix, va observar que els
valors ajustats podien ser aproximats a partir d’una serie de regles empiriques
senzilles (regles de Slater). Aquestes regles permeten trobar prou bons parame-
tres per a n < 4, on n és el nombre quantic principal.

Val la pena dir que les regles de Slater han estat molt utilitzades en textos
de quimica general o quimica inorganica elemental, on, per aplicacié de les
regles, es determina la penetracid d’un electré quan és assignat a un determi-
nat orbital, o, el que és el mateix, "apantallament efectiu dels altres electrons
sobre aquest i, en conseqiiéncia, la carrega nuclear efectiva que aquest exper-
imenta. A partir d’aquest valor es realitzen interpretacions sobre potencials
d’ionitzacié, configuracions electroniques, etc.'* No crec que calga advertir
sobre la precaucié de no extralimitar la validesa de les regles de Slater a 1’hora
de fer qualsevol tipus de prediccié o d’interpretacié.

Hj haun llibret[6] de lectura facil i amena que comenta extensament tots aquests aspectes
qualitatius.
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4.4.4 Calcul autoconsistent de 1’atom d’heli utilitzant un full
de calcul

Hi ha una dita castellana que diu: la velocidad se demuestra andando. L’ob-
jectiu d’aquest exercici és fer seure el lector davant d’un ordinador personal
per a que calcule per si mateix la funcié d’ona i energia Hartree-Roothaan de
Pestat fonamental de ’atom d’heli amb 1'inic ajut d’una simple fulla de calcul.

Considerem la funcié d’ona aproximada ¥(ry, ) = ¢(r1)¢(r2) en la qual
els dos electrons estan assignats al (ocupen el) mateix orbital. En una primera
aproximaci6 (particules independents, model IP) ¢ és I'orbital hidrogenoide
1s(z) = (z7r_3)1/ 2 exp (—2r), on z representa, la carrega nuclear (2 en aquest cas).
Ara bé, com hi ha dos electrons, la carrega nuclear efectiva z.f; serd menor
que z. Aleshores caldra substituir z per z.¢s en la férmula de ¢. Sabem, pero,
que aquesta és una aproximacié molt pobra. Proposem, doncs, la segiient
expressio per a ¢:

¢ = c1ls(z1) + cals(22)

que, amb una notacié simplificada, reescrivim com:
¢ =ci1x1+ c2x2 (4.40)

Com resulta que z = 2, farem que z; siga menor que 2 i zo major que 2.
En particular, agafem'® z; = 1.45 1 zp = 2.9.

Els coeficients ¢; i ¢o estan relacionats'® per la normalitzacié de Iorbital

¢:

L = <¢l¢p>
A< X1|x1 > +c3 < X2|x2 > +2ci1co < x1lx2 >
= &4 +2068 (4.41)

Fa falta una altra relacié per a determinar els coeficients. Aquesta relacié
la derivarem de 'aplicacié del metode de Hartree, que consisteix basicament
a resoldre I'equacié 4.18. Reescrivim tot seguit aquesta equacié simplificant-li
la notacié:

flo >=elp > . (4.42)

!5Hem triat aquesta parella de valors perque és la parella que condueix a un menor valor
de Penergia[7].

6Les funcions x també estan normalitzades, encara que no sén ortogonals (S # 0).
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Substituint (4.40) en (4.42):
clf|X1 > +62f|X2 >=e€c1|x1 > +eca|xe > (4.43)

Multipliquem a I’esquerra per |x1 > iintegrem. Sianomenem f;; =< x;| f Ix; >
i, S =< x1|x2 > trobem que:

c1fir + c2f12 = €1 + €cS. (4.44)
Tornem a l’equacié (4.43), multipliquem per |x2 > i integrem. El resultat és:
c1fa1 + cafa2 = €c1S + €c. (4.45)

Condensem les equacions (4.44) i (4.45) en una tnica equacié matricial:

fii fi2]l [a]l _[e €8] [a
[f?l f22] [02] - [e S € ] [CQ] (4.46)
o, alternativament:
fit—€  fia—€S| |e| _
[fm —€8  fop—c¢ ] [CQ] =0 (4.47)

El sistema d’equacions 4.47 té solucié si el determinant de la matriu val zero.
Igualant aquest determinant a zero obtenim una equacié de segon grau en e,
la solucié de la qual és:

(2f125 — (f11 + f22)) \/[2f125 = (fir + f22)]2 —4(1 = S?)(fi1fo2 — frzfor)

2(1 — 5?) 2(1-5?)

(4.48)
Des de (4.48) determinem e. Amb aquest valor portat a (4.47) obtenim la
relacié rat = ca/cy:

rat = —f{;l%:g (4.49)

que portada a (4.41) ens proporciona cy:
¢1 = (1 + 2ratS + rat?)~'/2. (4.50)

El problema que hi ha és que per a deteminar e a partir de (4.48) cal
coneixer previament el valor de les integrals S i f;;. El solapament S pot
calcular-se analitica o numericament i resulta ser S = 0.83805248. Les inte-
grals f;; depenen dels coeficients c; i ¢z (vegeu equacions (4.14)-(4.17):

_ . ) 1
fig =< xilhe/ |xj >=<xil(h + J)|x; >=< xil(h+ < ¢|@|¢ >)|xj >
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. 1
=< xil(h+ (c1 < x|l +e2 < XZDE(C”XI > +eolxe >)|xj >

1
= hij + (a1 < xixa| +e2 < xml)@(cnxm > +eax2x; >)

aleshores, amb la notacié < ab|| cd >=< ab|$|cd >,

fij = hij + ¢ < xixall xax; > +¢5 < xixal x2x; > (4.51)
+C1CQ| < XiXIH X2X;j > +tcac1 < XZ'XQH X1Xj > (4.52)

Les integrals que hi ha a (4.51) poden calcular-se analitica o numericament.
Algunes d’aquestes integrals sén idéntiques. Aixi tenim que:

hio = ha1 3 Xi122 = Xoo11 3 Xi212 = Xo121 = X921 = Xoi12

X112 = Xq121 = Xuo11 = Xown 5 X222 = X129 = Xoo12 = X029

La dependencia de f;; del coeficients c;, ¢z obliga a una solucié iterativa del
sistema d’equacions (4.47). Comencem assumint el model IP, és a dir, ¢; = 1.
Anomenem a aquest valor ¢;(0). Aleshores, calculem f;;, despres €, rat i, altra
volta, ¢c;. Anomenem c; (1) al valor calculat de ¢;. Comparem c¢;(0) i ¢q(1). Si
coincideixen és que hem encertat. Hem assolit I’autoconsisténcia i finalitza el
procés iteratiu. Cas que ¢1(0) i¢q(1) no siguen iguals repetim el procés a partir
de ¢1(1) i obtenim ¢;(2). Repetim el procediment fins assolir autoconsisténcia,
és a dir, fins que hi haja una iteracié i tal que |c1(i+1) —c1(é)| < d, on § és un
infinitéssim prefixat. Per exemple § = 1078.El full de calcul segiient realitza
tot aquest procés i troba I’energia i els coeficients orbitals.
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l CALCUL SCF-LCAO DE L’ESTAT FONAMENTAL DE L’ATOM D’HELI |
21 1,45
29 2,9
hi11 -1,84875 X1111 0,90625 X1112 0,90409102
hoo -1,595 X22922 1,8125 X222 1,29666021
Ris -1,883523 X112 1,18148148 X1212 0,95473251
S 0,83805248
|| Cl(i) | Cz(i) Fr11 | Fao | Fio | € rat ||
1 0 -0,9425 | -0,4135185 | -0,9794319 | -0,9843264 | 0,27069492
0,80924881 | 0,21905954 | -0,8780228 | -0,2745631 | -0,8907277 | -0,905561 | 0,20890736
0,84703405 | 0,17695165 | -0,8905337 | -0,3018762 | -0,9080685 | -0,9206515 | 0,22062004
0,8396381 | 0,18524099 | -0,888073 | -0,2965172 | -0,9046626 | -0,9176757 | 0,21830541
0,84109078 | 0,18361467 | -0,8885558 | -0,2975693 | -0,9053312 | -0,9182593 | 0,2187592
0,84080563 | 0,18393397 | -0,888461 | -0,2973628 | -0,9051999 | -0,9181447 | 0,2186701
0,84086161 | 0,18387129 | -0,8884797 | -0,2974033 | -0,9052257 | -0,9181672 | 0,21868759
0,84085062 | 0,18388359 | -0,888476 | -0,2973954 | -0,9052206 | -0,9181628 | 0,21868415
0,84085278 | 0,18388118 | -0,8884767 | -0,2973969 | -0,9052216 | -0,9181637 | 0,21868483
0,84085235 | 0,18388165 | -0,8884766 | -0,2973966 | -0,9052214 | -0,9181637 | 0,21868618
ENERGIA | -2,86167193
Ch 0,84085235
Cs 0,18388165




Bibliografia

[1] Blake A.B., Exchange stabilization and the variation of ionization energy in the
p™ and d" series, J. Chem. Fducat., 58:393, 1981.

[2] Harris K.H. and Rioux F., A Simple Hartree SCF Calculations on a one-
dimensional model of the He atom, J. Chem. Educat., 57:491, 1980.

[3] Harris K.H. and Rioux F., Rootaan’s method in one-dimension, J. Chem. Edu-
cat., 58:618, 1981.

[4] Pilar F.L., Elementary Quantum Chemistry, McGraw-Hill, New York, 1968.
[5] Rae A., Quantum Mechanics, Adam Hilger, Bristol, 1986.

[6] Sisler H.H., Estructura electrénica propiedades y periodicidad, Selecciones Cien-
tificas, Madrid, 1967.

[7] Snow R.L. and Bills J.L., A simple illustrations of the SCF-LCAO-MO method,
J. Chem. Fducat., 52:506, 1975.



130 BIBLIOGRAFTA




Capitol 5

Metodes variacional 1
pertorbacional

5.1 Introduccio

En el capitol 4 hem mostrat que I'’equacié de Schrédinger d’un sistema d’elec-
trons no pot separar-se, a causa de l'existéncia dels termes 1/r;;. En altres
paraules, no podem fer cap canvi de coordenades que permeta separar ’equacié
de Schrédinger en un conjunt d’equacions diferencials ordinaries, la qual cosa
vol dir que no podem resoldre ’esmentada equacié de manera exacta. Aquesta
impossibilitat ens ha menat a la recerca de métodes capacos d’oferir-nos una,
solucié aproximada. La sistematica, millor dit, ’abséncia de sistematica, en
I’esmentada recerca condueix a solucions de les quals no tenim cap referent al
voltant del seu grau de validesa, del seu nivell d’aproximacio a la solucié exacta.

En el present capitol presentem les caracteristiques essencials de dos metodolo-
gies generals d’obtencié de solucions aproximades. La majoria de la quimica
quantica moderna utilitza metodes particulars que s’emmarquen dins d’una o
altra metodologia (o combinacions de totes dues). Aquestes metodologies gen-
erals sén el metode variacional (que deriva de 'anomenat principi variacional)
i la teoria de pertorbacions. La clau de la seua poténcia com a metodes aprox-
imats radica en el fet que ens proporcionen la manera d’amillorar qualsevol
de les solucions que proporcionen. El preu que cal pagar és un augment del
temps de calcul. Teoricament, utilitzant aquests metodes, és possible obtenir
la solucié exacta com el limit asimptotic de solucions aproximades de quali-
tat creixent. En la practica, sempre s’haura de renunciar en algun moment a
calcular més. El motiu de la rentincia és o que hagem assolit bastants xifres
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significatives (un nivell d’exactitud suficient), o que la magnitud del calcul
que s’ha de realitzar haja crescut tant que qualsevol intent de millora siga
impracticable. Desafortunadament, i malgrat la gran poténcia del moderns
ordinadors, el segon motiu és el que, generalment, determina el punt final
d’un calcul.

5.2 El metode variacional

5.2.1 Estudi d’estats fonamentals

El metode es basa en el segiient teorema: FEl valor mitja de [’hamiltonia,
calculat amb una funcié arbritraria ¥ (que compleiz les condicions de contorn,
és continua, derivable, etc.), és una cota superior del menor autovalor de
l’esmentat hamiltonia;

<<I>|’H|<I>>
@) > E, (5.1)

En el cas que £ = FE,, vol dir que ® és precisament ¥, (autofuncié d’autovalor
E,).

&=

Per a demostrar el teorema numerem les funcions propies i els valors propis
(desconeguts !) de ’hamiltonia H:

v, Uy Uy
E, < B < Ey <

(5.2)

La funcié aproximada ®, que assumim normalitzada, compleix les condi-
cions de contorn i pot, doncs, ser expandida en termes del conjunt complet

{W}:
o= ¥ (5.3)

Calculem <3Q>

<q>|7-l|q>>zzc;cj <\Ifi|7%|xpj> = Jal’E; > <Z|ci|2> E, = E,
ij

i
(5.4)
Noteu que ® esta normalitzada, per la qual cosa, ) |ci|2 = 1. He assumit

)

(3
la normalitzacié de ® (cosa que sempre podem fer) per tal d’obviar el denom-
inador de (5.1). De vegades, en I'aplicacié practica del principi variacional,
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resulta comode no imposar la condicié de normalitzacié. En tal cas, és obligat
incloure el denominador de (5.1).

El principi variacional (5.1) ens proporciona un criteri per a comparar la
qualitat de dues funcions d’ona aproximades: aquella que done lloc a un valor
mitja més baix, s’aproxima més a la solucié exacta, per la qual cosa diem que
és una millor aproximacio a l’estat fonamental del sistema estudiat.

5.2.2 Estats excitats

Teorema: Si ® és ortogonal a la funcid d’ona exacta ¥, de l’estat fonamental,
perd excepte aizo i que siga fisicament acceptable', ® és totalment arbitraria,
aleshores,

(oH|®)
§= @) > By (5.5)

on F, és l'energia ezacta del primer estat excitat.

La demostracié d’aquest teorema, la qual segueix les mateixes pautes que
la demostracié de (5.1), es deixa com exercici al lector. Teoremes similars per
a Fo, F5... poden també formular-se i demostrar-se de manera semblant. Cal
dir, pero, que els teoremes sobre estats excitats sén menys 4tils que el teorema
(5.1). EIl motiu és que les funcions exactes ("amb les quals ser ortogonals”)
rarament estan disponibles, ni tan sols per a l’estat fonamental. Una tltima,
precisié: el teorema (5.1) no sols aplica a l'estat fonamental, aplica a lestat
més baix de cada simetria®.

Bs a dir, que compleix les condicions de contorn, és continua, derivable, etc.

’Imaginem que un hamiltonia té dos tipus de funcions propies: parelles (z2, z*... sén
exemples de funcions parelles) i imparelles (z, z%... s6én exemples de funcions imparelles).
El producte de qualsevol funcié parella per qualsevol funcié imparella és una funcié impar-
ella. La integracié a tot l’espai d'una funcié imparella és zero. Ara imaginem que l’estat
fonamental és parella i que estem interessats a aproximar l’estat imparella d’energia més
baixa. Qualsevol funcié imparella integra a zero amb ’estat fonamental. Aleshores, la condi-
ci6 d’ortonormalitat amb ’estat fonamental estd implicitament satisfeta, motiu que fa, en
aquest cas, els teoremes (5.1) i (5.5) equivalents en la practica. En altres paraules, podem
utilitzar (5.1), sense més restriccions, a 1'hora de trobar aproximacions a l'estat d’energia
més baixa de cada simetria.
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Exercicis

1. Assumiu la funcié aproximada de I'estat fonamental de I’atom d’hidro-
gen & = e~ *7. Calculeu el valor optim de k. (Ajuda: utilitzeu I'operador
energia cinética en coordenades esferiques. En particular, basta consid-

erar la part radial, T = —% (8‘9—:2 + %%). Calculeu el valor de k que fa

minim <¢'|7:[|<I>> per derivacié respecte de k i igualaci6 a zero).
Sol. k = m/h2.

5.2.3 Metode de les variacions lineals

Aquest és el procediment variacional més utilitzat en quimica quantica. El
motiu és que en quimica quantica és molt freqiient que una funcié ¥ siga
aproximada en forma de combinacié lineal d’un conjunt {¢;} de funcions lin-
ealment independents®:

N
o = Z ci di (5.6)
i=1
Escrivim el valor mitja de I’hamiltonia:
IEERCIEY
iEjC;’“Cj (¢il¢5)

E, < =¢ (57)

Per tal de presentar una formulacié general, permetem que les funcions de base
no siguen ortogonals. Anomenem S;; al seu producte escalar, S;; = (¢;|¢;).

Anomenem H;; a la integral <¢Z|7:[|¢]> Calculem els valors dels coeficients

que fan ¢ minim:

> Aej Hij — ¢ Skj &
3

23
der Sere; i =0, Vk (5.8)
ij
Yoo (Hy — €Sk)=0 , Vi (5.9)
J
Aleshores,
HC =¢ SC (5.10)

3Crec que el motiu obsessiu de la quimica quantica per linealitzar els problemes rau en el
fet que la implementacié computacional de problemes linealitzats és la implementacié més
senzilla possible.
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det/H — £ S| =0 (5.11)

Vull remarcar que I’equacié (5.10) a queé hem arribat (o, el que és equivalent,
Pequacié (5.11)) no és altra cosa que la representacié matricial de 1’equacié
de valors propis de ’hamiltonia. A la subseccié segiient retrobarem I'equacid
(5.10) des d’un punt de vista (no variacional) completament distint.

5.2.4 Projeccié d’operadors diferencials en espais finitodimen-
sionals de funcions

En general, un operador diferencial # presenta una col-leccié infinita de fun-
cions propies. Tractar col-lectius infinits escapa a les possibilitats del més
potent ordinador imaginable. Per una altra banda, sabem que no podem
obtenir solucions exactes dels hamiltonians polielectronics i que, aleshores,
cerquem solucions aproximades. Les solucions aproximades de [’hamiltonia
exacte les cerquem com les solucions exactes d’un hamiltonia aprorimat. La
quimica quantica tria, com hamiltonid aproximat per excel-léncia, la projec-
ci6 de ’hamiltonia exacte sobre un espai finitodimensional de funcions fisica-
ment acceptables i arbitrariament elegides. Aquest espai finitodimensional de
funcions és triat tractant d’aprozimar, en la mesura del possible, 'espai que
generarien les autofuncions exactes amb menor energia de I’hamiltonia exacte.
Aclarim ara el concepte de projeccié de l’operador.

Imaginem que H és Poperador diferencial exacte i {QSZ}Z]\L |, un conjunt de
funcions (en principi no ortogonals, és a dir, amb una metrica S;; = (¢;|¢;)).
Per projeccié de H sobre {qﬁi}i]\il entenem la construccié d’una matriu d’ele-
ments?:

H;; = <¢i|7'z|¢j>- (5.12)

Com H és hermitic, H és una matriu hermitica. Sabem que totes les
matrius hermitiques sén diagonalitzables i per obtenir el autovalors i autovec-
tors aproximats de H procedirem a trobar els autovalors i autovectors exactes
de la matriu H. Com la base utilitzada no és ortogonal, I'’equacié matricial
d’autovalors ha d’incluore la metrica:

HC=FESC. (5.13)

Aquest resultat és identic a (5.10), per aix0 concloem que resoldre 1'equaci
de Schrodinger projectada sobre un espai finitodimensional de funcions (cosa
que sempre és factible fer) té sentit variacional. Es a dir, equival a trobar les

“Podeu trobar la justificacié en Papéndix M.
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millors aproximacions possibles a les solucions exactes dins de [’espai model
utilitzat.

El lector podria pensar que iinicament I’autovalor més baix té aquest sentit
variacional. A la subseccié segiient presentarem ’anomenat teorema de Mec-
Donald que estén, pero, el caracter variacional a fotes les solucions trobades
amb el metode de les variacions lineals.

5.2.5 Teorema de McDonald

Teorema: Cada autovalor d’un hamiltonid projectat sobre un espai finitodi-
mensional de funcions, és una cota superior de les seues energies exactes[11].

En lloc de fer una demostracié general des del comencament, considerarem
una serie de casos concrets de dimensi6 creixent des d’on poder-la inferir.

Comencem amb un espai monodimensional generat per ¢;. Obtenim un
Unic valor d’energia:

Ego) =hy1 =< ¢1|7:l|¢1 > . (5.14)

Ara afegim una funcié ¢o ortogonal a ¢1, de manera que, < ¢2|7:l|¢2 >=
hoo 1 < ¢1|H|¢2 >=< ¢2|H|¢1 >= hia = hoi. Suposem que hi; < h225.
Construim la matriu segiient, que reescrivim com suma de dues matrius:

h11 hlZ] [hn 0 ] [ 0 h12:|
= + 5.15
[h21 hao 0  ha hor 0 (5.15)

En la seccié 5.4.1 demostrarem que unes bones aproximacions als autovalors
de (5.15) (pertorbacions de segon ordre), sén:

BEWY = hyy — B = hyy — (5.16)

Des de (5.14), (5.16) i amb h1; < hg2 concloem que E%l) < E%O) < Eél).

Partim ara de les autofuncions que diagonalitzen (5.15) a les quals anome-
nen {11, 12} i que sén una combinacié lineal de {¢1, p2}. Afegim una funcié ¢

5 Adonem-nos que acod no és cap restriccié en eleccié de ¢o. En efecte, si en triar a ’atzar
¢2 resulta que hi1 > hoo, podem sempre recomencar tot el procés agafant ¢» en primer lloc.
La condicié h11 < haz, inic que fa és fixar un ordre en 'etiquetatge de les funcions.
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ortogonal a les altres dues, de manera que < Y1 |H|ps >= his, < ¢s|H|ps >=
hss, etc. Suposem que hi; < hgo < h33%. Construim:

hi1 0 i:l13 h11 0 0 0 0 ’:113
O hoy hog| =10 ho O]+ 1]0 0 hos (517)
hai h3za h33 0 0 b3 h3i hzz 0

Bones aproximacions als valors propis son:

~ 2
~ h13‘
B =phy - L (5.18)
h33 — h1y
fos|
~ 23
BY =hyy— 1L (5.19)
h33 — hao
~ 2 ~ 2
@ _j h”" hZS‘
B = hag — = (5.20)

hii —hss  hoy — has

Tenim que E%l) =hy < Eél) = hgs < hss, la qual cosa amb (5.18), (5.19)
i (5.20) permet concloure que:

E{Q) < E{l) < E§2) < ES) < E§2) (5.21)

Imaginem que l'ordre és, per exemple, el contrari: 7111 > 522 > 7133. Les
mateixes equacions (5.18), (5.19) i (5.20) ens porten a (5.21).

En resum, detectem el segiient comportament:

(n—1) (n) (n—1)
E_, T <E7TV<E . (5.22)
Per extensié de I'analisi a una base infinita concloem que el j-ésim valor propi
d’una matriu (n x n) és una cota superior de la j-ésima energia exacta. Potser
el segiient grafic ajude a visualitzar-ho:

6Tot seguit considerarem una altra ordenacié hii > h2o > hss i trobarem el mateix
resultat. Volem evidenciar que 'ordenacié escollida no és rellevant amb vista a la solucié
que trobarem.
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Figura 5.1: Interpretacié grafica del teorema de McDonald.

5.3 Aplicacions del metode variacional

5.3.1 El métode SCF de Hartree-Fock

Al capitol 4 vam deduir les equacions de Hartree-Fock per a ’atom d’heli a
partir de consideracions de tipus fisic. Ara mostrarem que I’esmentat métode
pot derivar-se variacionalment. En particular, pot derivar-se minimitzant el
valor mitja de lenergia, aquest valor mitja calculat amb una funcié aproxi-
mada tipus determinant de Slater.

En efecte, reescrivim l'equacié (4.27) del capitol 4, que representa el valor
mitja de I'energia de ’atom d’heli calculat amb una funcié aproximada tipus
determinant de Slater d’espinorbitals:

§=(B) = <u(r)| h(r)lgi(m) >
+ < $2(m2)| h(r2)|da(r2) > (5.23)
+ < ¢1(m1) ¢2(T2)|Y(T1,T2)|¢1(T1) $2(12) >
- < p1(11) d2(m2)|V (r1,72)|P2(T1) P1(T2) >

Imaginem que (¢1, ¢2) sén els espinorbitals ortonormals que minimitzen (F).
Aleshores, qualsevol canvi infinitesimal §¢ per canvi d’un espinorbital ha de
comportar 6§ = 0. L’unica restriccié que hem d’imposar (atesa la hipotesi
implicita d’ortonormalitzacié) és que el canvi de lespinorbital siga tal que
garantisca l’ortonormalitat de la funcié d’ona polielectronica.
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Si qualsevol canvi infinitesimal ha d’implicar §§ = 0, agod serd cert, en par-

ticular, quan considerem el cas particular que ¢] — ¢] +d¢], mentre ¢2 queda
fix.

Per tal de garantir 'ortonormalitat del determinant de Slater assumim que:

64t = 0} (5.24)

on ¢, és un espinorbital ortogonal a ¢ i ¢, i on 1 és un infinitesim. Deixem
com exercici per al lector que comprove que la norma del determinant de

Slater
| 1 [4)1(71) mm]

V2 [$2(11)  da(m2)

no canvia en efectuar el canvi ¢; — ¢1 +n¢, sempre que ($1|d,) = (p2|dr) = 0.

Aplicant la variacié infinitesimal (5.24) a (5.23) tenim que:

0§ = &1+ 01, ¢2) —&(dr, 42) =0 A
n< drlhldr > + < ¢rd2|Vid1g2 > — < drda| Va1 >]

Es a dir, el paréntesi quadrat val zero. Amb les equacions (4.28) i (4.29)
del capitol 4, podem reescriure (5.25) de la forma:

< dellh + Jo — K| >=0 (5.26)
Finalment, la identitat (4.36) i 'equacié (4.37) del capitol 4 permeten escriure:
< pl[h+ Jy + Jo — Ky — Ks]|p1 >=< ¢p|F|¢1 >=0 (5.27)

Si en lloc d'un canvi ¢; — ¢1 + d¢1, haguéssem fet un canvi ¢o — o +
dp2, Pequacié assolida hagués sigut com (5.27) perd substituint ¢, per ¢s.
Aleshores, 'aplicacié del principi variacional mena el segiient resultat general:

< | Flgi >=0 (5.28)

on ¢; representa un espinorbital que forma part del determinant de Slater que
aproxima la funcié d’ona (espinorbital ocupat) i ¢, representa un espinorbital
que no forma part del determinant (espinorbital virtual), F' és operador de
Fock,

P=ht Y (Ji- k).
=1

El resultat (5.28) vol dir que la matriu de Fock queda bloquejada:
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occ. | O

@ | vir.

Com que els espinorbitals ¢, no intervenen en el calcul de ’energia sempre
podem triar-los de manera que < ¢, |F | >= Fppr6ppr.

A Texercici de final de subseccié, demostrem, finalment, que una transfor-
macié de la base d’espinorbitals ocupats que déna lloc a una altra base també
ortonormal, no canvia el determinant de Slater (funcié aproximada polielec-
tronica) que els conté tots.

Aleshores la condicié (5.28) equival a afirmar que els espinorbitals varia-
cionals s6n aquells que diagonalitzen 'operador de Fock, és a dir aquells que
compleixen I'equacié (de Hartree-Fock):

F¢i=¢ ¢ Vi (5.29)

Exercicis

1. Anomenem (¢1, ¢2) i (11, ¥2) dues bases ortonormals del mateix espai,
relacionades per la matriu de canvi de base M:

[1/11] _ [Mn M12] [451]
P My Maz| |p2

Imaginarem que els espinorbitals s6n reals (la generalitzacié a espinor-
bitals complexos és immediata). Els canvis de base que mantenen 1'ortog-
cosf sinf
—sinf cosf
macié ortogonal. Les tranformacions ortogonals presenten determinants
iguals a £1. A partir de ’equacié del canvi de base conproveu que po-
dem escriure que:

iy ] [ e [ e

onalitat sén rotacions [ ] 0, en general, quasevol transfor-

Recordeu que si A i B s6n dues matrius quadrades, det(A - B) = detA -
detB. Apliqueu aquesta relacié juntament amb detM = +1, i compro-
veu que els determinants de Slater constuits amb una base o un altra
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son identics, excepte, potser, en el signe. Finalment, com succeix que el
determinant de Slater intervé dues vegades en el calcul del valor mitja
de l'energia, demostreu que < E > és invariant sota una tranformacié
ortogonal dels espinorbitals ocupats. (Per al cas d’espinorbitals com-
plexos la invariancia és sota transformacions unitaries de la base dels
espinorbitals ocupats).

5.3.2 EIl meétode Hiickel

Al capitol 7, on parlarem de molecules, presentarem les bases fisiques que jus-
tifiquen el metode Hiickel. Ara com ara, ens limitarem a presentar el métode
des d’un punt de vista operatiu i en relacid al principi variacional.

El metode Hiickel apareix en la quimica quantica Pany 1931[5] per a inter-
pretar la quimica dels compostos insaturats. La introduccié d’aquest metode
va suposar un desenvolupament espectacular de la quimica quantica computa-
cional, tot i el seu caracter qualitatiu. En essencia, el metode fa un estudi
dels electrons 7 d’una molécula insaturada. Cada electré m es mou per ’'en-
torn molecular i el seu comportament és determinat per un operador hamil-
tonia monoelectronic efectiu h¢//7. Aquest operador, ’expressié del qual no
coneixem perd que assumim tan complexa com calga per a fer una descripcid
adient del nostre sistema, és projectat sobre un espai de funcions monoelec-
troniques. Aquest espai estd generat per un conjunt de funcions ortogonals,
tantes com nuclis pesants® té la molecula, repartides de manera que hi ha una
funcié centrada en cada nucli pesant.

Ni coneixem les expressions dels orbitals ni tampoc la de I’hamiltonia
efectiu, aleshores aprozimem els elements de matriu h;; d’aquest operador
fent s de parametres empirics que seran ajustats adientment. Assumim que
< ¢i|ﬁeff|¢i >= @, on « és un dels parametres (Si una posicié esta ocupada
per un heteroatom en lloc d’un Atom de carboni, aleshores < ¢;|he/f|¢p; >=
o # «). Diem que, < ¢i|ﬁeff|¢j >= [ si hi ha enllag entre els centres 4
ij (B és el segon parametre). Si no hi ha enllag, aleshores assumim que
< @it g >=0.

Ens adonem de seguida que h no és diagonal. Hem demostrat en les subsec-
cions 5.2.4 1 5.2.5 que les millors aproximacions variacionals que podem obtenir

"Val la pena remarcar la semblanca entre els fonaments fisics d’aquest meétode i els del
metode de Hartree.
8Entenem per atom pesant, qualsevol atom excepte el d’hidrogen.
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des de h vénen donades pels seus autovalors i autovectors. Assumim, doncs,
que els autovalors de h representen energies orbitals i que els autovectors de
h representen orbitals moleculars (MOs). Com hem assumit implicitamement
un sistema de particules efectives independents, I’energia total w-electronica
sera la suma d’energies orbitals. Finalment, acceptem el principi de Pauli
(ocupacié orbital maxima dos electrons).

Vegem un exemple d’aplicacié del metode Hiickel: la moléecula d’etile,
CHy = CHs. Escrivim en primer lloc els elements de matriu de helfl: hyy =

hoa = a, h12 = ho1 = . Hem de diagonalitzar, doncs, la matriu [g g] o

altres paraules, hem de resoldre ’equacié de valors propis de h:
hC =£C (5.30)

Noteu que en (5.30) no incloem la metrica S perque el metode Hiickel assumeix
I’ortonormalitat dels orbitals de base.

Resoldre (5.30) vol dir igualar a zero el determinant:

[agﬁ off] —0 (5.31)

Des de (5.31), amb el canvi de variable z = 2 £ obtenim que 22 = 1, d’on
x = £1,1& = a £ . La substitucié dels autovalors en (5.30) ens permet
obtenir els autovectors associats, que resulten ser: 9. = (¢ £ $2)v/2. L’or-
bital molecular (MO) 1, = (¢1 + ¢2)V/2, (0-0), estd associat amb ¢ = a + 3
i estd doblement ocupat. L’orbital molecular ¢_ = (¢1 — $2)V/2, (o-e), asso-
ciat amb ¢ = a—f3, esta buit®. L’energia m-electronica és, doncs, F; = 2a+28.

Exercicis

Calculeu MOs i energies:
1. del radical al-lil, CH,CHC H>.
2. del butadie.

3. del benze

9Cal dir que els parametres a i 3 sén negatius.
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5.3.3 Calcul DCI de ’estat fonamental de I’atom d’heli

A la darrera subseccié del capitol 4 hem escrit 1'orbital ls3de I’atom d’heli
com una combinacié de dos funcions, x1 i x2 (on x; = (%’)1/ 2exp (—zr)),
i assumit que la funcié d’ona del sistema polielectronic atom d’heli és de la
forma W(ry,ry) = 1s(r1)ls(re). En aquesta funcié d’ona els dos electrons
estan assignats al (ocupen el) mateix orbital. Aleshores, hem trobat els coe-
ficients autoconsistents de la combinacié lineal que defineix 'orbital 1s com
una, combinacié lineal de la base bidimensional formada per les dues funcions
Xi- Tot i que U(ry,ry) = 1s(r1)1ls(rz) no és una funcié d’ona exacta (no és
funcié propia de 'operador hamiltonia de 1’atom I’heli) proporciona uns resul-
tats acceptables. Sempre podem, pero, amillorar una funcié aproximada amb
Pajut del metode variacional. Aixo és el que anem a fer tot seguit. En particu-
lar, realitzarem alldo que s’anomena, un calcul d’iteracié de configuracions amb
doble excitacions (DCI). Aquest metode (DCI) és molt utilitzat en quimica
quantica quan es volen obtenir bones funcions d’ona i energies de molécules
de dimensié moderada amb un cost computacional encara no prohibitiu.

Basicament la funcié DCI afegeix a la funcié monoconfiguracional SCF
aqueslles configuracions que poden obtenirse promocionant simultanimanet
dos electrons a orbitals excitats. El métode DCI ens proporciona els coefi-
cients variacionals de ’esmentada combinacié de funcions polielectroniques

Tornem sobre el calcul Hatree-Roothaan realitzat al capitol 4. Partiem
d’un parell de funcions de base x1 i x2. Amb aquesta base bidimensional
tan sols podem formar dos orbitals ortonormals. El metode autoconsistent
Hatree-Roothaan ens havia proporcionat els coeficients de la combinacié lin-
eal de lorbital 1s ocupat en termes de la base orbital (x1, x2). La condicié
d’ortonormalitat ens pot proporcionar els coeficients de 'orbital excitat 1s’
vacant.

(c1x1 + cax2)|(cfx1 + ¢5"x1) >=0 (5.32)
(cfx1 + e5%x2)| (5% x1 + 57 x1) >=1 (5.33)

<ls]ls' > =
<L|1s' > =

N A

efectuant les integracions, i anomenant S al solapament < x1|x2 >, tenim:

0 = cicf’ + cacs” + (c165 + cacf™)S (5.34)
= (5)? + (5%)2 + 265°c5" S (5.35)
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Els coeficients autoconsistens, ¢; i ¢z, de I'orbital ocupat determinen'® els
coeficients ¢{* i c5” de l'orbital vacant. Aquest calcul ocupa unes poques linies
d’un full de calcul:

orbital ocupat orbital excitat

T /est | -0,8930657
c1 | 0,84085235 cf® 1,82363224
cz | 0,18388165 cst -1,6286234

Una volta tenim els orbitals ocupats i vacants cal construir totes les con-
figuracions diexcitades possibles. En aquest cas sols hi ha un orbital ple i un
orbital buit. Sols hi ha una possible diexcitacié 1s?> — 1s". La funcié d’ona
DCI s’escriura, doncs,

Dy (1, ) (5.36)

D_y(r1,m2) = coE" Uo(ry,re) + C’OE(( )

(=)

on COE((?) son els coeficients de la combinacié lineal i,
Uo(ry,me) = s(r1)1s(ra)

Uy (ry,re) = 18 (r1) 18" (o).

L’aplicacié del metode variacional DCI consisteix a construir la matriu
DCI, els elements de la qual sén H;; =< ¥;|H|¥; >, on H representa I’hamil-
tonia de I'atom d’heli.

Cal substituir ara ¥;(ry,79) pel producte d’orbitals. Escriure aquests com
a combinaci6 lineal de la base (x1,x2) 1 efectuar les integracions pertinents.
Les férmules que resulten sén:

Hi = <1s(1)1s(2)|(h(1) + h(2) + 755)[1s(1)1s(2) >
= Zcpcq@hpq + Zcrcs < xp(1)xr(2) $|Xs(2)Xq(1) >)

pq rs

= Z 2¢cpcqhpg + Z CpCqCrCs Xpgrs (5.37)

pq pqrs

10Els orbitals wacants s’obtenen, en general, a partir del mateix cilcul Hatree-Roothann.
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Hyp = <1 (1)15'(2)|(h(1) + h(2) + -5)[1s'(1)15'(2) >
Z Teet( 2h,,q+z 7T < xp(Dxr (255 1xs (2)xg(1) >)

Z 265" ¢q" hpg + Z e it e Xpgrs (5.38)
Pq pqrs
Hyy = <1s(1)1s(2)|(h(1) + h(2) + ,12)|15 (1)15'(2) >
- Z CpCq" Cres™ Xpgrs (5.39)
pqrs

La matriu a diagonalitzar és:

Hy-E Hy ]|CcOEY
=0 5.40
[ Hyo Hjy — E] COES) (5.40)

Igualant el deteminant a zero, obtenim ’energia:

Hy, + H. Hyi + Hyy)2 — 4(H{1Hoy — H?
E(i):( 112 22)i\/( 11 22) 2( 114122 12) (5‘41)

Finalment, substituint £(_y en (5.40), obtenim:

(
b= (( - (5.42)
(

que amb la condicié de normalitzacié ens proporciona els coeficients:

1
cor® =
O T VR +1

. coEY b

= 5.43
O~ VBT (5:43)

El full de calcul segiient resumeix totes aquestes operacions numeriques.
Cal fer notar, com a fet interessant, el petit amillorament aconseguit. Cosa
que posa de manifest la bondat habitual dels resultats SCF.
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I CALCUL DCI DE L’ESTAT FONAMENTAL DE L’ATOM D’HELI |

pPa cpCqhpq(11) ey co®hpg (22)
T1 1,3071267 ~6,1482669
12 -0,2912253 5,59408241
21 -0,2912253 5,59408241
29 -0,0539309 -4,2306008
SUMA 1,9435081 0,80929712
pars | cpcgercsXpgrs(1l) c;mchcimchqurs(QQ) cpchcrcngpqrs(IQ)
T111 0,45303003 10,0229846 2,1308949
1112 0,09883478 -8,9298594 -1,8984956
1121 0,09883478 -8,9298594 0,46488423
1211 0,09883478 -8,9298594 -1,8984956
2111 0,09883478 -8,9298594 0,46488423
1122 0,02824511 10,4218017 -0,542554
1212 0,02282433 8,42165795 1,79045151
1221 0,02282433 8,42165795 -0,4384275
2112 0,02282433 8,42165795 -0,4384275
2121 0,02282433 8,42165795 0,10735766
2911 0,02824511 10,4218017 -0,542554
1222 0,00677893 -10,214697 0,53177227
21292 0,00677893 -10,214697 -0,130215
2212 0,00677893 -10,214697 0,53177227
2921 0,00677893 -10,214697 -0,130215
2222 0,0020722 12,7514844 0,16255344
SUMA 1,02534458 0,72647843 0,16518636
Hpor(ll) 2,8616719
Hpeor(12) 0,16518636
Hper(21) 0,16518636
Hpeor(22) 2,34507267
B 2,35030802
B -2,8669069
| ‘ R ‘ -0,0316936 |
COE(2> 0,99949814
COEE% -0,0316777
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5.4 Teoria de pertorbacions independents del temps

5.4.1 Cas no degenerat

Suposem un hamiltonid 7 expressable en la forma H = H° + H', on H° és
un hamiltonia del qual coneixem les funcions propies {U9} i els valors propis
{E°}, i ' és 'anomenat operador de pertorbacid, el qual assumim petit en
comparacié amb H° (< H° >>< H' >). La present subsecci6 esta dedicada
a l'obtenci6 de les solucions estacionaries ¥, 1 F,, de H a partir de resultats
WO i E2, estats no degenerats de H°. A la segiient subseccié considerarem el
cas d’estats de generats.

Amb aquesta finalitat escrivim el segiient hamiltonia, que fem dependre
d’un parametre A:
HA) =Ho+ A H (5.44)
El parametre )\ ens permet realitzar una transicié continua des del sistema no
pertorbat H (A = 0) = H, fins al sistema pertorbat H(A = 1) = H, + H'.

Els autovalors i autofuncions de 7:[()\) seran també, doncs, funcions de A.
Escrivim 'equacié de valors propis d’aquest operador:

(Ho + XA H') U(N) = E(X) T(N) (5.45)

Desenvolupem F,,(\) i ¥, () en serie polinomica (Tailor) al voltant de A = 0:
OF. L (B

E,(\) = E,(A=0) + (a;> A+ o3 (av”) M4 (5.46)
o o, L (2T,

T, (\) = U,(A=0) + (8>\> A+ L <8>\2 DL (5.47)

Reescrivim (5.46) i (5.47) amb una nova notacio:
E,N)=E9 + XEM + X E® 4 . (5.48)
TN =00 + Axw) 4 NZ2e® (5.49)

Substituim (5.48) 1 (5.49) en (5.45). Agrupem els termes que tenen la mateixa
poténcia en A (traiem AP factor comi) i els igualem a zero:

A [(Hy— ED) o0 ] +
AL [(H, — En)) o) + H-ED)v0 ] +
2 [(He - B WY+ W - ED) ) —ED el ]+

R



148 Metodes variacional i pertorbacional

Com A és arbitrari, cal que cada terme que multiplique A? ha d’ésser individ-
ualment igual a zero. De la poténcia zero, A°, retrobem I’equacié de valors
propis del sistema no pertorbat:

H, 00 = B0 ¢ (5.51)
Considerem el terme \':
H, vV — EO g) = () ¢ _ 3" g0 (5.52)

(1) (0)

Sempre podem assumir que ¥’ és ortogonal a ¥’ per que?!l. Multipliquem
(5.52) per o0 integrem a tot 'espai:

<UP|(Ho = ED)Y > = < vP|EY - H)[T) > (5.53)

Com 7, és hermitic, i amb el concurs de (5.51), concloem que el membre
esquerre de (5.53) és zero, amb la qual cosa, l’energia de primer ordre es

calcula de la forma: X
EW = < 017w > (5.54)

(0)«

Tornem a (5.52) i multipliquem per ¥y,”" i integrem a tot 1’espai:

<O, - BOUD > = < vQ|(E0) - A0 > (555)

L’hermiticitat de #,, 'ortogonalitat entre VAR G l'equacié (5.51)

permeten escriure:

(E® — EO) < gO1g0) > = — < gO 5700 > (5.56)

m n

Si escrivim \1153) en termes de la base completa {\II%O) },

v =3 el (5.57)
k#n

i la substituim en (5.56), obtenim els coeficients de 1'expansio:

(1) _ < \I/S)L)|7‘All|\p1(10) >

Al = — D 0 (5.58)
(B — EY)

"Tmaginem que no ho siga, aleshores VS podra expressar-se de la forma: o) = (5\115?) +

@1(11))7 on ¥ és la part de ¥ ortogonal a ¥, L'equacié (5.51) ens permet escriure que
(7:[(, — E,(LO)) \Ilsll) = (7:10 — E,(IO)) \1~1511). En altres paraules, sempre puc assumir que \Ilsll) és
ortogonal a \Ifﬁ{’).
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per la qual cosa,

g, (5.59)

m#n
Considerem el terme \2:
(o~ BO) 0 — BY W0 + (B~ (560

(2)

Sempre podem assumir que ¥, ” és ortogonal a ‘1120) ia \Ilg) per que?™?. Mul-

tipliquem (5.60) per ‘1/%0)* i integrem a tot l’espai:

U~ B > = BD < ¥ > 1 < wO|E) - >
R (5.61)

L’hermiticitat de H, i I'equacié (5.51) asseguren la nul-litat del terme de 1es-

querra de (5.61). El concurs de (5.59) i 'ortogonalitat de o i \Ilg), permeten
finalment escriure:

B =~ <17 w? > < o170 > (5.62)
- 5 '

que representa el segon ordre de pertorbacié, etc.

5.4.2 Cas degenerat

Considerem ara el cas en el qual 'enesim autovalor de I’hamiltonia no pertorbat

estiga k-vegades degenerat. Anomenem {@f%ok) k=1,2,... K } als autovectors

ortogonals degenerats. Si anomenem:

K
) =5 Do) (5.63)
k=1

a la funcié d’ordre zero a la qual tendeix ¥,, en minvar la pertorbacié fins un
valor zero, tenim que, d’acord amb I'equacié (5.52), déna lloc, amb (5.63), a:

K K
7o (1 0)q, (1) _ (1 (0) 5 (0) _ 4y (0) 5, (0)
1,00 — EOw® = EOS (%8 S We®  (5.64)
k=1 k=1
’Imaginem que no ho siga, aleshores ¥ = ¢0(” + n¥H + ¥ L'equacié (5.51) ens
permet comprovar que (7—10 - E,(IO)) 13 ¥(”) = 0. El caracter hermitic de #, permet escriure
que < \Ifo’H(?Qo — E,(LO))|\II,(11) > =< \1153)|(7-lo — E,(LO))|\II,(IO) > = 0. Aleshores, la preséncia
de (S\II%O) + 7)\1/%1)) és irrellevant en el calcul de Ey(f).
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(0)«

Multiplicant per @, ;" i integrant, tenim que, amb (5.51) il’ortogonalitat entre

\II%O) i foS), el terme esquerre de (5.64) s’anul-la. Obtenim que:

K
S <o - EM)el) > =0, j=12.. K (5.65)
k=1

Si anomenem Hj, =< @ |’H |<I>m,c >, tenint en compte l'ortogonalitat,

@E?j)@f%o]g >= 0, i l’equa(:lo (5.65), podem escriure que:

K
S (A 5ip B =0, j=12..K (5.66)
k=1

sistema homogeni d’equacions lineals, la solucié del qual 'obtenim igualant a
zero el determinant:

det|H)), — 05 ESV| =0 (5.67)

Les pertorbacions de primer ordre sén precisament les solucions de (5.67).
Amb les solucions de (5.67) podem tornar a (5.66) i determinar els coeficients

(0) (0)

¢, » d’on determinar finalment ‘1/%0). Una volta conegut ¥, i les correccions
de primer ordre E,(ll), podem tornar sobre (5.64) per a obtenir \1/%1). En una
etapa posterior, 'equacié (5.60) ens permetria obtenir les correccions de segon

ordre, etc.

5.5 Exemples d’aplicacié

El ventall de problemes on és adient 1’is de la teoria de pertorbacions és im-
mens. Atés que aquestes notes van dirigides especialment a quimics, és oporti
exemplificar les teories en problemes que puguen tenir interes per a un quimic
general. Per aquest motiu hem triat exemples al voltant del metode de calcul
quimico-quantic Hiickel, métode molt utilitzat per a justificacions qualitatives
del comportament de compostos quimics insaturats. No obtant aixo0, incloem
un exemple de calcul atomic per a ressaltar el caracter general de la teoria de
pertorbacions.

Exercicis.

1. El terme d’1nteracc10 esp in-orbital per a latom d’hidrogen és Hso. =
¢(r) LS, on ((r L ( ) 13 Obteniu ’equacié de ’energia

C r
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en termes dels nombres gtlz‘mtigs j,@,s. A(Ajuda: Feu s de funcions
|5,¢,5 >. Recordeu que 2LS = J? — .2 — §2).

Sol. B(n, £,s,j) = E® (n, ) + M59(j(j +1) = £(£+1) = s(s +1)), amb
77(7%6) =< n,€|C(7")|n,€ >.

5.5.1 Exemple de pertorbacions no degenerades de primer or-
dre

1. Assumida una integral de ressonancia addicional f14 = B = 6 sing,
descriviu el comportament conformacional del butadie, des d’una con-
formacié trans (6 = 0) fins a una configuracié cis (0 = 7):

Les matrius hamiltonianes H, 1 H' per al butadie, expressades en base atdomica,
son:

0
0
HOZ ’ H,: 0

S o™ R

0
g
o
g

oOC™WR ™
P mo o
oo oo
oo oo
cococo®

BI
La diagonalitzacié de H, ens proporciona els segiients autovalors i autovectors
d’ordre zero (comproveu-ho),

0.3718 0.6015 0.6015 0.3718
0 _ |0.6015 0 _ | 0.3718 © _ |-03718| 0 _ [-0.6015
C = losots| @2 = |—osrs| @ T |osms| © T | o015
0.3718 —0.6015 0.6015 —0.3718

9 =a+1.6188 " =a+06188 € =a-06183 ¢ =a-16183
(0)

Els elements H/; de pertorbacié entre estats d’ordre zero C, "’ seran:

", = <0[H, >=<§(c§°>)k><k|ﬂf|;(c§°>)ln >
- (6, <t > (6), -3 (0) i ()

kl
_ COEIC®

i
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De seguida veiem que:

000 87 [a
000 of |p] _ ,
[abcd]oooo C—Qadﬁ
g 00 of |d
Per la qual cosa tenim que
) = 2.03718.0.3718 - 8’ = 02778
) = 2.0.6015- (—0.6015) - g’ = —0.7250"
) = 2.0.6015-0.6015 - 5 — 0.7258'
) = 2.03718(-0.3718) -8/ = —0.277p'

L’energia 7 de I'estat fonamental és E; = 2e1+2e9 = 4a+4.4723—-0.896 §3 sin (0/2),
té un minim a # = 0 (transbutadié) i un maxim a 0 = 7.

5.5.2 Exemple de pertorbacions no degenerades de segon or-
dre

1. Feu una estimacié de les energies orbitals del radical al-lil a partir de
coneixement dels resultats per a ’etile, i la consideracié d’una integral
addicional de ressonancia Bo3 = .

2
1/\\\ 3

Les matrius hamiltonianes H, i H' per a aquest problema, expressades en
base atomica, sén:

a B 0 00 0
H,=|[8 o« 0| ; H=1|0 0 8
0 0 « 0 B

0
Els valors i vectors propis de la matriu H, sén els de ’etile més un centre
aillat:
1 1 0
cV=1/v2|1| cPV=1/v2|-1| c=lo
0 0 1
eloza—i—ﬁ 620 =a—-0 630:0(
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Els elements de pertorbacié de primer ordre sén H!, = CZ(O)TH’ CEO). De
seguida veiem que:

a

0 0 0
[a b c] 0 0 g bl = 2bcp.
0 8 0 c

Per la qual cosa tenim egl) = e§2) = 653) = 0. Cal acudir, en aquest cas,

almenys al segon ordre de pertorbacié. La correccié de segon ordre,

7 |2
@ | Hj|
= W
i#i & TG
fa intervenir elements de matriu ﬁIZ(j = CEO)TH’ Cg-o). Aleshores, abans de

(0)

continuar, és convenient recalcular H' en la base C;”, atés que sén aquests
elements de matriu els que intervenen en la férmula de les correccions de segon
ordre.

N c” (L1 0] oo o]t t
"= || | [cf o cf|=5|t -1 o o0 g |t -1
Cg)) 0 0 2| [0 B8 0] |0 O
1 0o o g
H=—1[0 0 -8
V2l 5 o
El calcul de la correccié de segon ordre a les distintes energies orbitals és ara
immediat: )
! a—(a+p) 2
o p2B
2 a—(a—p) 2
@___ B2 /2

ST arh o @-p-a

Aleshores, €; = a+ (3/2)3, e2 = a — (3/2) i 3 = a. Les solucions exactes
de T’al-lil s6n (comproveu-ho), €; = a +v28, €2 = o — V28 i €3 = a. Noteu
que V2 ~ 1.4 ~ (3/2) = 1.5.

Es deixa com exercici la realitzacié d’un estudi similar per al casos segiients:
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“‘ *\T,,

5.5.3 Exemple de pertorbacions degenerades de primer ordre

1. Feu una estimacié dels orbitals moleculars i de les energies orbitals del
ciclebutadie a partir del coneixement dels resultats per a letile, i la
consideracio de dues integrals addicionals de ressonancia S13 = P24 = 5.

Les matrius hamiltonianes H, i H' per a aquest problema, expressades en
base atomica, sén:

a B 0 0 00 B8 0
B ao0ool ., |000p8
Ho=10 0 a |l "B (g0 0 0

00 8 « 08 0 0

La matriu H, representa dos etilens no interactuants. Les solucions per
a cada subsistema sén ex = a4+ £ i ¢+ = 1/v/2(¢1 & ¢2). Si considerem el
sistema en la seua globalitat, escrivim aquestes mateixes solucions de la forma:

1 1 0 0
c©—1/v2 (1) c® — 13 —01 c® —1/v3 (1) cl® —1/vz (1)
0 0 1 -1

e§0)2a+,6 eg)):a—ﬁ ego):aJr,B eio):a—,é’

Escrivim H’ en la base molecular CZ(O):

1 1 0 0 0 0 g 0 1 1 0 0

- 111 -1 0 O 0 0 0 pB 1 -1 0 0
! Ty _ -

H_CHC_Z 0O 0 1 1 6 0 0 0 0O 0 1 1

0 0 1 -1 0 g 0 0 0O 0 1 -1
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P
o—®
0
o
&—
o+
0 01 0
-, 10001
H_ﬁIOOO
01 00

matriu H’ (operador H projectat sobre la base molecular) que, en aquest cas
particular, coincideix amb la matriu H' (operador H' projectat sobre la base
d’orbitals atomics).

A la vista de les energies orbitals concloem que hi ha dues degeneracions,
(Cgo)’céo)z i (Cgo),Cflo)), que cal tractar separadament. Constuim, doncs, a
partir de H', dues submatrius, les quals cal que diagonalitzem:

[th 15113] _ [0 B] . [Eféz 15154] _ [0 B]
Hy Hy| [f 0 Hi, Hy| [# 0

Tenim, doncs, el mateix problema de diagonalitzacié repetit dues voltes. La
solucié passa per igualar a zero el determinant:

- B

VZRES|

1
B8 _m|=0 = Eg):iB;Wi:L[ ]

Aleshores, les energies, incloent-hi la pertorbacid, sén, ¢ = a + 283, €2 = a,
€3 =aie = a—20. Per la seva banda, els orbitals sén:

1 1
_ 1 (A0, A0 1 1 (A0, A0) _ 11
1 ~1
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1 1
_ 1 (o0 _poy_L1|1] _L<<0)_ (0>>_1 -1
Co= (O -0) =3 || 5 Co= (A -0) =3 |7
-1 1
cosa que coincedeix amb la solucié exacta (!). (La senzillesa del problema
tractat fa que trobem el resultat exacte, cosa virtualment impossible en prob-

lemes més complexos). Afegim, a continuacid, la representacié diagramatica
dels resultats obtinguts.

-2 0=

V)
)

)

G

5.6 Teoria pertorbacional dependent del temps

En quimica podem afirmar que practicament totes les pertorbacions depe-
nen del temps, fins i tot aquelles que semblen estacionaries. I acod succeeix
perque practicament sempre cal engegar les pertorbacions. Per exemple, quan
tractem pertorbacionalment I'efecte Stark, assumim, com ordre zero, ’hamil-
tonid de ’atom d’hidrogen (electré en un camp potencial central). En un
instant determinat, engequem un camp electric constant en la direccié z. El
potencial estacionari camp-dipol, V = —pu, F, es considera com la pertorbacié.
Aleshores apliquem la teoria de pertorbacions independents del temps i ...
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funciona! Funciona malgrat que V(¢ < t9) =0, V(t > t9) = —p.F, és a dir,
malgrat que V' depen del temps. El motiu és que la resposta del sistema a la
pertorbacié aplicada és tan rapida que per a tots el efectes practics, el sistema,
oblida que va estar mai no pertorbat. S’acomoda en els nous autovectors per-
torbats com si mai hagués hagut un engegament de la pertorbacié.

De vegades, la utilitzacié de la teoria de pertorbacions és purament formal.
Vull dir, sense que hi haja cap procés fisic real: hi ha una equacié diferencial
que no sabem resoldre i un altra, semblant, que si que sabem resoldre-la.
Aproximem les solucions de la primera amb les de la segona pertorbada. No
hi ha per qué imaginar, doncs, cap procés d’engegament de cap potencial per-
torbatiu.

Tanmateix, cal afegir que si realment volem compendre com els sistemes
responen a pertorbacions, cal incloure la variable temps. Pero el motiu més
important que justifica la teoria de pertorbacions dependent del temps és que
hi ha pertorbacions que wuna wvolta engegades no sén constants. L’exemple
paradigmatic és una molecula exposada a una radiacié electromagnetica. La
molecula experimenta un camp oscil-lant mentre és il-luminada. En aquest
cas la teoria de pertorbacions estacionaries és totalment inadequada. I aquest
no és qualsevol cas: tota l’espectroscopia no és siné diverses manifestacions
d’aquesta interaccié radiacié-materia.

Imaginem un sistema, definit per H,, en un estat estacionari Uo(x,t) =
Wo(z) e ot/h Imaginem una pertorbacié #'(t). L’hamiltonid total ser:
#, + H'. De la mateixa manera que en el cas de pertorbacions estacionaries,
serd, convenient introduir un parametre A que permeta el transit continu des

de l’abséncia a la presencia plena de pertorbacié!3:

H(A) = Ho + NH (5.68)
La presencia de ()\’}:[’ ) ocasiona una mescla d’estats estacionaris, de manera
que:
Up(z,8) = Y cp(t) Up(a,1) (5.69)
k

Podem desenvolupar cg en serie de potencies (Tailor) en A:

o= c,(co) + )\cg) + AZC§C2) +... (5.70)

3Noteu que H(A = 0) = Ho i que H(A=1) = H.
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Substituim (5.69) en ’equacié de Schrodinger:
R . P
/ A _ A
(Ho + AH) gk () Up(z,t) =ik gk a[ck (t) Vg (z,t)] (5.71)

Tenint en compte que els estats estacionaris sén solucié de:

. G\I/k (:E, t)

Y U (2, 1) = ih 72
H k(xa) ? ot ) (57)

substituint (5.72) en (5.71), a continuacié multiplicant per ¥} (x,t) i integrant

sobre les coordenades espacials obtenim'#:

de) (t
> Xew(t)Hy, = i C{ljt( ) (5.73)
k

on, Hj, = [V} (z,t)H Uy(z,t)dz.

Susbtituim (5.70) en (5.73) i reagrupem els termes per poténcies de A,
igualant-ho tot a zero. El caracter arbitrari de A fa que, en paral-lelisme per-
fecte amb la teoria de pertorbacions estacionaries, cada factor que multiplica
una poténcia AP és idénticament zero. Tenim que:

del®
A = ih—L-=0 5.74
th—, (5.74)
def! 0
N il = Xk:xc,g)(t)ﬂ,gl (5.75)
L’equaci6 (5.74) no ens diu res de nou: Cgo) = constant. En particular, si
el nostre sistema estava en un estat Uy(x,t) tenim que Cgo) =1, Cgo) =0 (amb

1 40).

L’equacié (5.75) en proporciona correccié provinent de la pertorbacié de
primer ordre. Substituim els valors coneguts de cgo) en (5.75):

(1)
o

t
| i
L= Hjy — (1) :—E/Hl’odt (5.76)
0

HRecordeu que < U |¥; >= k-
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De manera semblant abordariem els ordres superiors de pertorbacid.

A Thora d’aplicar (5.76) (aixi com les férmules per a ordres superiors de
pertorbacié) trobem dos casos:

o« (t) és variable en el temps. Aquest cas no el tractem aci perque és el
tipic cas d’interaccié radiacié-materia. Fer qualsevol cosa més en aquesta
direccié seria entrar en espectroscopia, per a ’estudi de la qual teniu una
altra assignatura obligatoria completa en el pla d’estudis.

o« H' (t) és independent del temps. En aquest cas, només cal mirar ’equacid
(5.76) per a adonar-nos que la pertorbacié precipita el sistema en un
estat no estacionari. Pero en lloc de fer consideracions de tipus generals,
estudiarem un exemple senzill.

Imaginem que tenim una particula confinada i que, en un instant ¢ = 0, de-
terminem que la seua posicié estd localitzada a ’esquerra de la caixa on la
particula esta confinada (diguem-ne, entre z = 01z = L/2). El nostre coneix-
ement que la particula esta localitzada a 1’esquerra de la caixa per a t = 0,
implica necessariament que el seu estat és no estacionari'®. Considerarem una
combinacié lineal d’estats estacionaris senzilla que aproxime el nostre estat
no estacionari, caracteritzat per una probabilitat nul-la de trobar la particula
a la dreta de la caixa. Una combinacié dels dos primers estats estacionaris
al 50% és una bona aproximacié a 'estat estacionari del qual estem parlant.
En efecte, per a t = 0, U9 = 1/VL (sin 7 +sin 277%). La representaci6 de
Uy(t = 0) enfront de = (vegeu la figura adjunta) ens déna una probabilitat
molt petita que la particula estiga a la dreta.

Y
0

L/2 L

Figura 5.2: Representacié de ¥y(t = 0) enfront de z.

'5En qualsevol estat estacionari de la particula en una caixa hi ha una probabilitat finita
de trobar 'esmentada particula a la part dreta de la caixa.
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En qualsevol ¢ > 0 tenim que e~*#¥/% £ ( i la férmula de Destat proposat és:

U(z,t) = —(smﬂ e~ t/h 4 gin 2nf - et/ (5.77)

7

on B, = 271;—’222 Estudiarem ara I'evolucié de |¥(z,t)|? enfront del temps. A
partir de (5.77),

1
| (z,t)|* = L(sm2 TZ 4 sin® 222 4 25in T2 sin 222 cos wt) (5.78)
amb w = EQhEl = QE’an L’equaci6 (5.78) per a diversos temps ve represen-

tada en la figura, on es mostra una particula rebotant de paret a paret. Cal

ot =0+2rn ot =1/3+21n ot =n/2+2xn ot = 3n/2+2mn ot = +2rn

adonar-se que com la pertorbacié no depen del temps'© el resultat és un estat
no estacionari perd6 amb una probabilitat de trobar el sistema en un deter-
minat estat estacionari constant. (des de (5.77) es veu immediatament que
12 = [eaf2 = 05, |2 = 0si i # 1,2),

La preparacié de sistemes en estats mesclats té un interes especial en espec-
troscopia de ressonancia magnetica nuclear (tecnica de polsacié). Remetem el
lector al curs d’espectroscopia per a més detalls.

Exercicis.

1. Considerem l'estat mescla ¥ = %[\Ills 2 4 Wy, e*/8] de Ihidrogen.
Comproveu que aquest estat dipolar oscil-la amb una freqiiéncia w =
E, — Ey au. Esa dir, el dipol oscil-la a la mateixa freqiiencia que
la radiacié requerida per a realitzar la transicié 1s — 2p,. Aquesta
condicié de ressonancia és un concepte fonamental en espectroscopia.
(Ajuda: Recordeu que en unitats atomiques (a.u.) E(n) = —1/2n?).

'8En aquest cas la pertorbacié sobre el sistema ha esta causada per la mesura aprozimada,
en un instant, de la posicié de la particula.
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Capitol 6

Atoms

6.1 Introduccio

L’estat d’un sistema ve definit pel valor del col-lectiu de magnituds fisiques
compatibles que presenta. Aix{i és habitual llegir frases com per exemple:

d’una particula d’energia E = 5J que es mou amb un moment lineal
p =2Kgms~! ... o referir-nos a un estat concret de 'atom d’hidrogen es-
pecificant el trio (E, L2, L,) -energia, moment angular i component z d’aquest-
etc.

En parlar de magnituds fisiques que presenten un valor concret per a un
sistema, hi ha implicit el compliment, en aquest sistema, d’una serie de lleis
de conservacié. Diem, e.g., E = 5J, sense afegir res més, perque aquest és el
valor constant de 'energia del sistema (hi ha implicit, doncs, un principi de
conservacié d’energia).

A la secci6 2.5 (Capitol 2) hi ha una breu referéncia al binomi lleis de
conservacid / simetries del sistema com maneres equivalents d’expressar un
mateix fet basic. Una mirada succinta al mén que ens envolta ens fa desco-
brir la simetria en quasi qualsevol lloc, encara que un estudi més detingut ens
evidencia que no hi ha cap simetria siné de forma aproximada'. Seguint el
raonament diem que el mateix passa amb els principis de conservacié (vull
dir que els sistemes model, on hi ha simetries i lleis de conservacié exactes,
soén una idealitzacié dels sistemes reals, on aquestes lleis i simetries hi sén,

LAl preambul dels apunts de Teoria de grups de simetria hi ha una discussi6, amb algunes
referencies bibliografiques, al voltant de fisica v.s. simetries exactes i aproximades.
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perd, de manera aprozimada). Aleshores, les constants de moviment sén con-
stants aproximades: referir-nos a l'estat (F, L%, L,) de I’Atom d’hidrogen és
una aproximacié?. Més habitual que (F, L?, L,), és utilitzar el trio de nom-
bres quantics (n,¢,m) per a referir-nos a aquests estats. Direm, doncs, que
(n,£,m) sén ntmeros quantics aprozimats de atom d’hidrogen real. Diem
aproximats en el mateix sentit que quan parlem de simetries aprozimades del
nostre sistema (la conceptualitzacié pictorica de les quals fa obvi, en aquest
cas, el significat del concepte aprozimat).

Cal dir que subjacent a tota la discussid, hi ha el motiu que l'origina: la
impossibilitat de resoldre de manera exacta I'equacié de Schrodinger de sis-
temes polielectronics, o, el que és el mateix, la impossibilitat d’obtenir funcions
d’ona exactes per a aquests sistemes.

Els capitols 4 i 5 els hem dedicat a la presentacié de metodes que ens ofer-
eixen solucions aproximades de 1’equacié de Schrédinger. L’obtencié de resul-
tats aproximats per a atoms i molecules és, "simplement”, aplicacié d’aquesta
metodologia (quimica i fisica quantica computacionals).

Ara bé, les capacitats limitades de I'intel-lecte huma fa que siga virtualment
impossible entendre sense acudir a models simples. En altres paraules, acud-
irem a les simetries aproximades (com si foren exactes) per a fer la descripcié
qualitativa dels resultats aproximats que la metodologia quimico-quantica ens
ofereix. Aquest és el motiu de la inclusié d’aquest i del segiient capitol en el
curs.

Estructurem el present capitol de la segiient forma: assumim que ’hamil-

2Els estats (E, L?, L.) sén estats exactes d'una particula en un camp potencial central. Si
considerem, pero, que la particula és un electrd, cal incloure ’espin. I, aleshores, cal incloure
el terme d’interaccié espin-orbital etc. En aquest sentit, Pestat (E,L?, L.) és una (bona)
aproximacié a un estat de ’atom d’hidrogen real.

3Cal aclarir el que vull dir, i en ficaré un exemple: estudiem experimentalment una
cinetica d’una reaccié quimica i obtenim una taula de ndimeros (concentracié v.s. temps).
Representem la taula i obtenim un nivol de punts en un diagrama conc./temps. Fem un
ajust que déna lloc, e.g., a una expressié analitica lineal i un coeficient de correlacid, per
exemple, r = 0.99. - Ah!, es tracta d’una cinética de primer ordre!, diem, i, implicitament
assumim tota una série de caracteristiques i propietats de la nostra reaccié. -La imprecisio
experimental, afirmem, no ens permet assolir una regressié » = 1. Pero, aquesta afirmacié
no és més que una conjectura! Tan se val, fem una descripcié aproximada (o model) i entenem
els resultats.
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tonia,
N ~9
~ Dj Z 1
= — = — — 6.1
R )+ (6.1)

on hem rebutjat el terme d’interaccié espin-orbital*, descriu I’atom polielec-
tronic. Tot seguit estudiarem les commutacions d’aquest hamiltonia. Unica-
ment aquelles magnituds fisiques, els operadors de les quals commuten amb
I’hamiltonia, poden ser conegudes simultaniament amb 1’energia. I, aleshores,
definir, conjuntament amb aquesta, ’estat estacionari del sistema considerat.
Demostrarem que els estats estacionaris de ’hamiltonid d’un conjunt d’elec-
trons, equaci6é (6.1), vénen determinats per funcions antisimétriques. Que
(L, My, S, Mg) sén bons nombres quantics®. Finalment, inclourem el terme
d’interaccié espin-orbital i estudiarem els desdoblaments d’estats que se’n de-
riven d’aquesta inclusio.

6.2 Commutacions de I’hamiltonia d’un atom poli-
electronic

6.2.1 Commutacié [H, Py

Si les particules d’un sistema sén indistingibles, 'operador hamiltonia ha de
quedar inalterat si intercanviem les coordenades de la particula k i la particula
[. Si anomenem P al corresponent operador de permutacid, el que diem és
que Pyt =H. Ara bé, hem dit en més d’una ocasié que no té sentit considerar
els operadors en si mateix sind aplicats sobre una funcié. L’equacié anterior
cal interpretar-la, doncs, com que:

Pu[HU(ry,72,...)] = [BuH|[Pu¥(r,72,...)]

= H[Pu¥(r,72,...)] (6.2)

cosa que reescrivim Py H = H Py, és a dir, [Py, H] = 0. En altres paraules,
els autovalors de Pi; son constants de moviment.

“Hi ha altres termes que també han estat rebutjats, com per exemple la polaritzacid de
massa, lligada a efectes del moviment nuclear. El terme més rellevant que hem rebutjat,
pero, és el d’interacci6 espin-orbital.

% Alternativament podrem usar (L, S, J, My).
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Per a determinar les autofuncions i els autovalors de Py;, imaginem un
sistema de 2 particules. Les autofuncions de Pj; son aquelles per a les quals,

on A és un nombre real perqué Poperador P és hermitic (demostra-ho). Apli-
cant dues vegades 'operador tenim que,

Pt Py U (k1) = Py AU (k, 1) = X> T (k, 1)

Pero, des de la propia definicié6 de permutacio, PPy = 1, aleshores, A2 =1,

d’on A = £1. Les autofuncions ¥g(k,l) lligades amb A = 1 s’anomenen
simétriques, Py Vgs(k,l) = ¥g(k,l), mentre que les autofuncions ¥ 4(k,1) lli-
gades amb A = —1 s’anomenen antisimétriques, PV a(k,l) = —W4(k,1).

Anomenem bosons a les particules descrites per funcions simetriques i fermions
a aquelles que vénen descrites per funcions antisimetriques.

La propietat de simetria respecte de 'intercanvi de les coordenades de les
dues particules és una constant de moviment® i determina, doncs, el tipus de
particules que conté el sistema.

Aquesta propietat de simetria de les funcions d’ona d’un sistema no pot
alterar-se mitjancant una pertorbacié externa, atés que qualsevol pertorbacié
ha d’ésser simetrica respecte cada parell de particules (el cas contrari de-
mostraria que les particules no sén indintingibles).

Els estats de sistemes d’electrons, protons, neutrons i, en general, particules
amb espin semisencer (h/2,3h/2,5h/2,...) resulten estar descrits per fun-
cions antisimetriques, mentre que sistemes de particules amb espin sencer
(0, R, 2R, ...), com, per exemple, el fotd, estan descrites per funcions simeétriques.
Aquesta regla és una generalitzacid de resultats experimentals. Sembla ser que
totes les particules elementals que hi ha a la natura sén bé fermions, bé bosons.

Particules indistingibles no interactuants. Principi de Pauli

L’hamiltonia d’un sistema de particules (reals o efectives) independents,

H = Zﬁ(i) (6.3)

®Noteu que Pj; no conté el temps explicitament i que [Py, H] = 0. L’equacié de moviment,

eq. (2.20), ens assegura que dﬁkl/dt =0, és a dir, que Py; és una constant de moviment.



6.2 Commutacions de 'hamiltonia d’un atom polielectronic 167

presenta autofuncions tipus producte Hartree,

‘1’(7‘1,7’2,...,7‘[() :¢1(T1)¢2(T2)...¢K(TK) (64)

Ara bé, la funcié d’ona (6.4) no presenta les propietats de simetria re-
querides. Volem dir que si, per exemple, el nostre sistema, consta de 2 bosons,
la funcié d’ona haurd d’ésser simetrica respecte de l'intercanvi de les dues
particules. La pregunta que sorgeix és com seleccionem la funcié (amb la sime-
tria adequada) per a aquest sistema? Com que ¢y (71)p2(72) 1 ¢1(72)P2(71) s6n
degenerades”, qualsevol combinacié lineal és funcié propia, en particular, la
funcié ¥ = N[p1(11)d2(12) + ¢1(m2)P2(71)] és propia i simetrica. Aquesta és,
doncs, la funcié requerida.

Si les nostres particules sén 2 fermions, la funcié,

U = Nipi(m1)p2(72) — ¢1(m2)p2(11)]

p1(11)  ¢1(72)
N[¢2(ﬁ) ¢2(T2)]

és la funcié que cal considerar (un determinant de Slater).

En general, per a K bosons tenim que,

V=" Plpi(rn)ga(r) ... ¢x(Tx)] (6.5)

75651(

on P és una permutacié de K objectes i Sk representa el conjunt de totes
aquestes permutacions®. Per a K fermions tenim que,

=Y (-1)"Plg1(r)$a(72) ... $x (7K)] (6.6)

75651(

"Imaginem que h(7i)$n(7i) = €npn(7i). L'energia total és suma d’energies individuals
(particules independents). Aleshores ¥ = ¢y, (7% )pm(71), E = €n + €. Identica energia té,
obviament, la funcié ¢ (71)dm (7x).

8El conjunt Sk amb loperacié aplicacid consecutiva de permutacions té estructura de
grup. Aquest grup és anomenat grup simétric. Les férmules (6.5) i (6.6) poden derivar-
se mitjantcant 'aplicacié sobre la funcié (6.4) d’operadors de projeccié. La utilitzacié del
formalisme de les representacions lineals del grup Sk és el més adient per a tots els problemes
de particules identiques. Remetem el lector a ’assignatura de Teoria de grups de simetria
per a un major aprofundiment en el tema.
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que pot reescriure’s:

¢1(r)  ¢i(r2) .. H1(7K)
gon |22m) da(r) .. $a(Tk) (6.7)

() ¢K(r2) . ¢r(TK)

De l'equacié (6.7) deriva immediatament 1’anomenat principi de Pauli.
D’acord amb el principi de Pauli, un sistema de fermions ideéntics no pot tenir
dos (0o més) fermions ocupant el mateix estat (el mateix espinorbital®). Per
a demostrar el principi imaginem el cas contrari, és a dir, que I'espinorbital
¢ esta repetit (que vol dir, doblement ocupat!). Aleshores, hi ha una fila
repetida al determinant (6.7). Si un determinant presenta repetida una fila,
el seu valor és zero. La qual cosa vol dir que la funcié és idénticament zero en
qualsevol punt de I'espai, ... és a dir, no hi ha sistema(!)'°.

En el cas de sistemes de particules interactuants, la funcié d’ona. polielec-
tronica ja no serd un determinant de Slater. Pero caldra que siga antisimetrica,
per la qual cosa, podra ser sempre expressada com una expansié de la base
de determinats de Slater'!. Podem compendre-ho de la segiient manera: (1)
rebutgem el terme d’interaccié interelectronica de I'hamiltonia. Aleshores,
trobem un conjunt complet de funcions (determinants de Slater) per al prob-
lema no pertorbat. (2) Incloem el terme d’interaccié interelectronica com I’-
operador de pertorbacié. (3) La funcié pertorbada pot escriure’s com una
combinaci6 lineal del conjunt complet (de determinants de Slater).

9La forma més naive d’enunciar aquest principi és que un orbital pot allotjar un maxim
de dos electrons. Si hi ha dos electrons, hi haurd un electr6 amb espin 1/2 i un altre amb
espin —1/2. Adonem-nos que a¢d equival a dir que en cada espinorbital la maxima ocupacié
és un electrd.

'En contrast amb el comportament aillacionista dels fermions, als bosons els agrada estar
junts. No tenen cap principi d’exclusié. Aquest comportament cooperatiu dels bosons els
permet actuar orquestradament i produir efectes macroscopics. Per exemple, milions de
fotons poden unir-se coherentment i donar lloc a una ona electromagnetica macroscopica. El
principi de Pauli impedeix que els electrons puguen fer alguna cosa semblant. Es per aixd
que, malgrat que els electrons tenen una ona associada, mai veurem ones macroscopiques
d’electrons.

T Aco estd directament relacionat amb 1'ds d’operadors de projeccié antisimetritzadors
(vegeu l'eq. (6.6)) per a dotar la funcié d’ona de la simetria permutacional adequada. Reme-
tem el lector al curs de Teoria de grups de simetria per a més detalls.
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6.2.2 Commutacions [H,S?] i [H,S.]

L’hamiltonia (6.1) no conté variables d’espin, aleshores, automaticament:
[H,5% = [#,5.]=0 (6.8)

i la funcié d’ona, antisimetrica, serd un producte!? d’una part orbital per una
part d’espin,

U (7, To,...,7N) = ®(r1,79,...,7N) E(01,02,...,0N) (6.9)

L’antisimetria de la funcié d’ona total implica que les simetries permuta-
cionals de ® i & han d’ésser duals. Posarem un exemple per aclarir el que
volem dir. Considerem el cas de 2 fermions no interactuants i dos orbitals
(¢1, p2). Anomenem « a la funcié d’espin +1/2 i § a la funcié d’espin —1/2.
Amb (¢1,¢2) i (o, 8) podem construir 4 espinorbitals (¢1 «, ¢1 3, P2 @, P2 3).
A partir dels 4 espinorbitals podem construir 8 funcions de dues particules:

¢1(r1) alo1)ga(re) aloz) | d2(r1) a(o1)di(re) a(o2)
¢1(7"1) 04(01)¢2(7’2) 5(02) ¢2(T1) 04(01)9251(7“2) ﬁ(02)
¢1(7"1) 5(01)452(7“2) 04(02) ¢2(T1) 5(01)451(7“2) 0!(02)
¢1(r1) Bor)pa(ra) B(o2) | ¢a(r1) Blor)di(re) Bloz2)

Ara bé, no totes aquestes funcions han de ser valides per a fermions. De fet
cap d’elles compleix la condicié d’antisimetria.

Podriem considerar separadament productes d’orbitals i productes de fun-
cions d’espin. Els productes orbitals que podem construir amb dos orbitals
distints son: (¢1(r1) da(re) 1 ¢1(r2) ¢o(r1)). Siadaptem aquestes funcions per-
mutacionalment (és a dir, si escrivim funcions simetriques i antisimetriques,
egs. (6.5) 1 (6.6)) tenim:

¢s = ¢1(r1) ga(r2) + pa(r1) d1(r2)
pa = ¢1(r1) pa(r2) — d2(r1) d1(re)

O, simplement,
bs = ¢P1d2+ P21
pa = ¢1d2— 2

on l'ordenaci6 de les variables és fixa: r; per a la primera funcié (siga quina
siga) i 9 per a la segona, etc.

12En cas de degeneracié podria haver combinacions lineals de productes, e.g. S d; E;.
i
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Considerem ara les funcions d’espin. Tenim els segiients productes (a(o1) a(o2),
a(o1) B(o2)+B(01) alo2), B(o1) B(o2)) o simplement, (e, a B+, B 3). Les
funcions () i (8 3) sén simetriques. Cal adaptar les altres dues funcions.
Amb les equacions (6.5) i (6.6) trobem: Z=¢ = af+FaiZ4 =af —Fa. En
resum tenim:

1e%e" oo
af . SIM { af + Ba
P BB

BB AS {ap - Pa

Demostrarem més en davant que, en particular, les funcions simetriques
/ antisimetriques d’espin de dos electrons sén propies de S? amb valor propi
1/0, respectivament!3.

Com la funcié total ha d’ésser antisimetrica, caldra multiplicar o una part
orbital simétrica per una part d’espin antisimeétrica (dual), o una part orbital
antisimetrica per una part d’espin simetrica (dual). Les funcions que trobem
son:

U(S=1,M=1) = ¢a(ri,re) aa
pa(r,r2) (aff + Ba)
U(S=1,M=-1) = ¢a(ri,r2) BP

&
n
[
<
|
e
[

triplet

singulet { ¥(S=0,M =0) = ¢g(ri,r2) (af — Ba)

La cosa es complica un poc més si el nombre d’electrons és major de dos. El
motiu deriva del fet que podem obtenir funcions antisimetriques de tres o més
electrons com producte de funcions orbitals i d’espin amb simetria permuta-
cional distinta a simetric/antisimetric'*. Encara que els detalls es compliquen,
la idea basica d’aquesta subseccio roman inalterada: com ’hamiltonia (6.1) no
conté variables d’espin, la funcié total antisimetrica pot factoritzar-se com
producte d’una funcié /grbital propia de ’hamiltonia # i una funcié d’espin,
propia dels operadors S2 i S,. Els nombres quintics (S, Mg) sén etiquetes dels

13Com g‘\z’ S. sén simeétrics respecte de les coordenades d’espin dels electrons, commuten
amb qualsevol permutacié (raonament semblant a l'efectuat per a obtenir (6.2)). Pot haver-
hi, doncs, un conjunt complet de funcions comunes. La base de funcions d’espin anomenada
genealogica és base també de les representacions irreduibles del grup simetric. Vegeu e.g.
Pauncz[3] p.118ss. per a més detalls.

MEn arribar a aquest punt es fa necessari I'tis del grup simétric i la teoria de les seves
representacions lineals, si volem mantenir una minima senzillesa expositiva. Aci no podem
estendre’ns en aquesta direcci6 i remetem el lector als apunts de Teoria de grups de Simetria.
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estats del sistema. Aixi parlem del triplet (S =1, M = —1,0, +1), del singulet
(S =0,M = 0), etc. Noteu que la multiplicitat és precisament 25 + 1 (e.g.
S=1,25+1=3 -triplet-, S =0, 25 + 1 = 1 -singulet-).

Hi ha una manera sistematica (prou incomoda, pero) d’obtenir funcions
adaptades d’espin fent s de I'operador de projeccié:

P, = H - (6.10)

on \; representa el j-&sim autovalor de S2.

Notem que si gE\IfZ = \;V¥;, aleshores, (§§ —X)¥; = 0. Que si gallfk =

PYAUS aleshores, /\ /\’\Ilk = V.. En altres paraules, siga ¥ una funcié qual-

sevol. Podem imaginar-la formalment expandida en termes del conjunt com-
plet de funcions propies de S2. El que fa l'operador Py, és anul-lar totes les
components de ¥ excepte la seua component k.

Com sempre, la teoria de grups brinda una alternativa més simple de resol-
dre els problemes. Hi ha un procediment d’adaptacid, basat en la teoria de
representacions lineals del grup simetric, que sera estudiat en la assignatura
de Teoria de grups de simetria que resulta ser prou més comoda d’utilitzar.
Perd més que donar procediments per a obtenir funcions propies d’espin, el
que té més interes és que comprenguem els conceptes basics implicats. El que
farem tot seguit és presentar algunes funcions adapta;(ies d’espin, deixant com
exercici al lector la comprovacié que sén propies de S2 i S,.

Hi ha un diagrama anomenat branching diagram que mostra el nombre
d’estats de diferent multiplicitat que podem obtenir per a un nombre donat
d’electrons. (Per exemple, vegeu la taula: amb tres electrons podem obtenir
1 quadruplet (S = 3/2) i dos doblets (S = 1/2)). El diagrama és molt facil
de construir (vegeu la figura 6.1): Comencem amb el niimero 1. Cada ntimero
encerclat és suma dels dos niimeros encerclats adjacents per ’esquerra. El dia-
grama té en abcisses el nombre d’electrons (N) i en ordenades la multiplicitat
(25 4+ 1). El ntmero encerclat representa el nombre de multiplets. Mirant el
diagrama de seguida sabem e.g. que amb 6 electrons (N = 6) podem obtenir
5 singulets, 9 triplets, 5 quintuplets i 1 heptuplet.
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electrons | funcions d’espin (multiplets) 2S5 + 1 | multiplets
«
1 { P 2 1
( oo
9 af + Pa 3 L
BB 1 1
\ {CM,B - ,BCM
(( aca
) aaf + afa + faa 4
BB+ Boff + afp .
s | Lnss
( { 208 — affa — Baa 9
) \ 2880 — pag - app )
{ afa — Paa 9
\ BaB — app
Exercicis

1. Particularitzeu 'operador de moment angular Ji al cas del moment
angular d’espin. Demostreu que:

SLE(S,M)=h+/S(S+1) - M(M £1)E(S,M + 1),

i que, en particular, S’+a =S 8=0, S+ﬁ = haiS_a=hp.

Tot i ser un poc reiteratiu, resoldrem aquest exercici amb tot detall.
En primer lloc recordem que si dos operadors Ai B tenen la propietat
que per a qualsevol parell de funcions acceptables ¢ 1 ¢ succeeix que
< ¢1|A|¢2 >=< ¢2|B|¢1 >*, diem que sén operadors adjunts I'un de
Ialtre: A és Padjunt de B i escrivim A = Bf. De la mateixa manera B
és Padjunt de Poperador A i escrivim B = Af.

Anomenem autoadjunt o hermitic a un operador C , sempre que C = CT,
és a dir, sempre que: < ¢1|Clpa > = < $2|C|py >*.

Des de la definicid Ji = J :\:zJ i del caracter hermitic de J i J resulta
immediat que Ji = J¢
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28 +1

Figura 6.1: Branching diagram

Al capitol 3 vam demostrar que Jy|j,m >= Ai|j,m £1 >. Si volem
calcular A4 resulta convenient escriure que:

A A

Jod = T2 — 24 nd,
Joj =T i,
i calcular el valor mitja de j+j,:

<jgml|JpJ |jm > = X <jm|Jyljm—1>
= A <jm—1J |jm >*
= P <jm—1]jm —1>*
A ?

perd tenim també que®®:
< jml|id_lim > = < jm|(T2 = J2+ J,)|jm >

= JjU+1) —mj(m; —1)au.

aleshores:

A= \/j(j+1) —mj(mj —1)

5Recorden que en unitats atdomiques i = 1.
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analogament'6:

Ay = \/j(j +1) —mj(m; +1)

La particularitzacié per a funcions amb espin 1/2 déna lloc a S’+a =
S =0, 5F=aiS a=p.

L’operador d’espin total de dues particules ve expressat per 52 = 5’+ S_+
S2-1S,. Amb S, = S,(01)+S.(02), S1 = S+ (01)+5+(03). Comproveu
que les funcions d’espin simeétriques / antisimetriques de dos electrons
sén propies de gE amb valor propi 1/0, respectivament.

En unitats atomiques 52 = S.S_+ 5*3 — S,. Per a un sistema de N
N N N N
particules: S, = > 5,(i), Sy = Y. Sz(i), etc. Comproveu que la funci6
i i
de 3 electrons 1 = 2aafl — affa — Baa és propia de S? i S, amb valors

propis S = 1/2, Mg =1/2.

Apliquem en primer lloc Poperador: S, = S,(c01)+ S, (032) + S, (03) sobre
la funcié ¢ del problema:

A

S =
= [5.(01) + 8.(02) + S.(03)] a8 — afa — Pac)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
= 2(5 + 5 - 5)0(0(6 — (5 - 5 + 5)0(60( — (—5 + 5 + 5)60(0{
= %(20[0[,6 — afa — faa) = %w

A apartir d’aquest resultat podem dir que:

A A A1 1
2, _ _ &t _ 2t
2 = 8.8 = 559 = 70

Calculem ara ’accié de S_ S sobre 1. Considerem en primer lloc I'accié

'En general A+ pot presentar un factor de fase complex de modul unitat (vegeu e.g.
Pilar[4] p. 138).
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de SY+I

Sy = ) ) )
= [Si(o1) + S (02) + S4(03)](2aaf — afa — fac)
= (0+0—-aaa+0—aca+ 0+ 2aaa+0+0)
= 0

Aleshores S_ S’+1/J — 0. Podem calcular ara accié de S2:

S = (5.5, + 52+ 8.9
1 1
= 0+ ¥+ 3y

11

= (5

> + 1)

4. Fent s de (6.10) projecteu la funcié de dos electrons «(1)3(2) sobre
S = 0. Comproveu que la projeccié és propia de S2 i S,. Feula projeccid
també sobre S = 1.

A

L’operador implicat en (6.10) és 52 = (S-S, + 582+ 5,). Estudiem en

primer lloc Paccié de S, sobre a(1)8(2):

82(01) + 8:(02)]a(B@) = (= — »

I
—~
I
|
I
~
R
—~
—
~—
=
—~~
NV
~
|
o]

Es immediat que $2¢(1)3(2) = 0. Calculem I'accié de Poperador S_35,:

[S-S4]a(1)B(2) =

Il
) |E>
)

—

Amb tot aco:
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Acudim ara a (6.10) i, per substitucié directa, tenim que:

PS=1) = S;
P(S=0) = 522_2
aleshores tenim que
P(S=1)a(1)B(2) = %(a(l)ﬁ@) +8(1)a(2))
P(5=0)a(1)B(2) = %(a(l)ﬁ@) - B(1)a(2))

IS=1,M=0> =

|IS=0,M=0> =

6.2.3 Commutacions [H, L?] i [H, L.].

Reescrivim I’hamiltonia (6.1) de la forma:

7:[ = 7:[1 + 7:[12 (6.11)
%zZiuzZ—lVZ—g (6.12)
3 3 . T
N 1
Hio = Z — (6.13)
N .T'Z'j
1>
Com h; és un hamiltonia hidrogenoide, [,;,h;] = 0, dbviament, [£,,, hj] =
0 perque els operadors no depenen de les mateixes variables. Aleshores,

[EZ ,7-[1] = 0. Ens preguntem si éz commuta amb H12, 0, el que és el mateix,

si commuta amb V (ij) = -—. Recordem que:
. 0 9,
by = —th(zig— —yim—
o= Tihlzig s =Yg

(6.14)
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rij = \/(wi —x5)? + (yi —y5)? + (20 — 2j)? (6.15)

Les equacions (6.14) i (6.15) mostren que V (ij) és un operador multiplicatiu
mentre que /,, és un operador que realitza derivacié. Aleshores,

0o, Vi) f = L (Vi) f) = V(i) (f) = F22,(V (i) (6.16)

Amb la qual cosa,

= —if(m; ) — S0
—if(z; yir—l&yj — i xlr_Sx]) (6.17)

i ij
s oy —piid
= hTI Y L
rij
és a dir, no commuta. Analogament podem calcular:

[0,V (ig)] = in = 50 g (6.18)
r;
Des de (6.17) i (6.18), perd, obtenim que:

[(0; +£2,), V(i5)] = 0 (6.19)
0, el que és el mateix,
2 1y +£2),V(i)] = [Ly Haz] = 0 (6.20)
i3]
[L.,H] =0 (6.21)

Podem escriure una demostracié idéntica substituint 7., per £, o Eyl En altres
paraules,

Ly, H] = [Ly, H] = 0. (6.22)
Obviament també,

[L2,H] = 0.

Reunint els resultats d’aquesta subseccié i la subseccié anterior concloem que
les variables {7:[, 121,52, S’Z} sén compatibles per a un atom polielectronic
definit per ’hamiltonia (6.1). Classificarem, doncs, els estats atomics sobre la

base dels valors propis d’aquests operadors o, més concretament, sobre la base
dels niimeros quantics que determinen aquests valors propis.
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6.3 Termes electronics

Si aproximem I’hamiltonia de ’atom polielectronic, eq. (6.1), (o equivalent-
ment eq. (6.11)), per Hi, eq. (6.12), ens trobem enfront d’un sistema de
particules independents, la funcié d’ona del qual és un determinant de Slater
construit amb els orbitals presents a la configuracic electronica. Si diem que la
configuracié electronica de Destat fonamental del carboni és 1522522p?, diem
que els moments angulars ¢? i ézl dels electrons individuals sén constants de
moviment (sota l’apro/)\dmacié H = ’}:11) Siincloem el terme 7:l12, els moments
angulars individuals, Z? i/ 2;» Ja N0 proporcionen bons nimeros quantics per al

sistema. Unicament el moment angular total L? i la seva component L, s6n
constants de moviment.

Hi ha, doncs, un problema d’ordre zero: la determinacié de les possibles
sumes vectorials dels moments angulars individuals que donen lloc als estats
(L, Mp). Al capitol 3 vam discutir aquest problema i vam obtenir la regla
segiient:

Ji-j2=(j1 +J2),(J1 +J2 — 1), (41 + j2 = 2), ..., |j1 — J2| (6.24)

Aplicarem aquesta regla al cas concret de 2 electrons ocupant orbitals p (con-
figuracié p?):

1. Part orbital: ¢, =1, /=1 — L =2, 1,0.
2. Part d’espin: s1 =1/2, s9 =1/2 - S =1,0.

Per a descriure els estats de . = 7:[1 + ﬁu utilitzem la segiient nomenclatura:
25+1X, on X representa (S, P, D, F ...) per als valors L = 0,1,2,3...
Aleshores, els estats que trobem per a la configuracié p® sén: (38, 3P, 3D, 18,
P, 1D). Cal dir, perd, que el principi de Pauli no permet tots aquests es-
tats. Per exemple, estats com ara p,(ri)p,(re)a(or)a(os) (corresponent a
L =0,8 =1, component Mg = +1 de 3S), estan prohibits. De fet, els tinics
termes de la configuracid p? sén 3P, 1D, 1S. L’aplicaci6 del principi de Pauli,
sense I’ajuda de la teoria de grups'’, resulta molt enutjosa, motiu pel qual
presentem tan sols un exemple i remetem el lector al curs de Teoria de grups
de simetria per a un major aprofundiment del tema.

"] caracter dual de les funcions orbital i d’espin és el que fa senzilla 'aplicacié del principi
de Pauli en el marc d’un llenguatge de Teoria de grups.
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Exercicis

1. Calculeu els termes de la configuracié p?.

La primera qiiestié que abordarem és la determinacié del nombre de
microestats associats amb aquesta configuracié. Els dos electrons de la
configuracié p? tenen en com els nombres quantics n i £. Cal que presen-
ten, almenys, una diferéncia en my o mg (principi de Pauli). Anomenem
a i b els electrons. Tenim que el primer electrd, 'electrd a, presenta
6 possibles parelles de valors (my, mg). Triada una parella concreta
(myg, ms) per a aquest electrd, el principi de Pauli permet triar entre 5
possibilitats per a ’electré b. Hi ha, doncs, un total de 6x5 = 30 microes-
tats. Cal dir, perd que, atesa 'indescirnibilitat que deriva del principi
de Heisemberg, dos microestats que tinicament suposen la permutacié
dels electrons, (com ara [(1,1/2),(0,—1/2)] vs. [(0,—1/2),(1,1/2)]), sn,
en realitat, el mateix microestat. Aleshores concloem que el nombre de

microestats és %: 15, cosa que podem reescriure com
6!
2! x 4!

Una generalitzacié del raonament anterior ens permet obtenir una fér-
mula per al calcul del nombre de microestats:

(forats + particules)!

forats! particules!

Per exemple, el nombre de microestats d’una configuracié d* sera: Q =
31!—07!! = 120. Una altra cosa distinta és el cas d’electrons no equivalents,
com per exemple les configuracions p?d>, 2p 3p, etc. Considerem el cas
p?d>: els electrons p no causen restriccions (derivades del principi de
Pauli) sobre els electrons d i viceversa. Podem, doncs, tractar separada-
ment les dues subcapes. Hi ha 15 microestats associats a la configuracié
p? i 120 associats a la d. Hi ha un total, doncs, de 15 x 120 = 1800 mi-
croestats per a la configuracié p?d®. Analogament, la configuracié 2p 3p

presenta 6 X 6 = 36 microestats.

Tornem al cas que ens ocupa de la configuracié p?. Tenim dos electrons
equivalents (£ = 1, my = 1,0,—1, s = 1/2, ms = £1/2). Construim la
taula segiient d’acoblaments de moments angulars compatibles amb el
principi de Pauli'®:

'8N0 sén compatibles amb aquest principi acoblaments de moment angular que impliquen
dos electrons amb el mateix espin assignats a un mateix orbital.
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me(1) mg(1) me(2) mg(2) | LIO-1 | M Mg | simbol
1 1/2 1 -2 [MELT] 20 o o
1 12 0 1/2 11 .
1 1/2 o -2 [HLLT 1 0 o
| 12 1 1)2 0 1 .
1 12 1 -1/2 0 0 0
1 -1/2 0 12 (LT 1 o .
1 /2 0 12 1 1| e
121 1/2 0 0 .
1 12 1 12 0 -1 | e
0 12 0 -1/2 0 0 o
0o 12 1 1/2 11 .
0o 12 1 -1/2 10 0
0o -1/2 -1 12 LIt o100 o .
0 -1/2 1 -1/2 4 1] e
a1 12 a0 gz (L 2 o o

La taula inclou una ultima columna en la qual hi ha un simbol que ens
ajuda a organitzar els resultats:

o= Mr, =0 MS =0.

e > My =-1,0,1 Mg =—-1,0,1.

o— Mp=-2,-1,0,1,2 Mg = 0.

Resulta, doncs, immediat fer les segiients correspondeéncies:
o—L=0S5=0.

e > L=185=1.

o> L=285=0.

amb la qual cosa hem determinat que els termes que deriven de la con-
figuracié p® sén 'S, 'D i 3P.

6.4 Interaccio espin-orbital
La inclusié del terme Hgo = f(Z,r)ﬁS’ en '’hamiltonia d’un atom polielec-
tronic ocasiona que (S, Mg, L, M) no siguen ja bons nombres quantics. Uni-

cament el moment angular total J = L+Silaseva component z, J,, commuten
amb H =H +Hi2 + Hso.
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Com que el terme Hso 6s generalment prou més petit que la resta de
I’hamiltonia, el podem tractar com una pertorbacié. Afegim J a la notacié del
terme electronic 271X (ara Pescriurem 25T1X ;) per a indicar que hi ha un
petit desdoblament dels abans estats degenerats del terme 2+ X (lligat a J).
El desdoblament ve donat, a primer ordre de pertorbacié, per (comproveu-ho):

EW =< ¢>[J(J+1) - LL+1) —S(S+1)].

Aixi per exemple, el terme 3P, (L = 1,5 = 1), es desdobla, eq. (6.24), de la
segiient manera:

3P2

3p 3P

3Po

Aquest tipus de tractament en el qual els moments angulars individuals l@
s’acoblen per formar f,, els moments §; per formar S i, finalment, L s’acobla
amb S per a donar lloc a J, s’anomena acoblament de Rusell-Saunders (o
acoblament ﬁg) i és molt apropiat per als elements més lleugers del sistema
periodic, per als quals:

7:11 > 7:112 > 7:150 (6.25)

En atoms pesats succeeix, pero, que
7:11 > 7:[50 > 7:112 (6.26)

En aquest cas els nombres quantics L i S no tenen cap sentit. L’hamiltonia
d’ordre zero per a estudiar atoms pesats és de particules independents:

Ho=> hi (6.27)

~ 7 ~
hi = —4V? — — E(Z,1) b 3. (6.28)
13
Resolem I'equacié monoelectronica:

hi i gz > = €i i gz > (6.29)
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La funcié polielectronica és un producte antisimetritzat de funcions monoelec-
troniques amb nombres quantics individuals j; i j,, perfectament definits. La
consideraci6 del terme H1o fa que Ji 1 7 no siguen ja bons nombres quantics
i ho siguen unicament J i M; (Acoblament jj).

Vegem 'exemple de la configuracié 6p7s (12 estats degenerats). Els diver-
sos nivells d’aproximacié son:

o Ho — (L1 =1, =0)(s1 = 1/2,55 = 1/2).
o Ho+Hso — (b1 s1—3/2,1/2) (ba- 53 — 1/2)

. . o 3/2-1/2 = 2,1
'H0+H50+H12—>J1'32—>{/ /

1/2-1/2 > 1,0

Ho Ho+ Hs.o. Ho+Hso. +Hio
b omi by my 51 sa | 1 mp g2 mys | J M,
1 1 0 0 + +[3/2 3/2 1/2 1j2|2 2 1 0 1 2
1 1 0 0 + - [3/2 332 1/2 -1/2|1 100 1
11 0 0 - +[32 1/2 1/2 1/2 |1 10 1
1 1 0 0 - -1|[372 12 12 -1/2]0 0
10 0 0 + +|3/2 -1/2 1/2 1/2
10 0 0 + - |3/2 -1/2 1/2 -1/2
1 0 0 0 - +|[3/2 32 1/2 1/2
1 0 0 0 - -[3/2 32 1/2 -1/2
1 1 0 0 + +|1/2 1/2 1/2 1/2
1 1 0 0 + -[1/2 1/2 1/2 -1/2
1 -1 0 0 - +|1/2 -1/2 1/2 1/2
1 1 0 0 - -|1/2 -1/2 1/2 -1/2

Hi ha 12 estats que deriven de la configuracié s'p' que especifiquem per
mitja de les etiquetes |£1miflamasyse S0 6 H = 7:[0, aquestes etiquetes
son bons nombres quantics i els 12 estats sén degenerats. Si considerem
H = 7:l0 + 7:150, els bons nombres quantics sén |j1m1jame >20 L’energia
depén de j;. Hi ha, per una banda, 8 estats degenerats (j1 = 3/2,72 = 1/2)
i, per una altra, hi ha 4 estats degenerats (j1 = 1/2,j2 = 1/2). Si considerem
que H = Ho + Hso + Hio, tGnicament (J, My) s6n bons nimeros quantics:
|JMj; >. Hi ha 5 estats degenerats (J = 2) per una banda, 3 estats per una

9En aquesta férmula m representa, m;.
20En aquesta férmula m representa m;.
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6.4 Interaccid espin-orbital
C:2p3s Pb: 6p7s
13
( 2° 2)1
1 3 ,/—
3dH -
—\\ ]_ E
lp 1 ':' ‘\\ (2' 2)2
1 P H "~ —
- - - - - ———— — 1
1 I
3 "‘ /
\ 1
P2 ! H
— ‘| "
\\\\\ |“ '['
\\\ 3P III ,,’
3 o —
P Pridalid vV ! l l
1 - . vV | ( ’ )
— ’ \ \ H 2'2
3 /// \ |I 1 1 1 ”,_
b o e
2 1 -
— ‘\\ll ,l /_\\\ (l l)
“|| ! ,/ \\\\ 2°2
I 1 e  ~ —
Ynp(n+l)s /7 .
Interaccid Interaccié i [ Interaccid Interaccid
spin-orbital electronica

spin-orbital electronica

Figura 6.2: Acoblament LS vs. jj.

altra (J = 1), 3 més per una altra (J = 1) i un més per una darrera (J = 0).

Incloem un diagrama (figura (6.2)) per a ressaltar, en ’exemple de la config-

uracié s'p', les diferéncies entre els dos esquemes d’acoblament estudiats: LS

i j7. Finalment, considerem la configuracié p? amb un acoblament jj. Hi ha
un total de 15 estats (el nombre d’estats d’una configuracié obviament no és

funcié del tipus d’acoblament, LS o jj, considerat). Per a cada electré tenim:
(®s=1®1/2 =3/2® 1/2. Com hi ha dos electrons, tenim les segiients
combinacions:

1. (3,2)4s. S6n 6 estats, J
acceptables les combinacions antisimetriques [2] + [0]

2. (%,%) Sén 8 estats, J = % ® % = 2+ 1, car en aquest cas la falta
de simetria permutacional em permet construir antisimetriques totes les

3®3 =3+1[2+ 1+ 0], car sols sén

combinacions.
1 + [0], car sols és acceptable la

3. (%,%)AS- Es 1 estat, J = %@%
combinacié antisimetrica [0].
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Capitol 7

Moleéecules

7.1 Aproximacié de Born-Oppenheimer. Superfi-
cies d’energia potencial per al moviment nuclear

Les molecules estan formades per nuclis i electrons que interaccionen entre si.
De manera semblant al que succeia amb els atoms polielectronics, excepte el cas
més senzill de la molecula i6 hidrogen, H2+ , no podem separar variables i no hi
ha solucions exactes per a molécules. Cal acudir a meétodes aproximats. Hi ha
una primera aproximacié (que, com veurem, resulta d’extraordinaria precisié)
que generalment s’assumeix a 1’hora de fer calculs d’estructura molecular. Es
Panomenada aproximacié de Born-Oppenheimer. Aquesta aproximacié esta
basada en observacions empiriques d’espectroscopia molecular que semblen
indicar que ’energia total d'una molecula pot ser vista com la suma de parts
aproximadament independents. Sembla ser que, a part de ’energia transla-
cional, una molécula es comporta com un rotor més un oscil-lador més un
conjunt d’electrons interactuants. Una primera comprensié d’aquesta obser-
vacié empirica pot ser assolida a partir d’un fet basic de ’estructura molecular:
una molecula esta formada per dos tipus de particules, nuclis i electrons. Els
nuclis sén entre 103 i 10° voltes més pesants que els electrons. En tenir els
electrons una inercia moltissim menor que els nuclis, efectuaran moviments
més rapids. Podriem imaginar que mentre el nuclis no s’han mogut sensible-
ment, els electrons han efectuat diverses orbites. Aquesta és la idea essencial
sobre la qual reposa ’aproximacié de Born-Oppenheimer.

Sense detriment de generalitat, discutirem ’aproximacié de Born-Oppenheimer
en el cas de la molecula més senzilla de totes, la molecula i6 hidrogen'. La

! Cal aclarir que si hi ha una molecula on puga ser més inadequada ’aproximacié de Born-
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generalitzacid de la discussié a d’altres molecules és trivial. Cal afegir que la
molecula i6 hidrogen, H2+ , juga per a les molecules el mateix paper que I'atom
d’hidrogen per als atoms polielectronics. En mecanica quantica és possible
resoldre el problema del moviment d’un electré sotmeés al camp potencial de
dos nuclis fixos (Burrau 1926), amb la separacié prévia de variables. Aquesta
molecula i6, encara que no molt comuna, no és cap molecula hipotetica. Fou
descoberta per J.J. Thomson als raigs catodics, s’ha pogut estudiar experi-
mentalment, la seua distancia internuclear d’equilibri resulta ser 1.060 Aila
seua energia d’enllag 2.65 eV.

L’interes a estudiar aquesta molecula radica, per una banda en el fet que
podem estimar la validesa de meétodes aproximats (en comparar-los amb el
resultat exacte), per una altra banda perque les seues solucions ens propor-
cionen un conjunt d’orbitals moleculars (MOs) que poden, eventualment, ser
utilitzats com a punt de partida per a l’estudi de molécules més complexes
(en perfecta analogia amb el paper jugat per 'atom d’hidrogen respecte dels
atoms polielectronics).

Cal puntualitzar que al paragraf anterior no s’ha afirmat que puga resol-
dre’s el problema de I’H. ; . Hem parlat de nuclis fixos. Hi ha implicita I’aproxi-
macié de Born-Oppenheimer. Ara, doncs, 'estudiarem. Escrivim ’hamiltonia

Figura 7.1: Sistema de coordenades per a la molecula i6 hidrogen.

de I’H, en unitats atdmiques?, d’acord amb la nomenclatura de la figura (7.1):

- 1 1m 1 1 1
H=—-V?--—V4- VE—— — —+— 7.1
2 2M AT3IM P iy 75 T Rap =
Aquest hamiltonid no admet separacié de variables i posterior resolucié

analitica. Fem una primera aproximacié al problema considerant que la gran

1m

Oppenheimer, és precisament l’H;', perque té els nuclis més lleugers possibles. No obstant
aixo, els resultats que se’n deriven sén extraordinariament bons, la qual cosa indica la valua
d’aquesta aproximacié. Per a detalls sobre aquest punt vegeu W. Kolos and L. Wolniewicz[3].

2Si anomenem M a la massa del nucli i m a la de V'electré, la massa del nucli, en unitats
atomiques, és M/m.
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massa dels nuclis, en comparacié a la dels electrons, fa que la corresponent
energia cinetica en siga molt més petita. Aleshores, en una aproximacié d’ordre
zero, rebutgem aquests termes d’energia cinetica nuclear en ’hamiltonia ’}:[,
Eq. (7.1), obtenint un nou hamiltonia,

. 1 1 1 1

H :——v2——__+ 72
el 2 A rg RAB ) ( )

el qual descriu el moviment de I’electré sota la influéncia del camp electric gen-

erat pels nuclis. Per aquest motiu 'anomenem hamiltonia electronic, malgrat

contenir el terme 1/R 45 de repulsié nuclear. Els termes que hem rebutjat sén

les energies cinetiques dels nuclis,

de manera que rescrivim ’hamiltonia (7.1) en la forma:
H =Ha(R,7) + Tn(R) (7.4)

on R representa les coordenades nuclears i r les electroniques. Procedim,
doncs, a resoldre:

Hei(R,) ®r(r) = Ea(R) ®r(r), (7.5)
on la dependencia de ﬁez(R, r) amb les coordenades R dels nuclis es tradueix
tan sols en una dependéncia amb la distancia R4p, com es pot observar en
l’equacié (7.2).

Com s’ha dit abans, una vegada fixada R4p I'equaci6 (7.5) d’autovalors
admet resolucié analitica, resolucié que va aconseguir Burrau en 1926. Tan-
mateix podriem haver-la resolta amb metodes variacionals aproximats. En la
figura (7.2) s’han representat les energies dels dos estats electronics més esta-
bles vs. R4p. El calcul mostrat en la figura senyala una distancia internuclear
d’equilibri o de minima energia al voltant de R4p =~ 2 a.u. i, tanmateix, s’obté
una energia de dissociacié per a aquesta molecula H; de 2.79 eV, resultat que
tan sols difereix un 5% respecte de ’experimentacié.

Una aproximacié més completa al problema és ’anomenada aproximaci6
de Born-Oppenheimer? que basicament consisteix en cercar una solucié per

3Una discussié detallada, rigorosa i de lectura no massa dificil al voltant del que implica
Paproximacié de Born-Oppenheimer, podeu trobar-la en W. Kolos[2]. Val la pena remarcar
que P’abans esmentat error del 5% en el cas molt desfavorable de ’H; no pot ser millor



190 Molecules

1 2 3 R (a.u.)
Figura 7.2: Energia electronica de I'H, vs. la distincia interatomica.

a I’hamiltonid complet #, eq. (7.1), en la forma ¥(R,r) = ®(r)x(R), on
®R(r) és funcié propia de 'hamiltonid H,;, eq. (7.5), i x(R) és una funcié de
les coordenades nuclears.*

Una factoritzacié ®r(r)x(R) de la funcié d’ona no és possible de manera
exacta. Agafem perd la funcié obtinguda ®g(r), multipliquem-la per una
funcié desconeguda x(R) i escrigam que:

HORr(r)x(R) = E®r(r)x(R) (7.6)
és a dir:
Ha®r(r)x(R) + Ty x(R)®r(r) = E ®r(r)x(R). (7.7)

Multipliquem per ®z(r)* i integrem sobre les coordenades dels electrons. Amb
(7.4), (7.6) i tenint en compte la condicié de normalitzacié (Pr(r)|Pr(r)), = 1,

Ea(R)x(R) < ®r(r)|®r(r) > +Inx(R) < ®r(r)|®r(r) >~ s
7.8
~ FE x(R) < ®r(r)|Pr(r) >,

resultat.

4Amb ®r(r) volem remarcar que totes les coordenades, nuclears i electroniques, estan
presents en la funcié. Nosaltres considerem, pero, R com parametres i r com variables.
Aquesta és una classificacié purament formal que no afecta la matematica.
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és a dir,
[Tx + Ba(R)]x(R) ~ E x(R) (7.9)

L’equacié (7.9) és I'equacid, aproximada, del moviment nuclear. L’autovalor
és l'energia total. Cal fer mencié que E(R) fa, en (7.9), el paper d’energia
potencial per al moviment nuclear.

L’equaci6 (7.9) pot ser objecte d’una posterior separacié de moviments
rotacional i vibracional, etc. En resum, la funcié d’ona aproximada d’una
molecula podem representar-la com:

|¥ >= |rot(nuc) > |vib(nuc) > |elec > |spin(nuc) > |spin(elec) > (7.10)

Les transicions entre estats rotacionals sén causades per radiacié de microones,
entre estats vibracionals per infraroja, entre estats electronics, per UV-visible,
entre estats d’espi nuclear per radiofreqiiéncies, etc. Com a il-lustracié pre-
sentem els estats vibracionals més baixos d’un oscil-lador harmonic i els cor-
responents a un potencial F¢(R) tipic.

Figura 7.3: Estats vibracionals més baixos d’un oscil-lador harmonic i d’un
potencial E¢(R).

7.2 L’hamiltonia electronic

D’ara en avant assumirem implicitament "aproximacié de Born-Oppenheimer
i ens centrarem en la problematica de la resolucié de I’hamiltonia electronic

A

Her, que escriurem simplement .

L’hamiltonia electronic, e.g. eq. (7.2), no inclou variables d’espin. Vol dir
aco que des del principi hem rebutjat el terme d’interaccié espin-orbital. La
funcié d’ona molecular podra, doncs, factoritzar-se:

V(1,19 7TN) = P(ry,r0- - ry)E(01,02 - ON) (7.11)
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i, de la mateixa manera que en atoms polielectronics, parlarem de singulets,
doblets, triplets, etc.

En perfecte paralel-lisme també amb els atoms polielectronics, abordarem,
en una primera etapa, la resolucié de ’equacié de valors propis rebutjant les
repulsions interelectroniques que impedeixen la separacié de variables. Tenim,
aleshores, un problema de particules independents. De la mateixa manera que
en el cas atomic, en el qual la simetria del terme d’energia potencial determi-
nava la simetria dels orbitals atomics (AQOs), en el cas molecular, la simetria de
Pesmentat potencial (és a dir, la simetria de 1’esquelet molecular) determina
la simetria dels orbitals moleculars (MOs).

La consideracié de particules, reals o efectives, independents permet par-

lar de configuracid electronica en molecules (e.g. 03 o2 7r_:°;y -++) de la mateixa

manera que parlavem de configuracid electronica en atoms (e.g. 1522s522p3---).

En el cas atomic, tot i que vam resoldre el problema d’un electré en el
camp potencial del nucli, no vam utilitzar les funcions de I’hidrogen per als
atoms polielectronics (vam proposar orbitals de Slater al seu lloc o, de vegades,
simplement s’utilitzen funcions gaussianes). Si que vam tenir en compte la
simetria (orbitals s, p, d ...). De la mateixa manera, tampoc en molécules
és essencial la resolucié exacta del problema d’un electré en el camp potencial
creat pels nuclis. Cal, aix0 si, respectar la simetria derivada de la geometria
de I'esquelet molecular.

7.3 Molecules lineals. El moment ﬁz és una con-
stant de moviment: [H,L,| =0

Escrivim ’hamiltonia electronic molecular:

ﬂ:—%ZVfﬁrZ%—Z'Z—’“ (7.12)
wo

”

I u>v Mk

~ ~~ —
Ho Hi

Adonem-nos que T 6 la mateixa expressio que ’hamiltonia de ’atom poli-
electronic en el qual s’ha eliminat el terme d’atraccié nucli-electré. Aleshores,
si ’hamiltonia d’un dtom polielectronic commuta amb 2i ﬁz, amb més motiu
ho fard #o. La qiiesti6 és saber si [, ﬁ] =0 isi [Hi,L,]=0.
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Z
K Tk

Figura 7.4: Coordenades cilindriques.

Tenim que®:

Tuk =1/ %8 + P% (7.13)

- h 0
L, =——— 7.14
e (714
Aleshores, Obviament [7:1,1, sz“] =0, i, en conseqiiéncia,
H1,La] = 0 (7.15)

En canvi, podem comprovar que [7:[1, ﬁ] £ (0. Unicament el nombre quintic
associat a la component z, A =0+1+2--- és un bon nombre quantic per a
molecules diatomiques®. Aleshores classifiquem els estats moleculars com X,
I, A, etc. segons el valor A = 0,£1,4+2... del nombre quantic. Igualment
classifiquem els estats de I’ H. ; 0 MOs, pero els escrivim utilitzant lletres mints-
cules per tal de distingir entre MO i funcié polielectronica. Tenim, doncs: o,
m, 0, etc. per a A = 0,+1,4£2... Si la molecula és centre-simetrica, afegim
Petiqueta g/u si la funcid, o el MO, no canvia de signe (g) o si que canvia (u)
en canviar el signe a totes les coordenades. Per a molecules centre-simetriques

®Noteu que en (7.13) z, fa referéncia a la coordenada z de I'electrd p.

SPer a lectors familiaritzats amb la teoria de grups de simeria aquest és un resultat
trivial. L’atom té simetria Kj; mentre que les molécules lineals sén Cooy 0 Door. En fer una
reduccié de simetria des de K}, fins a Cooy (0 Doop) hi ha un desdoblament de les bases de
les representacions irreduibles de K} (que sén precisament les autofuncions {Yzar} , de ZB)
Aleshores, no podra ser possible que [7:t1, fﬁ] = 0. Al contrari, la simetria axial es manté:
[ﬁl,ﬁz] = 0. Com que les representacions irreduibles de Cs» 0 Doop s6n bidimensionals
(excepte ¥ (A = 0)) i les bases d’aquestes representacions irreduibles (¢a, ¢—a) sén propies
de ﬁz, caldra que ’energia siga funcié del modul |A| del nombre quantic associat amb L..
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tenim doncs MOs com ara o, m,, etc.

L’obtencié del termes moleculars 2°*1X (on X = X, I, A... si |A| =
0,1,2...) a partir de les configuracions d’orbitals moleculars segueix el mateix
procediment que en Atoms.” Per exemple, en la configuracié om considerem
lacoblament orbital o ® 7 = II i el d’espin 1/2 ® 1/2 = 1 + 0, que donen
lloc als termes 'IT i TI. La configuracié 72 implica dos electrons en la mateixa,
subcapa, cosa que fa intervenir el principi d’antisimetria de Pauli. Considerem
igualment ’acoblament orbital @7 = X" +[X ]+ Aieldespin1/2®1/2 =
1+[0]. El principi de Pauli perd sols en permet construir els termes 3%, 13+,
'A. La configuracié 2737 no implica dos electrons en la mateixa subcapa,
per la qual cosa els termes a que déna lloc sén 2X~, 127, 38+, 19+ 3A TA,
Finalment considerem la configuracié on?. La primera subcapa déna lloc a
2%F, la segona a 3%, 13T, 1A, i en acoblar-ho tot obtenim ¥~ 2%~ 25F {
2A.

7.3.1 Resolucié variacional de la molécula i6 H,

Aplicarem el metode de les variacions lineals, sec. 5.2.3. Com base de funcions
triem un orbital atomic 1s de ’hidrogen centrat en el nucli esquerre (¢4) i un
altre centrat al nucli dret (¢p). La funcié d’ona (MO) sera de la forma:

Y =caga+cpop (7.16)
Es tracta de trobar (¢4, cg) que fan minim:

_ <yY[H|Yp >

E(CAaCB) - < ¢|T/) > (717)

Tenint en compte que

"Cal tenir present que els MOs venen etiquetats pel modul del nimero quantic A de la
component z del moment angular i que component z total en un sistema polielectronic és la
suma escalar de les components del electrons. Aixi, a partir de |A1] i |A2| obtenim A1 + As,
A1 — A, —(A1 —A2) i —(A1 +As). Per exemple, si tenim un electrd en orbital 7 i un altre en
un orbital §, Pacoblament 7 ® 6 = (+1) ® (£2) —» 3,1,-1,-3=(+1) P (£3) =1 H . En
segones poteéncies cal tenir present les components simétriques/antisimétriques que deriven
de la permutacié de particules idéntiques: (£A) ® (£A) = 0T @ [07] @ (£2A). Per exemple,
7®71=XT +[27]+ A. Fixem-nos que la funcié antisimetrica de dos electrons amb A = 0,

Uy = ethargihar _ p—ilaygihaz canyia de signe sota l’accié d’un planol de simetria o, (des
de oy = —a; se segueix que o, ¥4 = —¥4) per aixd etiquetem aquest estat ¥~ amb el
superindex ”—", mentre que la funcié simétrica Ug = eiA®1g7Aa2 4 gmihargihas 14 canvyia,

per aixd letiquetem T7F.
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1. per una pura qiiestié de simetria, < ¢ |H|ps >
=< 1SA|H|18A > =< 183|’H|133 > =K ¢B|H|¢B >=Hjs4 = Hppg.

2. els AOs estan normalitzats: < lsy|lsy >=< lsp|lsp >=1.
3. anomenem Syp =< ¢4|pp >= Spa 1 Hap =< ¢A|7:l|¢3 >= Hpy.

(A + c%)Han + 2cacgHap
¢ + ¢+ 2caceSan

E(ca,cp) = (7.18)
Derivem parcialment (7.18) respecte ¢4 i igualem a zero. Derivem a contin-
uacié parcialment (7.18) respecte cp i igualem a zero. Obtenim un sistema
homogeni de dues equacions,

CA(HAA—E)+CB(HAB—SABE):0

CA(HAB—SABE)—l—cB (HAA—E):O (7.19)

compatible si el determinant segiient val zero:

(Haa—E)  (Hap — SapE)

(Hap — SaBFE) (Hap — E) =0 (7.20)

la qual cosa déna lloc a dues possibles solucions per a I’energia:

_ Haanx Hyp

EL= 21
+ 1+ S48 (7.21)

La substitucié de cadascuna de les solucions (7.21) en (7.19) ens proporciona
les funcions d’ona associades, que, després de la normalitzacid, resulten ser:

1
’(/Ji = m(l&q + ]_SB) (722)

La funcié ¢4 l'escrivim o4(1s), mentre que ¢_ l'escrivim o7 (1s), on 'asterisc
s’inclou per a indicar que es tracta d’una funcié antienllagant (és a dir, una
funcio, ’energia de la qual (E_), és superior a la de les funcions de base per
separat®).

A la vista del teorema de McDonald, sec. 5.2.5, podrien intentar cercar,
variacionalment, estats excitats. Per a aquesta finalitat farem s d’orbitals

8Un lector familiaritzat amb la teoria de grups de simetria hauria pogut predir (7.22)
sense necessitat de fer cap calcul. El centre d’inversié molecular obliga a tenir funcions
simetriques o antisimetriques respecte de l'intercanvi de 1s4 i 1sp. Portant (7.22) a (7.17)
obtenim (7.21). En altres problemes més complexos, la teoria de grups simplificard perd no
deixara, en general, el problema completament resolt.
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atomics excitats.

A la sec. 7.2 haviem discutit que la simetria de ’esquelet molecular deter-
mina la simetria de les funcions d’ona. Les solucions (7.22) sén una confirmacié
del que acabem de dir. Sera convenient, doncs, utilitzar en el calcul variacional
funcions de simetria adequada. En altres paraules, en lloc de comencar amb
els AOs centrats en un nucli o un altre, partirem de combinacions lineals
adaptades a la simetria (orbitals de simetria, SOs). Aleshores partirem de
combinacions com ara:

og(ls) =1sa+ 1sp
ou(ls) =1s4 — 1sp
04(2s) =254+ 2sp
ou(28) =254 — 2sp

Ug(2pz) =2p.a+2p.B

Uu(2pz) =2p,a — 2p:B (723)

7Tg(2p:1?) = 2pzA — 2p:B
ﬂg(Zpy) = 2pyA - 2pyB
7ru(2pm) = 2101:,4 + 2p:rB

Si utilitzem els orbitals (7.23) com punt de partida i construim el determinant
variacional (similar a (7.20) pero amb la base (7.23)), podriem comprovar que
I’esmentat determinant queda bloquejat per simetries”:

En altres paraules, inicament es combinen variacionalment orbitals amb
la mateixa simetria. Que vol dir a¢o6? Vol dir, per exemple, que el MO o, de
més baixa energia no sera exactament o,4(1s), perque es mesclara amb o,(2s),
04(2p;), 04(3s), etc. Resulta, perd, que el valor de 'element diagonal (o,(2s),
04(2s)),(0 de l'element diagonal (o4(2p.), 04(2p.)) etc.) és molt distant de
I'element (og4(1s), o4(1s)). La teoria de pertorbacions (cap. 5) ens diu que
si hi ha diferéncies notables entre els elements diagonals, la mescla (originada
per la preséncia dels elements extradiagonals -pertorbacions de segon ordre-)
serd, poc important: la mescla dels orbitals de base €s poc important si tenen

9Una explicacié d’aquest fet la podeu trobar en la seccié Integrals que s’anul-len dels
apunts de Teoria de grups de simetria.
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Figura 7.5: Determinant variacional expandit en una base de SOs.

energies orbitals molt diferents. Podem resumir aquestes consideracions en
el (conegut) diagrama d’energies d’orbitals moleculars (vegeu la figura (7.6)).
Cal fer notar que el diagrama (7.6) és el diagrama de MOs de la molecula H,
(1.

En perfecte paralel-lisme amb el model de particules independents per a
atoms polielectronics, un model similar per a molecules diatomiques ens porta
també al concepte de configuracid de MOs perd per a molecules. La qual cosa,
traduida al llenguatge elemental de la quimica general vol dir: posar fletxes,
de dos en dos (1), en cada orbital. Tantes fletxes com electrons hi ha a la
molecula.

Una ultima cosa: com una conseqiiéncia del fet que les energies orbitals
dels distints atoms polielectronics sén distintes (a causa de la distinta carrega
nuclear que tenen el diferents atoms), l'ordenacié de les energies dels MOs
també podran variar d’una molecula a una altra. Aixi per exemple, al cas
del By trobem que €(304) > €(1m,), mentre que al cas del F» ordenacié és a

Pinrevés!V.

%Per a més detalls sobre aquestes qgiiestions vegeu e.g. Lowe[4] o Pilar[6].
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Figura 7.6: Diagrama d’energies d’orbitals moleculars.

7.3.2 La molecula H,. Correlacié electronica en molécules

La molecula d’Hs juga el mateix paper en molecules que juga ’atom d’heli en
atoms polielectronics. Totes les caracteristiques essencials de I’enlla¢ quimic,
entés aquest com una comparticicié d’un parell d’electrons (concepcié classica
d’enllag quimic de Lewis), hi sén presents.

D’acord amb la subseccié anterior, la configuracié electronica de 'estat
fonamental de I'Hs sera 03. Dos electrons amb espins oposats son assignats a
un mateix orbital. La funcié d’ona polielectronica sera:

1
2(1+5)

(71, 72) = 09(7“1)09(7“2)%[01(01)5(02) — B(o1)a(02)] (7.24)
)

on, recordem oy = (sa+sgp

Reescrivim la part orbital de (7.24), especificant els AOs,

MO (ry, 1y) = ﬁ[fA(TI)SA(TZ) +sp(r1)sp(r2) +sa(r1)sp(r2) + sp(ri)sa(r)]

" ~\~

Pion Deov

(7.25)
L’equacié (7.25) ens fa veure que la funcié d’ona d’orbitals moleculars déna
el mateix pes a funcions idoniques ®@;,, (que assignen els dos electrons a un
mateix AO) que a les funcions covalents ®.,, (que assignen un electrd en cada
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AO).

Per a construir ’equacié (7.24) o (7.25) no hem fet cap hipotesi sobre la
distancia interatomica R. Es clar que si R — oo caldria dissociar dos atoms
d’hidrogen neutres. Aquest no és el cas si utilitzem una funcié d’orbitals
moleculars, eq. (7.24). Diem, doncs, que ®M© déna lloc a una descripcié fins
i tot qualitativament incorrecta del limit de dissociacié.

Si eliminem les indesitjables formes idniques de (7.25), la funcié d’ona
polielectronica s’escriura:

®"(r1,m2) = N(sa(r1)sp(r2) + sp(r1)sa(r2))(a(o1)B(o2) — B(o1)a(02))
(7.26)
El subindex V B (valence bond) fa referéncia a 'anomenada teoria d’enllacos
de valéncia de Heitler-London!!.

Hom podria obtenir una millor funcié per a ’estat fonamental de I’ H, amb
I’ajut d’un parametre variacional addicional. Escrivim:

T =T + ATj0n (7.27)

El parametre variacional A serd diferent per a cada valor de la distancia
internuclear. En particular, el principi variacional ha de conduir a A\(R =
o0) = 0. A la mateixa soluci6 (7.27) podriem confluir des d’una perspectiva
MO, si escrivim:

U =0T+ uUy (728)

on ¥y es correspon amb la configuracié 03, Uy amb la configuracié o2, i p

és el parametre variacional.

Si els electrons fossen particules independents, la funci6 MO eq. (7.25),
seria la funcié del sistema polielectronic ja que proporciona equiprobabilitat
de qualsevol distribucié electronica del sistema (independéncia de moviments).
Si la repulsié interelectronica fos major (per exemple si la carrega dels elec-
trons fos el doble) l'ocurréncia de distribucions electroniques idniques seria
altament improbable. La situacié fisica real fa que hi haja una correlacié del

"1, generalitzacié de Slater-Pauling d’aquest meétode, consisteix basicament a assignar
la funci6 d’ona molecular com un producte (antisimetritzat) d’orbitals atomics i funcions
d’enllag, ((Pads + Ppda)(afB — Ba). Aixi per exemple, la funcié d’ona VB de I'hidrur de liti
és U = N(|15Li1§Li28Li1§H| — |1SLi1§Li2§Li15H|)- Per a més detalls vegeu e.g. Fayard[l] p.
169ss o Pilar[6] p. 514ss.
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moviment dels electrons determinada (major a menor distancia interatomica.
Zero si R — o0), la qual és responsable d’un balang entre formes ioniques
i covalents de la funcié d’ona. Si partim d’una funcié tipus MO, direm que
la correlacié disminueix el pes les formes ioniques. Per a molécules amb més
de dos electrons, la correlacié afavoreix aquelles distribucions en les quals
hi ha méaxima multiplicitat d’espin en cada centre. Per exemple afavoreix

[(sacpac)(spfBprp)] sobre [(saapaP)(spaprf)]*.

7.4 Molecules poliatomiques

El tractament MO per a molecules poliatomiques segueix el mateix patré que
per a diatomiques:

1. Calculem els SOs (orbitals de simetria) a partir dels AOs. La simetria a
la qual fem refereéncia és la de ’esquelet molecular'3.

2. Elegim la configuracié electronica molecular (funcié d’ordre zero).
3. Apliquem Hartree-Fock o qualsevol altre metode variacional de calcul.

El tractament VB també és similar al que hem comentat per a 'Hs. Hi
ha pero, un aspecte en el qual valdria la pena abundar un poc més. Recor-
dem que déiem que, essencialment, el tractament VB considera una funcié
producte (antisimetritzat) d’orbitals atomics i funcions d’enllag. Hom pot re-
coneixer, doncs, les configuracions electroniques dels atoms individuals en la
molécula. Sembla immediat pensar que per a descriure la configuracié molec-
ular fonamental cal incorporar, en la funcié d’ona, les configuracions fonamen-
tals atomiques. Aquest no és sempre el cas. Per exemple, a 'estat fonamental
del BF3 la configuracié electronica del fluor és 1522s22p° (fonamental) i la
del bor és 1522s2p? (excitada). En altres paraules, les configuracions elec-
troniques dels dtoms en la molecula, quan aquesta esta en estat fonamental,
no sén sempre les configuracions electroniques fonamentals dels atoms lliures.
Per exemple, a ’esmentat cas del BF3, una configuracié 1s?2s%2p per al bor
déna lloc a una estat excitat del BFj.

!2Per a una primera aproximacié al problema de la correlacié electronica recomanem la
lectura de l’article de Spiegelmann et al.[7] que referenciem a final de capitol.

131’adaptacié d’una base d’orbitals a la simetria molecular pot ser realitzada amb l’ajut
d’operadors de projeccié sobre les representacions irreduibles del grup puntual de simetria
molecular. Vegeu els apunts de Teoria de grups de simetria per a un major aprofundiment
en aspectes practics de com construir els SOs.



7.5 Separaci6é o / m en molecules organiques. Metode Hiickel 201

Hi ha un concepte que ens pot ajudar a reconeixer quina ha d’ésser la
configuracié de I'atom en la molecula. El concepte en qiiestio és el d’hibridacié.
En l'exercici de la seccié 5.3.1 es demostra que un canvi de base dels orbitals
ocupats no canvia (excepte, potser, un irrellevant factor de fase) la funcié
d’ona, si aquesta és un determinant de Slater. La hibridacié és un canvi de
base que afecta els orbitals ocupats de I’atom central d’una molécula. Aquests
son substituits per orbitals dirigits segons les direccions dels enllagos. Per
exemple, la configuracié del nitrogen a l’estat fonamental de 'amoniac, N Hj,
és 1522s2p®. La hibridacié sp? defineix, a partir de Porbital 2s i els tres
orbitals 2p del nitrogen, quatre nous orbitals atomics hibrids {¢y, ¢o, 3, d4}'.
Aquests HOs s6n orbitals dirigits des del nitrogen cap els vertexs d’un hipotetic
tetraedre circumscrit. La relacié entre uns i altres orbitals ve donada, en aquest
cas, per:

b1 1 1 1 1 25
¢o| 1|1 1 -1 -1 2z
#3| 2|1 -1 1 -1 2py (7.29)
b4 1 -1 -1 1 20,

El raonament cal fer-lo, perd, a I'inrevés: sabem (experimentalment) que
la geometria de amoniac és piramidal. Aleshores pensem que caldria que
el nitrogen tingues una hibridacié que dirigira tres enllacos cap a tres dels
vertexs d’un imaginari tetraedre circumscrit i un parell solitari d’electrons cap
a l'altre vertex'®. Aquesta és la hibridacié tipus'® sp?. En conseqiiéncia, la
configuracié del nitrogen és 1522s2p3.

7.5 Separacié ¢ / m en molécules organiques. Me-
tode Hiickel

Podem escriure 'hamiltonid d’una molecula organica que presenta enllagos
miltiples (en el sentit del model classic de Lewis) distingint el que anomenem
electrons o, que diem que estan implicats en I’esquelet molecular format pels

1 Als apunts de Teoria de grups de simetria podeu trobar una manera sistematica de
construir els orbitals hibrids (HOs).

15Cosa que explicaria la preséncia del moment dipolar molecular.

'6Les hibridacions no han de ser necessariament combinacions lineals amb nombres enters.
De fet, el cas considerat del nitrogen, en no haver-hi simetria molecular tetraedrica, és segur
que els quatre hfbridls no seran equivalents. De fet cal esperar tres hibrids equivalents s*p®
i un no equivalent s* p*, on a, a’, b, b’ no sén nombres enters.
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enllagos simples, del que anomenem electrons 7, que diem implicats en els
enllagos multiples:

H=H + (FO + Hor) = HE + o (7.30)
on,

( ~0 lna 5 ne K . Neo "

H(r:_§ Vu—zzrfk"‘zm—,,

Vi-Ys A (731)

Definim I'operador monoelectronic hy":

1 A |
7 core __ 2
B = —SVE =D Y — (7.32)
k

Tuk ~

de manera que:

2
w
Ny [ . n 5
= > hzore_,_%g:&) (7.33)
% v
w

Es clar que dins d'H x hi ha termes bielectronics. En essencia, el metode
Hiickel assumeix que hi ha un operador efectiu monoelectronic, izzf ! , que pot
reemplacar H , (polielectronic). L’expressié d’fzzf s pot ser tan complexa com
es vulga. A la teoria Hiickel no s’especifica cap expressio per a izzf ! Simple-
ment s’afirma la seua existencia i, atés que no es coneix la seua expressio, es
reemplacen totes les integrals en les quals intervé 'esmentat operador efectiu
per parametres ajustables. Ac¢o permet tenir un hamiltonia de particules inde-
pendents per a descriure I’estructura m-electronica de les molécules organiques.
Com al llarg del curs hem fet s reiterat d’aquest metode, una volta presen-
tada la seua justificacié fisica, no entrarem en més detalls'”. Afegim, perd,
algunes definicions importants.

1"Vegeu e.g. Wagniere[8], Murrel i Harget[5], Pilar[6], etc., si esteu interessats a estudiar
metodes m-electronics que inclouen, d’alguna manera, la correlacié electronica.
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Densitat de carrega atomica: és la mesura de la quantitat de carrega m-
electronica sobre un atom:

nocc

=Y nilcial (7.34)
5

on la suma s’estén als nocc orbitals moleculars (MOs) ocupats, n; és 'ocupacié
del MO ¢; i c;4 és el coeficient del AO x4 en el MO ¢;.

Ordre d’enllag entre els atoms A i B:

nocc

Pip =) niciacip (7.35)

)

Energia de ressonancia: Es la diferéncia entre Penergia Hiickel (aquella que
deriva de la matriu Hiickel) i la corrresponent a 'estructura localizada més
estable, d’entre les que descriuen la molecula (aquella que deriva d’una ma-
triu semblant a la Hiickel pero on els tnics elements no diagonals no nuls, on
incloem el valor (3, es corresponen amb els dobles enllagos I'estructura local-
izada).

Energia de la configuracio electronica

nocc

E=) mnic (7.36)
i
on ¢; és l'energia de l'orbital ¢;.
Moment dipolar de ’estructura m:
a=le | Y (gh-1)7a (7.37)
A
on la suma s’estén a tots els nuclis.

Moment de transicié entre dos MOs ¢j — ¢y

ik =le™| < @ilFldr > = le7| > cia erp < xalflxB > (7.38)
AB

En aquest punt, per raons de simplicitat, acceptem 'anomenada aproximacié
7ZDO0:
< xalflxB >=< xal7lxa > 048 (7.39)
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aleshores:

ik =le"| Y cia cha < xalflxa > (7.40)

A
Ara bé, < xa|Flxa >= 74, posicié del nucli on estd centrat Porbital 4. En
resum:
pik =1e"| Y €54 crata (7.41)
A

Moment de transicio entre dues configuracions electroniques: com el me-
tode Hiickel és un metode de particules independents, cal considerar sep-
aradament les transicions entre orbitals. Aleshores una transicié com ara
|p3d2 >— |13 > equival a les transicions simultinies ¢ — ¢3 i o — ¢3,
amb la qual cosa, si anomenem U; = |pipy > i Uy = |¢1¢3 >, aleshores,
Hif = K13 H23-

Exercicis

1. Calculeu I’espectre m-electronic teoric del radical al-lil, aixi com el mo-
ment dipolar de ’estat fonamental i primer estat excitat. Dades: do_¢c =
14 A ac—c—c =120° |e7| =4.8D/A, B =24 eV.

e L’aplicacié del metode Hiickel condueix a les segiients energies i
orbitals moleculars:

Ei=V28 Ey=0 E;=-V28

1/2 1/v/2 1/2
1/v/2 0 —1/V2
1/2 —1/Vv2 1/2

e Les configuracions i energies configuracionals (en unitats 3) sén:

U= |3 > —2V2
U5 = |pdps> —V2
U= |p1g3> —V2
U3 = |p1hagp3 > 0
Uy = |pips > V2
U= |13 > V2
o 922 > 2V/2
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e Propietats de 'estat fonamental ¥y = |#?¢o > (anomenem B a
l’atom central):

ga=qp=gqc =1
Pyp = Ppc =0.71; P4c =0
P = poy = piz =0
e Propietats de U'estat Uy = |¢p143 >
qAa =qc =1.25; qp = 0.5
Pip = Pgc = 0.35; Poc = —0.75
pg = pr = 0; py = 1.68D

e Possibles transicions espectrals des de 'estat fonamental.

configuracié | orbitals | Energia () | v (A)
Ty — T, b1 — ¢o V2 3653
To— Ty | o — o3 V2 3653
Ty — U3 b1 — o3 2v/2 1826
Uo— Uy | P12 — 3 3v2 1218
Ty — U5 | ¢2 — dads 3v2 1218
Ty — g ¢ — 3 42 913

e Regles de seleccié (Estan prohibides aquelles transicions per a les
quals el moment de transici6 val zero).

(b1 = ¢2) = po(d2 — ¢3) = —4.1D
pa (1 — ¢3) =0
py(P1 — P2) = py(p2 — ¢3) =0
py(d1 — ¢3) = —1.68D
pz(pi = ¢5) =0 Vi, j

Hi haura, aleshores, absorcié a 3653 A amb polaritzacié X (perque
py = pr = 0), 1826 A amb polaritzacié Y (4, = p., =0)ia 913 A
amb polaritzacié Y (py = p. = 0).

Amb ajuda d’un programa de llenguatge simbolic (MATHEMATICA
o MAPPLE) podreu facilment diagonalitzar matrius reals simetriques.
Aleshores no us sera gens dificil la realitzacié dels segiients exercicis.
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La protonacié de compostos aromatics produeix efectes sobre la seua
transicié fonamental. Mostreu que hi ha un efecte batocromic (corriment
al roig) si protonem naftale. Mostreu que hi ha un efecte hipsocromic
(corriment al blau) si protonem azulé. Interpreteu aquests resultats amb
I’ajut del metode Hiickel.

Quina posicié del naftale és més reactiva enfront de substitucions elec-
trofiliques?

La transicié fonamental del butadie no es veu sensiblement afectada per
la presencia de dissolvents polars. Tanmateix, aquesta influéncia és molt
notoria en el cas del metile-cicleprope. Interpreteu aquests resultats
amb l'ajut del metode Hiickel. Calculeu el moment de transicié i la
polaritzacio de la transicié fonamental del metile-cicleprope.

La transicié fonamental de 'azule va acompanyada per transferéncia de
carrega des de I’anell de 5 carbonis fins ’anell de 7 carbonis. Comproveu-
ho. Calculeu el moment de transicié i la polaritzacié d’aquesta transicié.

Calculeu I’espectre teoric del 1,4 deshidrobenze.

Compareu els espectres teorics d’absorcié del trans-trans-trans i del
trans-cis-trans hexatrie.

Ordeneu per ordre de dificultat les substitucions electrofiliques de benze
i les diverses possibles substitucions de ’hexatrie.
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Capitol 8

El solid ordenat: introduccio
a la teoria de bandes

En la present nota fem una aproximacié a la teoria de bandes des de dos punts
de vista. En primer lloc considerem electrons lliures que es mouen dins d’una
enorme caixa tridimensional, a la que 1i afegim una xarxa de nuclis que poden
causar la seua dispersié. Alternativament estudiem, amb el metode Hiickel, la
formacié d’una banda en un polimer organic.

8.1 Difraccio6 i llei de Bragg.

En general, quan aplega llum a un cristall, part de la llum és difractada (reb-
ota) i part continua el seu viatge a través del cristall. El que aplica a la llum,
aplica a qualsevol moviment ondulatori, com ara el de 'ona de De Broglie que
acompanya als electrons en el seu moviment.

Considerem un cristall monodimensional de constant de xarxa a al que s’aprox-
ima un feix d’electrons,

Figura 8.1: Reflexions de Bragg en un cristall monodimesional.

Per a que hi hagi difraccié cal que les ones que reboten en el diversos nuclis
del cristall sumen les seues amplituds (la intensitat és proporcional al quadrat
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de Pamplitud). En altres paraules, cal que tinguen una interferéncia construc-
tiva.

Imaginem un feix d’electrons que és difractat pel cristall. Ago vol dir que al
primer nucli es produeix difraccié (és a dir, part del feix d’electrons rebota con-
tra el primer nucli), a la vegada que al segon i nuclis subsegiients. Anomenem
x a la posicié del primer nucli, x + a a la del segon, = + 2a al tercer ... i
anomenem ¢ al temps. En cada punt del espai-temps (z,t) es superposen les
ones que reboten en tots els nuclis. Per a que la interferencia siga constructiva
cal que les ones que reboten estinguen en fase. Si anomenem At al temps que
tarda I'ona que rebota en un nucli en aplegar al segiient (At = 2@—“ , 2a perque
lona va i torna a la velocitat v de propagacié del moviment ondulatori), cal

que At =nT, on T és el periode in =1,2,3,.... Atés que v = %, tenim que:
% =nT , i concloem, doncs, que la condicié de difraccio és:

8.2 Electrons lliures a un metall.

Considerem I’hamiltonia d’un electr6 que es mou lliurement: H = —Zh—mVZ.
— Z

Les solucions de la seua equacié déna lloc a funcié d’ona ¥ = ¢t ¥ 7 on k és

I’anomenat vector d’ona. Adonem-nos que aquesta funcid, que descriu ones

viatﬁeres, és també jr(‘)pia dg l’oBerador moment lineal p = —ihVAEn efecte,
ﬁeik? — RV kT = REeF T, Tenim, doncs, que 7 :li)k. I, de la
relacié de De Broglie, A = %, concloem que: |?| = % =h ‘ k|. Es a dir,
7] 2

k|=5.

Per a normalitzar la funcié escrivim:

=
1 :NZfe*““?e“cﬁdv = N? [dv=N?V - N = ﬁ

rrd
La funcié d’ona queda: ¥ = ﬁez k ?, on V és el volum del cristall.

Per a un cristall monodimensional tindrem, en particular, ¥ = ﬁeik’”
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8.2.1 Condicions de contorn per a ones estacionaries unidi-
mensionals.

La condicié de contorn per a la funcié d’ona és que siga zero fora del cristall i,
en particular, sobre el seu contorn: ¥(0) = U(L) = 0. A¢od equival a considerar
que el cristall és com un pou infinitament fondo. Si ens adonem, estem en
front de 'arquetipic problema de la particula confinada en una caixa i tenim
que l’aplicacié d’aquestes condicions de contorn particularitzen les segiients
solucions per a les funcions d’ona i energies:

_ ]2 _ h? 2,2 o —

\Iln—\/;sm%,En—%(%) ,n=1,23..

8.2.2 Condicions de contorn per a ones viatgeres unidimen-
sionals.

Per a entendre aquestes condicions de contorn (anomenades de Born-von Kar-
man) considerem un cristall finit circular de longitud L que es tanca sobre
ell mateix. Cal imposar la condicié de contorn periodica ¥(z) = ¥(x + L)
per a asegurar el caracter unievaluat de la funcié d’ona. Ac¢O equival a re-
coneixer la simetria rotacional del sistema. Si el radi es fa infinit, la curvatura,
de la circunferencia es fa zero i tenim un cristall "recte” infinit amb simetria
traslacional.

Escrivim la condicié de Born-von Karméan:

‘1/(,’1}) — ‘1/(,’13 + L) o eikr — eik(:l?+L) — okl —q

= kL =2wm, m =0,£1,£2...

— 2m

Aleshores, ¥, = \/%e””m“"/L, E,= ﬁ(%ﬁ)ZmZ, m=0,+1,+2...

8.3 Discusié qualitativa sobre teoria de bandes.

Si considerem els electrons completament lliures dins del metall, la relacié entre
el seu vector d’ona i la seua energia E = F(k) és simplement una parabola.
Els valors d’energia estan distribuits des de zero fins infinit formant una banda
continua d’energia (Fig. 8.2):
2
E = ;—ka, k= %(mm,my,mz), m;=0+1+2...

Considerem ara I'efecte d’afegir una xarxa monodimensional de constant de

xarxa a. L’ona e**® que descriu D’electrd lliure es troba en front d’una xarxa de
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—7la 0 mda  27la banda continua
d’energia

Figura 8.2: Electro lliure: energia vs. k.

difraccid. Aquesta ona sofreix la difraccié si es compleix la condicié de Bragg
(en cas contrari, 'ona viatgera troba un medi transparent). IL’esmentada
condicié s’escriu, com hem vist, 2a = nX = n%” = k=mn7onn=123.En
altres paraules, les ones amb & # nZ no "senten” la xarxa (transparéncia), pero
si k ~ nZ, aleshores 'ona rebota (els estats de propagacié estan prohibits),
cosa que origina que en la parabola F/(k), s’obrin finiestres (gaps) d’estats
prohibits (Fig. 8.3).

Figura 8.3: Electré sotmes a un potencial periodic: energia vs. k.

Per a entendre millor 'origen d’aquests "gaps” cal adonar-se que les in-
tereferéncies constructives (reflexions) succeeixen a k = n7 tant per a ones
que circulen de esquerra a dreta (e?**) com per a ones que circulen de dreta a,
esquerra (e~ 7).

Una ona amb k = 7 sera reflexada i, aleshores, passara a tenir k = —7,
la qual, a la vegada sera reflexada amb k& = 7., etc. L’ona inicial i I'ona
reflexada es superposen donant lloc a una ona estacionaria. Perd a partir

™
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+ikx

de dues ones viatgeres degenerades e (ones amb la mateixa energia E =

2 2 . N 7
;—ka = ;—m(g)g) es poden formar dues ones estacionaries també degenerades
amb aquest valor d’energia:

_ 1¢ i%x —iTz\y _ 21 T
\Ifl—\/Z(ea +e'a )—ﬁsmax
_ 1¢i%x _ —iTzy _ 2 T
\112—\/;(641 e 'a )—ﬁcosax

La preséncia d’un potencial periodic, V (z) = V(z + a), trenca, pero, aque-
sta degeneracié i provoca l’existéncia del gap. Ho mostrem tot seguit amb ajut
de la teoria de pertorbacions.

Qualsevol potencial periodic que imaginem el podem sempre expandir en
serie de Fourier com una suma de funcions circulars, el primer terme de la qual
és, multiplicat pel seu corresponent factor de pes, la funcié cos(%”x). Consid-
erem ara el cas particularment simple del potencial periodic que es resumeix
al primer terme de 'expansié: V(z) = Vj cos(Zz). Farem s de la teoria de
pertorbacions de primer ordre per a mostrar com aquest potencial trenca la
degeneracié. Com es tracta d’estimar la pertorbacié que el potencial ocasiona
en aquests dos estats degenerats, caldra aplicar teoria de pertorbacions per a
estats de generats. Aquesta consisteix a construir i igualar a zero el detemi-

nant:

Vii — EW Via
Var Voo — E()

-

A T'hora de calcular els elements V;; integrarem sobre una caixa de lon-
gitud L — oo (el cristall és, per a l’electrd, com una caixa de dimensions

incomensurables!). En aquest cas, tant la funcié ¥, = % sin .o com la fun-

cio Uy = \/% cos -z donen compliment a les condicions de contorn de la caixa,

de manera que calculem I’element

L—oo a a a

2 2
Vii = /\IflV(m)\Ifldm = lim %/sin(zx) cos(—wx) sin(zm)dm =Vo/2.

Analogament Vae = —V/2 i Vig = Vi1 = 0. La substituci6 en el determi-
nant ens proporciona les energies de primer ordre que sén EM = 4y /2.

En altres paraules, mentre que 'estat ¥y és inestabilitzat amb una quanti-
tat Vp/2, I'estat ¥q és estabilitzat amb la mateixa quantitat V;/2, de manera
que s’obri un "gap” d’energia AE = Vj,
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Fixem-nos que mentre que no es cumpleix la condicié de Bragg, ’electrd
viatja pel cristall com si aquest fos transparent i la relacié entre energia i
moment F = FE(k) és parabolica. Ara bé, a mesura que ens arrimem a la
condicié k ~ n% la relacié parabolica I = E(k) deixa de ser veritat i, per a
k = n7 els estats, que en absencia de xarxa presentarien una energia comuna
E, obrin un "gap” V. En altres paraules, partint de £k = 0 l’energia creix
parabolicament fins a k£ ~ 7. En aquest punt fa un salt (gap) V. Despres del
salt, la condicié de Bragg deixa de complir-se i I’energia continua un creixement

mes o menys parabolic fins a k & 27, on succeix un altre salt, etc. Veiem que
ﬁ2

tots els valors d’energia entre 0 i (4-(%)? — V;/2) estan permesos (primera
banda), després 'interval (%(%)2 -V /2, %(%)2+V0/2) esta prohibit (primer

gap). A continuacié hi ha una banda que comenca en %(%)2 + Vo /2, etc.

8.4 Formacié d’una banda combinant orbitals.
Aprofitarem la familiaritat que es té amb el metode Huckel per a mostrar

com s’agrupen les energies orbitals del polietilé a mesura que creix el nombre
d’atoms de carboni.

Comencem per escriure, per a un polietilé amb N centres, el deteminant
Hiickel al qual anomenarem Dy (z):

DN((L‘) =

O OO =8
[ s
O R, 8] = O
_ 8 R OO
8 = O OO

Si desenvolupem el determinant per la primera fila trobem que,
DN(ZE) = ,’L‘DN_l(:E) —D.

Si ara D el desenvolupem per la primera columna, de seguida ens adonem que,
D=1 -Dy_s.
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Aleshores hem trobat la segiient formula recurrent:
DN((L‘) = :EDN_l(ZE) — DN_Q.

Els diferents determinants no son altra cosa que polinomis, dels quals en
particularitzem alguns:

Dy(z) ==z
oz 1] 9
DQ(ZE)— 1 2 =X 1
D3(z) = zDy(z) — Dy(z) = 2(2? — 1) —2 = 2% — 22
etc.

Aquests polinomis s’anomenen polinomis de Tchebichev i podeu compro-
var, si els representeu (per exemple amb el Mathematica, vegeu Figura 8.4),
presenten ondulacions dintre l'interval (-2,2) i després creixen/decreixen rap-
idament, mai tornant a tallar ’eix d’ordenades. Les ordres Mathematica per
generar i dibuixar els primers polinomis de Tchebichev sén per exemple:

Clear All]” Global* * ];

n = 6;

d[l] = z;d[2] = 2> — 1;

llista = {d[1],d[2]};

For[i =3,i <mn,i+ +,

d[i]| = Ezpand[z x d[i — 1] — d[i — 2]];
llista = AppendTolllista, d[i]];

I;

Plot[Evaluatelllista], {x, —3, 3}]

El fet que els punts de tall d’aquests polinomis amb 1’eix d’abcisses ocor-
reguen sempre dintre 'interval (-2,2) suggereix el canvi = 2 cos 0 per a trobar
les solucions de D, (x) = 0.

sin 260
sinf *

Fixem-nos que, amb aquest canvi, podem escriure que Dy =
Analogament,

sin360 __ sinfcos20+cosfsin20 __ 20 209 1
g = . =cos20 4+ 2cos*f =4cos*f —1 = Ds.

sin(N+1)6

Per induccié escrivim que: Dy = ——
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Figura 8.4: Representacié grafica dels primers polinomis de Tchebichev.

Aquesta expressié permet facilment trobar les solucions dels determinants:

Dy=0= (N+1)0 =nr = 0= 55n,n=123.N.

Amb la qual cosa, tenim que:

T =2c08 3747n, n=1,2,3...N.

O, el que és el mateix:

E=a-28cos i7gn,n=123..N

El segiient miniprogrameta Mathematica us permetra veure com, a mesura
que creix el nombre N de centres les energies orbitals s’aproximen unes a unes
altres formant un continu d’energia d’amplada 40.
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Clear All]” Global‘ * ];

llista ={};n =10

For[j =1,7 <=100,j5 + +,

n=n+1;

For[i =1,i <=j,i+ +,

llista = AppendTolllista,{n, N[-2Cos[ni/(j + 1)]]}]

l;

J;

llis = {};

For[i = 1,i <= Lengthlllista],i + +,

llis = AppendTolllis, Line[{{llista[[i, 1]], llista[[i, 2]]},
{llistal[i, 1]] + 0.5, llista][i, 2]]} }]]

Ji

Show|Graphics|llis]]

Aquest mateix resultat és també assolible, perd molt més senzillament, amb
I’ajut de la Teoria de Grups. Considerem el polietile com el limit N — oo d'un
ciclepolietilé conjugat i, en lloc dels AOs p, centrats en els atmos de carboni
(denotem p,(m) a ’AO p, centrar en I’Atom m), usem una base adaptada a
la simetria Cn (vegeu més detalls en [4]),

1 N-1
k — T Z_ —z27rk:m ) (8.1)

Com Cj és un grup abelia totes les seues irreps sén unidimensionals i cada
element 1, pertany a una irrep diferent de Cy, exhaurint-les totes. Aleshores,
com per motius de simetria (1g|h|1;) = 0 si k # [, les energies sén directament
els elements diagonals:

)
Ek:(¢k|h|¢k>:a+25cos%n; n=1,23,...N-1. (8.2)

En el limit N — oo I'expressié anterior proporciona la mateixa densitat d’es-
tats que el cas limit del polietile lineal.

8.5 Estats discrets, el continu d’energia i les bandes

Volem fer notar que la quantificacié de I'energia a que déna lloc la mecanica
ondulatoria s’origina de ’aplicacié de les condicions de contorn, que sén el
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reflex del confinament de la particula en una regié finita de l’espai. Si la
particula no estd confinada, be perque siga lliure, be perqueé la seua energia
supere el maxim d’energia potencial, aquesta podra viatjar indefinidament i
no hi haurd valors prohibits d’energia (de la mateixa manera que una corda
infinitament llarga permet oscil-lacions de qualsevol freqiiencia). Tanmateix,
quan confinem la particula en una caixa sols sén possibles estats estacionaris
per als quals I'ona associada a la particula no siga objecte d’interferéncies
destructives, cosa que impedeix la continuitat de I'espectre energetic donant
lloc a un espectre totalment discret. El potencial periodic és un cas especial
i encara que la particula tinga menor energia que la barrera de potencial,
aquesta no queda confinada en una regié finita de 1’espai, cosa que permet el
continu d’energia. Tanmateix, hi ha intervals d’energia on les ones associades
difracten, obrint-se gaps en I'esmentat continu energetic. Per suposat, en
Iinterval d’energies que va des del maxim del valor del potencial periodic fins
I’infinit no hi ha cap gap d’energia prohibida.
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Apendix A
La radiacié del cos negre

Presentar una descripcié detallada de ’estat de I’art de la investigacié sobre
la radiacié del cos negre sera objecte d’una lligé a I'assigantura (optativa)
de Termodinamica FEstadistica. Per aquest motiu ens limitarem aci tan sols
a comentar alguns aspectes de la situacié de la fisica a 'any 1900, els im-
prescindibles per a fer sentir la necessitat d’una teoria nova, i fer una breu
referéncia a la primera demostracié de Planck de la formula per a la densitat
de radiacié del cos negre.

Es ben conegut que la teoria quantica té el seu origen en els estudis sobre
la radiaci6 del cos negre. Una primera pregunta que sorgeix, la resposta de la
qual no sol venir explicada als llibres de fisica, és: per que ’any 1900 tothom
estudiava la radiacié del cos negre?

... the first step towards a new microphysics started . .. from routine mesure-
ments of the radiation of a heated object ... for the purpose of developing a
reliable light standard . ..

... F. Kohlraush, at that time President of the Imperial Institute of Physics
and Tecnology, emphasized the economic importance of such mesurements:
The economic significance of such work is apparent when we consider that
Germany pays lighting costs that are roughly stimated at hundred of millions
of marks per year.'

Aquesta nota historica ens ajuda a tenir una estimacié de la gran quantitat

'"Eckert M. and Schubert H., Cristals, Electrons, Transistors. American Institute of
Physics, New York 1990.
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d’informacié experimental i contribucions cientifiques rellevants sobre el com-
portament radiatiu d’un cos calent. El fet que 'esmentada investigacié fos un
repte tan gran ens fa intuir que alguna cosa no funcionava bé en la fisica con-
vencional de 1900: semblava que la fisica era incapac de donar resposta valida
a un problema, la solucié del qual significava enormes beneficis economics.

Una altra cosa rellevant en la presentacié de la nova fisica és el caracter
empiric de la primera llei quantica. El propi Planck, en el discurs de concessié
del Nobel, es refereix a la seua llei de distribucié com an interpolation formula
resulted from o lucky guess. De fet, Planck troba la férmula per interpolacié
2 ...is’hi troba després enfront del gran repte de la seua demostracio.

Planck va imaginar que les parets de la cavitat radiant (o cos negre) es-
tan formades per atoms, els quals, en calfar-se, es posen a vibrar, i aque-
sts oscil-ladors sén els que emeten i absorbeixen radiacié electromagnética.
Per a descriure el comportament macroscopic d’una colectivitat tan immensa,
d’oscil-ladors calia fer un tractament mecano-estadistic. Aleshores, Planck es
va adonar que podia deduir la seua formula si afegia una restriccié addicional.
L nic problema consistia en el fet que ’esmentada restriccié ni tenia massa
trellat ni hi havia cap manera de justificar-la.

Els oscil-ladors sols poden absorbir o emetre energia en paquets discrets.

Durant molt de temps Planck va tractar, en va, de rededuir la seua férmula
evitant aquesta hipotesi. Potser fou Einstein qui primer accepta la hipotesi
de Planck con una hipotesi fonamental i no com una manera enginyosa de
trobar la formula de la radiacié del cos negre. De fet, al seu treball sobre
I’efecte fotoelectric, vegeu ’apendix E, Einstein no sols accepta la hipotesi
de Planck d’intercanvi d’energia en paquets discrets, siné que ana més enlla:
accepta l'existéncia real dels paquets d’energia com els components basics de
la radiaci6 electromagnetica.

2Val la pena que mireu la pagina 6 de Pilar, F.L., Elementary Quantum Chemistry,
McGraw-Hill, New York, 1968, on s’hi indueix el lector a triar una interpolacié empirica que
condueix a la llei de Planck.
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A.1 Primera demostracio de Planck de la formula
del cos negre

Un cos negre és un objecte que pot absorbir i emetre radiacié de la mateixa
manera per a qualsevol freqiiencia. Una caixa de no importa quin material
pero fofa i amb una petita obertura, per on enregistrar la radiacié que s’emet a
una determinada temperatura i per a una deteminada freqiiéncia, és un cos ne-
gre (per a mesurar una determinada freqiiencia fem passar el feix de llum que
surt de la caixa a través d’un prisma i mesurem la intensitat en un determinat
angle). L’observacié que la densitat de radiaci6 enregistrada és independent
del material amb que fem el cos negre va fer pensar que 'estudi d’aquesta
radiacié donaria lloc a lleis generals no lligades a cap material concret.

El primer intent d’interpretar la formula de la densitat de radiacié del cos
negre es deu a Lord Rayleigh. Aquest es va adonar que dins d’una caixa en
equilibri térmic (en aquestes condicions s’enregistra ’espectre) sols hi podien
haver ones estacionaries i que per a unes dimensions de la caixa donades no
totes les freqiiencies poden interferir constructivament per generar ones esta-
cionaries.

Podem determinar quines freqiiencies donen lloc a ones estacionaries en
una caixa ctbica de costat L i el nombre d’aquestes que hi ha en el rang de
freqiiéncies entre v i v + dv. A la segiient seccié veurem que el nombre de
freqiiéncies entre v i v + dv per unitat de volum ve donat per:
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Lord Rayleigh va considerar el principi classic d’equiparticié i assigna una
energia kT a cada ona present. Aleshores I’energia en la unitat de volum per
a una freqiiéncia v, dw,, queda simplement dw, = 87v?kT/c? dv, i la densitat
de radiacié, u, = dw, /dv, que en resulta és:

8mv2kT
Uy = —5——

(A.2)
3

Aquesta formula interpreta correctament les dades experimentals en el rang
de baixes freqiieéncies peré prediu un creixement continuat de la densitat en
creixer la freqiiencia, cosa que discrepa enormement del que s’observa experi-
mentalment.
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El principi d’equiparticié deriva del tractament estadistic de grans colec-
tivitats i ens proporciona, a una temperatura determinada, el valor mitja de
I’energia. En el cas considerat, el valor mitja de I'energia dels oscil-ladors de
freqiiencia v que constitueixen la radiacié electromagneética.

Planck es va adonar que si permetem que totes les energies siguen possibles,

aquest valor mitja és aquell que precisament ens diu el principi d’equiparticié:
0 —€e/kT

fy ee /kTde  (KT)2 _

7 | e~</FTde ~ kT = kT (A.3)

i que, aleshores, inexorablement obtenim una formula incorrecta, excepte a
baixes freqiiencies. Aleshores va provar a veure quina formula obtenia si en
lloc de permetre que I’energia fos qualsevol nombre real positiu, aquesta fos
qualsevol nombre natural positiu. Cal adonar-se perd que mentre que permetre
que l’energia siga qualsevol nombre real no presenta cap problema d’unitats,
si que el presenta si sols permetem els nombres naturals (en quines unitats
d’energiae =0, 1,2, 3....7). Podem evitar aquest problema d’unitats si escrivim
e=anonn=20,1,23... 1aés una constant amb dimensions d’energia. Amb
aquesta formula, proporcional als nombres naturals, obtenim un valor mitja
per a la energia,

See KT S an g Solnanl
= =ar Fp—

Egoe—e/kT - 28033” - Zgoxn )

€ =

(A.4)

on g = e VKT,

Efectuant la divisi6 1/(1 — z) comprovem que 1/(1 — z) = > °2™. A

més a més, si ens adonem que el numerador en Eq. (A.4) és la derivada del
denominador, concloem que:

(1/(1 — =)’ x 1 -1

c— — — — 1)1 = a/kT 1)1
€=ax 0= o — al/x—l a(z ) a(e )
(A.5)
Aleshores tenim que:
8rv? _
w, = = 5ale /KT _ 1yt (A.6)

Aquesta formula s’ajusta perfectament als resultats experimentals en tot el
rang de freqiiéncies si fem que «a siga proporcional a la freqiiéncia: a = hv. La
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constant de proporcionalitat h té dimensions i serd un paradmetre a ajustar.
Podem constatar que no importa ni quines freqiiéncies ni quines temperatures
considerem, aquest valor h sempre surt el mateix, convertint-se aixi en una
constant universal.

Cal dir que la demostracié anterior, tal i com va escriure el mateix Planck
en una carta a Robert Williams, no el va convencer en el sentit de ser una ver-
itable explicacio teorica. Citant les seues propies paraules: el que vaig fer fou
un acte de desesperacio. Tenia la formula que explicava [’equilibri radiacid-
mateéria 1 sabia que la fisica classica no en podia donar una explicacio.... I’as-
sumcio de wvalors discrets € = nhv per a l’energia fou una suposicié pura-
ment formal, en la qual, en realitat, no hi vaig pensar massa. (Com haviem
dit abans, una solida interpretacié teorica de la formula fou proporcionada,
anys més tard per Einstein, fent s de meétodes estadistics per a particules
bosoniques).

A.2 Demostracié de ’equacié (A.1).

Les ones electromagnetiques sén ones transversals (oscil-lacié perpendicular
a la propagacid) i presenten, en conseqiiéncia, dues possibles polaritzacions
degenerades per a cada freqiiéncia. Aquest factor 2 caldra tenir-lo en compte
després.

Una ona tranversal en la direccié z la podem escriure F(x) = A sinkz,
on k = 2m/X. La condici de ser estacionaria en una caixa unidimensional
de longitud L implica que 'amplitud siga zero en els exterms de ’esmentada
caixa: F'(0) =0; F(L) = 0. La primera condicié sempre és satisfeta, la segona
tant sols si kL = nm, n = 1,2, 3.... Aleshores no totes les ones poden interferir
en una caixa unidimensional per a formar ones estacionaries. Sols ho poden
fer aquelles amb k = nn/L, és a dir aquelles amb A = 2L/n o amb v = nc/(2L).

Si considerem que la ona es desplaca en una direccié marcada pel vector
7, aleshores 'amplitud cal escriure-la F(7) = A sink7, on |k| = 2m/A, amb
k= (kz,ky,kz). La condicié de ser estacionaria en una caixa ctibica de costat
L implica que 'amplitud siga zero en els exterms de l’esmentada caixa. En
particular: F(x = L,0,0) = 0, F(0,y = L,0) = 01 F(0,0,z = L) = 0.
La primera condicié és satisfeta si kyL = ngm, n, = 1,2,3.... La segon si
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kyL = nym, ny, = 1,2,3..., i la tercera si k,L = n,m, n, = 1,2,3... (per a
més detalls vegeu e.g. la Fisica volum II: Campos y Ondas de Alonso-Finn
pag. 907-917). Aleshores, les ones estacionaries venen etiquetades pel vector
k= T(ng,ny,m;) = Tn i, des de X = 27/|k|, concloem que aquestes ones
tindran A = 2L/|n| i v = ¢/ = ¢|n|/(2L).

Calculem el nombre d’ones amb v < vy, i.e. amb |n| < |ng|. Amb aquesta
finalitat representem n,, n,, n, en els tres eixos cartessians i per a tots el
valors naturals positius dibuixem punts que representen els possibles valors
d’7i. Comptar quants punts hi ha dintre d’una esfera de radi |ng| ens diu
el nombre de possibles ones estacionaries amb |n| < |ng|, i.e. v < vy (en
realitat cal considerar tant sols I'octant positiu d’aquesta esfera, atés que sols
permetem valors positius de les components d’ 7). Els punts dibuixats formen
una xarxa de petits cubs de costat unitat i, per tant, de volum unitat. Cada
petit cub té vuit vertex (els punts sén els vertex!) i cada vertex estad compartit
per vuit cubs, aleshores hi ha el mateix nombre de cubs que de punts. El
nombre de cubs, i per tant el nombre de punts, atés que cada cub té un volum
unitat, coincideix amb el volum de 'octant de I’esfera. El nombre d’ones és el
doble perque cal comptar les dues possibles polaritzacions. Aleshores,

14 nf? = 1 8L ,

"g37In —T—V (A.7)

dNI/<I/0 — 2 3 03

El nombre d’ones estacionaries per unitat de volum i freqiiencia entre entre
v i v+ dv el calculem dividint pel volum L3 i derivant respecte v:
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Apendix B

Quantificacié de ’accié.
Postulat de Bohr.Model de
Bohr

B.1 Quantificacié de ’accié. Postulat de Bohr

Potser I'article de Bohr! siga un dels articles de la vella teoria quantica, old
quantum mechanics, més dificils de digerir. El propi Bohr escriu: While there
obuiously can be no question of a mechanical foundation of the calculations
given in this paper . ... Tanmateix el model d’Atom de Bohr és trivialitzat en
molts textos, i quasi unanimement introduit a partir del postulat del moment
angular. En un llibre de la seriositat del Pilar? podem llegir: In 1913 Bohr
... noting that the dimensions of Planck’s constant were those of angular mo-
mentum, . .. postulated that the angular momentum of the orbiting electron was
quantized in units h = h/2m.

L’tnic lloc on Bohr fa referéncia al moment angular en el seu article diu,
pero: If we assume that the orbit of the electron in the stationary state is cir-
cular, the result of the calculations on p. 5§ can be expressed by the simple
condition: that the angular momentum ...is equal to an entire multiple of a
universal value ... De fet, la forma en qué Bohr introdueix el seu model és
a partir de les dues férmules segiients: Fo — F1 = hv i E, = —%nhy, mentre
que la quantificacié del moment angular la presenta com un resultat.

'Bohr N., Philosophical Magazine, 26:1, 1913.
2Pilar, F. L., Elementary Quantum Chemistry, McGrawn-Hill, Ney York, 1968.
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La pregunta és per qué hi ha tants llocs que presenten la quantificacié del
moment angular com punt de partida? Crec que el motiu és pura simplici-
tat expositiva. Seria desitjable, per0, que si es tria aquest cami, s’avisara els
lectors que s’hi presenta realment una reformulacié del treball original. Tan-
mateix, pense que seria millor presentar aquest principi a la manera que ho fa
Sommerfeld? que presentem tot seguit:

L’energia d’un oscil-lador harmonic simple monodimensional s’escriu:

2
E=2 4 212 mu2q? (B.1)
2m

A Tespai de fases (p,q), 'equacié (B.1) representa una el-lipse d’area F/v
4. Segons Planck, els estats permissibles de Poscil-lador tenen energies nhv.
Aleshores, I’Area que hi ha entre dues el-lipses consecutives és h 5. Peré
'drea d’una el-lipse podem calcular-la per integraci6 a l'espai de fases, § p dg.

Aleshores, tenim que:
(o) ~(fro) -+ oo
n n—1

En particular, si » = 1 no hi ha estat n — 1 = 0, per la qual cosa assumim que
($p dq)1 = h. Aleshores:

}1{ p dg = nh (B.3)

Equacié de quantificacié de 'accié. En el cas particular d’una orbita circular
estacionaria (on p i 7 sén constants):

nhz%pdquprdﬁzL/d@zQﬂ'L

L =nh (B.4)

on (B.4) és Panomenat postulat de Bohr.

3Sommerfeld A., Ann. dePhys., 51:1, 1916; Yourgran, W. and Mandelstam S. Variational
Principles in Dynamics and Quantum Theory, Dover, Ney York, 1968.

*Recordem que P'equacié d'una ellipse és y> + a’z> = r2. Els dos radis principals sén
rifr=0)=rir(y=0)= —. L’area de l'el-lipse és A = wriry = w%.

’Per aquest motiu, en mecanica estadistica s’assigna una area h a la regié de I'espai de
fases on l'energia és constant.
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B.2 Model de Bohr

Presentarem ara el model de Bohr d’una manera semblant a com l'autor el
presenta al seu article. Farem ts del seus mateixos apriorismes, encara que
suavitzarem i reorganitzarem el raonament intentant facilitar la seua compren-
sié.

Comengarem fent referencia als experiments de Rutherford els quals sug-
gereixen que els atoms presenten concentrada la quasi totalitat de la seua
massa en una fraccié insignificant del volum que ocupen. En certa manera
com el sistema solar, on el Sol posseeix quasi tota la massa del sistema so-
lar concentrada en una regié relativament petita, ubicada en un dels focus
de les orbites que recorren la resta d’astres del sistema. Aquestes Orbites
estacionaries sén quasicirculars (planetes interiors) o el-liptiques (planetes ex-
teriors).

La naturalesa electrica de la mateéria no permet, pero, ’establiment del
paralel-lisme de 1’atom, on actuen forces electriques, i el sistema solar, on
les forces que actuen son de tipus gravitacional. El motiu deriva de ’elec-
trodinamica classica: una carrega en moviment genera un camp electric i
un camp magnetic perpendiculars. Podem realitzar un traball sobre una
carraga accelerant-la i desaccelerant-la de manera que realitze un moviment
oscil-lant de freqiiéncia v. La carrega oscil-lant genera un camp electromag-
netic oscil-lant de la mateixa freqiiencia (radiacié electromagnetica, REM) que,
en propagar-se, dissipa, a través de I'espai, el treball que estem efectuant sobre
ella.

Un electré que orbita amb una freqiiencia angular w al voltant del nucli és
també una carrega que efectua una moviment periodic de freqiiencia angular w
i que, aleshores, emet una REM d’aquesta mateixa freqiiencia. En aquest cas,
pero, no hi ha I'experimentador realitzant un treball que compensa ’emissié
d’energia. En conseqiiéncia, 1'electré va perdent paulatinament ’energia que
va emetent, frenant la seua velocitat i precipitant-se cap al nucli seguint un
moviment en espiral.

Amb l'objecte de reconciliar aquesta descripcio classica de col-lapse atomic
i 'evidéncia d’estabilitat atomica, podem postular que hi ha algun mecanisme
en sistemes microscopics que permet la no dissipacié d’energia en forma de ra-
diacié amb la consegiient existencia d’orbites estacionaries. El model de Bohr
admet D’existeéncia d’aquestes orbites com un postulat, sense explicar quin és
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el mecanisme que els permet existir.

Considerem ara I’espectre discret de 1’hidrogen, reproduible des de la fér-
mula empirica v = RH(n—I% - n%) (on ny,ne € N i Ry és la constant de
Rydberg) i V'espectre continu (teoric) que prediu l’electrodindmica classica.
Com acabem de dir, I’electrodinamica estableix que I'electré emet REM de la
mateixa freqiiencia que la oscil-lacié que efectua. Que en comencar a emetre
REM perd un poc d’energia. En perdre energia es frena lleugerament ralen-
titzant la seua oscil-lacié. Aleshores emet una REM de freqiiéncia lleugerament
menor. Aleshores continua perdent energia, ralentitzant-se i ementent REM
cada vegada d’una freqiiencia menor. En altres paraules, emet un espectre
continu de freqiiéncies.

L’observacio de espectre experimental ens fa veure una successié de linies
discretes que cada volta estan més proximes les unes a les altres. Tot i ser
discret, I'espectre té una zona molt densa. Podem pensar que la descripcié
classica és una envolupant, una visié borrosa del que passa realment.

Acceptada l'existéncia d’orbites estacionaries, podem imaginar que I’aprox-
imaci6 de 'electrd al nucli es fa d’orbita en orbita, de manera discreta, pero
que, excepte unes poques oOrbites®, la resta tenen freqiiencies molt similars.
Quan entre dues orbites de freqiiencies molt proximes es realitza una transi-
ci6, s’emet una REM d’una freqiiéncia que la teoria classica iguala a la fre-
giiencia de rotacié. Podem pensar que, en realitat, el que observem és una
valor mitja de les frequéncies de les dues orbites implicades en la transicié:
WREM = %(wnﬂ + wy). Com resulta que wy11 X Wy, WREM X Wy

Si considerem que ionitzem un atom d’hidrogen, en el qual ’electré ocupava
la n-ésima orbita i assignem que el zero d’energia a ’electré lliure, direm que
la ionitzacié des de ’orbita. n comporta ’absorcié d’'una REM de freqiiencia
angular wrpy = %(wn +0) = “¢. Siacceptem que l'energia emesa en forma de
REM esta relacionada amb wrg s per la férmula de Plank” Erpy = nAWREM,
com que E,, = 0, tenim que

Les transicions entre les quals donen lloc a les primeres i ben separades ratlles de d’e-
spectre.

TAquest és un punt especialment fosc de Particle de Bohr, com el mateix autor reconeix.
Podem, pero, replantejar la qiiesti6 d'una altra manera: en arrancar un electré des d’un nivell
d’energia E, s’emet una REM d’energia Ergyv = —E, (atés que assumim com energia
de referéncia l'energia de 'i6). Podem preguntar-nos quina és la relacié entre Ergn i la
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E, = —nhwrey = —%nhwn (B.5)

L’energia de I’ n-esima orbita pot calcular-se com suma d’energia cinetica
(T) i potencial (V). En aquest punt assumirem, com fa Bohr, el model d’orbites
circulars, amb la finalitat de treballar amb una férmula d’energia potencial
simple:

_L%_ann
T, = L =

21 2 B.6
V” fi ( )
El teorema del virialg diu que T = —%[/ , aleshores,

— L2 — Wity Lywy
En = —gmu;, = mw; = — =y (B.7)
Equacié que, amb (B.5), permet concloure que —%hnwn = —%ann, amb

la qual cosa obtenim I’anomenat postulat de Bohr:

L, =nh (B.8)

(tot 1 com s’acaba de mostrar, no s’ha presentat, en realitat, com un postulat
siné com una conseqiiéncia a partir d’altres hipotesis "més intuitives”.)

freqiiéncia wy, de 'electré en la n-ésima orbita. Podem deixar la resposta indeterminada:

Erpnm
o = f(n)

(Noteu que la relacié no sera la mateixa si ionitzem des de dues orbites diferents. Per aixd
la fracci6 serd, en general, una funcié de 1’orbita n des de la qual ionitzem).

Si refem el calcul d’aquest apéndix perd assumim E, = f(n)hw, en lloc de E, = %hwn
obtenim:

L, =2f(n)h
__Rg_1_
B == T

La comparacié del darrer resultat amb la férmula impirica de Balmer-Ritz ens fa concloure
que f(n) = n/2. Aleshores podem reinterpretar la formula Erpy = tnhiwn, = nhiwrpm com
una proporcié Ergy/wn i no com que es produeixen n fotons ideéntics de freqiiéncia wy /2.
De fet, ’emissié de cada fot6 implica una disminucié d’energia de I’electré, cosa que implica
un canvi d’orbita. Es a dir, un canvi de freqiiéncia, motiu pel qual el segiient foté que s’emet
ja no seria identic a ’anterior, amb la qual cosa entrariem en una contradicci6.

8Podem comprovar-lo en aquest cas. A una drbita estacionaria hi ha equilibri entre forces

. . 2
centrifugues i centripetes: ™ = €2 Aleshores, 2T = —V.

T
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Si tornem sobre (B.7), amb ajuda de (B.8) podem escriure que E,, = —T;, =
2 242 242 2
—oF = —”212 = —;"”mif% = % = —287,—”, aleshores,

h2n?

L — (B.9)
2 4

e me* 1
E,=—=—5—5;n=1,2,3... B.10
n 2 2h2 n27n y 4y ( )

Si expressem l’energia en unitats d’inversa de longitud d’ona:

met 1 1
E,=————=—-Rp— B.11
" 2B%hen? M2 (B.11)
L’equacié (B.11) serveix com definicié de la constant Ry de Rydberg. A
partir de (B.11) resulta immediat que:

11
En, — By, = Rig(— — —5) (B.12)

ny Ny
que coincideix amb la férmula empirica de Balmer-Ritz si assumim que:

hwrevm = By — By,

Considerem ara la transici6 n — n + 1 per a un valor n = N (on N
representa un estat corresponent a la zona densa de 1’espectre). Tenim que:

. . 1 1 2
lim (Enyy — Ep) = lim Ry (—5 — m) = Rury3 (B.13)

on hem rebutjat infinits d’ordre inferior enfront d’infinits superiors en sumes

1 restes.

A partir de les equacions (B.5) i (B.11) obtenim:
_ 2Ry

Aleshores, des de (B.13) i (B.14) concloem que:
lim (E Ey) = Ru2%n — 5, (B.15)
im - = = :
non ot " " 2Ry n

La freqiiencia mijana de les orbites n in + 1 és:

. 2R
WREM = nh—)H]lV %(wn + wny1) = h—Ng = Wp (B.16)
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Aleshores concloem que lim,, , y(Ey,+1 — Ey,) = hwrpy. Amb la qual cosa
veiem que hi ha un sol foté emetent quan es realitza la transicié.

En general considerem que les transicions entre estats sén monofotoniques.
Aquesta hipotesi permet un acord entre la teoria presentada i les séries espec-
trals de I'hidrogen. La férmula —FE, = $hw, cal que siga interpretada com
que la relacié E,/w, és precisament % i no com que hi ha una absorcié d'n
fotons de freqiiéncia wy, /2 durant el proces d’ionitzacié.

B.3 Presentacio actual del Model de Bohr per a ’a-
tom d’hidrogen

Partim de la hipotesi d’orbites circulars estacionaries de radi r en les que
I’energia d’atraccié proté electré esta compensada per la forga centrifuga:

— = k— (B.17)
i on el moment angular esta quantificat:
L = nh. (B.18)

Reescrivint ’eq. (B.17) en la forma mv?r = ke?, tenint en compte I'eq. (B.18)
i que en una orbita circular L? = m2v?r?, deduim que el radi r de P’drbita ha

de ser,
h2
n? = agn’ (B.19)

r =
kme2

on ag és 'anomenat radi de Bohr (unitat atomica de longitud).

L’energia total de I’electrd, suma d’energia cinética i potencial resulta, amb
eq. (B.17),

BTV = tm? 1S = 4© (B.20)
N ™ ro2r )
Finalment, eq. (B.19) permet escriure
ke? 1
EF=—— B.21
2a0 N2 ( )

que justifica ’equacié empirica de les series de Lyman, Balmer, Paschen,
Brackett i Pfund de I’espectre de ’atom d’hidrogen:
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11
By, — By, = Ri(— — —5)- (B.22)

2
ny Ny



Apendix C

Dualitat ona-corpuscle.
Hipotesi de De Broglie

L’origen de la dualitat ona-corpuscle el trobem als treballs d’Einstein. En
aquests treballs, pero, la dualitat fa referéncia exclusivament al possible com-
portament corpuscular de la radiacié electromagnetica. Einstein era conscient
de la gran evidencia en favor d’una imatge continua de la radiacié, pero va
pensar que tal evidencia hauria de tenir el seu origen en mitjanes temporals
(observacions no instantanies) i per aixo, els fenomens instantanis d’emissié i
absorcié donaven lloc a una fenomenologia distinta. Al seu treball sobre ’e-
fecte fotoelectric (1905), vegeu apendix E, tot i que no ho fa explicitament,
podem dir que defineix el fotd, o particula luminica d’energia hr, com la uni-
tat basica de la radiacié electromagnetica de freqiiencia v. L’observacié de
la dispersié de raigs X per la mateéria (Compton, 1923. vegeu I'apéndix E)
fou un reforcament de 'existencia real dels fotons. Compton atribui fins i tot

moment lineal p = h—c" als fotons, a més a més d’energia.

Pero el gran salt en la direccid reciproca el fa De Broglie entre 1923 i 1925.
Ell considera el doble caracter (corpuscular i ondulatori) de la radiacié elec-
tromagnética com un fenomen ben establert, i es proposa estendre aquesta
dualitat als electrons i altres particules. Va suposar que acompanyant tota
particula de moment lineal p i enegia F, hi havia un moviment ondulatori
de frequiéncia v. Podem representar el moviment ondulatori, de freqiiencia
definida v, mitjangant la funcié d’ona complexa:

U = A exp(i¢) (C.1)
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on

¢ =kr— wt (C.2)
2w

s’anomena fase de 'ona, k = 5F i w = 27v.

En segon lloc va considerar que la fase és un invariant, és a dir, que si
la fase té un cert valor al punt z’ en l'instant #' d’un sistema de referéncia
mobil S’ que veu la particula en repos, ha de tenir el mateix valor al punt z
en 'instant £ d’un sistema de referencia fix S.

Si respecte S’ el sistema estd en repos, el moviment ondulatori no es
propaga per espai, és a dir, ¥ = 0. Respecte S’ 'energia del sistema és
E = moc? (vegueu apéndix D). Finalment, De Broglie va assumir la validesa
de la férmula de Planck E = hv' = hw'.

Igualant les fases tenim, doncs:

m002
h
Amb l'equacié (D.2c) de lapeéndix D, que relaciona ¢ i ¢/, i anomenant

B = Z, tenim:

kr —wt = —wt' =

t/ (C.3)

moc? t — zv/c? v/ myc? moc?

VISR ViR b i

La relaci6 (C.4) ha d’ésser valida per a qualsevol z i t. Concloem doncs que:

£ (C4)

kr — wt = —

2/h
g mov/h o mec/h (©5)
V11— B2 V11— B2
Cal adonar-se que la velocitat de I'ona, v, = Av = ¢ = 01}—2 és superluminica

(). Pero aco no vol dir que la velocitat de grup v, (velocitat de transmissié
de senyal o d’energia) siga superluminica. De fet, si acceptem 1’equivaléncia
relativista entre massa i energia, caldria esperar una velocitat de grup v, = v,
on v és la velocitat de la particula. En efecte:

_do _dudy
U=k T dv dk
Amb les equacions (C.5) arribem a:

(C.6)

dw  myg v dv h (1- ﬁ2)3/2

@ ha—@pP  dk T mo(1— )+ (2)

. (C.7)
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La substitucié de les equacions (C.7) en l'equacié (C.6) demostra que vy, = v.
En altres paraules, si les ones no sén perfectament monocromatiques, junta-
ment amb la particula hauria de desplacar-se una regié contenint una pertor-
baci6é ondulatoria (una pulsacid).

Tornant a 'equacié (C.5a) trobem que:

2r 2n 2r h
S =k=5mu=5pop=x (C.8)
famosa relacié entre el moment lineal de la particula i la longitut d’ona del

moviment ondulatori associat.

Com el raonament anterior no ha fet cap hipotesi sobre el valor de la massa
en repos my, tot aixo té validesa en el cas particular mg = 0 del foté. Amb la,
qual cosa la unificacié és completa.

De Broglie desenvolupa, com a conseqiiencia, una prometedora interpretacié
de les condicions de Somerfeld-Wilson § p dg = nh (i, en particular, del postu-
lat de Bohr del moment angular). La substitucié de p d’acord amb la férmula
de De Broglie, en les condicions de Somerfeld-Wilson, déna lloc a:

f%dqznh—)ﬁz}{dq:n)\ (C.9)

equacié que implica que I'orbita de 'electré ha de contenir un nombre sencer
de longituds d’ona, de manera que, després de completar una volta, les ones
estiguen en fase i no hi haja interferencia destructiva que elimine el moviment
ondulatori que acompanya 1’electro.

Cal afegir que, per a De Broglie, tant les ones com les particules existien
objectivament en 1’espai i el temps. En la recepcié del Nobel (1929) afirma
que 'ona no era un mite, perque podia mesurar-se la seua longitud i predir-se
les seues interferencies.

Hi ha un punt clau no resolt, pero, en tot aquest raonament: quina és
I’equacié de ['ona guia. Es perfectament monocromatica? Si la resposta és
afirmativa, el moment p esta perfectament definit pero aleshores, I’ona s’estén
per tot I'espai i no estd concentrada, com una pulsacié, on és la particula
...Es una superposicid, un pols? En aquest cas, quina A esta relacionada amb
p? Trobar I'equacié de [’ona guia era I'objectiu segiient. Va ser Schrodinger
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qui finalment 'any 1926, modificant les idees originals de De Broglie, troba
I’equacié d’ona de electré’.

C.1 De Broglie i la classificacié de les ones

Imaginem un sistema d’eixos mobils a la velocitat v. En aquest sistema obser-
varfem una fase ¢’ = k'z' — w't' = W'(2'/u' —t') igual a la fase ¢ = w(z/u —t)
observada en el sistema en repos, on, per ser la velocitat v = dx/dt constant,
podem calcular-la com u = x/t. Analogament podem calcular u':

!/

PR T — vt U—v
= = = C.10
T t—(v/A)x 1—wuv/c?’ ( )
on hem substituit z/¢ per u. Aleshores, anomenant v = /1 — (v/c)? i tenint

en compte les equacions (D.2a) i (D.2c) de apéndix D, que relaciona x amb
z' it amb ¢’ podem escriure:

¢ = w(x/u—t):w'(x//ul_t/):% [Z:Q:(l_%)—t—l—m%]
W (Y 1 —uv/c? B v(l —uv/c?)
N ’y[ (c2+ u—0v )=t (+ u—v )]
W xl 1—(v/c)? B 1—(v/c)?
N 'y[u 1—v/u t l—v/u]
= w'*y(% — t)il _lv/u, (C.11)
i, per tant,
W' = wi (C.12)

VI=(w/o?

Podem calcular la velocitat v,, del sistema de referéncia que permet observar
el minim valor possible de fregiiéncia, amb la condicié dw'/dv = 0:

—L/T=(v]e)? + (w/c?)(1=v/u)

do' 0— 1—(v/c)?
v Y 1—(v/c)?
S (1= (0f)?) + (1~ v/u) =0
— v = 2 /u. (C.13)

'"Encoratgem el lector que ha arribat fins aci a continuar amb la interessant lectura dels
capitols 5 i 7 de Wichmann E.H., Fisica Cudntica. Berkeley physics course - 4, Reverté,
Barcelona, 1972 i l'article 'Las ondas de materia propuestas por De Broglie’ de J. Unturbe,
Rev. Esp. Fis. 20 (2006) 40.
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A partir d’aquesta velocitat v, portada a I'equacié (C.12) podem calculat la
minima freqiiéncia observable,

=wir/l — —. (014)

e Si u < ¢, aleshores v,, > ¢, cosa que és impossible per dues raons,
superar la velocitat de la llum c i donar lloc a una freqiiencia imaginaria.
Es possible assolir perd, a una v < ¢, una freqiiéncia nul-la w’ = 0 (que,
de fet, és el minim valor que pot tenir la frequencia real. Hi ha prou
en fer v = u en (C.12)). Aquestes son les ones planes ordinaries i la
seua superposicié déna lloc a moviments ondulatoris classics, com ara
les ones mecaniques en solids, les ones que una pedra pot produir en ser
llancada a un estany, etc., ones que venen descrites per ’equacié classica
de D’Alembert.

e Si u > ¢, aleshores v, < c¢ i és possible assolir el minim w/,, que per
cert, és no és nul ( w], > 0). Aquestes sén les ones planes de materia, la
superposicié de les quals déna lloc a ones amb una velocitat de grup o
de transmissié d’energia que no supera pero la velocitat de la llum. L’e-
quaci6 d’ones que descriu aquests tipus d’ones és ’equacié de Schrodinger
(en el cas de velocitats de grup moderades) o de Dirac (en el cas rela-
tivista).

e El limit entre aquests dos dominis ve determinat per la condicié u = ¢,
cosa que implica també v, = ¢ i w), = 0. Es el cas de les ones electro-
magnetiques. Es interessant fer notar que aquestes ones venen descrites
per Pequaci6 classica d’ones (que la podem derivar des de les equacions
de Maxwell) i també per 'equacié de Schrédinger (electrodindmica quan-
tica), on el camp eléctric fa el paper de coordenada i el camp magneétic
de moment canonic conjugat.?

En resum, trobem tres tipus d’ones: sublluminiques (ordinaries), lluminiques
(electromagnetiques) i superlluminiques (de materia). La velocitat de trans-
missié d’energia o velocitat de grup és perd més petita que ¢ en tots els casos.

2Vegeu e.g. el tema avancat 1 de J. Planelles, J. Climente i J. Diaz Espectroscopia,
Col-leccié Ciencies Experimentals, Publicacions de la Universitat Jaume I (Castell), 2002.
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Apendix D

Tranformacions de Lorentz.
Teoria especial de la
relativitat

La teoria especial de la relativitat deriva del postulat que la wvelocitat de la
llum, ¢, mesurada per un observador en repos o en moviment uniforme és la
mateiza, independenment del moviment de la font emisora de la llum.

Considerem dos sistemes de coordenades, un de fix (S) i un de mobil (S’).

Figura D.1: Sistemes de coordenades,fixe (S) i mobil (S').

A la vista de la figura, la tranformacié classica de coordenades (transfor-

macions de Galileu) ens diu que z' = x — vt alhora que, obviament, t = t'.
..\ . \ 7 ! ! . \
Conseqiiéncia d’aco és que £ =c#A L =L = jaquex # z' pero t =t¢.
8 t t t ’
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Si hem de respectar el postulat d’invariancia de ¢ (cosa que el famds ex-
periment de Michelson-Morley sembla confirmar) cal acceptar la possibilitat
que t # t'. Quina és la llei de tranformacié més simple que podem imaginar
que respecte la constancia de ¢? Per tal de deduir-la introduim un paradmetre
a, assumim que ¢ = ct, ¢’ = ct’, i escrivim:

ar' =x —vt wact' =ct—vt | © 99
{M ot s act =t Lop | = (et — v (et + ot

2= - s a=+1-p2 (D.1)

on 3 = 2. Aleshores obtenim les transformacions de coordenades (de Lorentz):

z — vt '+ ot ax — ' t— Y%z
=", =" ; t= = c (D.2)

/1- 32 ’ /1= B2 ’ v /1= B2
Cal adonar-se que dos fets simultanis en S’ (£} = t}) a les posicions z i z,
no ho sén, en general, en ser observades des de S.

(ta —t1) — & (22 — 11)

Vi-F

th—th =0= —>At::—2Ax7é0

en general.

Les longituds es contrauen en un sistema mobil: imaginem un observador mo-
bil que observa simulaniament (¢} = t}) els extrems z} i z, d’una regla de
longitud ¢ = z!, — 2. La longitud ¢ = x5 — £ que mesura un observador en
repos és distinta:

x9 — Vto xl—vtl_é—v(tg—tl)_g—vc%f

VIR Vi-p V1I-F 1R
0 =10/1-p? (D.3)

El temps es dilata en un sistema mobil: imaginem ara que ’observador
en repos mesura el temps que hi ha entre 2 fets que succeeixen al mateix lloc
(x1 = z2). L’observador mobil mesurara:

I 1
f—xQ—xl—

PRV I E LSS B
V1-p? V1= p2
Ap =B (D.4)

N
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Altres resultats de la teoria relativista els resumim sense demostracid tot
seguit:

e Relacié entre massa en repos mg i massa en moviment m:

mo

m=—— (D.5)

N

e Expressié del moment lineal:

p=mu= % (D.6)
e Energia relativista:
E? = (moc?)? + (pc)? (D.7)
per a sistemes amb massa mg = 0 (e.g. el fotd):
E =pc (D.8)

per a sistemes en repos p = 0:

E = myc? (D.9)
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Apeéendix E

La particula de llum: efectes
fotoelectric i Compton

L’efecte fotoeléctric és el nom del fenomen d’emissié d’electrons des de
superficies metal-liques, en ser exposades a la llum. Sinteticament les obser-
vacions experimentals sén:

e No existeix emissié d’electrons si la llum incident té una freqiiencia
v < 1.

e Si v > vy, els electrons tenen una energia cinetica extra, la qual és in-
dependent de la intensitat de la llum, és a dir, de la quantitat d’energia
radiada per unitat de superficie i temps.

e Si v > 1p, el nombre d’electrons arrancats (mesurats per la intensitat
de corrent electric generat als circuits del muntatge utilitzat per a estu-
diar D'efecte fotoelectric) depén exclusivament de la intensitat de la llum.

D’una manera rapida podem dir que Einstein va ser capac de reconcil-
iar aquests fets (en especial el segon enfront dels primer i tercer) acceptant
Pexistencia real del fotd o unitat basica i discreta d’energia de la radiacié elec-
tromagnetica. Es un foté alld que, en ser absorbit, arranca ’electré. Si un
foté d’energia hvg arranca un electré amb energia cinetica zero, un altre fotd
d’energia hv, v > 1y li proporciona una energia cinética T = h(v — vy).
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L’efecte Compton descriu la manera segons la qual la radiacié electro-
magnetica dispersa electrons. La descripcié quantitativa de les trajectories
dels electrons i els canvis de freqiiéncia de la radiacié electromagnetica disper-
sada queden perfectament descrits si imaginem la radiacié electromagneética
integrada per particules de moment lineal p proporcional a la freqiiencia de la
radiacié electromagnetica.

Aixi, doncs, tenim dues evideéncies en favor de la hipotesi de Planck,
E = hv, perd que van més lluny. Einstein suggereix ’existencia real d’u-
nitats discretes d’energia o particules luminiques. L’efecte Compton suggereix
fins i tot I’assignacié de moment lineal a les particules luminiques com si foren
particules materials.



Apendix F

Llum polaritzada i
polaritzadors

La llum és radiacié electromagnetica, REM, és a dir, dos camps (un eléctric i
un magnetic) oscil-lant en direccions perpendiculars entre si, alhora que per-
pendiculars a la direccié de propagacié. Si la llum és monocromatica vol dir
que té una longitud d’ona A perfectament definida (és a dir: entre A i A+ d\).

La Ilum polaritzada és la que conté camps que presenten direccions d’oscil-lacié
constant. Si definim una direccié arbitraria del nostre laboratori com direccié
z, Vangle 0 format pel planol d’oscil-lacié del camp eléctric i 'esmentada di-

reccio z s’anomena angle de polaritzacié'.

Per a comprendre ’accié d’un polaritzador acudirem a una imatge meca-
nica: Representem I'ona electromagnetica mitjancant una de les seues oscil-lacions
(e.g. el camp electric): («+»). Representem un polaritzador vertical mitjancant
una reixeta (|[||||||) amb ulls de llum molt estrets (un polaritzador horitzontal
seria la mateixa reixeta girada, perd, 90 graus). Quan arriba una llum polar-

!Podriem preguntar-nos: per qué triem el camp eléctric per a definir la polaritzacié i no
triem el camp magnetic? D’entrada podem contestar que hem fet aquesta tria arbritraria-
ment i que, mentre siguem coherents amb la definicid, no hi ha més problemes. Hi ha, pero,
un motiu per a la tria. Sabem que les magnituds basiques de ’electromagnetisme, camp
electric i magnetic, sén dues magnituds vectorials. Hi ha, doncs, un total de sis components
(sis nombres reals) per a descriure el camp electromagnetic. Hi ha, perd, dues magnituds més
basiques que els camps esmentats. Aquestes sén el potencial vector A i el potencial escalar
¢. En total calen sols quatre (i no sis) components per a descriure el camp electromagnetic.
Ara resulta que A i F son paral-lels, mentre que A i B sén perpendiculars. La polaritzacié
es defineix respecte de A ... per aix0 es defineix respecte de E.
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itzada verticalment, (3), al polaritzador vertical, (||||[|||), la llum passa sense
cap entrebanc ({ ||[[|Il| = |I[lI/]| $)- Si arriba a aquest mateix polaritzador
vertical, (|||||||]), una llum polaritzada horitzontalment, (<), aquesta queda
absorbida pel polaritzador («+ |||||]||). Es a dir, la reixeta amorteix el movi-
ment perpendicular que li arriba, i no el deixa passar.

Per una altra banda sabem que tant el camp electric com el magnetic sén
magnituds vectorials. Aquest fet ens permet escriure e.g. un camp electric Ey
(camp que forma un angle § amb la vertical) com una combinacié lineal de
les seues projeccions sobre la base de vectors unitaris en les direccions vertical
7’1 horitzontal 7. Escrivim Eg = FycosO7+ Fysinfj. En altres paraules,
podem descompondre formalment la llum polaritzada E@ (llum de modul Ey
i angle de polaritzacié #) com suma vectorial de dues ones amb polaritzacié
horitzontal i vertical, respectivament i intensitat menor (moduls Fy = Ey cos 6
i Egy = Eysinf). El polaritzador vertical, (||||]|||), és opac per a Ey, («), i
transparent per a Eg(), (3)- El resultat de filtrar llum per un polaritzador és
una nova llum emergent menys intensa i amb polaritzacié canviada.



Apendix G

Revisié breu d’alguns
conceptes de mecanica
classica

Sovint resulta dificil recordar I'equacié de Lagrange: Queé es deriva respecte
del temps? la parcial respecte de la posicié o la parcial respecte de la veloc-
itat? Mostrarem que podem recordar 1’equacié de Lagrange només acudint
a la coneguda formula de Newton: F' = ma, i a la propia férmula de la La-
grangiana: £ =T — V. Tenim:

e La féormula de Newton. La forca i el gradient del potencial:

ov
F=(——")= = md =P 1
( 836) ma =muv = p (G.1)
e La Lagrangiana:
L=T-V=1imv’—V(z) (G.2)

e Les parcials de la Lagrangiana respecte de les seues variables naturals:

oL ov oL

e La férmula de Newton expressada en termes de parcials de la Lagrangiana:

. _
{ d gﬁ oL (G.4)
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e L’equacié de Lagrange:

doL oL

e L’equacid de Lagrange en termes de coordenades generalitzades:
doL oL
— === (G.6)
dt 9¢  Jq

Una altra cosa que de vegades resulta dificil de recordar és el signe de la
tranformada de Lagrange que pasa de la Langrangiana £ a la Hamiltoniana
‘H. Per a recordar-ho seguim la segiient sistematica:

e Formula de la Langrangiana: £L=T — V.
e Férmula de la Hamiltoniana: H =T + V.
e Suma: L+H=2T=mv?>=pv = H =pv— L.

e Expressié general:

H= Zpiqz' - L. (G.7)

La resta de 'apendix el dediquem al concepte d’accié. Comencem escrivint
la seua definicié i la seua relacié amb L:

t
S:/Edt—>dS:£dt—>£:§ (G.8)
0

Escrivim ara la seua diferencial total com a suma de la seua derivada
explicita respecte del temps més la seua derivada implicita a través de les
coordenades d’espai i velocitat:

oS
dS = 2 di + 65 (G.9)

Acudint a (G.8a), podem escriure que:

t
oL oL

(58:/ (—6 + ——0¢ )dt G.10

J ; Dar gk Dir qk ( )
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Integrem per parts el segon sumand de (G.10):

oL oL d oL
——O0qdt =——0¢ —/——,5 dt G.11
R TR TR (G.11)
Les equacions (G.3), (G.10) i (G.11) amb (G.6) condueixen a:
oS
08 = Zpk(s% — Pk = 8—% (G.12)
k

Finalment, les equacions (G.9), (G.12) permeten demostrar que I’accié és
independent de les velocitats, és a dir S = S(qy, t):

0S8

dS = ——dt + Zk:pkaqk (G.13)

Les equacions (G.7),(G.8) i (G.13) permeten reescriure la Lagrangiana £
com:

as 08§ 08
_ds _ oS L) , 14
prilr T k prix = 5+ (H+ L) (G.14)
Finalment, des de (G.14) s’infereix ’anomenada equacié de Hamilton-Jacobi:
oS
_22 G.15
5 = (G.15)

que per al cas d’una particula sotmesa a un potencial U(z,y, z,t), en el qual
H = ﬁ(p:% +P12, +p?) + U, queda com:

95 1 _09S., 08

08
- = — | — 2 -
ot 2m[(8x) + (8y

)%+ (5)2] +U (G.16)

Si el sistema és estacionari, ’hamiltoniana és constant i coincideix amb
Penergia total. Aleshores per integraci6 de (G.15) obtenim:

S(qk,t) = So(qr) — Et (G.17)

A la quantitat S,(gx) se 'anomena acci6 reduida i el seu valor és simplement:

So(qk):/(£+E)dt:/(£+’H)dt:/2Tdt:/pdx. (G.18)

Com lectura complementaria recomanaria Particle (de caire didactic) de Hanc
et al.', on es deriva la mecanica Newtoniana a partir del principi de minima
accio.

'Hanc J., Tuleja S. and Hancova M., Am. J. Phys. 71:386, 2003.
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Apendix H

Un exemple d’hamiltonia que
es conseva i que no és igual a
I’energia total

Desenvolupem tot seguit I’exemple d’un sistema per al qual I’hamiltonia és
una constant perd no coincideix amb ’energia total.

Imaginem una circumferéncia de radi unitat que gira al voltant d’un eix
vertical que passa pel seu centre (i que anomenem eix z) amb velocitat angu-
lar w constant. Al cap d’un temps ¢, angle ¢ girat (angle format pel pla que
conté la circumferéncia i el pla que conté els eixos z i ) sera ¢ = wt.

Imaginem també una massa puntual unitat sotmesa a moure’s al llarg
d’aquesta circumferencia. Imaginem finalment que el sistema estd immers en
un camp gravitatori constant ( g = 9.8m/s?).

El vector de posicié 7 de la massa lescrivim: 7 = (z,y,z) =
(cos 6 cos ¢, cos 0 sin ¢, sin ) = (cos 0 cos wt, cos @ sinwt, sin #). La corresponenet
velocitat és & = 7 = (2,9, 2). L’energia cinetica T' és la meitat del quadrat de
la velocitat:

T = &2+ + 3° = w? cos® 0 + 62

Assumim, per conveniéncia, que el zero d’energia potencial és '’equador de
la circumferencia: V,—o = 0. En aquesta escala,

V =gz =gsinf
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L’energia total i la lagrangiana sén, respectivament,

1.
E:T+V:5(92+w2c0s29)+gsin9

1 .
L=T-V = 5(02+w2c0s29) — gsinf.
El moment generalitzat conjugat de la coordenada 6, py, val:
oL .
Pe Y]

L’hamiltonia és, doncs:

H=pyh— L= %(02 — w? cos?0) + gsinf

Comprovem que H # E. Tanmateix %—7;‘ = 0, i, des de la tercera equacio
de Hamilton, %—t‘ = %, concloem que H és una constant de moviment. Aixi,

doncs, H no coincideix amb ’energia total tot i que és una constant de movi-
ment.



Apendix I
Metode de la factoritzacio

Presentem aquest métode aplicant-lo a la solucié de ’equacié radial de I’atom
d’hidrogen:

1 4 21 e?

—DR+—=|E+—)=40{+1 I.1

PR+ 2 (B4 S ) = ser) ()
on 15:% (r%%) i el moment d’inércia I = mr2.

Per a poder factoritzar ’equacié cal tenir tinicament derivades segones.
Fem el canvi f = rR i substituim en (I.1). Obtenim:

df 2¢c L(L+1
W+<?_ (7"2 )>f+>\f:0 (L.2)
ambc:mﬁ—fi)\ZQ%@ .

Adonem-nos que I'equacié (I.2) és del tipus:

a2 f

W—i—é’(r,ﬁ)—i—)\fzo (L.3)

Aquesta equacié es diu factoritzable si pot ser substituida per cadascuna de
les segiients equacions:

at(l+Da  (L+1)f0NE) =[A—LE+1)]f(N ) (1.4)

a” ()at () f (X =[A = L(O]f(X\, ) (L.5)

on at = k(r,¢) + d%' k(r,€) i L(£) sén les funcions que cal trobar a partir de
€(r,?) de manera que la factoritzacié, equacions (I.4) i (I.5), siga possible. Per
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al cas que ens ocupa de la funcié radial de I’hidrogen, £(r,¢) és simplement
(compareu les equacions (1.2) i (I.3)):

2c L(L+1)
0 =— — L.6
€ 0) == - 25 (1.6)
En aquest cas les funcions que permeten la factoritzacié sén:
L
k(r,0) =~ — 2 (L.7)
r /
2
L) = 2 (1.8)
per la qual cosa,
o=t 4 (L.9)
o 07 dr '

En efecte, és immediat comprovar que (I.4), (I.5) son satisfetes amb aquestes
funcions. Per substitucié directa tenim que:

aH O+ 1)a(C4+ 1) + L +1) = — [C;'l_;+%_ 4(6;1)] (L.10)
2 C
o= (O)at(0) + L(0) = — [% 27 _ W; 1)] (1.11)

la qual cosa indica que (I.2) és identica a qualsevol de les dues equacions
(I.4), (I.5). Direm que ’equaci6 radial és factoritzable. Quins avantatges se’n
deriven de la nova escriptura de (I1.2)7 Abans d’abordar la resposta caldra fer
un estudi previ de les propietas dels operadors de creaci6/aniquilacié a® que
apareixen en factoritzar.

Teorema 1

Si anomenem f(\,£) a una solucié de I’equacié diferencial (I.2), podem obtenir
altres solucions, lligades amb el mateix A pero diferent £, de la segiient manera:

o (L+1)F(N0) = F(N (£+1)) (L12)
a" (O f(\0) =f(X (£-1) (L.13)

Cal fer notar, en primer lloc, que A i £ s6n dues constants lligades a 1’ener-
gia i al modul del moment angular. En segon lloc, que quan resolem ’equacié
de valors propis, en realitat estem resolent una equacié diferencial diferent
per acada valor propi distint. Ac¢o es produeix perque el valor propi és una
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constant en l'’equacié diferencial i canviar el valor propi és canviar ’equacié
deferencial mateixa.

El teorema que demostrarem tot seguit permet trobar, a partir d’una solu-
ci6 lligada amb un A (energia) i £ (moment angular), unes altres solucions per
a la mateixa A (energia) i distint moment angular £.

Demostracié: Partim de I'equacié diferencial escrita en forma factoritzada,
equaci6 (I.4), i li apliquem I'operador ¢~ (£ + 1) a tots dos membres:

a (L+D)a"(l+1)[a C+D)fNO] ==L+ 1) [a (£+1)f(A0)]
Comparant aquesta equacié amb (I.5) inferim que:
a (L+1)f(N0)=Ff(A(E+1))

De manera similar es demostra (1.13).

Teorema 2
Siguen f i g dues funcions que s’anul-len en els limits d’integracid, tenim que:

b

[ ot gy dr = /b (a* g)f dr (1.14)

a

Demostracié: tenim que a™*(¢) = k(r,£)+ d%. El terme k(r, £) és un terme
multiplicatiu, aleshores és clar que:

b b

/gk(r,ﬁ)f dr:/k(r,ﬁ)gf dr

a a
Per a demostrar el teorema cal comprovar que:

b b
a . _ dg
/g% dr = drf dr

a a

cosa que podem comprovar integrant per parts i tenint en compte, en integrar,

que, per hipotesi, f(a) = g(a) = f(b) = g(b) = 0.
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Teorema 3

Si L(¢) és una funcié creixent de £ hi ha un A, que anomenem )y, el valor del
qual és precisament Ay = L(¢ + 1). En aquest cas també:

a~(L+1)f(\6) =0 (L15)

Demostracié: la integral d’una funcié definida positiva' és major que
zero. Aixi podem escriure que

/f J(E+1)) dr>0 (1.16)

Amb el teorema 1, equacié (I.12), podem reescriure (I.16) de la segiient man-
era:

/a—(e +1)FN L) a” (€ + 1) f (N 0) dr >0 (L.17)

Amb el concurs del teorema 2, equacié (I1.14), podem afirmar que:
/f(A,E)a+(£ +1)a (£+1)f(\ ) dr>0 (1.18)
Ara, fem s de (I.4) per a deduir que:
A= L(L+1)] /f2(>\,€) dr >0 (I.19)

és a dir:
A=L(+1)]>0 (1.20)

De manera semblant podem obtenir que:
0</f C+2) dr == LUE+2)] - L +1 ]/f (A0 dr (1.21)

és a dir que [A — L(£+2)] [A\—= L(£+1)] > 0. Cosa que junt amb (1.20) sig-
nifica que:
A= L(¢+2)]>0. (1.22)

En general:
A—L(+i)]>0 ; i€R (1.23)

lComprovarem que les solucions de Iequacié radial de ’atom d’hidrogen sén funcions
reals, per la qual cosa no ens preocupem d’escriure productes de complexos conjugats en lloc
de quadrats de funcions.
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Cap cosa impedeix seguir indefinidament el procés fins a fer que £ — co. No
obstant aix0, la hipotesi que la funcié L és creixent, L(£ + 1) > L(¢), implica
que L(co) — oo. Com que A és un nombre real (i oo no és cap nombre real)
lequacié (1.23) condueix a un contrasentit. Aquest contrasentit desapareix si
existeix un cert 7 per al qual (1.23) s’anul-la, cosa que impedeix continuar la
serie?.

Aco significa que hi ha algun 7 per al qual s’assoleix un analeg de (I.21) en
el qual [A— L(£+1i)] =0:

/f (¢ +1)) dr =[X— L(¢+1)] /f ,(l+i—-1))dr=0

Si anomenem + 1 = £+ i, tenim que A = L( + 1) i equacié anterior podem
reescriure-la:

[A—L(+1)]/f2(>\,) dr =0

equacié que cal que derive d’una prévia, analoga a (I.17), també igualada a
ZEro:

[a (0700 a (4 1) £O0) dr =0
cosa que obliga que a=(+ 1) f(A,) = 0, com voliem demostrar.

Cal aclarir aci que en tota la demostracio no s’ha fet cap hipotesi sobre que
¢ ha d’assumir algun valor particular. ¢ és simplement una variable sencera
no negativa (¢ = 0,1,2,...). Al llarg de la demostracié trobem que I'auto-
valor A ha de coincidir necessariament amb algun dels valors que la funcié
L(¢ + 1) pot assolir. (Noteu que en (I1.23) tant £ com i estan indeterminats
(£=0,1,2,...,7i=1,2,...)). Aleshores, per a fer desapareixer i, anomenem
(+1), =0,1,2,3,..., a la suma (¢ 4+ 7). Demostrem que hi ha un valor
particular de (recordem que = 0,1,2,3,...) de manera que A\ = L(+ 1) i
a (+1)f(A,) = 0. Com no és més que una etiqueta que pot assumir els
valors = 0,1,2,3,..., i aquests valors sén precisament 1’espectre de ¢, d’ara
en avant utilitzarem ¢ com etiqueta en lloc d’utilitzar .

2Al cas de Patom d’hidrogen L(£) = —c?/f?. Si £ — oo aleshores L(co) — 0. Es a dir,
en aquest cas L(f) té cota superior. Que vol dir acd? Vol dir que se’'ns escapa del metode
tot Pespectre continu de 'equacié diferencial (vegeu la pagina 25 d’Infeld I. i Hull T.E., Rev.
Mod. Phys. 23(1951) 21). Afortunadament acd no té massa importancial
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Podem també entendre el teorema demostrat en el sentit que hi ha un valor
propi Ay = L(£ + 1) lligat a la funci6 propia f(Ag,£), la qual també és solucié
de 'equacioé:

a” (L+1) f(Ae, ) = 0.

L’equaci6 (I.13) ens permet trobar, a partir d’aquesta funcié, altres fun-
cions propies, associades amb el mateix valor propi A perd amb distint valor
de /¢:

at(0)f(Ae,0) = f(Ap, £ —1)
at(t—1)a" () f(Ae,0) = f(Ae, £ —2)

Com que el nombre quantic £ és un nombre sencer no negatiu, inferim que,
donat un valor propi Ay, podem trobar (£+ 1) funcions propies associades amb
aquest mateix valor propi (degenerades):

l -1 £—2 0
{fL(lJrl)v L(e+1) T L(e41y -+ fL(g+1)} (I.24)
Agafarem n = (/4 1) com etiqueta dels valors propis A i de les funcions propies
associades. Com que £ =0,1,2,... inferim que n = 1,2,3,... ila col-lecci6 de

n = £+ 1 funcions propies anteriors les escriurem amb aquesta nova etiqueta3:
n—1 pn—-2 rn-—3 0
{fn n YJIn yr fn }

Aplicacié dels teoremes al calcul de la funcié radial de I’hidrogen

1. Les solucions per a 'energia seran de la forma A\y=L(¢+1)=—c?/(¢ + 1)2,

¢£=0,1,2,... El canvi n = £ 4 1 tradueix aquesta expressio en:
2
c
An = S 5 N= 1,2,...
n

2. L’obtencié de les funcions propies tindra com a primera etapa la solucié
del corresponent cas particular de 1’equacié (I.15):

(+1 ¢ d .
[( r _e+1>_$]fw+1):0

d’on és immediat que:

ff(l+1) — f,,’{'LLfl — A,rl+lefcr/(l+1)

3Noteu que £=10,1,2,3... in=1,2,3,....
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La resta de funcions degenerades s’obtindran mitjancant ’aplicacié del
corresponent operador a™ sobre aquesta funcié:

» n— ¢ ¢ d —cr
0" frierny = Ty = 7 = [(F - Z) - %] Artlemer

d’on immediatament:

n

12— A (24 1) - ] e/

i, amb el canvi n = £+ 1, les funcions associades amb )\, = —c?/n? sén:

n—1 _ n,—cr/n
o =Ar"e

Finalment, per a obtenir les funcions radials de I’atom d’hidrogen, desfem
el canvi f = rR, i obtenim:

R! — Apn—le—cr/n
n

R"2 = A [(2n -1) - nQ(Zj)cr] pn—2g—cr/n (1.25)

Alguns casos particular sén els segiients:

R} = Ae " R}= Are /2 R: = Ar2e=cr/3
RY = A3[2 —crjre /2 RL = A[5 — Scrjre /3
(1.26)
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Apendix J
Hamiltonians efectius

Imaginem que tenim una base ortonormal de funcions, {@k}szl. En aquesta
base hi ha definida una matriu hamiltoniana H, I’equaci6é de valors propis de
la qual és

HC =EC (J.1)

Ara imaginem que fem una particié de la base en dos conjunts A i B tal
que A = {@k}fj;l iB= {(Pk}]]fVZNA‘i‘I' Reescrivim (J.1), explicitant, pero, les
dues parts:

e fo) [ "

Aquesta equacié matricial pot descompondre’s en dues equacions matricials:

H4C* + HAPCP = EC”
{HBAcA 4 HBBCB — ECB (J3)
de la segona de les quals deduim que:
c? = (1”Pp - HPP)-'gPicA (J.4)

on IBB és la matriu (Np x Np) identitat, amb Np igual al nombre de vec-
tors del conjunt B. Aquest resultat, portat a la primera de les subequacions
matricials (J.3), déna lloc a:

[HAA 4 HAB(IBBE _ HBB)—IHBA] CA - B CA (J5)
Si anomenem H€f f al paréentesi quadrat, tenim que:

H/ ¢4 = E CA. (J.6)
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Cal adonar-se que els autovalors de l'operador efectiu sén autovalors de
lequacié exacta (J.1) (!). El resultat no pot ser millor. Hi ha perd una
severa limitacié: 1’equacié (J.6) ha reduit el problema secular de N solucions
fins a Ny < N. Queda també una incognita insalvable: la construccié de
He//. I’apéndix sols vol mostrar el perque de I'éxit dels hamiltonians efectius.
Sempre que I'esmentat hamiltonia efectiu estiga raonablement ben construit,
podem obtenir resultats molt bons. Per aquest motiu, hamiltonians efectius
empirics (e.g. Hiickel) donen lloc, de vegades, a millors resultats que alguns
calculs ab initio.



Apendix K
Nombres complexos

Aquest apendix estd dedicat a aquells estudiants que tot i estar assabentats
de I'existéncia dels nombres complexos, fins i tot de la seua operatoria, no els
utilitzen amb naturalitat.

El concepte primari de nombre deriva de la possibilitat de comptar els ele-
ments d’un conjunt (Quantes pomes hi ha en aquest cistell?). La resposta ens
fa apareixer el concepte de nombre natural. Qualsevol altre tipus de nombre
no deriva ja d’aquest fet primari de comptar (Té cap sentit dir que en aquest
cistell hi ha —3 pomes? Quin significat intrinsec té un nombre negatiu?).

La resta de tipus de nombre els introduirem com una necessitat per a
poder resoldre equacions. El punt de partida és I’existencia tinica. de nombres
naturals. Comencem intentant trobar la solucié de:

r+2=1 (K.1)

Per a solucionar aquesta equacié passem el 2 restant al membre dret.
x = 1 — 2. Restar 2 equival a restar dues voltes 1, aleshores escrivim que
x=1-—1—1. Enrestar 1 de 1 ens queda zero, nombre que sumat a qualsevol
altre el deixa inalterat. Per tot aco escrivim: z=1-2=1-1-1=0—-1=
—1 ¢ N. En altres paraules, ’equacié no presenta solucié.

Per a poder afirmar que hi ha una solucié cal inventar uns altres nombres
(els nombres negatius). Com els inventem? Diem que a més a més dels nat-
urals i el zero hi ha uns altres nombres anomenats negatius. No tenim idea
del que sén ni del que representen. El que si que sabem és com operen. Per
exemple, el nombre que anomenem —2 (negatiu del 2) és aquell que sumat a
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2 déna zero com a resultat.

Una volta inventats els nombres negatius podem dotar-los de quotidiani-
tat. Podem interpretar-los com un deute. Si tenim un deute de 5 milions i
sumem al nostre patrimoni 5 milions, eliminem el deute i ens quedem a zero
(perfecte paral-lelisme!).

A la col-leccié de nombres naturals, el zero i els negatius ’anomenem con-
junt del nombres enters (7).

Plantegem ara una altra equacié:
r*x3=1 (K.2)

Per a solucionar aquesta equacié passem el 3 dividint al membre dret.
z =1/3 ¢ Z. En altres paraules, I’equaci6 no presenta solucié. No hi ha cap
nombre enter que multiplicat per 3 done 1.

Perque hi haja solucié cal que inventem un nou nombre que anomenem
fraccionari. No tenim idea del que és ni del que representa. El que si que
sabem és com opera. Per exemple, el nombre que anomenem 1/3 és aquell que
multiplicat per 3 déna 1 com a resultat.

Una. volta inventats els nombres fraccionaris podem dotar-los de quotidia-
nitat. Imaginem que partim un objecte en 5 trossos iguals. Interpretem 2/5
com dues parts de les 5.

A la col-leccié6 de nombres enters (Z) més els fraccionaris els anomenem
nombres racionals (Q).

Plantegem una altra equacié:
22 -3=0 (K.3)

Per a solucionar aquesta equacié passem el 3 sumant a la dreta. Després
eliminem segones poteéncies efectuant una radicacié: =z = v/3 ¢ Q. En altres
paraules, ’equacié no presenta solucié. No hi ha cap nombre racional que
elevat al quadrat done 3.

Perque hi haja solucié cal que inventem un nou nombre que anomenem ir-
racional. No tenim idea del que és ni del que representa. El que si que sabem
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és com opera. Per exemple, el nombre que anomenem /3 és aquell que elevat
al quadrat déna 3 com a resultat.

Una volta inventats els nombres irracionals podem dotar-los de quotidia-
nitat. Podem interpretar-los lligats al concepte de longitud. La manera més
habitual de presentar els irracionals és demostrant que la diagonal d’un trian-
gle rectangle de catets unitat no pot ser escrita com un nombre racional.

A la col-leccié de nombres racionals (Q) més els irracionals els anomenm

reals (R).

Plantegem una altra equacio:
(x—a)>+b>=0 (K.4)

Per a solucionar aquesta equacié passem el b restant a la dreta. Després
eliminem segones poténcies efectuant una radicacié: x —a = /(—b%). No
sabem efectuar aquesta operacié en el membre dret. Si que podem escriure
que: /(=b%) = /((-1) xb2) = \/(-1) * \/(b?) = by/—1. Etiquetem amb la
lletra i a /—1. Ara sumem a a tots dos membres. El resultat és x = a+bi ¢ R.
En altres paraules, I'’equacié no presenta solucié. No hi ha cap nombre real
que elevat al quadrat done —1.

Perque hi haja solucié cal que inventem un nou nombre que anomenem
imaginari. No tenim idea del que és ni del que representa. El que si que
sabem és com opera. Anomenem i = /—1 a aquell nombre que elevat al
quadrat déna —1 com a resultat. Anomenem nombre complez (C) a la suma
(a 4+ bi). Un nombre real no és més que un nombre complex que presenta un
valor zero en la part imaginaria.

Una volta inventats els nombres complexos podem dotar-los de quotidiani-
tat. Podem interpretar-los lligats a magnituds com ara el voltatge en corrent
altern, que necessita dos nombres reals per a estar especificat.

Tambe podem donar-los una descripcié vectorial, atés que tenen dues co-
ordenades (Podem escriure (a,b) en lloc de a+bi). Definim el modul r, com és
habitual entre vectors, r = va? + b? i I'angle que forma amb I’eix horizontal
també com ho fariem amb un vector: tan ¢ = b/a. Aquestes equacions perme-
ten escriure: @ = r cos ¢, b = rsin ¢. Aleshores, el nombre complex I’escrivim
r(cos ¢ +isin¢).
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Si ara fem el desenvolupament en série de Tailor de les funcions e(®) sin ¢,
cos ¢, comprovem de seguida que:

) = cos ¢ + isin ¢ (K.5)

Per aquest motiu una escriptura alternativa (de fet la més habitual en
ciéncia) per a un nombre complex és (re(i?)),



Apendix L

Algunes férmules de
magnetisme

Formules basiques de magnetisme

Partim de dues férmules basiques que podem considerar empiriques. Aixi,
mesurant en el mateix punt d’'un camp magnetic la forca que experimenten
diferents carregues en moviment hom pot concluore que,

F =¢q(vAB). (L.1)

Analogament, mesurant el cap magneétic que generen carregues en movi-
ment hom pot concluore que,

B:qvl\r

o (L.2)

I una definicié: dues carregues eléctriques +q i —q separades una distancia d
consitueixen un dipol electric p = gd. Analogament, dos pols magnetics +p i
—p separats una distancia d consitueixen un dipol magnetic y = pd.

Interaccié camp-dipol

Imaginem dues carregues oposades inmerses en un camp electric en direccid
z, com indica la figura L.1. Anomenem Vj i Vg els potencials en les posicions
de les carregues +q i —gq, respectivament. L’energia potencial les carregures
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Figura L.1: Dipol electric en un camp electric E.

sera, doncs,

AV ov
W = q(Va-Vg)= ¢——a~ q(a)dCOSH

= —qdEcosf = —[iE. (L.3)

La mateixa expressid aplica a un moment magnétic en preséncia d’un camp
magnetic: W = —jiB.

Moment magnetic d’una espira

\% d B
b /
:B » B
\% F

F 4

S =

vl

Figura L.2: Espira i dipol en un camp magnetic perpendicular.



271

Considerem l’espira de la figura L.2 en la qual el camp magnétic B és
paralel al costat de longitud a. El parell de forces que es generen produeix un
moment de rotacid,

M = Fa = quBa = pbvBa = (pv)(ba)B = iSB, (L.4)

on hem subtituit la carrega ¢ que hi ha en un dels costats verticals de longitud
b per ¢ = pb, la intensitat ¢ = pv i la superficie S = ab.

Considerem ara el dipol de la part dreta de la figura. Analogament hi ha
un moment de rotacio,

M = Fd =pBd = (pd)B = uB. (L.5)
Veiem doncs que 'espira es comporta com un dipol magnetic pu = 4.S.

Interaccié espin-orbital

. /
Figura L.3: Electré en orbita circular al voltant del nucli i moviment aparent
del nucli vist per ’electré.

Considerem un electré en orbita circular al voltant d’un nucli. L’electrd
presenta un moment magneétic intrinsec us = -=S. Des de la posici6 de 'electrd
hom observa un moviment aparent del nucli (vegeu figura L.3) que produeix
un camp magnetic en la posicié de I'electrd,

A
B = 7l AT _ 2o (L.6)

r3 r2

on v és la velocitat relativa nucli-electré. L’electré presenta un moment angular
L =1rAp=mur. Alehores,

B _ Zev 1 Ze Ze
L 2 mor mr3 mr3”

(L.7)
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La interaccié camp-dipol Esoc (SOC sén les sigles de spin-orbit coupling) sera

doncs, ,
Bsoc = —iB = —<§25 1 = - 2° [§ (L)
m mr m2r
Aleshores, com una generalitzacié d’aquest resultat, escrivim que un electrd
que es mou d’alguna manera al voltant d’un nucli presenta una interaccid
espin-orbital
Esoc = f(r)LS. (L.9)



Apeéndix M

Projeccié d’un operador sobre
un espai de dimensio finita

Imaginem un espai F' de funcions f(z). Triem un subespai m-dimensional S
de funcions s(z). Anomenem R al complementari ortogonal de 'espai S i r(z)
a les funcions d’aquest segon subespai. Tenim doncs que FF = S U R i que
qualsevol funcié f(z) la podem escriure com la suma d’una funcié de cada
espai: f(z) = s(x) + r(z). Cal tenir en compte que la funcié f(z) = 0, que
anomenen neutre de I'espai, pertany simultaniament a R, S i, Obviament, a

F.

Definim un operador de projeccio P, com aquell operador que aplicat sobre
una funcié f(z) genera la seua component s(z):

Pof(z) = s(a). (M.1)
Aquest operador té la propietat que:

/ £1(2)" Py fo()da = / Py ()] fol) e (M.2)

En efecte, si escrivim fi(z) = si(z) + ri(z) i fa(z) = sa(z) + ro(x).
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Aleshores tenim que,

/ﬁ@yzﬁ@mx:: [s1(2) + r1(2)]* Py[sa(2) + ro(z)]da

— e S S S~

[s1(z) + ri(2)]"s2(z)dz
sl(:n)*Sg(:U)d:U—l—/rl(:n)*sQ(a:)da:

s1(x)*so(z)dx

/[Psfl(a?)]*fz(ﬂf)dx = [[Puls1(@) +r1(@))] [s2(2) + r2(2))de

s1(x)"[s2(2) + r2(2)]da
sl(m)*sQ(:n)d:n+/sl(x)*r2(w)dw
s1(x)"s2(z)dw,

que demostra la igualtat.

Imaginem ara un operador #{ que actua sobre les funcions f(z). Definim la
projeccid HO) d’aquest operador sobre I’espai S com l'operador que en actuar
sobre funcions r(z) déna zero i en actuar sobre funcions s(z) déna com resultat
la projeccié de H s(z) sobre 'espai S. De seguida ens adonem que cal que,

H® = PP, (M.3)

En efecte, imaginem que # s(z) = sy (x) +r1(z). Aleshores podem comprovar
que PsHP; déna compliment a les dues propietats:

H®)r(z) = P,HP,r(z) = P,HO =0

HO)s(x) = P;HP,s(x) = PyH s(x) = Py[si(z) + 71 (x)] = s1(2).

Cal adonar-se que HG) i H poden facilment no tenir cap autovector comu
(per exemple en el cas que tots els autovectors de H tinguen alguna component
r(z) no nul-la). Tanmateix, la representacié matricial de tots dos operadors
en l'espai S és identica. En efecte, element 4,5 de H®) és:

H(s)ij = /si(x)*ﬁ(s)sj(x)dx :/si(x)*PsHPssj(x)dx

= /[Pssi(x)]*ﬁ[]sss]-(x)]dx = /si($)*7:[sj-($)d$ = H;;.
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Podem obtenir els autovalors i autovectors de H) des de:
H®Y; = PHP,Y; = E;V;. (M.5)

Ates que H®) tnicament déna diferent de zero si actua sobre funcions
s(x), caldra que ¥; € S. Si en lespai S tenim una base {x;,7 = 1,2...m}
(no necessariament ortogonal, i.e., (xj|lxx) = S;i), caldra doncs que ¥; =

> cg-i)xj. Aleshores,

ps’}:lp ZC X; = Eizcg'i)Xj
J
>3 P = By
J J
Multiplicant per I’esquerra per xj, i integrant obtenim, per a qualsevol &,
Sl BAHG) = E; Z ) (k)
J
Y NPy = Ei Z ISy,
J
- Z Hy; = B Z 'S

(M.6)

Podem unir les equacions que obtenim per als diferent valors k =1,2...m
en una tnica equacié matricial:

HC' = E;SC'. (M.7)

En altres paraules, els autovalors i les autofuncions de H (5) les podem
obtenir representant matricialment 'operador H en 'espai S i diagonalitzant
la matriu resultant.



