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The critical importance of seed corn was known to all primitive
agrarian societies. No matter how hard the winter, the tribe did not
eat the seed corn - though some might starve. To consume the seed
corn was to destroy the future. Today many of us worry that our
tribe is ignoring the primary importance of basic research. Though
times be hard, if we proceed, as our predecessors did, to show the
seed corn of research with no goal except the understanding of na-
ture, we will ensure the harvest that will sustain our granchildren.

R.K. Adair and E. M. Henley
Physics Today, october 1993 p. 25
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Capitol 1

Introduccié als postulats de la
teoria quantica

1.1 Evidencia corpuscular de la llum

La mecanica classica distingeix entre ona i particula, mentre que la mecanica
quantica té en la dualitat ona-corpuscle el seu punt de partida. De manera
molt general, podem referir-nos classicament a una ona com un camp que
oscil-la en el temps i 'espai. En el cas d’ones electromagnetiques (llum) el
camp oscil-lant és electromagnetic i, en funcié de la freqiiencia d’oscil-lacid, la
llum presenta un o altre color (vegeu Figura 1.1). A finals del segle XIX tota
una serie d’experiments feren entrar en crisi aquesta descripcié ondulatoria
de la llum i originaren el naixement de la mecanica quantica. Per motius de
temps no revisarem aquesta interessant part de la historia de la ciencia i ens
limitarem a evidenciar el comportament corpuscular de la llum amb la senzilla
demostracié que Lyman Page, de la Universitat de Princeton, proposa fer amb
una camera digital.

s

Figura 1.1: Radiacié electromagnetica.
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Les cameres digitals en lloc d’'una pel-licula sensible tenen un xip amb la su-
perficie constituida per una xarxa de quadrets microscopics sensibles a la llum
(pixels). Un pixel d’'una camera digital és activat per una intensitat de llum
molts ordres de magnitud menor que la necessaria per activar un granul de
I’emulsié de plata que contenen les pel-licules. En les figures 1.2.1 - 1.2.3
mostrem el revelat de tres fotos digitals. En el primer panell mostrem un petit
feix de llum incidint en la camera. En el segon i tercer panell la intensitat
de la llum que arriba a la camera ha estat drasticament reduida mitjancant
filtres semitransparents interposats al feix abans que aquest aplegue a ’obtu-
rador de la camera. Els resultats que mostren les fotos dels panells segon i

Figura 1.2: Imatges de feixos de llum d’intensitat decreixent incidint en una
camera digital.

tercer sén drasticament diferents d’alldo que hom pot esperar d’acord amb una
teoria ondulatoria de la llum. Si la llum féra una ona, els filtres simplement

.
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Figura 1.3: Absorcié parcial d’una ona i d’un feix de particules.

minvarien la intensitat del front de les ones (primer panell de la Figura 1.3),
tots els pixels de la camera s’enllumenarien uniformement i la menor intensi-
tat de la llum que arriba tnicament suposaria que a cada pixel li costaria més
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temps d’enregistrar la senyal (sén les tipiques fotos borroses que de vegades
fem per la nit perqué movem lleugerament la camera en el, relativament llarg,
temps d’exposicié que es requereix). Pero les figures 1.2.2 i 1.2.3 mostren que
alguns pixels han absorbit forts impulsos de llum mentre que altres no mostren
absorcié. Aquestes imatges suggereixen que la llum, més que una ona, és un
feix de particules (segon panell de la Figura 1.3). Els filtres capturen bona
part de les particules, perd unes poques aconsegueixen penetrar-lo. Aquestes
particules sén detectades pels pixels que s’activen. L’energia que conté cada
particula de llum (que anomenarem foté) és molt petita, per aixod aquest ex-
periment requereix 1'is de les noves cameres digitals i no pot ser observat amb
les antigues cameres que usen rolls de pel-licula sensible.

Encara que Einstein va observar uns altres experiments a final de segle XX,
la dualitat ona-corpuscle dels fotons és la conclusié a que aplega en el famds
article de 1905 que més tard li valdria el premi Nobel i que de manera molt
breu comentarem en la propera seccié.

1.1.1 Energia d’un foté (efecte fotoeléctric)

L’efecte fotoeléctric és el nom del fenomen d’emissié d’electrons des de super-
ficies metal-liques, en ser exposades a la llum. L’aparell (vegeu Figura 1.4)
consta de dos plats metal-lics dins d’un tub de buit. Unicament un dels plats
esta exposat a la llum. En il-luminar el plat, si la freqiiencia v de la llum és
major que un llindar vy, detectem pas de corrent per 'amperimetre, cosa que
implica que la llum arranca electrons del plat inferior, que aquests apleguen
al plat superior, passen pel detector i tanquen el circuit.

Sinteticament les observacions experimentals son les segiients:

e No existeix emissio d’electrons si la llum incident presenta una freqiiencia
v < 1.

e Si v > 1y, els electrons tenen una energia cinetica extra, la qual és
independent de la intensitat de la llum, és a dir, de la quantitat d’energia
radiada per unitat de superficie i temps.

e Siv > 1y, el nombre d’electrons arrancats (mesurats per la intensitat de
corrent electric generat al circuit del muntatge que s’utilitza per a estu-
diar I'efecte fotoelectric, Figura 1.4) depén exclusivament de la intensitat
de la llum.
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Figura 1.4: Aparell per observar 'efecte fotoelectric.

L’existencia d’una freqiiencia llindar per a que, en absorbir la llum, el plat
metal-lic emeta electrons no té cap sentit des del punt de vista ondulatori
de la llum, ates que és la intensitat i no la freqiiencia allo que determina
quanta energia arriba per unitat de temps en cada unitat de superficie del
plat. Després, pero, d’haver observat ’experiment de la camera digital és facil
acceptar I’explicacié amb qué Einstein va ser capac¢ de reconciliar aquests fets
(en especial el segon enfront dels primer i tercer) postulant 'existencia real del
foté o unitat basica i discreta d’energia de la radiacié. La llum esta aleshores
composta per un feix de fotons. La intensitat de la llum és proporcional al
nombre de fotons, i la freqiiéncia a la seua energia. Es un fot6 alld que, en ser
absorbit, arranca ’electrd. Sota aquesta hipotesi podem determinar, a partir
de I'experiment, quina és I’energia d’un foté.

WyteAV

Figura 1.5: Energia d’extraccid vs. freqiiencia.
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Anomenem Wy a l'energia llindar que ha de tenir el foté per poder arrancar
un electré. Aquesta energia ha de ser proporcional a la freqiiéncia llindar
vy que permet arrancar electrons. Escrivim doncs Wy = hiy, on h és una
constant de proporcionalitat que determinarem a partir de I’experiment. Si
afegim externament un voltatge AV entre les plaques observem que cal una
freqiiencia major per poder generar corrent. Aleshores fem una representacio
grafica (Figura 1.5) de 'energia d’extraccié E = Wy + eAV vs. la freqiiéncia
v. La pendent de la recta observada resulta ser h = 6.6 - 1034 J - 5. En altres
paraules, si un foté d’energia hry arranca un electré6 amb energia cinetica
zero, un altre foté d’energia hv, v > 1y li proporciona una energia cinetica
extra T' = h(v — ). Aixi doncs, l'energia cinetica dels electrons depeén de la
freqiiencia de la llum mentre que la intensitat lluminica determina el nombre
de fotons i per tant el nombre d’electrons arrancats.

Exercici

1. En il-luminar una superficie metal-lica amb llum de diferents longituds
d’ona i mesurar els potencials que detenen els electrons arrancats, s’obté
la segiient taula de valors:

v(10" Hz) | 8.191 7.402 6.876 6.093 5491 5.178
V(V) 148 115 0093 062 036 024

Representeu el potencial vs. la freqiiencia i determineu la freqiiencia
llindar, el potencial d’extracci6 i la constant de Planck.
Solucions: vy = 4.6 10" Hz, Wo= 1.894 eV, h = 6.591073* J-s

1.2 Ones d’electrons (experiment de Davisson-Germer)

Aplegats a aquest punt és natural preguntar-se si la dualitat ona-particula que
hem vist que afecta la llum també afecta les particules materials. Com abans,
cal anar a quantitats molt petites de materia per poder observar la dualitat
(atoms, particules subatomiques, com ara electrons, protons i neutrons, etc.)
Es per aquest motiu que quan Louis DeBroglie avanga aquesta hipotesi en la
seua tesi doctoral, el tribunal que I'havia de jutjar va tenir seriosos dubtes per
concedir-li el titol de doctor i, abans de fer-ho, van demanar a Einstein que
actuara a manera de referee de I’esmentada tesi. El suport incondicional que
va rebre d’Einstein va ser clau perque DeBroglie assolira el grau de doctor. I

el curiés del cas és que, just dos anys després, C.J. Davisson i L. Germer van
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confirmar la hipotesi de DeBroglie de manera accidental! Davisson i Germer es-
taven estudiant dispersié d’electrons sobre mostres de niquel formades per con-
glomerats de petits cristalls. Va succeir una explosié per accident i quan van
tornar a posar 'aparell en funcionament van observar una cosa completament
diferent del que havien observat fins aquell moment: els electrons dispersats
creaven ara un patré de franges d’interferencia com si féra llum que travessara
una xarxa de difraccié! Aquesta prova del caracter ondulatori dels electrons
succei perque ’explosio va fondre el niquel que, en gelar-se, va recristal-litzar
formant un unic cristall en el qual els atoms estaven ordenats de forma regular
en files i columnes (xarxa cristal-lina), de manera que el nou cristall actua com
una xarxa de difraccié. Després, molts altres experiments han evidenciat el
comportament ondulatori d’altres particules subatomiques que també mostren
patrons d’interferencia en travessar diferents tipus de xarxes.

Cal evitar pensar, pero, que tothom és més llest que qui jutjava la tesi de
DeBroglie. Hi ha moltes diferéencies entre fotons i electrons que no fan obvi
pensar que hagen de seguir el mateix patré dual ona-corpuscle de comporta-
ment. Aixi, els fotons viatgen a la velocitat de la llum, mentre que la velocitat
dels electrons és relativament petita; els electrons tenen massa i carrega elec-
trica, mentre que el fotons no en tenen, i altres diferencies que estudiarem al
llarg del curs.

1.3 Hipotesi de DeBroglie

Hem vist que 'energia dels fotons esta relacionada amb la freqiiéncia per la
formula E = hv, férmula que podem reescriure E = he/A, on A és la longitud
d’ona, atés que els fotons viatgen a la velocitat ¢ de la llum. Pero els fotons
també sén particules amb energia E = mc?> = pc. Aleshores, és immediat
relacionar el moment lineal del foté amb la seua longitud d’ona:

p= (1.1)

La hipotesi de DeBroglie (fonamentada en un raonament basat en la teoria

de la relativitat restringida) afirma que aquesta equacié també és valida per

a electrons i qualsevol altra particula material. Al remat, les teories han de

confirmar-se o descartar-se amb experiments. Per motius de brevetat, pero,

ometem la descripcié de muntatges on aquesta equacié pot ser comprovada
experimentalment.
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Abans d’acabar la seccié tornem al principi on senyalavem que cal anar a
particules atomiques i subatomiques per poder observar la dualitat. Per
tenir un ordre de magnitud calcularem la longitud d’ona que té una bola
de 1000 kg movent-se a 10 m/s i la d’un electr6 amb una energia tipica leV.
En el primer cas A = h/p = 6.6 - 10734/10* ~ 1073"m. En el segon cas
A= h/V2mE ~ 10~?m. En el primer cas trobem, doncs, una longitud d’ona
tan fantasticament petita que no hi ha manera de poder accedir-hi experi-
mentalment. En el segon cas, la longitud d’ona és de 'ordre de la grandaria
d’un atom, encara molt petita pero detectable, com ara en els experiments de
Davisson i Germer esmentats abans. Fixem-nos que no és estrany que la natu-
ralesa ondulatoria dels electrons féra descoberta centenars d’anys després que
la naturalesa ondulatoria de la llum: els aparells d’optica usuals, com ara les
reixetes de difraccid, sén ordres de magnitud més grans que allo que necessita
un electré per a interferir (reixetes de grandaria atomica).

1.3.1 Que és una ona de materia?

En les ones de so es propaguen oscil-lacions de materia, les ones de llum sén
camps electromagnetics oscil-lants. Que vibra en les ones de materia? Aque-
sta és una pregunta desconcertant, ja que no hi ha un observable experimental
que directament mesure la propia ona material. Hi ha microfons que detecten
oscil-lacions de pressié de ’aire en una ona de so i aparells, com ara receptors
de radio, que mesuren oscil-lacions del camps electrics i magnetics de la llum,
pero no s’ha proposat encara cap dispositiu per mesurar ’ona electronica di-
rectament. Per suposat hom pot detectar ’energia o el moment lineal que
posseeix un electrd, perd aco no ens doéna informacié sobre la naturalesa de
la magnitud oscil-lant que es propaga quan viatja un electré o si existeix tal
cosa. De moment les anomenarem ones de materia i al llarg de les segiients
seccions veurem que allo que es propaga no és directament una magnitud fisica
mesurable sind que les ones de materia sén, en realitat, ones de probabilitat
de trobar les particules materials.

1.4 Equacié de 'ona de materia

De manera general podem dir que una ona és un camp (z,t) que oscil-la en
I’espai i el temps. L’equacié classica del moviment ondulatori de D’Alembert

0*f _ ,0%f
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presenta les ones planes ¢ (x,t) = el(kr=wt) com a solucions particulars (tant la

part real, cos(kz — wt), com la part imaginaria, sin(kz — wt), d’aquestes ones
descriuen la propagacio sense distorsié d’'un camp real harmonic en un medi
homogeni). Qualsevol ona pot ser descrita com una superposicié d’aquestes
solucions particulars, ¢ (z,t) = [ c(k) elkr=wt) dk on c(k) és el coeficient de
mescla i hem integrat, en lloc de sumar, perque la variable que suma és con-
tinua.

Considerem una radiacié monocromatica de llum que ve classicament descrita
com una ona plana ¢ (x,t) = eikz=wt)  Hem vist que aquesta ona pot ser igual-
ment descrita com un feix de fotons que es mou lliure en un medi homogeni.
Hem determinat també la relacié entre el caracter corpuscular i ondulatori a
través de les férmules p = hk de DeBroglie i F = hw de Planck, on k = 27 /),
w=2nvih=h/27. L'equacié de 'ona plana associada es transforma, doncs,
en ¢(z,t) = ePr=EY/h - Comprovem que aquesta ona és solucié de I'equacié
(1.2), on tenim en compte que, dObviament, els fotons viatgen a la velocitat ¢
de la llum i tenen massa en repos nul-la mg = 0.

O*P(w,t) *EQ h2 t
282?;(2 t) 2 /2 1@(@“, ) = E=pc (13)
gz = —pict [y (a, )

Les equacions relativistes per a una particula és mou per un medi homogeni
(que és una regi6 buida de l'espai-temps, on no interacciona amb cap al-
tra particula) sén ben conegudes: E = mc?, p = mv, m = mg/y iy =
V1 — (v/c)?, de les quals deduim que E? = m2c* +p?c?. Per al cas particular
del foté (mo = 0) aquesta equacié es converteix en la que hem trobat adés:
E = pc.

Es raonable extendre la validesa d’aquestes relacions ona-corpuscle, trobades
per a fotons (particules de llum) que es propaguen en un medi homogeni, a
qualsevol altre tipus de particula que es propague també en un medi homogeni.
Ara bé, si aquesta particula viatja a una velocitat v inferior a ¢, la seua ona
plana associada no déna compliment a ’equacié de D’Alembert:

?Y(x,t)
628; t) = —E%/R*y(x, t) B2 = p%? (1.4)
0w EE8 — 202 W (x, 1)

Hem obtingut E? = p?v? mentre que el resultat que calia obtenir és E? =
p?c® + m2c*. Cerquem, doncs, el substitut de I'equacié de D’Alembert per
a les ones associades a particules que viatgen en medis homogenis a veloci-
tats menors que c. Seguim el mateix procediment que abans: derivem 1l’ona
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(x,t) respecte de l'espai i el temps per retrobar equacié E? = p?c? + m2c*
o

corresponent a la particula associada.

ot?

P — 2 /12y (a, 1) ¢t o

el — B2 Rp(a,t) | B2 OP(at) [rﬂ LAY
Ox2

(1.5)
Aquesta equacié s’anomena de Klein-Gordon o equacié relativista de particules
amb espin zero.!)

Si volem estudiar particules que es mouen a velocitats moderades (els electrons
es mouen en els atoms i les molecules a velocitats molt inferiors que ¢) podem
usar una aproximacié no relativista com a punt de partida. Si v és molt més

petita que ¢, aleshores, tenint en compte que ﬁ =1+ %2 + (’)(x4), E =

moc® + % +.... Tot seguit es rebutgen els termes que en la férmula anterior
representem per punts i, com és habitual, es corregeix el zero d’energia, de
manera que una particula en un medi homogeni presenta la coneguda férmula
per l'energia F = %, férmula que reescrivim com E = % sobreentenent
que m es refereix a la massa en repos o a la massa quan la particula corre a
la velocitat v, que és sensiblement la mateixa. Cerquem, doncs, I'equacio de

2
'ona en el cas no relativista tenint E' = £— com a guia:

ot - _
PUzt) — 2 I524p(x, t) ot 2m  Ox?

Oz2

St = —iB/h(t) | pou(t) B OW@y o

La presencia d’inhomogeneitat fa que 'ona associada a la particula no siga
ja una ona plana, sind una altra qualsevol que podem escriure, pero, com
superposicié d’ones planes

(@, t) = / c(p) ePr=EO/Mgp, (1.7)

Si el medi és no homogeni i I'estat no estacionari, I’energia no sera constant.
\ . \ . 2
No obstant aix0, en cada instant haura de succeir que E = - + V(z), on

!Fixem-nos en primer lloc que la particularitzacié de 'eq. (1.5) al cas del foté (mo = 0,
v = c¢) retroba lequacié de D’Alembert per al camp escalar ¥(z,t). La radiacié elec-
tromagnetica segueix aquesta mateixa férmula per a cadascun dels components del camp
electric o, dit d’una altra manera, el camp que hi ha en (1.2) és vectorial per al cas de
la llum. El caracter vectorial permet definir una altra propietat de la radiacié a la qual
anomenem polaritzacié, que no és una altra cosa que ’angle que forma el camp eléctric amb
un eix predeterminat. Més endavant veurem que la polaritzacié esta intimament relacionada
amb l'espin del foté. La polaritzacié no pot ser descrita, perd, per equacié escalar (1.5) de
K-G.
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V(z) representa l'energia potencial. De manera similar a com hem fet abans,
cerquem l'equacié d’aquesta ona:

haw :I:t) fE c(p (p;t—Et)/ﬁdp

27’1; Bng;zp t) f b C z(px Et)/hdp —_— (18)
V f V i(px— Et)/hdp
GOV, t) W7 P t) _
on H = _%88722 + V(x) és 'anomenat operador Hamiltonia del sistema.

Aquesta és la famosa equacié de Schrodinger. Cal dir que ni aquesta equaci,
Eq. (1.9), ni 'equaci6 de K-G, Eq. (1.5), inclouen l'espin. L’equacié de
Schrodinger és més manejable que la de K-G. Tot i aix{ els resultats que se’n
deriven d’una i altra per al calcul atomic i molecular ordinari sén molt sem-
blants. A manera de curiositat direm que K-G destrueix la degeneracié d’estats
amb igual nombre quantic n i diferent ¢ que hi ha a ’atom d’hidrogen (vegeu
e.g. Davydov[4], p. 230), perd les diferéncies sén molt petites. Per exemple, els
estats 2s 1 2p difereixen tan sols en el 0.003 % de la seua energia. Tanmateix,
és possible incorporar I’espin de manera fenomenologica en la mecanica ondu-
latoria de Schrodinger de manera molt senzilla, com veurem al llarg del curs.
Per aquests motius la mecanica ondulatoria de Schrodinger és el model més
utilitzat per estudiar atoms, molecules i solids, on els efectes relativistes sén
introduits, si s’escau, fenomenologicament. L’equacié de Schrodinger té, sobre
la de K-G, la virtud de ser de primer ordre respecte de les derivades tempo-
rals. Ao comporta que si es coneix 'operador Hamiltonia H del sistema i la
funcié en un instant tg, 1¥(z,ty) es pot determinar univocament 1 (z,t) per a
qualsevol temps ¢ posterior. En efecte:

o 1,0%)

Plto+ A = lto) + (S0 At (S5 (A0)% +

2§

= lto) — i/ (A0 Fblto) + (A1) S (~ifh R (1)) +

= lto) — i/ (A1) Fib(to) + o (A0 H(to) +

o ei At ﬂ/h@b(to).



1.5 Operadors 11

Quina és 'equacié relativista per a particules amb espin? Aquesta s’anomena
equacié de Dirac en honor al seu descobridor. Dirac va agafar un punt de
partida similar al que hem adoptat per deduir I'equacié (1.5) de K-G: E =
V/p?c? + m3ct. Perd hi ha un diferéncia important: 1’energia esta elevada a la
primera potencia, cosa que originara una equacié de primer ordre respecte de
les derivades temporals, pareguda a la de Schrodinger,

in 2@t _ Hpi(z, t) (1.10)
ot

la qual permetra construir una mecanica amb un principi de causalitat: si es
coneix ’operador Hamiltonia H p del sistema i la funcié en un instant tg, es
podra determinar univocament aquesta funcié en qualsevol temps t posterior.
Es clar que per tenir la primera poténcia de I’energia, cal enfrontar-se amb una
rel quadrada... No entrarem en detalls ates que ’estudi de I’equacié de Dirac
va més enlla dels objectius del curs. Sols indicaré que Dirac va trobar una
sortida fent s d’un Hamiltonia 7 p matricial i una funcié d’ona vectorial (de
quatre components) amb la qual I'espin queda incorporat de manera natural.

1.5 Operadors

Si reflexionem sobre el procediment seguit per obtenir les equacions de les ones
de materia, en particular 'equacié de Schrodinger, Eq. (1.9), ens adonem que
hem construit un operador matematic que, en aplicar-lo de manera convenient
sobre la funcié d’ona, déna zero:

h? o 9 :
o _ . z(pa:—Et)/ﬁ =
( 2m Oz +V(z) —i h@t)/c(p) ‘ dp
2 .
/ (3= +V = E)c(p) ®F/Mdp = 0. (111)

La comparacié de les parts esquerra i dreta de l’equacié anterior suggereix
una regla d’obtenci6 de I'equacié (1.9) mitjancant substitucions formals. En

efecte, si partim de I’equacié classica de 'energia, (% +V —E), i fem les
substitucions formals:

p%—ihaax; T — T E—>ih§t (1.12)

obtenim ’equacié d’Schrédinger (1.9).
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Quan aquests operadors actuen sobre ones planes 1(z,t) = e!Pr=Et)/h qonen
lloc a equacions d’autovalors?, on el moment lineal i I’energia cinética sén els
corresponents valors propis:

0
—ih—1 = 1.13
ihe ¥ =pY (1.13)
h? 9
—— =T 1.14
En P'apartat segiient veurem qu621’operador Hamiltonid #, suma dels oper-
A 2 A
adors d’energia cinetica T = _2%% i energia potencial V' = V(z), també

dona lloc a una equacié de valors propis si actua sobre ones estacionaries.

1.6 Estats estacionaris

Abans d’entrar en aquest apartat recordem com generar ones estacionaries en una corda unida rigidament pels seus
dos extrems (e.g. una corda de guitarra). Partim de la corda en repos. Aleshores efectuem un treball (que acumulem
en forma d’energia potencial elastica) i separem la corda de la posicié d’equilibri (vegeu Fig. 1.6a i 1.6b). Tot seguit
soltem i, aleshores, ’energia potencial acumulada es converteix en energia cinética que creix fins un maxim quan
la corda passa per la posicié d’equilibri i torna a minvar fins a zero quan s’aconsegueix una amplitud idéntica a la
inicial perd en sentit contrari. Si el sistema no dissipa energia, per fregament amb l’aire o en els extrems, el movi-
ment no pararia mai: és estacionari amb una energia constant i unes configuracions espacials que es reprodueixen a
intervals constants de temps.

Figura 1.6: Ones estacionaries. Primer, segon i tercer harmonics.

L’ona estacionaria pot ser vista com suma de dues ones viatgeres en direccions oposades (vegeu Fig. 1.6¢). En
el cas harmonic, y = Asin(kz — wt) + Asin(kz + wt) = 2A sin kx coswt . En general, les ones estacionaries sén de
la forma y = f(¢) - g(x) i presenten energia constant.

2Una equacié d’autovalors o de valors propis és aquella equacié diferencial de la forma
Lf = Af, on L és un operador diferencial, f és anomenada autofuncié o funcié propia de
l'operador L i A és una constant anomenada autovalor o valor propi d’aquest operador.
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La forma més general de moviment ondulatori estacionari és aquella en la
que la configuracié espacial de I’amplitud en qualsevol instant donat es repro-
dueix exactament a intervals constants de temps. Aix0 requereix que la funcié
d’ona es puga factoritzar com el producte d’una funcié espacial per una funcié
temporal periodica. L’equacié més general que podem proposar és:

() = p(2)g(t) (1.15)
Si substituim aquesta funcié en (1.9), obtenim:
R? 1 0%p(x) 1 9g(t)
2m p(z) Ox? +Viz) =i g(t) ot (1.16)

La part esquerra és exclusivament funcié de les coordenades, mentre que la
dreta ho és del temps, també exclusivament. El compliment simultani de les
dues premisses implica que cap d’elles pot dependre, en realitat, ni de les co-
ordenades ni del temps (és a dir, que el tipus de relaci6 funcional és constant).
En conseqiiencia aconseguim la factoritzacié de la solucié de 'equacié diferen-
cial en dues equacions de valors propis:

2 92 T
_2% 88‘2(2 ) V(@) o) = A pla) (1.17)
ihag(:) =Ag(t) (1.18)

L’equaci6 (1.18) té una solucié immediata: g(t) = e ***/". Qué representa \?
D’acord amb ’equaci6 (1.11) podem escriure que:

2m 922 2m

H E

2 2 2
O Y (e t) = [ vy ) e By (L)
—_———

on haviem anomenem operador Hamiltonia H al conjunt d’operacions que
generen ’energia F dins la integral.

Si el moviment és estacionari, £/ és una constant. Aleshores, pot quedar fora
de la integral. A partir de ’equacié anterior inferim, doncs, que:

Hip(z,t) = Ep(x,t) (1.20)
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és a dir,
He(w)g(t) = Ep(z)g(t) (1.21)
Com resulta que H no actua sobre la coordenada temporal, tenim:
Ho(w)g(t) = g(t)He(x) (1.22)

A partir de les equacions (1.21) i (1.22) resulta:

Hep(z) = Ep(z). (1.23)
Tornem ara sobre 'equacié (1.17). Aquesta pot ser reescrita de la segiient
manera: )

Heo(x) = Ap(z), (1.24)

amb la qual cosa la identificacié de A amb I’energia total F resulta immediata.
En conseqiiéncia, la funcié temporal esdevé: g(t) = e *Et/h,

Observem que 'equacié (1.17), o el que és el mateix l'equacié (1.24), és 'e-
quacié de valors propis de ’energia total o operador Hamiltonia H. Aquest
operador I'hem construit mitjangant les substitucions formals (1.12) en la fér-
mula classica de I'energia total. Kl seu valor propi és precisament l’energia
total.

1.7 Estats propis i no propis de 'operador Hamil-
tonia
De lapartat anterior s’infereix que si ¢(z) és una funcié propia de 'Hamil-

tonia, el seu valor propi associat és I'energia total del sistema i la funcié d’ona
es pot escriure en la forma ¢ (z,t) = @(z)e /",

Podem utilitzar el conjunt de funcions propies {¢;} associades a les energies
{E;} per construir altres funcions no propies f(z) que donen compliment a les
mateixes condicions de contorn que els elements ¢;,

f(x) = Z ¢j pj(z) (1.25)

Tenen aquestes funcions algun significat fisic? Veurem que si. A tal efecte
considerem la segiient funcié,

P(x,t) = ch @j(:n)e_iEft/h (1.26)
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De seguida ens adonem que ¢ (x,0) = f(x) i que ¥(z,t) és solucié de 'equacié
de Schrédinger. En efecte:

TS cjpj)e” Bt = 3 ¢ By (x)e Fat/h
J J
(1.27)
ih% 2.6 @ (x)e  Eat/h = > ¢;Ejpj(x)e  Fit/h,
j J

Els estats no propis es corresponen amb funcions no estacionaries que no es
poden factoritzar com producte d’una funcié ¢(z) i una part temporal har-
monica i no tenen una energia constant en el temps.

En casos particulars és possible demostrar matematicament que qualsevol fun-
cié f(z) amb unes determinades condicions de contorn pot ser escrita com una
combinacié lineal de les funcions propies de I’Hamiltonia que tinguen idén-
tiques condicions de contorn, eq. (1.25). En mecanica quantica es postula que,
per a qualsevol problema fisic, la base de funcions propies de I’'Hamiltonia és
un conjunt complet, és a dir, es generalitza, sense demostracid, que sempre sera
possible expandir una funcié f(z) com una combinacié lineal de les funcions
propies. No s’ha trobat cap exemple que contradiga aquest postulat.

1.8 Normalitzacio de la funcio d’ona

Es obvi que si g;(z) és funcié propia de ’'Hamiltonia amb energia F; també
ho sén, i estan associades amb la mateixa energia, les infinites funcions F' =
¢+ @i(x) on ¢ és qualsevol nombre complex.

En mecanica ondulatoria classica el quadrat de la funcié és proporcional a la
intensitat de la llum, és a dir, al nombre de fotons. Ara bé, si disminuim aques-
ta intensitat fins a ’extrem que en un volum finit de I'espai es puga trobar
un nombre reduit de fotons en unes posicions concretes, arribem a una certa
paradoxa: la funcié s’estén a tot l’espai mentre que els fotons ocupen unes
poques posicions perfectament localitzades (Figura 1.3). Aquesta paradoxa es
pot salvar si tenim en compte que en grans col-lectivitats percentatge i proba-
bilitat estan determinats pel mateix valor numeric.® Aleshores reinterpretem
el quadrat de la funcié en un sentit probabilistic de trobar particules. En el cas
de I'equacioé de Schrodinger, ates que les funcions sén complexes, calcularem

3Si la meitat de la loteria s’ha venut en una determinada poblacié, la probabilitat que
toque un dels premis alli és del 50 %. Tanmateix, el percentatge de premis que s’obtindran
allf sera també el 50 % del total.
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el quadrat del seu modul i, si volem assignar el valor unitat a la probabilitat
de trobar el sistema en qualsevol lloc, triarem funcions normalitzades, és a dir
aquelles que:

/ (. 8)Pde = 1. (1.28)

Fixem-nos que cal que ¥ (4o00,t) = 0 si volem que ® siga normalitzable. Tan-
mateix, d’acord amb aquesta interpretacié, [¢(x,t)|? representa la probabilitat
de trobar la particula que constitueix el nostre sistema en el volum dx situat
en la posicié x. D’acord amb ag0, podem determinar el valor mitja (x) de la
posicié fent s de la férmula del valor mitja:

(x) = / Y(x, t)* xp(z, t)de (1.29)
si la funcié esta normalitzada, i, si no ho esta, mitjancant 1’expressio:
J v, )z, t)de
(7) = = (1.30)
I ¥, )y(z, t)dw

1.9 L’experiment del polaritzador de Dirac

L’objectiu d’aquest apartat és aprofundir en el significat dels coeficients que
permeten I'expansié d’un estat no propi en termes d’estats propis, eq. (1.25).
A tal efecte imaginem que fem passar un feix de llum monocromatica a través
d’un polaritzador vertical i després a través d’un polaritzador horitzontal
(vegeu més detalls a lapeéndix F de Quimica Quantica [9]). El resultat és
que no hi ha llum emergent. Si intercalem, pero, entre els dos polaritzadors,
un tercer polaritzador addicional inclinat 45°, es produeix el sorprenent resul-
tat que si que hi ha llum emergent. Es a dir, amb dos filtres no passa llum,
pero en afegir-ne un tercer, tot deixant intactes els altres dos, en lloc de tenir
I’objecte més opac, el tenim més transparent.

El principi classic de superposicié proporciona una resposta simple a aquest
fet. Els camps electrics i magnetics de la radiacié incident sén vectors que
es poden descompondre formalment en components vertical i horitzontal. La
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col-locacié consecutiva d’'un polaritzador vertical seguit d’un horitzontal im-
pedeix 'emergencia de cap component de la llum. Pero, en col-locar intercalat
un polaritzador inclinat 45°, proporcionem un mecanisme per al pas de la llum.
En efecte, imaginem que partim d’un vector camp electric polaritzat Ey. El
polaritzador vertical deixa passar la component vertical, (Ey cos 7)) d’aquest
camp. El polaritzador de 45° deixa passar la component (Fp cos@+/2/2) del
camp incident en una direccié de 45°. Finalment, el polaritzador horitzontal
deixa passar la component no nul-la (Ey cosf+/2/2+/2/2) del camp incident,
en la direccié horitzontal. La intensitat incident és proporcional al quadrat de
I'amplitud incident, Iy o< Ey?. La intensitat emergent, no nulla, és propor-
cional al quadrat de 'amplitud emergent, Iy o Ep?cos’0 /4.

Escriguem la descomposicié vectorial del camp electric de la radiacié:

Ey=EoT+ Egp] (1.31)

El quadrat de 'amplitud és proporcional a la intensitat, és a dir, és propor-
cional al nombre de fotons. Els quadrats de les components Ey i Fgy estan
relacionades entre si:

|Eo|? = cos? 0 |Eg|? ; |Egol|? = sin0 |Ey|? (1.32)
|Eo|® + |Eoo> = |Eg|* (cos? +sin?6) = |Ep|? (1.33)

De les equacions (1.32) i (1.33) inferim que cos?# representa la fraccié de
llum polaritzada verticalment o fraccié del nombre de fotons amb aquesta po-
laritzacié. Igualment, sin®@ fa referencia a la fraccié de llum o fraccié del
nombre de fotons amb polaritzacié horitzontal.

Les equacions (1.32) i (1.33) sén valides per a qualsevol intensitat. Imaginem
un experiment en el qual anem minvant la intensitat (és a dir, anem minvant
el nombre de fotons) fins un limit on hi ha un sol fot6 polaritzat. Que succeeix
quan ’esmentat foto travessa un polaritzador? Passa a través del polaritzador
o no passa? Passa un tros de foté i la resta s’absorbeix religiosament d’acord
amb les equacions (1.31), (1.32) i (1.33)7 Com que el foté és 'indivisible llu-
minds, s’infereix que pot océrrer una d’entre les dues possibilitats segiients:
passa o no passa. El que mai fara és dividir-se en dues parts de manera que
una d’elles quede absorbida i ’altra passe.

Pero, passa o no passa? Allo que podem dir és que tal vegada passe o tal
vegada no passe. Pero podem avancar un poc més si reinterpretem el principi
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de superposicié per al cas en que hi ha un fot6. Assumim 'amplitud d’un
foté com unitat d’amplitud i anomenem FEjy, Ey, Fgg a les amplituds d’un fotd
polaritzat #°, 0° i 90°, respectivament. Aleshores:

e Els quadrats dels coeficients de ’expansié de I’amplitud Eg en termes de
la base Ej ,Ego (Eg = cosOEy + sin 9590) representen probabilitats que
els fotons individuals travessen o no, respectivament, els polaritzadors
vertical i horitzontal.

e Comprovem que la probabilitat total és 1: cos® 8 + sin® 6 = 1.

e La probabilitat que té un foté de ser absorbit multiplicada pel nombre
de fotons de la col-lectivitat estadistica de fotons, que constitueix la
la radiacié electromagnetica, és precisament igual al nombre de fotons
absorbits. Recordem el que haviem dit ja en la seccié anterior: en els
col-lectius estadistics, probabilitat i fraccio sén valors idéntics.

Acceptat el raonament anterior, imaginem que un foté ha travessat un polar-
itzador. Tenim la certesa absoluta que travessara qualsevol altre polaritzador
paral-lel a 'anterior i sera indefectiblement absorbit per un polaritzador per-
pendicular.

Aquest resultat és interessant en el segiient sentit: en establir, mitjan¢ant una
mesura (en aquest cas, fer incidir el foté sobre el polaritzador) el valor d’'una
magnitud (en aquest cas, la polaritzacid), sempre que repetirem la mesura
obtindrem el mateix valor (polaritzacié vertical, per exemple).

Imaginem que, d’alguna manera, generem una radiacié electromagnéetica mo-
nocromatica (una mescla de N fotons amb idéntica freqiiencia). Imaginem,
pero, que no tenim cap informacié sobre ’angle de polaritzacié. En mesurar
la polaritzacié d’aquest col-lectiu hi haura fotons que passaran el polaritzador i
d’altres que no ho faran, segons unes certes probabilitats. A partir del coneix-
ement d’aquestes probabilitats podrem calcular el valor mitja de polaritzacié
dels fotons incidents (és a dir, la polaritzacié de la llum). La mesura indi-
vidual sempre té com a resposta passar o no passar (polaritzacié vertical o
horitzontal), mentre que el valor macroscopic és la mitjana sobre aquestes po-
laritzacions pures.

Val la pena fer un comentari, al fil d’aquest experiment, sobre el significat radicalment distint del concepte de
mesura en mecanica quantica i mecanica classica: en mecanica classica mesurar significa comparar amb un patré,
i aquest procés s’imagina sempre realitzable sense que hi haja cap alteracié del sistema mesurat. Existeix, pero, un
limit del nostre poder d’observacié i de la magnitud de D’alteracié de l’estat del sistema que acompanya l’acte de
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mesura (limit inherent a la naturalesa de les coses: la naturalesa del foté implica una possible alteracié del seu estat
quan se’n mesura la polaritzacié). El limit esmentat és impossible de superar malgrat el perfeccionament de les
técniques de mesura. Direm que un sistema és macroscdpic o classic si I’alteracié de 1’estat del sistema
ocasionada per la mesura que es realitza sobre ell, es pot considerar rebutjable. A aquests sistemes els
podrem aplicar la mecanica classica. Al contrari, un sistema sera quantic o microscopic si l'alteracié que acompanya
la mesura no és rebutjable. A aquests sistemes no els podrem aplicar la mecanica classica. Veiem, doncs, que els
conceptes de gran i petit deizen de tenir un significat relatiu per a passar a tindre un significat absolut. Podem dir que
un sistema és gran o macroscopic, sense tenir la limitacié de dir més gran que un altre.

A manera de resum remarquem els punts més significatius de la discussio
anterior:

1. El polaritzador és ’aparell de mesura. En aquest cas particular de
mesures de polaritzacid, sols hi ha dos valors possibles per al resultat
de la mesura (passar o no passar). Anomenarem aquests valors (els
unics que podem llegir a I'aparell de mesura) valors propis.

2. Després de mesurar es produeix una reduccid de la funcio d’ona i el
sistema passa a estar en un estat propi de 'aparell de mesura.

3. El conjunt de tots els estats propis forma un conjunt complet (en aquest
cas Ey i Egy formen un conjunt complet). Entenem per conjunt complet
aquell conjunt de funcions que tenen la propietat que qualsevol estat
del sistema pot expressar-se com una combinacié lineal d’aquests estats

propis.

4. El quadrat del coeficient |c;|* corresponent a l’estat propi ¢; en la com-
binacid lineal de l'estat del sistema en termes de la base completa té
significat de probabilitat de trobar el sistema en aquest estat propi.

1.10 Adjunt d’un operador. Operador hermitic

Donat un operador A que actua sobre funcions fi(x) (al conjunt de les funcions
sobre les quals actua l'operador A se lanomena el seu domini), es defineix
un altre operador B que representem B = At i que anomenem adjunt de
I’'operador A, com aquell que déna compliment a:

o0

/f@ A f() da = /[A Fi(@)]* f()da (1.34)

—0o0

Diem que un operador és hermitic si coincideix amb el seu adjunt.
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Exercicis

1.

Comproveu que 'operador x és hermitic sobre un domini de funcions
(o ¢]

quadraticament integrables (i.e. aquelles que [ |i(x,t)[>dz < o).
—0o0
Solucié: La posicié & és un nombre real, aleshores x = z* i és immediat que:

o]

/ fie) e fy(@)de = / & fi(@)]" f; (x)da (1.35)

—o0

. Utilitzeu un conjunt de funcions integrables i comproveu que p és her-

mitic. Es hermitic en considerar-lo un operador definit en 'espai ex-
pandit pel conjunt de funcions (e***)? Demostreu que I'operador d/dx
no és hermitic.

. Comproveu que (AB)T = BT A+,

Solucié:

/ fi(2)"AB fo(z)de = /f1(w)*/1x(w)dw= /[A*fl(w)}*ﬁ’fz(w)dw

[ @B pa@is = [1B* @) fatwyis

- / (BT A* fu(@)]" fo(x)da

pero per definicié

/ f1(2)" (AB) fa(w)da = / [(AB)* f1(2))" fo(w)de — (AB)* = B AT

. Considereu un operador qualsevol O. Demostreu que OO és hermitic i

que (®|OT0|®) > 0.

. Considereu dos operadors hermitics A B definitis sobre un domini de

funcions 1ntegrables Demostreu que 'operador C = AB és hermitic si
AB = BA.

Considereu els operadors hermitics £ = x i p = —ih% definits sobre

un domini de funcions integrables. Demostreu que A= %(xﬁ +px) és
hermitic.

A partir dels teoremes enunciats en els problemes anteriors i tenint en compte
que qualsevol magnitud fisica pot expressar-se en termes de coordenades i mo-
ments, concloem que, associat a qualsevol magnitud fisica, sempre podrem
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construir un operador hermitic.*

~

Explicitem de nou la definicié6 d’operador hermitic. Diem que un operador Q
és hermitic si, i inicament si:

/ 0t Oy de = / (O )" W da (1.36)

aco mateix en notacié de Dirac s’expressa de la segiient manera:

(il Qlupy) = (151 Qlebi)* (1.37)

Aquests operadors tenen la propietat que tots els seus valors propis sén nom-
bres reals i les funcions propies associades a valors propis A;, A; diferents sén
ortogonals, és a dir, [ ¢; dx = (;|¢;) = 0.

Per a comprovar que els valors propis de Q sén reals utilitzarem 1;, una de
les seues funcions propies, considerarem l'equacié (1.37) en el cas particular
1 = 7, i anomenarem \; a I’autovalor associat a ;. Tenim que:

(i) Qi) = (i |ehs)
(Wi Qls)™ = AF (W)™ = NF (i)

on hem utilitzat la igualtat (1;|v;)* = (¥;|¥i), ja que la norma d’un vector és
un numero real (o el que en aquest cas és el mateix, la integral del quadrat
del modul d’'un nimero complex és real).

La igualtat dels termes de I'esquerra, derivada de I'equaci6 (1.37), fa concloure
que A = \*, és a dir, que X és real.

Hem demostrat que els autovalors del operadors hermitics sén reals. Ara
demostrarem que els autovectors associats amb valors propis distints sén or-
togonals. Ho derivarem també des de la seua definicié, eq. (1.37). Considerem

4Si una magnitud C s’expressa classicament com producte d’altres dos Ai B, C = A-B =
B- A, iels operadors associats a A 1 B no commuten, a ’hora de construir ’operador associat
a C' hi ha un ambigiiitat en l'ordre en qué cal realitzar el producte. Hom pot argumentar
que classicament també és cert que C' = (A- B+ B- A)/2, cosa que no genera cap ambigiiitat
en la construccié de I'operador associat que, a més, resulta ser hermitic per ser-ho AiB.
De vegades hi ha, pero, més d’una alternativa per construir un operador hermitic associat
a C. Per exemple, en sistemes d’electrons amb massa depenent de la posicié de la fisica de

I’estat solid 'operador que s’utilitza habitualment associat a 1’ energia cinética p®/2m(z) és
H__wr2d_1 d
T'= =% Gm@ s
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dues funcions propies 1;, 10; amb valors propis \; # A;:

<¢i|Q|¢j> = \j(¥ily)
(Wi 1 Qi)™ = Nilwslihi)* = Ni(@bilthy)

Considerant 'igualtat dels membres esquerres, derivada de 1’equacié (1.37),
concloem que ha de succeir A\; = A;, en contra del que hem suposat o, alterna-
tivament, (1;]1);) = 0, és a dir, que les funcions sén ortogonals, que és el que
voliem demostrar.

Si dues o més funcions tenen el mateix valor propi s’anomenen degenerades.
Anomenem degeneracio al nombre de funcions amb el mateix valor propi. Ens
preguntem: sén també ortogonals dues funcions degenerades? La resposta és
que no ho son necessariament. Ara bé, si dues funcions estan degenerades,
qualsevol combinacié lineal és una funcié propia amb el mateix valor propi.’
Aleshores, sempre és possible triar funcions degenerades que siguen ortogonals.

1.11 Valors mitjans

Considerem un estat no propi ¢ de 'operador hermitic Q. Aquest operador
té un conjunt complet de funcions propies (®;) (que assumirem ortonormal),
associades a un conjunt de valors propis (¢;). Expandim ¢ en termes d’aquest
conjunt complet:

= ad (1.38)

Apliquem l'operador Q a la funcié ¢:

i i
Multipliquem ara a l’esquerra per ¢* i integrem tot l’espai:
400 +00
/ ¢*Qodr =) e, / Ordide =Y |eifq = (Q) (1.40)
—00 ] —00 %

5La demostracié és trivial: si resulta que Qd)i = A\, i Q’l/]j = \;, tenim que Q(awi +
bip;) = (adehi 4+ bAY;) = Aawhi + by;).
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Hem trobat, doncs, que el valor mitja d’'una magnitud per a un sistema en
un determinat estat ¢ es calcula simplement per mitja de la integral:

+oo
(Q) = /¢*Q¢dm. (1.41)

Aquest resultat, particularitzat al cas en qué o) represente el moment lineal, el podem deduir directament a partir
del valor expectacié de la coordenada, eq. (1.29), I’equacié de Schrondinger (1.9) i la condicié ¢ (doo,t) = 0, que
vol dir que el sistema no pot desapareixer allunyant-se indefinidament fins a una distancia infinita. En la deduccié
segiient considerarem funcions normalitzades, de manera que:

+o0
(z) = / daep(z,t)* zh(z,t) (1.42)

—oo

Calculem la velocitat (v(t)) definida com %(x(t)) = % [ dxp(z,t)* z(x,t) o, millor, el moment lineal (p(t)) =

m(u(t)).

d * d *
p@) =m [ drve 0" e vi@ ) = [doom = (w0 v, 1) (1.43)

Tenim en compte ara l’equacié de Schréndinger, eq. (1.9), que reescrivim en la forma:

2 .
— = — _V(2)¥ (1.44)

o, alternativament,

a* ih 9%2y* i .
_ = —— + —V(z . 1.45
ot 2m 9z2 (@) ( )
Des de les eqs. (1.44) i (1.45), després de multiplicar-les per ¥* i v, respectivament, tenim que:
o Lo oyt i 9%y 9%y”
= = ) = — - . 1.46
pw (YY) = (¥ ot ¥ o ) 2m(¢ Fy) » 922 ) (1.46)
Si portem aquest resultat a ’eq. (1.43) ens condueix a que:
ih 824 82y*
t)=[dox (=) — — . 1.47
) = [ dee )@ g~ w0 (1.47)

2
Si escrivim en l'eq. (1.47) dx % = d(%) = df’ i procedim a integrar per parts, amb la condicié que P(too) =
Y (+oo)™ = 0, obtenim,

ih 1 * ’ */
wey = 5[ [avtaw’) - evdw)] (1.48)
ih

= -2 [Wawe®) - v )] (1.49)

ih oY, o™
= —— [ dz|— - — 1.50
2 [890 v ox w} ( )
Fem notar que hem fet servir la identitat ¥’ z *’ — ¢*’ 2 ¢’ = 0 per efectuar el pas de la peniltima a la darrera

igualtat.

Si ara ens adonem que f dza—{i(w* YP) = f d(p™* 1) = 0, perque les funcions sén zero en els limits d’integracié,

concloem que f dx %d)* = — f dx %w Aleshores, podem finalment escriure que:
ih « 0 ¥ 1]
e =-212 [dow 2t = [azut(—in—)w, (151)
2 oz ox

amb la qual cosa comprovem simultaniament que p = —ih% i que (p(t)) = (p).
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1.12 Compatibilitat i regles de commutacio

En aquesta subseccié demostrarem que si dos operadors commuten existeix
almenys un conjunt complet de funcions propies comunes. Si les funcions
d’aquest conjunt compleixen, a més a més, les condicions de contorn
del sistema, aleshores les magnituds associades a aquests operadors seran
compatibles i podran, doncs, coneixer-se de manera exacta i simultania.

Considerem, amb la ﬁnahtat de demostrar aquestes propietats, dos operadors
P i O que commuten. Es a dir, que per a qualsevol funcié @, POD = OPd.
Triem, en particular, ’enesima funci6é propia de 0: Q<I>n = ¢nP,,. Tenim que:

Q(ﬁq)n) = Qﬁq)n = 75@(1)11 = Qn(ﬁq)n) (1'52)

des de (1.52) inferim que (P®,,) és funcié propia de © amb autovalor g,. Si ®,
és no degenerada, aleshores (75<I>n) ha de ser identic a ®,, excepte, tal vegada,
un factor multiplicatiu constant. Es a dir, 75<I>n = p,P,, on p, és I'esmentat
factor multiplicatiu. Aixi, doncs, queda demostrada la proposicié. Si el nivell
n és degenerat, el resultat a que s’arriba és el mateix, si bé la demostracio és
un poc més llarga.

Val la pena remarcar que si cap dels conjunts complets propis comuns de
dos operadors compleix les condicions de contorn d’un problema particular, el
coneixement simultani de les variables fisiques associades a aquests operadors
no sera possible en el cas particular esmentat (encara que ho podrien ser
en altres casos). Aco és el que passara amb ’'Hamiltonia de la particula en
la caixa i el moment lineal: el conjunt complet (eikx ) és propi de tots dos op-
eradors, pero en no complir aquestes funcions les condicions de contorn de la
caixa (9,,(0) = @,,,(L) = 0), el coneixement simultani de I’energia i el moment
lineal no és, en aquest cas, compatible.

Suposem que od,, = q®,, i també que Q@m = q®,,. Si Pid commuten, QA(75<I>TL) =
P(O®,,) = q(P®,). Aleshores necessariament P®,, = ¢, Py, + ¢ Py, i, andlogament, PP, =
dn Py + dmPr. En conseqiiencia sempre podem triar dues funcions linealment independents,
U, =&, + \i®,, i ¥y = &, + A\2®P,,, de manera que 75\111 = pW,;, i = 1,2. En efecte,
si escrivim P(®, 4+ A®,,) = p(®n, + AD,,) i substituim el resultat d’aplicar P a ®,, i ®,,,
obtenim dues equacions per a A i p,

D =Cn+ ACm, AP =dn + Adm,

que presenten dues solucions linealment independents en termes de ¢y, Cm, dn, 1 dp.
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Al contrari, si dos operadors no commuten, de segur que el coneixement si-
multani exacte de les magnituds fisiques associades no és possible en cap cas.
Aquest és el cas de moment i coordenada.”

Es costum definir el commutador de dos operadors: [Q,ﬁ] = Qﬁ — 75Q Si
els operadors commuten, el commutador val zero. Es distint de zero en cas
de no commutacié. Des d’un punt de vista fisic la commutacié de dos ope-
radors representa el fet que la mesura en un sistema de les dues magnituds
fisiques associades dona lloc als mateixos resultats, independentment de quina
es mesura primer.

1.13 La vella teoria quantica: quantificacié de ’ac-
ci6. Postulat de Bohr

Per qiiestions de brevetat no hem fet una revisié historica de I’adveniment de
la mecanica quantica. Pero no podem deixar de fer almenys una pinzellada del
punt clau d’allo que alguns anomenen la vella teoria quantica i que es refereix
al meétode inicial de procedir, que no és altre que introduir empiricament la
quantificacié. Aixi, la mecanica quantica té el seu punt de partida historic en
el postulat de quantificacié de Planck de I’energia dels oscil-ladors materials
que interaccionaven amb la llum. Amb aquesta idea genial Planck va poder
obtenir la férmula que explicava, per fi, I’espectre de radiacié del cos negre.
Més endavant, el model atomic de Bohr, que pot ser formulat a partir del pos-
tulat de quantificacié del moment angular, explicava ’espectre de 1’hidrogen
atomic. Després, Sommerfeld fa una extensié del postulat de quantificacié i
pot explicar ’espectre de ’hidrogen atomic en presencia d’un camp magnetic
(Panomenat efecte Zeeman). Doncs bé, totes aquestes primeres formulacions
de la mecanica quantica poden ser reformulades a partir d’un tnic postulat:

"Veurem més endavant que els operadors associats a dues components del moment an-
gular, com ara Ly i L., no commuten ([Ls,L.] # 0). Ara bé, si el moment angular total
és zero, han de ser també zero totes les components. Tenim, aleshores, coneixement simul-
tani de magnituds associades a operadors que no commuten? La resposta és no. La funcié
propia del moment angular total associada al valor zero veurem que és ¥r—o(0, ) = 1/+/4r.
Aleshores comprovem que [ﬁz, ﬁz}‘ll =0 = 0, cosa que indica que, en aquest cas, els operadors
commuten, i per tant, el coneixement simultani és possible. Cal recordar (veure seccions 1.7,
1.91 1.11) que si un estat no és propi d’un operador, el valor de la magnitud fisica associada
amb aquest operador no esta definida en aquest estat (inicament estd definit el seu valor
mitja). Aixi per exemple, malgrat que [L, L.]p, = 0, com que l'orbital p, no és propi ni de
Lynide L. (agd ho veurem en el tema segiient), no podrem saber les components z i z del
moment angular en I’estat p, de I’atom d’hidrogen.
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la quantificacié de l'accié. Presentem aquest principi a la manera que ho
fa Sommerfeld® en el cas de la quantificacié que va introduir Planck per als
oscil-ladors materials i que li va permetre explicar I'espectre de radiacié del
cos negre: ’energia d’un oscil-lador harmonic simple monodimensional s’escriu:

2
E=2 4 or2m2g (1.53)

2m
A Vespai de fases (p,q), I'equaci6é (1.53) representa una el-lipse d’area E/v
9. Segons Planck, els estats permissibles de ’oscil-lador tenen energies nhuv.
Aleshores, 'area que hi ha entre dues el-lipses consecutives és h . Pero

I'area d’una el-lipse podem calcular-la per integraci6 a l'espai de fases, § p dg.

Aleshores, tenim:
(%p dq) - <7{p dq) =h (1.54)
n n—1

En particular, si n = 1 no hi ha estat n —1 = 0, per la qual cosa assumim que
($p dq)l = h. Aleshores:

Y{p dq = nh (1.55)

Equacié de quantificacié de 'accié. En el cas particular d’una orbita circular
estacionaria (on p i r sén constants):

nhz%pdqz%prd@zL/dGz%rL
L

= nh (1.56)

on (1.56) és el que s’anomena postulat de Bohr.

Aquest postulat (quantificacié de 'acci) és la base de la vella teoria quantica.
La reformulacié i generalitzacié que posteriorment es va fer de la teoria quan-
tica, que hem intentat formular en aquest capitol, li va permetre assolir un
grau de generalitat que 'ha convertida en l’eix central de la ciéncia moderna.

8Sommerfeld A., Ann. dePhys., 51:1, 1916; Yourgran, W. and Mandelstam S. Variational
Principles in Dynamics and Quantum Theory, Dover, Ney York, 1968.

9Recordem que 'equacié d’una ellipse és y? + az? = r2. Els dos radis principals sén
ri(z=0)=71irs(y =0) = Z. L’area de l’ellipse és A = w1712 = ﬂ%.

OPer aquest motiu, en mecanica estadistica s’assigna una area h a la regié de 'espai de
fases on l’energia és constant.
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Exercicis
1. Comproveu que [p, &] = —ih.
Solucié:
b, 2]¢ = —iht(z¢)+ ihale
= —ih¢ —iha % + ihall (1.57)
= —iho
2. Comproveu que [&9, A\x] = —ih,on AA=A— < A >.
Solucié:
[Ap,Ax] = [p—<p>i—<z>]
= —ih—0-0+0 '
= —ih

3. Demostreu el principi de Heisenberg: ApAz > /2. Ajuda: calculeu el

minim de la funcié F = |aAp + iAz|> > 0.

Solucié: L P /\

(alAp + iAx)(aAp — iAx)

a25\p2 + Az2— ia(&)&: — &c&))
= azg\j)? + Az — ok

F

(1.59)

Escrivim ara el valor mitja < F' > de la magnitud definida positiva F' i calculem el

seu minim:

< F > = AP +Az® —ah >0
d<F>/da=0 = 2alAp*—h
d> < F >/do? = 2Ap*> >0

ho\ 2
min = =A

aleshores, el menor valor possible!! de la mitjana de F és:

h? h?
< F >= ZAp%ApQ + Az® — ?Agf2 >0

multiplicant per Ap? tenim:
hZ
-7t A2 Ap? >0

d’on deriva directament el principi de Heisenberg'?:

AxAp >

N[ St

(1.60)

1 Aquest valor ha de ser necessariament positiu per ser el valor mitja del quadrat d’un

modul.

12Cal adonar-se’n que de la demostracié es deriva que:

Ap=[<(p—<p>)>]"? Az =< (x— <z >)”>]"2
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4.

Calculeu els estats estacionaris i energies associades d’una particula con-
finada en una caixa de longitud a.

. Apliqueu la regla de quantificacié de Sommerfeld-Wilson ¢ pdz = nh a

una particula confinada en una caixa monodimensional de longitud a.
Deduiu 'equacio per a les energies permeses d’aquesta particula confi-
nada. Mostreu que la relacié de DeBroglie condueix al mateix resultat.

Figura 1.7: Representaci6 en 'espai de fases (p,z) del moviment lliure d’una
particula confinada en una caixa de longitud a.

6.

10.

Apliqueu les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson a un rotor
rigid de moment d’inercia I. Deduiu ’equacio per a les energies permeses
d’aquest rotor.

Apliqueu les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson a ’oscil-lador
harmonic simple (una particula de massa m sotmesa a una forga F' =
—kx). Deduiu l'equacié per a les energies permeses d’aquest oscil-lador
harmonic. (Ajuda: feu el canvi x = asinf per a resoldre la integral

[ Va? — 22dx.)

Imagineu que ®; i ®5 s6n dues funcions propies no ortogonals de I’Hamil-
tonid H amb el mateix valor propi. Construiu, a partir d’aquestes, altres
dues funcions propies de ’Hamiltonid 7 amb el mateix valor propi perd
que siguen ortogonals entre si.

Imagineu que (¢;) és un conjunt complet de funcions propies de dos
operadors lineals R i P. Demostreu que [R, P] = 0.

Diem que els observables A, B... L formen un conjunt complet d’ob-
servables que commuten si tenen un unic conjunt complet de funcions
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propies comunes. Les variables dinamiques representades per observables
d’un conjunt complet d’observables que commuten poden ser definides
amb absoluta precisio i formen un conjunt complet de variables compat-
ibles. Si es realitza la mesura simultania de totes les variables, la fun-
ci6 d’ona ha de ser propia dels operadors /Al, B...L amb valors propis
a,b...l (resultats de les mesures). Com que tan sols existeix una funcié
propia amb aquesta propietat concloem que el conjunt (a, b, . .. I) defineix
completament la funcié d’ona del sistema. Es a dir, defineix completa-
ment l'estat dinamic del sistema.

Demostreu que el moment lineal p, per ell mateix, constitueix un conjunt
complet d’observables que commuten.

(Ajuda: Qualsevol magnitud fisica és funcié de la coordenada i del mo-
ment, A = A(p,x). Imposeu [fl, p] = 01 demostreu que, en conseqiiencia,
A = A(p). Es a dir, p determina A: en mesurar p tenim coneixement
exacte del valor propi a de I'observable A. En altres paraules, mesurar
p equival a mesurar A.)

11. La funcié d’estat ¥(x,t) pot expandir-se en termes del conjunt complet
de funcions (u,(z)) propies de I'hamiltonia H:

U(z,t) = cntpn(t)un ()

on ¢, sén constants. Determineu la forma de les funcions ¢, (t) per
substitucié de ¥(z,t) en 'equacié de Schrédinger. Quines condicions han
de complir els coeficients ¢, si volem que ¥(x, t) siga un estat estacionari?

12. Per a t = 0 la funcié d’ona d’un sistema resulta ser:

U(z,0) = \/gul(x) + \/gug(x) + czus(x).

(a) Determineu cs.

(b) Determineu ¥(z,t).

(c) Determineu el valor mitja d’energia < £ >, perat =01t = lsec.
Soén identics els resultats? Per que?

13. Coneixem les sol-lucions de I’equacié d’autovalors 'I:(gzb = E¢. Que podem
dir de les autofuncions i els autovalors d’un altre hamitonia H' = H+V,,
on V, és un valor constant?



30 Introduccié als postulats de la teoria quantica

14. Considereu el conjunt complet de funcions (z™) definides a l'interval
(—=1,1). Els tres primers membres del conjunt sén 1,z i x2. Construiu
tres funcions ortonormals g1, g2 i g3. Comenceu amb g; = 1/v/2 i de-
riveu les expressions per a gs i g3 utilitzant el metode d’ortogonalitzacié
succesiva (Schmidt).

1.14 Postulats de la Mecanica Quantica

Exposarem en aquesta seccié una relacié completa dels postulats de la mecanica
quantica. Cal dir que no hi ha un conjunt tnic de postulats i que qualsevol
conjunt pot, a més a més, ser enunciat utilitzant diferents llenguatges. Aixo
si, tots els conjunts sén equivalents. Podem passar de manera logicodeductiva
d’un grup a un altre. La seleccié de postulats que enunciarem ha estat presen-
tada per McWeene[7]. El cinque dels postulats que presentarem fa referéncia a
I’espin. L’espin és una variable de moment angular que no té limit classic. Per
motius de completesa incloem ara el postulat, tot i que presentarem aquest
concepte en capitols posteriors.

Postulat 1. L’estat d’un sistema esta completament determinat pel vector
d’estat ¥ que varia amb el temps d’acord amb ’equacié:

- ov
HY =ih— 1.61
5 (1.61)
on H és I'operador Hamiltonia associat amb la funcié classica de Hamil-
ton. Aquesta equacié es compleix sempre, excepte en l'instant en que
es realitza una observacié (mesura). S’assumeix que la intervenci6 de
I’observador produeix discontinuitats i canvis impredictibles.

corolari 1. Si ¥ segueix (1.61), el mateix succeeix amb la funcié (¢ ¥), on ¢ representa qualsevol constant
complexa.

corolari 2. Quan H no depén del temps, ’equacié (1.61) té solucions especials que representen estats
estacionaris,

T = g /N (1.62)

en els quals el temps apareix en el factor de fase ef'iEt/h, i el factor d’amplitud ® segueix ’equacié

independent del temps,
H® = E®. (1.63)

Postulat 2. Per a cada observable fisic A pot associar-se un operador her-
mitic A de manera que:

(4) = (2] A|®) (1.64)
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Mitjancant (A) representem el valor expectacié de A en l'estat descrit
pel vector normalitzat d’estat ® per a un temps t.

corolari 3. El parametre E que apareix en les equacions d’estats estacionaris (1.62) i (1.63) és el valor
expectacié de ’energia del sistema.

corolari 4. La funcié d’ona de Schrodinger, per al cas d’un sistema de més d’una particula, té el significat
segiient:
= = = 2 5o o - - = =
|W (21, Zo, ..., EN;t)|7dT1dTs ... dE Ny = P(Z1,Z2,...,TN) (1.65)
on P és la probabilitat de trobar simultaniament la particula 1 de coordenades &1 entre &1 i (&1 +
dZ1), la particula 2 de coordenades o entre To i (2 + dah), etc. per a un temps t.

corolari 5. Un observable fisic A té un valor definit en un estat ¥ si i sols si ¥ és funcié propia de

l'operador A associat a A. Aquest valor concret és precisament el valor propi. Simbolicament
aquesta relacié s’escriu, N

AT = AV (1.66)

Si ¥, és la solucié per a la qual A assumeix el valor A,, I’estat representat per ¥,, és aquell per
al qual la mesura de A déna lloc obligatoriament al valor A, .

corolari 6. L’arrel quadrada del producte de les desviacions quadratiques AA i AB, resultat de la repeticié
de mesures dels observables A i B per a un sistema en un estat ¥, estan relacionades mitjancant
P’equacié:

1
AAAB > —(¥[C|Y) (1.67)

on,

iC=AB - BA=[A,B] (1.68)
és el commutador dels operadors associats amb A i B.

corolari 7. La velocitat de canvi respecte del temps de qualsevol valor expectacié es regeix per:
o d O 9A
zhE(A) = (W\(AH—HA)l‘I’)#—(‘I’lEl\I') (1.69)

on el sistema esta descrit pel vector d’estat ¥, I’evolucié temporal del qual estd determinada pel
Postulat 1.

corolari 8. Hi ha una relacié d’incertesa energia-temps,
AEAt > 1/2h (1.70)

on AFE és la incertesa (rel quadrada de la desviacié quadratica) en ’energia d’un sistema i At és el
temps que cal perque el valor mitja de la variable dindmica A canvie una quantitat comparable a la
seua incertesa AA. Aquest temps ve determinat per la férmula:

AA

t= m (1.71)

La deduccié podem fer-la des de les eqs. (1.67) i (1.69) amb B = H i tenint en compte que A és una
variable dinamica i, aleshores, és funcié de les coordenades i els moments perd no és funcié explicita

del temps, i.e., % = 0.
Si escrivim At com indica ’eq. (1.71) en I’eq. (1.69) obtenim (identificant AE = AH)

AA S,
ih—— = (ATl = TLA) < 2iAAAE,
t

d’on és immediat que AEAt > h/2.

Postulat 3. Les solucions del problema d’autovalors HY = EV per a un sis-

tema, ’'Hamiltonia del qual és 7:[, contitueix un conjunt complet, tancat
sota tots els operadors de I’esmentat sistema.
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corolari 9. Les solucions ®; de ’equacié de valors propis HY = EV poden ser triades de manera que
formen un conjunt ortonormal, és a dir, amb productes escalars (¥;|¥;) = &;;.

corolari 10. Dos operadors .A i B posseixen un conjunt complet d’autovectors comuns si, i sols si, com-

muten: [A, B] = AB — BA = 0. Els autovalors descriuen, aleshores, estats en els quals les variables
A i B tenen valors definits simultaniament.

corolari 11. Si el vector d’estat ¥ d’un sistema s’expressa en termes d’autovectors Wy en la forma:

U= ¢y Ty, (1.72)
k

la probabilitat que el sistema arribe a assolir I’estat W), com a resultat d’un experiment dissenyat
per a assolir-lo ve determinat per:

2 2
wi = leg]” = [(Te|¥)[7. (1.73)

El producte escalar (¥ |¥) adquireix, d’aquesta manera, significacié fisica.

Postulat 4. Els operadors associats amb les variables de posicié i moment
d’una particula commuten excepte en els segiients casos:

[, Pz = [9, py} 2,D.] =il (1.74)

mentre que els de dues particules distintes sempre commuten.

corolari 12. Els operadors associats amb multiples, sumes i productes d’observables, tenen la forma
segiient: N
cA — cA

Postulat 5. Un electré té un moment angular intrinsec representat per un
operador vectorial S espin, de components Sx, Sy, S,. Cada component
és un observable amb tnics valors possibles +1/2h. El moment magnetic
que origina l’espin es relaciona amb ell mitjancant I'equacié p = —gﬁS’ ,
on ( és el moment classicament esperat per a la unitat atomica de mo-
ment angular, i g = 2.0023 és el valor que s’observa per a la constant g
en el cas d'un electré lliure. Els operadors associats a 1’espin commuten
amb tots els operadors que representen magnituds classiques pero no
commuten entre si.

corolari 13. Els operadors d’espin per a un electré tenen les segiients relacions de commutacio:
[Sz, Syl = RS,
(Sy, 821 = inS, (1.75)
[S2, Sz] = ihSy

les quals sén conseqiiéncia necessaria de la isotropia de l’espai sota rotacions d’eixos coordenats.
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Capitol 2

Models analiticament
resolubles

In our quantum mechanics course we were thought that molecules
consist of N electrons and M nuclei and that one has to solve a

(N + M) body Schridinger equation to understand their structure.
But one looks at the work of the practitioners in this area (---) one
sees that the practice is different: low energy spectra and structure
of molecules are analyzed in terms of rotators and oscillators and
at a slightly higher energies in terms of Kepler systems ...

A. Bhom

L’equacié de Schrodinger és el mitja que disposem per a obtenir la funcié d’ona
de qualsevol sistema. Aquesta equacid, pero, pot resoldre’s de forma exacta tan
sols en comptades ocasions. Presentem en aquest capitol la resolucié exacta
de quatre exemples d’especial importancia conceptual i practica:!:

e Particula confinada en una caixa tridimensional amb potencial constant
(moviment translacional).

e L’oscil-lador harmonic (moviment vibracional).

'Hi ha una extensa col-leccié de problemes que admeten solucié exacta resolts al llibre de
Johnson i Pedersen[13]. Aquest és un llibre, la consulta del qual recomanem, que fa un recull
molt extens de problemes que han aparegut en llibres de mecanica i quimica quantica aixi com
altres que han estat presentats com a articles en revistes de caire didactic, fonamentalment
Am. J. Phys. i també J. Chem. Educat.
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e El rotor rigid (moviment rotacional; moment angular).

e Moviment d’una particula en un camp central (atom d’hidrogen).

2.1 Particula en una caixa tridimensional

Considerem el problema de la particula en una caixa tridimensional. Es tracta
d’una particula simple de masa m confinada a U'interior d’una caixa per mitja
d’un potencial infinit. La forma més simple de caixa és un paral-lepipede
rectangular de dimensions a, b, c. L’energia potencial és constant per a punts
(r,y,2) amb 0 < x < a; 0 <y < b; 0 < z < ¢ i infinita en qualsevol altre
lloc. Una translacié de l'origen d’energies ens permet assumir, sense perdre
generalitat, que el potencial és zero dins la caixa.

Des d’un punt de vista classic, '’energia dins de la caixa és tinicament energia
cinetica:

_P B h P
= = (2.1)
2m  2m  2m  2m
Obtenim I'operador Hamiltonia mitjancant les substitucions:
. , 0 . L 0 R o,
Do = —zh% 5 Py = —zha—y ; Dr = —zh% (2.2)
les quals ens porten a la segiient expressio:
- n? 02 0? 0?
=——(=—+==—+= 2.3
2m(6x2 * 0y? * 8,22) (23)

Aixi doncs, I'equacié estacionaria de Schrodinger per a la particula confinada
en una caixa tridimensional queda de la segiient manera:
h? 0% 92U 0P
—5 s T 52 T 5.
2m = Or oy 0z

)=E . (2.4)

Ens preguntem si l'equacié (2.4) admet solucions particulars del tipus X () -
Y(y) - Z(2z). Aquest no és el cas en la majoria d’equacions diferencials amb
derivades parcials. Demostrarem, pero, que si aconseguim trobar solucions
particulars per a (2.4) de la forma X(z) - Y (y) - Z(z), totes les solucions ac-
ceptables hauran de ser d’aquest tipus.?

2En cas de degeneraci6, tot i no ser obligat, també poden triar-se solucions de variables
separades.
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Substituim ¥ = X (z) - Y(y) - Z(z) en l'equacié de Schrodinger:

h? 9?°X %Y 0?Z
——(YZ XZ XY—)=F XYZ 2.5
2m( ox? + 0y? + 822) (2:5)
dividim (2.5) per XY Z i obtenim:
R? 1 0°X  190%Y 18%*Z
——(= — — =F 2.
2m(X 0x? +Y3y2 +Z822) (2:6)

que podem reescriure com:

10°X  2mE 10*% 10°Z
X 0x2 R? Y 0y Z 022

(2.7)

Observem que I'equaci6 (2.7) presenta separacié de variables. La part esquerra
és unicament funcié de x, mentre que el membre dret ho és exclusivament de
y,z. Hi ha, doncs, una paradoxa en aquesta equacié: una funcié de la x és
igualada a una funcié de (y, z), alhora que el conjunt de variables (x,y, 2)
son independents. Independencia que significa que el comportament de x no
esta determinat per (y, z). La paradoxa es resol igualant ’equacié (2.7) a una
constant, la constant de separacid. Diem:>

1d’X _ 2mE,

— E— 2.
X dx? K2 (28)
2mE  1d*Y 1d°Z _ 2mE, (2.9)
2 Y dy? Zdz2 R? ‘
podem ara separar la Y a partir de (2.9):
1Y  2m(E-E;) 1d°Z _ 2mE, (2.10)
Y ody? h? Zdz2 R :
podem ara separar la Z:
2 — _
1dZ _ _2m(E E, - E,) _ _2mE; (2.11)

7 dz2 B2 72

Tenim un conjunt d’equacions diferencials ordinaries (2.8), (2.10) i (2.11) que
equivalen, conjuntament, a l’equacié original en derivades parcials (2.5). Hem

3Cal dir que la tria efectuada de la forma de la constant de separacié és una pura qiiestié
d’elegancia en la presentacié de resultats i que no suposa cap detriment de la generalitat del
raonament.
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confirmat, doncs, que existeixen solucions particulars de variables separades
per a 'equaci6 (2.4). En el procés de separacié hem introduit tres parame-
tres indeterminats (constants de separacié) que presenten una unica lligadura
expressada mitjancant 'equacié (2.11): E = E, + E, + E,. Podrem etique-
tar les nostres solucions particulars d’acord amb 1’eleccié de les constants de
separacio:

Ve (2,9, 2) = Xa@) - Yy y) - Zu(2) (2.12)

La soluci6 general de I'equacié (2.4), la qual no presenta separacié de variables,
és una combinacié lineal d’aquestes solucions particulars,

U=ty Vaye (2.13)
x7y7'z

on els coeficients azy. cal que siguen triats de manera que asseguren el com-
pliment de les condicions de contorn. Es a partir de les condicions de contorn
d’on podrem determinar els valors de les constants de separacio.

Comprovem que (2.13) és solucié de I'equacié (2.4). Amb aquesta finalitat
reescrivim previament (2.4) de la segiient forma:

o 9 & 2mE -

— +t =5+t =5 —— ¥ =0V = 2.14
i substituim ¥, equacié (2.13), en (2.14):

OF =) 4y OV = > 20 = 0. (2.15)

‘Z.?y’z w?yVZ

Imposicié de les condicions de contorn

La condicié de continuitat obliga a la funcié d’ona a ser zero als extrems de la
caixa, és a dir:

l:[j(()?y? Z) = \Ij('x?O’z) = \Il(x7 y? 0) = 0

U(a,y,z) = ¥(z,b,2) = V(z,y,c) =0 (2.16)

La primera de les condicions, ¥(0,y, z) = 0, portada a (2.13) implica que:

Z axsza:(O) ’ Yy(y) Zy(2) = ZXJJ(O) T CQgyz - ZYy(y) - Z,(2) =0 (2.17)
x Y,z

x’y7z

Com que els coeficients que multipliquen X, (0) poden assumir valors distints
per a cada parell possible de valors (x,y), I"inica soluci6 compatible amb
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(2.17) és aquella per a la qual cada terme X,(0) siga zero. A més a més, com
que X, (0) compleix (2.8), la seua relacié funcional ha de ser de tipus circular
(sinz, cosz,expix). De totes les funcions circulars tinicament sinz compleix
la condicié de contorn X (0) = 0. Tenim, doncs, que X, (x) = sin k.

De la mateixa manera, la condicié ¥(a,y, z) = 0 portada una altra vegada
a (2.13) obliga que k, = pr/a,p = 1,2,3,...% Aix{ doncs, excepte la possible
constant de normalitzacié, tenim que:

. pm h2m?
ky =k, = o Xp(z) = sm%x P By = (3)2, p=1,2,3,... (2.18)

Analogament, les altres condicions de contorn donen lloc a:

qr . qr hr? q

ky = kq = ? N Yq(y) = Ssin ?y N Eq = %(5)2, q = 1,2,3, e (219)
ST ST h2n? s

ky=rks="-; Zs(z) =sin—z; By = 22 s=1,2,3,... (2.2
p (z) = sin oz - (C) s 3 (2.20)

La consideracié de la lligadura entre les constants de separacié, £ = E, +
E, + E., juntament amb les condicions de contorns traduides a les equacions
(2.18), (2.19) i (2.20), fa que unicament siguen acceptables els segiients va-
lors d’energia E (en altres paraules, inicament els segiients valors d’energia
condueixen a solucions que compleixen les condicions de contorn):

h27r2[(g)2 Ly (Z)z] (2.21)

2m a b

Eps =Ep,+E;+ Es =

Tornem ara sobre les funcions. Triem un valor £ = FE,4s que harmonitze amb
les condicions frontera i cerquem quines funcions sén compatibles amb ell. Es
a dir, quines funcions compleixen 'equacié (2.4) quan en aquesta s’explicita
el valor E = E,,s. Particularitzem aquesta constant en l'equaci6 (2.14):

5 02 0 2. 2mEp

wel =[Gz + g+ 52) ~ g2 1P =0 =

4La solucié p = 0 no és acceptable perqué déna lloc a una funcié constant i igual a zero en
tots els punts de ’espai. Aquesta funcié condueix a una probabilitat total de trobar el sistema,
en algun punt de l’espai igual a zero (el sistema no existeix). Aleshores és inacceptable.
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substituim (2.13) en I'equaci6 anterior:

Opgs¥
2 2 2 Eps
= ¥ el + g+ f) — T Ve (2.23)
x7y7Z :
= Z amyzéﬁ(Emyz - qu )\I’xyz =0
x7y7z

Veiem que, al sumatori anterior, tinicament el terme (z = p,y = ¢,z = s) es
fa zero. Si volem obligar el compliment de (2.23) (és a dir, si volem que ¥
siga solucié de (2.22)) cal obligar que azy. = 0 per a la resta de termes del
sumatori. Ag¢d equival a dir que sols hi ha una funcié associada a cada valor
P, q, s 1 que aquesta és de variables separades.

Cal fer notar que totes les conclusions anteriors deriven exclusivament de la
imposici6 de les condicions de contorn. Una mateixa equacié diferencial amb
distintes condicions frontera pot donar lloc a resultats completament diferents.

En resum, veiem que tot el que hem fet equival, en la practica, a plantejar
tres problemes independents d’una particula en una caixa monodimensional.
Aquesta equivaléncia no és evident a priorii és per aixo que per tal d’assolir un
major rigor matematic hem procedit a demostrar-la. En conjunt, els resultats
obtinguts sén els segiients:

2v2

Vpgs = V\fsin(p;-x) sin(%y) sin(sgz) ; V =abc (2.24)
m2r? p q S

Epgs = 5 =[O+ () + () pas=1,23...  (225)

Les equacions anteriors indiquen que la funcié d’ona d’una particula en una
caixa tridimensional és funcié de tres nombres quantics: p, ¢, s, els quals poden
assumir valors enters i positius 1,2,3... Aquests nombres quantics poden
canviar independentment els uns dels altres. L’estat de la particula queda
perfectament especificat amb els valors concrets de la terna esmentada. En
particular a l'estat fonamental p =g =s = 1.

Degeneracio

Imaginem ara que les arestes de la caixa tenen la mateixa llargaria: a = b = c.
Aleshores 'equacié (2.25) es particularitza en:
h2n?

Epgs = ——[(0* + ¢* + & 2.2
pgs 2ma2[<p +q° + 57)] (2.26)
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L’estat d’energia més baixa o fonamental és W17 amb una energia Ei11 =
%Zlgz Els estats Vo117, U191 1 ¥iy9, que tenen la mateixa energia hz’TQ , van
a continuacié en 'escala d’energies. Cal dir que, tot i que tenen la mateixa
energia, les funcions d’ona sén completament distintes. Per exemple, mentre
que Wqqq presenta una probabilitat nul-la de trobar la particula en x = a/2,

I’estat Wi91 presenta un maxim de probabilitat en aquest mateix punt.

Els termes estat i nivell d’energia tenen un significat diferent dins del llen-
guatge de la mecanica quantica. Un estat estacionari queda especificat per la
seua funcié d’ona ¥. Cada W distinta és un estat distint. Un nivell d’energia
queda especificat pel valor de ’energia. Cada valor distint d’energia és un niv-
ell diferent. Els tres estats Wo11, U191 1 U112 sén distints, tot i que pertanyen
a un mateix nivell d’energia. Un nivell d’energia que correspon a més d’un
estat es diu que esta degenerat. El nombre d’estats distints que pertanyen a
un mateix nivell s’anomena grau de degeneracio del nivell d’energia. La de-
generacié deriva, en general, de 'existencia de simetries en el sistema.

Operador suma d’operadors independents

La separacié de variables de I'equacié de valors propis de la particula en una
caixa tridimensional és un cas particular de la factoritzacié de la funcié propia
d’un operador suma d’operadors independents.

Imaginem un operador hi de les coordenades 1 que presenta un conjunt com-
plet de funcions propies (¢;(r1),7 = 1,2,3...) associat a un conjunt de valors
propis (A\;,i = 1,2,3...). Considerem un altre operador hs de les coordenades
9 que presenta un conjunt complet de funcions propies (¢;(r2),j =1,2,3...)
associat a un conjunt de valors propis (uj,7 =1,2,3...).

Definim l'operador H = hy + hs. Anomenem (Uk(ri,me), k= 1,2,3...) al
conjunt complet de vectors propis de H associat als valors propis (Ej, k =
1,2,3...).

Considerem la funcié ©(r1,72) = ¢i(r1)¢;(r2). Demostrarem tot seguit que
és propia de I'operador H i que el seu valor propi és, precisament, Ej = A\;+p;.
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ﬁ@k(Tl,Tg) = A .
= (b1 + h2)gi(r1)e;(r2)
= ¢j(r2)h1di(r1) + ¢i(r1)had;(r2) (2.27)
= ¢j(ra)Xigi(r1) + ¢i(r1)p;ej(r2)
= (N +py)9i(r1)d5(ra)

Aixi doncs, verifiquem que si un operador es pot expressar com a suma de
dos operadors independents, presenta un conjunt complet de funcions propies
factoritzades com a producte de funcions propies dels operadors individuals
que conté. Associats amb aquestes funcions propies hi ha els valors propis.
Aquests sén expressables com una suma, dels valors propis dels esmentats ope-
radors individuals. La generalitzacié al cas d’un operador H descomponible
com una suma de n operadors independents és obvia.

Exercicis

1. Calculeu els valors mitjans (p,) i (p2) per a qualsevol estat de la particula

en una caixa 1D. Observeu la relacié de cada valor mitja amb ’energia
i comenteu-ne els resultats.

. Calculeu la forca que exerceix una particula ubicada en una caixa unidi-

mensional en xocar contra la paret. Comproveu que retrobeu ’equacié
classica de Newton F' = %.
Ajuda: recordeu que dE = Fdzx.

. Considereu una particula en una caixa cibica. Trobeu la coneguda fér-

mula PV = RT a partir de que E = ;;7222 (n2 +n2 +n2).

Ajuda: Escriviu lenergia en funcié del volum de la caixa i recordeu que
la pressié P és menys la derivada de ’energia respecte del volum a calor
constant P = _(%)Q' Penseu que escalfar un sistema és sotmetre’l a
I’accié de radiacid, la qual provoca transicions i canvia la poblacié dels
distints nivells d’energia (allo que hom sent a les mans en ficar-les davant
Pestufa és I'acci6 de la radiacié infraroja). Aleshores, si no introduim

calor, no alterem la poblacié dels diferents nivells energetics.

. Els anomenats diagrames de correlacié sén excepcionalment ttils per

a discutir propietats fisiques de molecules. Obtenim un diagrama de
correlacié quan el potencial en el qual es mouen els electrons canvia
de forma que el sistema passa de manera continua d’una a una altra
configuracié. Estudieu la correlacié entre estats i els seus encreuaments
quan una caixa bidimensional quadrada de dimensions 2Lx2L es deforma
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continuament fins formar una caixa rectangular de dimensions 4LxL
(noteu que la deformaci6 no canvia les mesures de la caixa).

2.2 Moviment vibracional

Considerem el cas de l'oscil-lador harmonic unidimensional, és a dir, una
particula de massa m que es mou en una dimensié mentre és atreta cap a
Iorigen de coordenades per una forga proporcional i de signe contrari a la
distancia des de ’esmentat origen, /' = —kx. Anomenem la constant k con-
stant de forca. La imatge fisica de 'oscil-lador és la d’'una massa unida a una
molla que no presenta fregament i vibra en abseéncia de camps externs. Quan
la massa esta a l'origen de coordenades la for¢ga que actua sobre aquesta és
zero i, aleshores, la seua energia potencial és minima en aquest punt.® Triem
I’origen d’energies de manera que aquesta energia potencial minima siga zero.

La integracié de ’equacié de la forga ens proporciona l'expressié classica del
potencial, V = 1/2kx?. L’equacié del moviment la derivem de la segona llei de
Newton: F' = ma. Aquesta llei es particularitza al nostre cas en: md?xz/dt? =
—kz. El resultat d’aquesta equacié diferencial és: = = Asin [(k/m)'/?t + b],
on A i b sén les constants d’integracié. Com que la funcié sinz esta acotada
superiorment i inferiorment, I'amplitud de la vibracié tindra també un valor
maxim x); = A que anomenem amplitud.

Per una altra banda anomenem periode T d’oscil-lacié al temps requerit perque
es realitze una oscil-lacié completa. Aixo requereix que 'argument de la funcio
sinus cresca 2m. Aleshores tenim que (k/m)Y?7 = 27. Finalment anomenem
freqiiéncia v a la inversa del periode i freqiiéncia angular w a la freqiiéncia
expressada en unitats de radians per unitat de temps: w = 2wv. Aixi doncs,
la freqiiencia angular w = (k/m)'/2.

L’energia d'un oscil-lador harmonic és: E = T +V = 1/2mv2 + 1/2ka?. Si
substituim en aquesta equacié x i v, pels seus valors, x = Asin[wt +b] i
vy = —Awcos [wt + b], s'obté E = 1/2kA%. Aquesta equacié mostra que 'e-
nergia classica d’un oscil-lador harmonic pot assolir qualsevol valor no negatiu.
Com que la particula oscil-la, les seues energies cinetica i potencial canvien con-
tinuament, pero l'energia total roman constant. Classicament la particula esta
limitada a ocupar la regié —A < z < A. Quan la particula assoleix x = +A
inverteix el sentit del seu moviment. La velocitat, i, per tant, ’energia cinética

Recordeu que F = —dV /dz
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s6n nul-les en aquests punts i I'energia potencial és maxima i igual a 1/2kA2.
Si la particula anara més enlla de I'interval limitat pels valors x = + A, I’ener-
gia potencial seria major que 1/2kA2, la qual cosa suposaria que l'energia
potencial féra major que ’energia total, cosa tinicament compatible amb una
energia cinética negativa, que és impossible (almenys des d’un punt de vista
classic).

Escrivim I'energia classica total:

2 2
mw
=2 T

= 2.2
2m 2 ( 8)

Realitzem el pas a la mecanica quantica substituint moment i coordenada pels
seus respectius operadors:

hrd? omw?
_%W—i_iQ Xz (2.29)

Resoldre el problema dels estats estacionaris de ’oscil-lador harmonic unidi-
mensional es resumeix a obtenir la solucié de ’equacié de valors propis:
h? 2 mw?

[—%@ + Ta;Q]\II =EV (2.30)

Amb la finalitat de simplificar aquesta equaci6 eliminant les diverses constants
que hi apareixen fem el canvi x = a&. Aleshores, atés que % = %% = %d%’

tenim que l'equacié (2.29) queda reescrita de la segiient manera,

- 21 d: 1,
=t = 2.31
T 2ma2d§2+2mwa ’ (2:31)
on triem el valor indeterminat a de manera que:
11 5, s h (2.32)
—— = —mw°a® — a"=—. .
2ma? 2 mw

Aleshores, si substituim aquest valor en ’equacié (2.31) tenim que:

— == + &% (2.33)

La resolucié d’aquesta equacié mitjancant metodes estandard de desenvolupa-
ments en serie de potencies resulta prou enutjosa. Tanmateix hi ha un metode
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molt elegant per a la resolucié d’equacions diferencials que expressen en la
forma:©

d?v

w +T($,m)\l’+)\‘11 =0 (2.34)
anomenat metode de la factoritzacid.” Cal dir que quasi totes les equacions
amb solucié analitica que apareixen tant en mecanica classica, electromag-
netisme, mecanica quantica etc., sén d’aquest tipus. Presentem ara aquest
metode aplicat al cas de 'oscil-lador des d’un punt de vista intuitiu, tot re-
nunciant a presentar-lo en tota la seua generalitat.

L’equacié (2.32) ens suggereix la idea d’escriure com suma per diferéncia la
diferéncia de quadrats que veiem alli. Si treballarem amb nimeros, aquesta
substitucio seria automatica. Tractem, pero, amb operadors que sén objectes
que, a priori, no commuten. Caldra comparar aquesta factoritzacié amb la
diferéncia de quadrats per tal de veure fins on podem arribar. Escrivim:

(—& +OHE+OV(E) =
= CE+otg ey

(—; +62) - 1]9(9)

(2.35)

Les equacions (2.32) i (2.35) ens suggereixen introduir els nous operadors origi-
nats per la factoritzacié en la férmula de ’'Hamiltonia. A més a més, per tal
d’eliminar el factor 1/2 de I'equacié (2.32), farem que siga absorbit pels nous
operadors. Aixi doncs, definim els operadors que anomenem de creacid b™ i
antquilacio b amb la segiient normalitzacio:

SAvui en dia amb I’adveniment de programes de calcul simbolic com ara MATHEMATI-
CA, MAPPLE etc., perd sentit ensinistrar els estudiants en la resolucié a ma de les equacions
diferencials que presenten solucié analitica. Per aquest motiu no farem cap esment als
metodes classics de desenvolupaments en séries de poteéncies. El motiu de prestar atencié al
metode de la factoritzacié rau no en la seua matemadtica, sind en la seua fisica.

" Aquest metode ha estat desenvolupat per Infeld i Hull[6]. Existeix una versié posterior
de R. Das i A. B. Sannigrahi[3] que pot ser llegida amb una major facilitat pels estudiants.
Un metode equivalent, anomenat metode dels operadors ascendents i descendents, ladder
operators, fou introduit per Dirac[4] per a tractar el problema de I'oscil-lador i el rotor. També
Schrédinger[15] utilitza aquest procediment per a resoldre la part radial de ’atom d’hidrogen.
Encara que la poténcia, generalitat i caracter sistematic del metode de la factoritzacié no
resulta evident en el tractament de Dirac, aquest és el tractament més senzill i és la versié
que presentem ara mateix. Més endavant, en tractar ’atom d’hidrogen, tornarem sobre el
metode.
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o L d 1 d

—E(é—*); bZE(ﬁerfg

Amb el concurs de (2.36), 'hamiltonia pot expressar-se de la manera segiient:

) (2.36)

H = hw(b™b + %) (2.37)
Els operadors b, b definits en les equacions (2.36), presenten la segiient regla
de commutacié [b,b*] = 1 (comproveu-ho). Tanmateix, un és l'adjunt de
I’altre. En efecte,
[ o te+ e = 1{/¢*£wd§+/¢*dw} (2.38)
V2 d¢ B .
- {/¢£wdf+¢w /wm} (2.39)
1 d
= — d 2.40
556 o] wae (240)

Le., [ ¢*byp = [(bT¢)*1), que representem dient que b i b sén adjunts un de
Paltre: b1 = b+ i (b+)f = b.

Definim ara £/ = E — %hw per tal d’expressar 1’equacié de valors propis (2.30)
en la forma:

hwbT b = E'W (2.41)

Resolucié de I’equacié de valors propis per a I’estat fonamental

Anomenem Y I'estat fonamental de I'oscil-lador harmonic, el qual presenta
I'autovalor d’energia més baix® E{. L’equacié de Schrodinger per a aquest
valor més baix s’escriu:

hwbT bWy = E'T (2.42)

Multipliquem els dos membres de I’equacié per b i utilitzem la regla de com-
mutacié [b,b1] = 1:

hwbbtbWy =  Fw(l+bTh)b0, = Ejb¥

—  hwbTh(bWy) = (B} — hw)(b¥y) (2.43)

L’equaci6 (2.43) presenta una paradoxa: hem dit que autovalor d’energia més
baixa era E(), tanmateix hem trobat un altre vector propi (b¥y) associat amb

8Noteu que estem utilitzant 1’escala d’energies E' = E — %hw.
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un autovalor més baix encara: (E) — hw). Realment la paradoxa no existeix,
ja que res no impedeix que (b¥() siga zero, cas en que (2.43) es converteix en
I’equaci6 trivial 0 = 0. Podem integrar aquest resultat:

N

bw + —)¥y=0 2.44
d’on resulta que dT\Ig) = —€&Wy, és a dir, que la funcié de I'estat fonamental de
I’oscil-lador resulta ser: ,

Uy = Ce /2 (2.45)

Per a calcular el valor propi associat amb aquesta funcié multipliquem per b
tots dos membres de 'equacié (2.44), b¥y = 0,

bThWy =bT0=0 (2.46)
amb el concurs de (2.42) concloem que Ej) = 0, és a dir que:

Ey = $hw (2.47)

Resolucié de ’equaci6é de valors propis per a estats excitats

Partim de I'equacié de Schrodinger per a ’estat fonamental:
hiwbT bWy = 0 (2.48)

Multipliquem els dos membres per b™ i tenim en compte la regla de commutacié
[b,b1] = 1:
hwbTbTbW =0 (2.49)

hwbTb(bTWg) = hw(bT W) (2.50)
Hem trobat un nou autovector (b*¥) associat a un autovalor iw. Anomenem

U, i B} a aquestes magnituds. L’autovalor d’energia en I'escala estandard sera,
doncs, By = Ef + 1hw = hw(1 + 3).

Multipliquem (2.50) per b™ i tornem a utilitzar la regla de commutacié [b,b"] =

1. Trobem que:
hwbTb[(b7)2 W] = 2hw[(bT)? ] (2.51)

Hem trobat un nou autovector Wy = [(b7)2W(] associat amb una energia Eo =
hw(2 + %) Si repetim el procés podem trobar un conjunt de solucions infinit
pero numerable:

U, = (M) ; E,=hww+3) ;v = 10123, (2.52)
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Cal fer notar que no ens hem preocupat per la normalitzacié de les funcions
d’ona. Si considerem que les funcions estan normalitzades cal escriure I’equacio

(2.52a) en la forma: °
1

U, = —
V!

(b™)"Wo. (2.53)

Exercicis

1. Comproveu que l'aplicacié de I'equacié ¥, = (b")"¥q sobre la funcié
Uy = Ce=€/2 genera les funcions propies de l'oscil-lador:

Uy () = O Hy(€)e 62

on C, és la constant de normalitzacié i H, és 'anomenat polinomi de

I’'Hermite:
Ho(§) =1 H3(€) = 86% —12¢
H(§) =2¢ Hy(€) = 16¢* — 4867 + 12
Hy(§) = 462 — 2

2. Demostreu que no hi ha cap solucié de 'oscil-lador harmonic que no siga
alguna de les trobades a l’exercici anterior (intenteu fer I’exercici abans
de llegir aquest peu de pagina'?). Ajuda: imagineu que existeix una

9Una demostracié podria ser:

bjv)] = k*(v — 1|v — 1) = k? -
{ oty = oty = b b} = valo — )

Analogament, a partir de (v|b b |v), obtenim b¥|v) = /o + 1jv + 1) i, en conseqiiencia,

o) = L (b")"0).

OFarem la demostracié per reduccié a absurd. Imaginem Pexisténcia d’una funcié ¥ de
manera que ¥ £ (b+)k\110. Aquesta funcié estard associada amb un autovalor E’ que haura
de ser necessariament distint de qualsevol dels autovalors trobats a I’exercici anterior (per
que?). Escrivim E;, > E’ > E,,_;. Demostrarem en primer lloc que 6" ¥ = 0.

A partir de la desigualtat E;, > E’' > E,_; inferim que nfiw > E' > (n — 1)hiw. En
particular, £/ — nhw < 0.

Si ¥ és una funcié propia lligada a I'autovalor E’ cal que hwb™b¥ = E’'¥. Multipliquem tots
dos membres de 'equacié per b: hwbb’ (b¥) = E'(b¥). Apliquem la regla de commutacid,
[b,b7] = 1, amb la qual cosa hwb™b(b¥) = (E’ — hw)(b¥). Repetim n voltes aquesta
operaci6 fins obtenir: AwbTb(b"¥) = (E' — nhw)(b"¥). Aquesta darrera equacié presenta la
paradoxa d’haver trobat un valor propi més baix que E; (que és el minim valor possible).
La contradicci6 s’evita si b"W¥ = 0.
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funcié ¥ no expressable en la forma (b*)¥¥, associada amb un valor
propi E', E/ > E' > E! ;. Demostreu, en primer lloc, que b"¥ = 0.
Demostreu, després, que si b"¥ = 0, aleshores ¥ o« ¥,,_1, amb la qual
cosa queda demostrat 1’exercici.

3. Determineu el valor mitja de ’energia cinetica de 'oscil-lador harmonic
en un estat definit per ¥,. Ajuda: feu us dels operadors de creacié /
aniquilacié.

4. Determineu el valor mitja del moment lineal de ’oscil-lador harmonic
en un estat definit per ¥,. Ajuda: feu us dels operadors de creacié /
aniquilacié.

En segon lloc demostrarem, per induccid, que si b"¥ = 0, aleshores ¥ o< ¥,,_1:

e Suposem que n = 1. Agd equival a dir b¥ = 0, cosa que significa, excepte potser un
factor constant, que ¥ = Wy.

e Suposem que n = 2. Acd equival a dir b*¥ = b(b¥) = 0, cosa que significa que
b = Wo. Multipliquem aquesta expressié per b*. Tenim que bTb¥ = bT ¥y o V.
Si comparem aquesta equacié amb la de valors propis de ¥; concloem que ¥ x ¥;
b Wo.

e Suposem que n = 3. Acd equival a dir b*¥ = b(b>T) = 0, cosa que significa que,
excepte un possible factor de normalitzacié b2¥ = Uy. Multipliquem aquesta expressi6
per bT. Tenim que bTb(b¥) = bT ¥y x ¥;. Si comparem aquesta equacié amb la de
valors propis de ¥; concloem que b¥ oc ¥;. Multipliquem aquesta expressié per b™ i
obtenim que bTH¥ x bT U, o Vs,

e En general, si b"¥ = 0, aleshores ¥ o« ¥,,_1. Amb agd queda demostrada la necessitat
que qualsevol valor propi de 'oscil-lador siga de la forma (b+)k\Ilo.

Una demostracié simple de que el conjunt ((b67)"Wy, v = 0,1,2,...) és complet (és a dir,
que no hi ha cap autofuncié que no es puga escriure en la forma (b¥)"¥, i que no hi ha
espectre continu) la podeu trobar en la referéncia[7]. La demostracié és relativament simple:
anomenem M a l’espai generat per la base ((b7)"Wo, v =0,1,2,...), Pam al projector sobre
aquest espai. Es obvi que £ Pm¥ € M, aleshores E PV = Pam&PmV que reescrivim en
forma de relacié entre operadors: &Py = PumEPm. Des d’aquesta igualtat inferim que
Prmé = PrmEPam, ates que PmiPai = Pa per ser Pag un operador de projeccié. Aleshores
concloem que EPaq = Pam€. Sabem que € és un conjunt complet d’operadors que commuten
(un operador que commuta amb ¢ ha de ser funcié de £ i independent del moment associat
p). Repetim el procés ara per demostrar que pPar = Pap. Com que p també és un conjunt
complet d’operadors que commuten (un operador que commuta amb p ha de ser funcié de
p 1 independent de la coordenada associada &), concloem que Paq ha de ser la identitat:
Pm = I, cosa que vol dir que P'espai expandit per autovectors ((b7)°Wo, v =0,1,2,...) és
I’espai complet.
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5. Determineu el valor mitja de la posicié de I'oscil-lador harmonic en un es-
tat definit per ¥,. Ajuda: feu s dels operadors de creacié / aniquilacio.

6. Determineu la desviacié quadratica mitjana de la posicié de 'oscil-lador
harmonic en un estat definit per ¥,. Ajuda: feu us dels operadors de
creacié / aniquilacié.

7. Determineu el valor mitja de ’energia potencial de 1’oscil-lador harmonic
en un estat definit per ¥,. Ajuda: feu us dels operadors de creacié /
aniquilacié.

En resum, hem observat que l’energia de 'oscil-lador harmonic esta quan-
titzada i que els nivells d’energia estan igualment espaiats. L’energia de I'estat
fonamental és diferent de zero (Ey = %hw), cosa que indica que l'oscil-lador
no pot estar en repos. Aquest resultat és una conseqiiencia del principi de
Heisenberg: si I’energia Ey féra zero, serien zero tant I’energia cinética com la
potencial (perque sén magnituds positives). Que ’energia cinetica siga zero
vol dir que el moment lineal esta perfectament definit: és zero, per la qual cosa
la seua imprecisié, Ap, també val zero. Que 'energia potencial val zero vol
dir que loscil-lador esta localitzat i fix a 1'origen de coordenades (imprecisié
Az = 0). En conjunt, ApAz = 0, la qual cosa esta en contradiccié amb el
principi de Heisenberg.

Una altra cosa interessant que trobem és la similitud que hi ha entre les fun-
cions d’ona de 'oscil-lador harmonic i les de la particula en una caixa monodi-
mensional. En tots dos casos el nombre de nodes de I'estat fonamental és zero
i creix d’unitat en unitat per als successius estats excitats. Ac¢o no succeeix
per casualitat. Tots el problemes unidimensionals tenen identiques propietats
(ho demostrarem més endavant). El motiu pel qual el nombre de nodes creix
a mesura que augmentem l’energia dels estats considerats té a veure amb el
fet que 'energia cinetica esta relacionada amb la curvatura de la funcié d’ona
(d?/dx?). Un creixement de la curvatura comporta que la funcié canvie de
signe més vegades. En altres paraules, com que hi ha una major energia
cinetica per a valors elevats del nombre quantic, a mesura que creix aquest, la
funcié d’ona es fa més arrissada.

En el limit classic de grans nombres quantics, la probabilitat quantica presenta
una envolupant en forma de parabola amb una probabilitat que és major sobre
els extrems que a 'origen, d’acord amb la probabilitat classica de presencia
que és inversament proporcional a la velocitat, la qual és maxima a 'origen i
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minima als extrems de maxima amplitud.

Hi ha també un creixement de I’energia potencial a mesura que creix el nombre
quantic. El motiu és que a mesura que creix el nombre quantic la funcié d’ona
s’estén sobre un interval major de desplagaments (és a dir, creix 'amplitud
d’oscil-laci6). Aquest fet permet 1'oscil-lador arribar a regions de major ener-
gia potencial.

Hi ha, finalment, una probabilitat finita de trobar l’oscil-lador en qualsevol
lloc de 'eix (excepte als nodes). Classicament 'oscil-lador esta confinat a la
regié en la qual I'energia potencial no excedeix I’energia total. Aquesta proba-
bilitat finita de trobar I'oscil-lador en una zona classicament prohibida podria
semblar una paradoxa (un oscil-lador amb una energia potencial major que
la seua energia total). No obstant aixo, la paradoxa és inexistent. La cosa
que s’afirma és que, en mesurar la posicié, hi haura una probabilitat finita de
trobar el sistema fora de la regi6 classica (després de feta la mesura). I és que
en fer la mesura pertorbem el sistema de manera que li proporcionem ’energia
que cal per entrar en la regi6 classicament prohibida: una mesura de la posicié
introdueix una imprecisié en el moment lineal i, en conseqiiéncia, en ’energia
cinetica. Aquest fenomen és conegut com efecte tunel. Fenomens com la ra-
dioactivitat natural inicament sén explicables amb el concurs d’aquest efecte
quantic.

Per a un sistema de més d’una particula vibrant harmonicament sempre po-
dem escriure un Hamiltonia con una suma d’Hamiltonians independents que
descriuen l'oscil-lacié dels diferents modes normals.'' Per a dos modes normals
tenim:

E=T1+Ty+Vi4+Vo—H="H +Hs (2.54)
Si succeeix que 7:11@)1 = F 1P 1 que 7:(2<I>2 = Fr®,, aleshores:

(H1 + Ho)®1®y = (B + Eo)®1 P, (2.55)

En el cas de l'oscil-lador harmonic unidimensional no hi ha estats degenerats.
Sf que podem trobar degeneracié en el cas d'un sistema amb dos (o més) modes
de vibraci6 que presenten la mateixa constant de forca. Si anomenem (vy,v)
els nombres quantics, tenim que ’estat fonamental (0,0) sera no degenerat
mentre que el primer nivell excitat d’energia estara doblement degenerat: (1,0)
i(0,1).

1Per a més detalls sobre modes normals cal acudir al curs d’espectroscopia.
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2.3 Moviment rotacional

L’exemple més senzill de moviment rotacional és el d’una particula de massa
m a la qual s’ha donat un impuls inicial i es mou estacionaria seguint una
trajectoria circular constant de radi r. La particula presenta tan sols energia
cinetica. A T’hora de resoldre el problema del calcul dels seus estats esta-
cionaris assumim una orientacié d’eixos tal que la rotacié s’efectue sobre el
planol XY és a dir, que el moment angular apunte en la direccié Z. A més
a més, la simetria circular del problema ens suggereix la utilitzacié de coorde-
nades polars (r,0).

L’energia classica de la particula és F = ﬁ(p% + pz) La substitucié de mag-
nituds fisiques per operadors mecanoquantics condueix al segiient Hamiltonia:

- h? [ 02 0?
H=—|z5++5 2.56
2m <8m2 * 8y2> (2:56)
Cal afegir la restriccié de radi r constant. Aquesta lligadura és facil d’imposar
si treballem en coordenades polars. Les equacions del canvi de coordenades
sén les segiients:'?

r? =22 +9? ; tanf =y/x — 0 = arctan(y/x) (2.57)

Per a les derivades parcials tenim:'?

B @6 G)-@)E

12Fn relacié a lescriptura de ’Hamiltonia en coordenades distintes de les cartesianes re-
sulta interessant llegir article de H.G. Kjaergaard i O.S. Mortensen[8]. També és recoman-
able la lectura d’A. Messiah[12] p. 61-62 i 319 ss. Encara que 'hamiltonia classic estiga escrit
en coordenades canoniques conjugades poden apareixer problemes en el transit a la mecanica
quantica. Evitarem alguns problemes si efectuem ’esmentat transit utilitzant coordenades
cartesianes i després canviem a les coordenades més adients a la simetria del problema que
s’estudia.

13Una guia senzilla per a obtenir aquestes equacions és tenir present que tant z com ¥
varien en el moviment circular, aleshores, en coordenades cartesianes, cal considerar funcions
F(z,y). Tanmateix, la constancia de r fa que aquesta mateixa funcié F(x,y) tinga, en
coordenades polars, tnicament una variable: ¥(6) = F(z,y). Si volem derivar ¥ respecte
de la variable z fixant alhora la variable y, cal fer el segiient:

(252 - (30, (8, (32), (8- () 3),

La darrera igualtat deriva de la constancia de r.
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92 920\ d 90\? d2
<ax2> = (w) a0 +<am) a0 (2:59)
Yy Yy )
2 2 2 52
97N _ (90N d (90" 4 (2.60)
oy ), oy? ), db y ), do?
N [y ooy ] [N, (V]
oz?2  oy?) |\ 0x2 ” oy? ) | db oz ), dy ) .| db?
(2.61)

Tenint en compte l'expressié de 0, (2.57),

920 020 90\ 2 o0\ 1
(aﬂ)y*(ay?)go ’ <ax)y+<ay>;r2 (2.62)

A partir d’aquests resultats ’'Hamiltonia es pot escriure finalment:

- h? o d
H=———=—7 2.63
2mr? do? (2:63)
Aquest mateix resultat (2.63) s’hauria pogut assolir de manera més directa si
haguérem partit de I’energia classica en termes del moment angular:

_ L

E =22 .
2

I = mr? (2.64)
on hem identificat L amb L, és a dir, hem assumit ’orientacié d’eixos esmen-
tada al principi de la secci6. Ara podem escriure L, en termes de moments i
coordenades, L, = xp, — yp, i passar a mecanica quantica:

L. = 2(a2 -v2)
_ b a0 eli) d
1o (), ()8
h - d
= f@E-vd) B
. hd

Aquesta equacid, portada a (2.64), condueix directament a (2.63). A més a
més, la comparaci6 de (2.63) i (2.65) evidencia que H i L, commuten, la qual
cosa significa que tenen un conjunt complet de funcions propies comunes. Po-
dem resoldre I'equaci6 de valors propis de L, (que és més facil que resoldre la
dels valors propis de H per que L, és un operador diferencial de primer ordre
mentre que H és de segon ordre) i imposar les condicions de contorn. Ac¢o
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equival a resoldre 'equacié de valors propis de H, pero és tecnicament més
senzill.

L’equaci6 de valors propis de L. és la segiient:!*
hd¥
mh¥  — () = ™. 2.
L =m0 (6) = (2:66)

La imposici6 de les condicions frontera, ¥(6) = ¥(# + 2x), obliga que m sols
puga assumir els valors m =0+ 1+ 2... Els valors per a l'energia els podem
obtenir directament per substitucié de (2.66) en (2.63):

E(m) = (2.67)

o™
Veiem, doncs, que excepte 'estat fonamental, m = 0, tots els altres estats sén
doblement degenerats, cosa que pot traduir-se dient que, d’acord amb la in-
tuicié fisica, ’energia és independent del sentit de rotacié. En el cas de 'estat
fonamental, m = 0, com que l’energia val zero, no podem trobar dos movi-
ments distints d’igual freqiiencia un cap a I’esquerra i ’altre cap a la dreta, i
no hi ha, aleshores, degeneracio.

Un altre detall que cal ressaltar és que el valor m = 0 és acceptable perque no
condueix a una funcié nul-la en tots els punts. Condueix a la funcié constant
U = (27r)_1/ 2. La interpretaci6 en termes de probabilitat d’aquesta funcié és
la segiient: en mesurar de la posicié del rotor trobarem que tots els punts de
la circumferencia de radi r presenten igual probabilitat de preséncia. Podriem
objectar que la funcié contradiu el principi de Heisenberg!® ates que des de
la regla de commutaci6 [0, L.] = [0, —ih 889] = ih s'infereix la segiient relacié
d’incertesa: AGAL, > h/2. No obstant aix0, quan el sistema esta a l'estat
fonamental, tenim que L., = AL, = 0, mentre que el 6 € [0,27]. Vol dir
que AOAL, =07 La resposta a I'aparent paradoxa és que quan el rotor gira,
realitza més d’una volta, és a dir, el valor de 6 s’estén des de 0 fins a 2nmw
amb n = 1,2,3,... Ens trobem enfront d’un producte indeterminat (0 - c0),
la determinacié del qual esta d’acord amb el principi de Heisenberg.

M Escrivim el valor propi en la forma (mh) per una pura qiiestié de presentacié de resultats.
Cal fer notar que m esta absolutament indeterminat.

15Bs interessant que llegiu respecte d’aquestes qiiestions R.A. Harris i H.L. Strauss[5] i la
secci6 4 de P. Carruthers i M. Martin-Nieto[11].
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La condicié de contorn ¥(#) = ¥(6 4 27) pot ser contemplada com una res-
triccié sobre els valors de la longitud d’ona que evita que es produisquen in-
terferencies destructives en ’ona associada amb el rotor. En efecte, imaginem
que la longitud d’ona té un valor arbitrari. La funcié d’ona varia al voltant de
Panell a mesura que ’angle canvia des de 0 fins a 27. Finalitzada la primera
volta la variable # assumeix valors majors que 2w, encara que el rotor torne a
coérrer el mateix cami. Si la longitud d’ona és arbritraria, la fase de 'ona en el
segon circuit no coincidira amb la del primer circuit. Al cap de moltes voltes
I’amplitud total sera zero per a quasevol angle 8 a causa de la superposicié dels
valors positius i negatius de les amplituds dels successius circuits. Aleshores,
la probaliblitat total de trobar la particula dins ’anell és zero. Es recupera
una situacié fisicament satisfactoria en obligar la longitud de la circunferencia
a ser un multiple sencer de la longitud d’ona. En aquest cas, els nodes o punts
d’amplitud zero i antinodes, o punts d’amplitud maxima, coincideixen en els
successius circuits i 'ona no s’autoaniquila.'®

Quan representem les funcions d’ona normalitzades W,,(0) = (1/2m)Y/2e™?,
podem observar una connexié entre el nombre de nodes i el valor del moment
angular: a mesura que el nombre de punts nodals augmenta, també ho fa
el moment angular perque la funcid es fa més arrissada. Aquest fenomen ja
fou comentat en l'exemple de la caixa i l'oscil-lador, per aquest motiu no hi
abundarem més.

Exercicis

1. La substitucié electrofilica dels composts m-electronics pot ser discutida
en termes de perdua d’energia d’activacid en la formacié dels anomenats
intermedis de Weeland. Aquesta inestabilitzacié energetica deriva de la
localitzacié d’un parell d’electrons 7 en el nou enllag o format. Discu-
tiu la distinta reactivitat del benze i hexatrie sobre la base d'un model
d’anell i un model de caixa monodimensional, de la mateixa longitud i
que contenen 6 electrons independents. Els esmentats electrons ocupen
doblement els tres estats més baixos tant de la caixa (hexatrie) com de
lanell (benze). En formar-se U'intermedi, I’anell es trenca per a formar
dues caixes de longituds L/6 1 5L/6 amb 4 i 2 electrons respectivament
(L és la longitud de I'anell). De la mateixa manera, la caixa també es
trenca per a donar lloc a dues caixes de longitud L/6 i 5L/6 amb 4 i
2 electrons respectivament (substitucié sobre un extrem). Alternativa-

16 Aquest és el tipus de raonament amb el qual De Broglie justifica el postulat de Bohr de
quantificacié del moment angular.
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ment la caixa es pot trencar per a donar lloc a tres caixes de longitud
2.5L/6,2.5L/61 L/6 amb 2, 21 2 electrons respectivament (substitucié
sobre els carbonis centrals de ’hexatrie).

2. Estudieu el moviment d’una particula restringida a moure’s dins d’un
disc de radi r. Feu 1s de coordenades polars. Separeu variables. Com-
proveu que aquella part de la funcié d’ona que depéen de I’angle coincideix
amb la funcié d’ona de la particula en un anell estudiada en aquesta sec-
ci6. La part radial déna lloc a una equacié diferencial de Bessel, la solucié
de la qual la podeu trobar en llibres de matematiques. També la podeu
obtindre amb un programa de calcul simbolic (e.g. MATHEMATICA).

3. Estudieu el moviment d’una particula restringida a moure’s dins d’una
esfera de radi r. Feu s de coordenades esferiques. Separeu variables. La
part radial torna a ser una equacié diferencial de Bessel. Comproveu que
la part angular és igual a la funci6é de les rotacions en tres dimensions
que estudiarem en la segiient seccio.

2.4 Propietats generals dels problemes monodimen-
sionals

A T’efecte de simplificar la notacié assumirem, en aquest apartat, que ;‘—:L = 1. Fent us d’aquestes unitats, qualsevol
problema de calcul d’estats lligats estacionaris de sistemes monodimensionals déna lloc a una equacié que és un cas
particular de I’equacié scgl‘icnt:1

v+ (E-V(2)y=0 (2.68)

amb la condicié frontera que y ha de ser zero per a valors extrems de la variable independent:'8 Y(@Tmin) =
y(Tmaz) = 0.

Demostrarem tot seguit que per a qualsevol problema monodimensional:
1. No hi ha estats degenerats
Comencem la demostracié definint el Wronskia W (y1,y2) de dues funcions yi, y2:
/ !
W(y1,92) = y1ys — Y1Y2- (2.69)

Si tenim dues solucions particulars z; i zo de les equacions:

2y 4+ Fi(z)z1 =0 (2.70)

17 Aquestes equacions diferencials presenten un (o més) punts anomenats punts de retorn,
turning points en angleés, que representem per zrp, i que es defineixen com aquells punts
en els quals el potencial V(zrp) = E. Mecanoclassicament representen punts d’energia
cinetica zero, cosa que té una correspondeéncia mecanoquantica, ateés que en aquests punts
la curvatura y” és zero, com podem comprovar a partir de 'equacié (2.68) (recordeu que
Penergia cinetica és proporcional a la segona derivada). La mateixa equacié (2.68) ens diu
que y" és zero si y = 0, excepte aquests punts de retorn.

18 A questa condicié impedeix que el sistema escape, és a dir, assegura que el sistema siga
lligat.
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2 + Fo(z)z2 = 0 (2.71)
Si multipliquem (2.70) per z2, (2.71) per z1 i restem obtenim:
Z£/Z2 - zlzé/ = —(F1 — F2)z122 (2.72)
Per una altra banda, amb la definicié (2.69) calculem la derivada del Wronskia W (z1, z2):
W(z1,22)" = —(2122 — z123)" = —(21 22 + 2125 — 2125 — 2127) (2.73)
Finalment (2.72) i (2.73) impliquen que
W(z1,22) = (F1 — F2)z122 (2.74)
Per integracié entre dos valors arbitraris a i b obtenim:

b
W (e, 22015 = [ (Fy = F2) 2122 do (2.75)

a

Amb aquest resultat tornem al principi de la demostracié. Imaginem que yj i y2 sén dues funcions propies
degenerades d’una mateixa equacié diferencial de valors propis amb valor propi E. Tenim que:

7" _
y! +(E - V(z))yr = 0} Fi=Fy b
— W s =0=W s =k 2.76
y;/ F(E—V(s)ys =0 W (y1,v2)]a (y1,92) (2.76)
vl vh
Les condicions frontera, y(Zmin) = y(Zmaz) = 0, obliguen que k = 0, amb la qual cosa, ﬁ = ﬁ, és a
dir, dlny; = dlnys, d’on se segueix que y; « y2. Com que cal normalitzar a posteriori les funcions, hem

trobat en realitat que y; = y2. En altres paraules, no hi ha més que un estat amb valor propi E, o, el que
és el mateix, no hi ha degeneracié.

2. Hi ha seqiienciacié nodal: si E; > E; — ng > njp (n; representa el nombre de nodes o zeros de la
funcié y;).

Imaginem dues funcions propies yi1, yo lligades a autovalors Ey > FEj. Volem demostrar que ng > nj.
Imaginem que a, b sén dos zeros consecutius de la funcié y; (y1(z = a) = y1(z = b) = 0). Amb el concurs
de (2.69) i (2.75), tenim que:

y1(b)y5(b) — y1 (D)y2(b) — y1(a)yy(a) + ¥ (a)yz(a)
Y1 (a)ya(a) =y} (b)y2(b)

(W (y1,v2)15

b
= (B1-— E2)/y11/2 dz
o

on té especial interés la darrera igualtat:
b
v (@v2(0) = 4] B)u2 (8) = (Bx = Ba) [ v1vs de @77)
a

Es obvi, per una altra banda, que el signe d’una funcié no pot canviar entre dos zeros consecutius: partint
del primer zero la funcié creix/decreix fins assolir un maxim/minim. Quan ’ha passat decreix/creix fins
y](a)
yi(b)

assolir el segon zero. Aleshores, necessariament, <0

Suposarem que entre els zeros consecutius a i b, y1 > 0. En tal cas, y{(a) > 01 yj(b) < 0. (La demostracié
que caldria fer, en cas de ser la funcié negativa, seria del tot similar a aquesta.)

Fixem-nos ara en yg. Cal que yg tinga almenys un node entre a i b. En efecte, si y2 no té cap node dins
I’interval (a, b), no canvia de signe en tot 'interval i és impossible el compliment de (2.77).

Concloem, doncs, que si Eg > Ej, entre cada dos nodes de la funcié yi, la funcié y2 presenta almenys un
node. Com que assumim l’existéncia de nodes als limits @, ;pn 1 Tmaz, concloem que si Ea > E; aleshores
ng > ni. Es pot demostrar també que, en particular, ’estat fonamental no presenta nodes.

3. Si el potencial V(z) és parell, hi ha una alternanga parell/imparell dels estats propis. L’estat
fonamental és parell.

Si V' és parell, aleshores H és parell, motiu pel qual les seues funcions propies seran parelles o imparelles.
Com que hi ha seqiienciacié nodal i és evident que les funcions amb un nombre imparell de nodes no poden
ser funcions parelles, trobem ’esmentada alternanca de paritat.
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2.5 Rotacions en tres dimensions. Moment angular

L’energia classica de rotacié és L?/2I, amb la qual cosa I'operador Hamiltonia
19

sera:
D
= — 2.
H 57 (2.78)

Les funcions propies de H i L2 sén identiques i els valors propis difereixen amb
un valor constant (27). Trobar els estats estacionaris del rotor rigid tridimen-

sional equival a trobar les solucions de I’equaci6 de valors propis de L2.

L’expressi6 classica del moment angular és la segiient:

1t J k
L=rAp=|z vy =z (2.79)
Pz Dy Pz
L’expressié quantica és, doncs:
i j k
L=7"Ap=—ih| =z Yy z (2.80)

0/0x 0/0y 0/0z

En termes de components tenim que, L2 = I:i + ﬁ; + IE, amb:

Le = ypo—2py = —ih(yg—24)
-l;/y = —(IE ﬁz -z ﬁx) = —ih (Z% - JE%) (281)
L, = xﬁy_yﬁac = _ih(x[%_y%)

Demostrarem que els components individuals del moment angular commuten
amb el quadrat del modul, perd no commuten entre si. Per a fer aquesta
demostracié cal tenir en compte la coneguda regla de commutacié moment-
coordenada [z, p;] = ih. Calculem [Ly, Ly):

Loy Ly = LyL,— LyL,
= (Y D:—2Dy)(2 Pz — 2 Pz) — (2 Pz — @ P2)(y Pz — 2 Py)

YDaDz% + TPy2Pz — YD22Pz — TPyD2Z
(1‘ ﬁy ) ﬁx)(z Dz — ﬁzz)
ih(z Py — Y Pa)
ihL,

YA diferéncia del que passava amb les rotacions sobre un anell, ara hi ha llibertat de
rotacié sobre quasevol eix i no és licita la identificacié de L i L..
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De manera semblant calculem la resta de commutacions. En resum, tenim
que:

Ly, L,| = ihL,
L,,L.| = ihL, (2.82)
L.,L,| = ihL,

Estudiem ara les commutacions de L2 amb les seues components. Considerem
la commutacié amb la seua component L,:

75 7 £ 7 22 7 292 ¢
[LQ, L)) =1L, L]+ [Ly, L.+ L5, L]

Considerem el primer sumand:

= Ly(—ihLy, + L.L,) — (ihLy, + L,L,)L
iy + Byl

Analogament [122/, L) = +ih(LyLy + L, L)

Com que, Obviament, [ﬁz,ﬁz] = 0, tenim que [ﬁ,ﬁz] = 0. Analogament,

obtenim la commutacié amb les altres components. En conjunt,

[L2,L,) = [L2, L,) = [L%, L.] = 0 (2.83)
Conseqiiencia de (2.82) i (2.83) és que podem coneixer, simultaniament, tan
sols el modul del moment angular i una (qualsevol) de les seues components.
Es tradicié anomenar z a la component que és coneguda simultaniament amb
el modul del moment angular.?°

De les regles de commutaci6 (2.82) i (2.83) es dedueix que hi haura almenys
un conjunt complet de funcions propies simultanies de L? i cadascun dels seus

components. Perd, simultani de L2 i més d’un component, no hi haura cap
conjunt complet.?!

20Cal adonar-se’n que anomenar z el component conegut del moment angular és una pura
convencié. L’etiqueta z no té res d’especial.

2! Ao no significa que no hi pot haver alguna funcié propia comuna. El que no hi haura
és un conjunt complet. Ve al cap del lector alguna funcié propia simultania dels quatre
operadors? Si el modul del moment angular és zero, cal que siguen zero tots i cada un
dels seus components. En aquest cas hi ha un coneixement exacte i simultani de tots els
components del moment angular.
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Resoldrem ara el problema de valors propis del quadrat del moment angular.
La simetria del problema ens aconsella treballar en coordenades esferiques:
z=rcosf
y =rsinfsing
x = rsin f cos ¢
Procedirem de manera analoga a com férem el canvi de coordenades per al cas
de rotacions en un anell i aleshores tenim que:

L, = —ih(yg—zg)
2 y

= —zh[rsm08m¢<azar+8286+ 92 06

Creosg (219 000  0¢ 9
TS\ Gy ar T ayoe T oy 0o

oro 000 8(1)8)

Després d’un treball prou laboriés arribem a:

> . .0 0
L, = —ih <— sin <Z>% — cot 6 cos ¢8¢> (2.84)
Analogament,
L, = —ih ( cos ¢2 — cot 6 sin gbg (2.85)
v o0 0¢ '
N 0
L = — 3 _— 2.
2 Zh(?(ﬁ (2.86)
-5 1 0 3} 1 02
2 _ _j2 — sinf— 4+ — —
L7=—h <sin0 20" T GnZa a¢2> (2:87)

Per trobar els autovalors i les autofuncions de L2 explorem en primer lloc
la separacié de variables. Es a dir, estudiem la possibilitat que una funcié
U(h,¢9) = O(0)P(¢) puga ser una solucié particular de I'equacié de valors
propis segiient:

L2W(0,6) = A¥(0, ¢) (2.88)
Substituim L2, equacié (2.87), i U(6, 3)=0(0)®(¢) en (2.88). Després d’al-
gunes manipulacions algebraiques s’arriba a:

sin® 6 1 0 . 00 A 1 0°®
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Aquesta equacié confirma la separacié de variables. Cal adonar-se’n que la part
de I'equacié corresponent a ® presenta una solucié immediata. Si anomenem
m = (12, tenim que ®,, = . Els valors de m (m = 0+1+2...) sén
determinats a partir de la condicié de contorn ®,,(¢) = P, (¢ + 2m). Més
dificil resulta trobar la solucié per a © fent Gs de metodes estandard de de-
senvolupaments en series de poténcies. El metode de la factoritzacié, i.e. I'tis
d’operadors ascendents/descendents, proporciona una alternativa més senzilla
de trobar la solucié. Per aquest motiu farem s d’aquesta segon via. Avancem-
ne previament, pero, els resultats.

Trobarem que les funcions @g,|m|(9) depenen de dos nombres quantics: £ i m.
Com sempre, els seus valors deriven de les condicions frontera. En particular
resulta que £ =0,1,2,3,... im=0+1,£2,---+£. Noteu que m és el nombre
quantic que apareix en la integracié de I'’equacié diferencial corresponent a .
El motiu pel qual també apareix aci és que les dues equacions diferencials, la
de la © ila de la @, estan igualades a una mateixa constant 3 = m?. La funci6
completa Yy (0, ¢) = O p((0) ®1n(¢) s’anomena harmonic esferic. L’auto-
valor associat resulta ser A = (£ + 1)k

Apliquem tot seguit el metode dels operadors ascendents/descendents per a
obtenir els autovalors del moment angular. Comencem agafant una certa auto-
funcié ¥ de L, i L2

L2 = ol (2.90)

LU = (¥ (2.91)

(dbviament o > 3%: el quadrat del modul d'un vector és sempre major o igual
que el quadrat d’un dels seus components).

Definim els operadors:
Li=L;+iL, (2.92)

L =1L,—iL, (2.93)
Estudiem les seues commutacions amb L% L.:
[ﬁz, ﬁi} — |i i, + z’iy}
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[E\?,ﬁi] - ﬁ,ﬁxiiﬁy}
= |12 L)+ |12 L] (2.95)
=0

Treballarem am?\els operadors Ly de la manera segiient: partirem d’una fun-
cié U propia de L2 i L, i, mitjangant I'aplicacié d’aquests operadors, generarem
unes altres funcions. Finalment, ens preguntarem com es comporten aquestes
noves funcions (f)i‘ll) enfront dels operadors de moment angular.

Les equacions (2.94) i (2.95) permeten escriure:
L2(LyW) = Ly LW = (Lo ) (2.96)

Lo(LeW) = (Lal, + hL )W = (B +h)(Ly0) (2.97)

Les equacions (2.96) i (2.97) mostren que els operadors L+ actuen sobre les fun-
cions propies del moment angular generant unes altres funcions també propies
de L2 L,. Aquestes noves funcions propies presenten el mateix nombre quan-
tic £ que les funcions de partida. El seu nombre quantic m és una unitat
major/menor que el de les funcions originals esmentades.

Considerem ara dues funcions ¥y, i ¥,,, amb idéntic modul (o) del moment
angular i amb el major (8ys) / menor (5,,) valor possible del component z
del moment esmentat. D’acord amb (2.97), tant ’accié de Poperdor L sobre
Wy com l'accié de 'operador L_ sobre ¥,, han de donar lloc a zero. En cas
contrari, ens trobarfem en la paradoxa d’assolir valors majors/menors que els
maxims/minims possibles per al component z del moment angular. Aleshores
podem escriure que:

Ll Wp=0 — (I2—L24+hl)Um =0 — a=08m(Bm—h) (2.98)

Ll Uy=0 — (I2-L2—hl)Uy =0 — a=0Bu(Bu+h) (2.99)

Des de (2.98) i (2.99) inferim que Sy = B +nh, n =0,1,2,3... Aleshores cal
que By = —fBm = (n/2)h. Si anomenem ¢ = n/2 tenim que By = —fFp, = lh,
on £ es un nombre enter o semienter. En resum tenim que:

o =L+ 1)h? ; (=0,31,3... (2.100)

B =mh : m=0,+5,+1,+£3 ... £l (2.101)
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Observem que la solucié assolida és més general que la trobada en resoldre
I'equaci6 diferencial. Allf, la imposici6 de la condici frontera ®(¢p) = ®(¢p+2m)
obligava a que m havia de tenir valors enters.?? Tenen algun sentit les solucions
de moment angular fraccionari? Cal rebutjar aquestes solucions per manca de
sentit fisic? De cap manera. El que passa és que, malgrat que la mecanica
quantica de Schrodinger és no relativistai’espin no surt com una conseqiiéncia
dels postulats, presenta una estructura matematica que permet incloure’l com
un postulat addicional sense causar cap desajust. Es sembla com si aquesta
mecanica estiguera preparada per a incloure aquesta nova magnitud en la seua
formulacié. D’acgo en parlarem en la proxima seccio.

Exercicis

1. Demostreu que Ly U(£,m) = h/0(0 + 1) —m(m = 1) U({,m £ 1).

Solucié: Treballarem en a.u. (h = 1 a.u.). Des de la definicié L4 = L, + iLy i del caracter hermitic de L,
i Ly resulta immediat que iTi = L¢. Tenim que L4 €, m) = X4 |¢,m £ 1). Si volem calcular A4 resulta
convenient escriure L+f17 = LA2 — Lz + ﬁﬁz, ﬁ,L+ = 172 — ﬁg — fLLz i calcular el valor mitja de furﬁ,:

(¢m|LyL_|em) = A_{(fm|Ly|tm —1)
= A_{(fm —1|L_|tm)*

IA_|%(em — 1]em — 1)*

IA_|?

perd tenim també que:

(em|Ly E_lem) = (em|(L2 — L% + L.)|em)
l+1) —m(m —1)a.u.

Aleshores A_ = /(£ + 1) — m(m — 1). Analogament Ay = VEE+ 1) —m(m +1).

2. Considereu la funcié ¥(r) = (z + y + 32) f(r). Es propia de L2? En cas
afirmatiu, indiqueu el valor £ associat. En cas negatiu, indiqueu els pos-
sibles ¢ que hom pot obtenir en mesurar L?. Quines sén les probabilitats
de les diferents m?

3. Demostreu que (¢m|L|¢m £ 1) = Z(i+ij)\/ Fm)( £m+1).
Ajuda: demostreu primer que ((Fm)(f£m+1) =£({+1) —m(m=£1).
Demostreu que (m' —m — 1)(¢,m/|Ly|¢m) = 0.

4. Trobeu les tres autofuncions de L, corresponents al valor £ = 1 del
moment angular total.
Ajuda: Aquestes autofuncions hauran de ser combinacions lineals de
[1,1),]1,0) i |1, —1).

22D altra manera la funcié no seria uniavaluada i ona associada al rotor s’autoanul-laria
mitjancant interferencies destructives.
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2.6 L’espin. Experiment de Stern i Gerlach

Des d’'un punt de vista dels efectes magnetics classics que se’n deriven, una
particula de massa m i carrega electrica e que, dotada d’un moment angular
L, efectua una orbita tancada, pot ser assimilada a una espira situada sobre
I’esmentada orbita a través de la qual circula un corrent electric 7. Aquest
corrent origina un moment magnetic p en la mateixa direccié que L. El sentit
de p i L és identic si e és positiva i oposat si e és negativa.

Mostrarem el que hem afirmat en el cas d’una orbita circular.?? La intensitat
de corrent ¢ és, per definicid, la quantitat de carrega electrica que travessa una
secci6 de espira per unitat de temps: i = dg/dt. Si hi ha una carrega total e
al llarg d’una circumferencia de longitud 277, podem definir la densitat lineal
de carrega p = 5. La carrega dq present en un element d’espira de longitud
dl sera dq = pdl = 5--dl. En termes de p la intensitat pot ser expressada de
la segiient manera: i = dq/dt = p%. Ara bé, % representa la velocitat v en
que la carrega recorre I'espira. Podem escriure, doncs, i = 5.

Ara recordem que una espira d’area S per la qual circula una intensitat de
corrent ¢ presenta un moment magnetic que és proporcional a la intensitat i la
superficie: [i = iS. Si anomenem 7 al vector unitari en la direccié S , escrivim:

ji =S, on S = mr2.

La substitucié de la férmula de la intensitat en la del moment magnétic déna

lloc a ji = %M‘Qﬁ = S = 5L, on L és el moment angular de la particula
que gira.

Si efectuem el transit a la mecanica quantica, substituim magnituds fisiques

per operadors:
e A

i =—0L 2.102
=g (2.102)
Incidentalment, si la particula presenta un moment angular L = 0, el seu
moment magnetic associat també sera zero.?* Aixo vol dir que no es veura
afectada per la presencia de camps magnetics. Contrariament, si la particula
presenta un moment angular no nul, també presentara moment magnetic no

23Es clar que el caracter circular de 1'drbita és una restriccié innecessaria. Totes les con-
clusions a que arribarem poden aplicar-se a qualsevol orbita tancada. Triem el cas circular
perque resulta especialment senzill i didactic.

24Més endavant demostrarem que hi ha estats, anomenats de tipus S, que presenten mo-
ment angular nul.
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nul i, en preséncia d’'un camp magnetic inhomogeni, es veura sotmesa a una
forca que tractara de dirigir-la cap a regions on la interaccié camp-dipol siga
minima. En efecte, sabem que I’energia d’interaccié entre un camp d’intensitat
magnetica B i un dipol p val:

E=—u.B (2.103)

Per aquest motiu la for¢a (gradient canviat de signe) sera:

_ (gf) _F—p (gf) (2.104)

En conseqiiencia, ’accié d’un camp inhomogeni sobre un feix de particules
en un estat P, (¢ = 1,m = 1,0,—1), produira un desdoblament del feix de
particules en tres feixos: el feix de particules de component p, = 0, que és la
continuacié inalterada del feix inicial; el feix de particules de component p,
positiu i el feix de particules de component p, negatiu. Aquests dos ultims
feixos mostraran desviacions oposades.

Stern i Gerlach van fer passar feixos d’atoms a través d’'un camp magnetic in-
homogeni. La idea subjacent era mostrar la quantificacié del moment angular.
En mecanica classica no hi ha quantificacié i qualsevol orientacié (qualsevol
component z) és possible. L’efecte d’'un camp magnetic inhomogeni hauria de
provocar que el feix inicial s’obrira en un ventall continu de feixos més o menys
desviats segons el valor del component z del moment angular de cada particula
individual incident. Contrariament la teoria quantica sols permet certes ori-
entacions i un conjunt discret de feixos desviats. L’experiment mostra de
seguida com la teoria quantica resulta victoriosa: no importa quina mostra
s’utilitza, mai no hi ha un ventall continu de feixos més o menys desviats,
sempre emergeixen del magneto un conjunt discret de feixos.

La sorpresa esclata en fer passar un feix d’atoms de plata en el seu estat fon-
amental: n’emergeixen dos feixos. Aquest resultat dnicament és compatible
amb Dexisténcia d’un moment angular fraccionari (¢ = 1/2, amb la qual cosa
m = —1/2,1/2). Ara bé, cal que ¢ siga enter. Es més, de la mateixa manera
que l'estat fonamental de I’atom d’hidrogen, ’estat fonamental de I'atom de
plata, estat 1S, presenta moment angular nul.?> Més encara, si acceptem el
contrasentit £ = 1/2 i acudim a (2.102) trobem un altre desajust: el moment
magnetic teoric, calculat amb (2.102), resulta ser la meitat del que caldria,

25 Avancem aquest resultat que serd evident quan estudiem atoms (capitol 4).
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segons (2.104), per a poder desviar els dos feixos la magnitud que experimen-
talment s’observa.

Podem harmonitzar els resultats experimentals amb la teoria quantica del
moment angular desenvolupada fins ara, en postular que, a més a més de la
massa i la carrega electrica, I’electré posseeix una altra magnitud intrinseca:
un moment magnetic associat amb un moment angular que anomenem espin,
S , de modul @h i component S, = :t%h. Aquest moment no té una imatge o
correspondencia classica. No hi ha cap motiu, doncs, que obligue el compliment
de (2.102). Hi ha, de fet, un substitut de (2.102) per al cas de moments d’espin:

fig = —S (2.105)

e
m
En resum, de la mateixa manera que la massa o la carrega electrica, acceptem

Pespin com un fet experimental i elevem 'equaci6 (2.105) a categoria de pos-
tulat.?0

Exercicis

1. Comnsidereu les anomenades matrius de Pauli:

(0 (0 —i (10
=10 )% i 0o )"0 <1

Comproveu que les matrius s, = %ax, Sy = %ay is, = %az, es comporten
com representacions matricials de 'operador d’espin, i.e., [sy, sy] =i sz,
[sy, 2] = i Se, [52,82] = i sy 1 que s> = 57 + s2 + s7 commuta amb
qualsevol de les seues components. Calculeu els autovalors i autovectors
de les matrius de Pauli.

26Cal dir que si en lloc de generalitzar la mecanica quantica des de la mecanica classica a
la manera de Schrodinger, quantifiquem les equacions de la mecanica relativista a la man-
era de Dirac, ’espin surt de manera natural i no cal que siga introduit a pedal. El marc
matematic de la teoria quantica no relativista no és, pero, incompatible amb ’espin. De fet,
la teoria general del moment angular sembla com si li guardara el lloc. Recordem que en
mecanica classica relativista la forga de Lorentz (i en general el magnetisme) és una forga
electrica aparent que deriva de les transformacions de Lorentz d’espai i temps i no és un
efecte mou com en mecanica classica no relativista, en la qual, tot i estar els camps eléctric
i magnetic intimament interelacionats, no s’afirma que sols hi ha camps eléctrics i que els
efectes magnetics sén derivats de les transformacions de coordenades de sistemes mobils.
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2.7 Suma de moments angulars

Si hi ha diverses fonts de moment angular, el moment angular total és la suma
vectorial de moments angulars individuals. A D’efecte de notacié escriurem,
mentre no s’indique el contrari, / per indicar el moment angular orbital, §
per indicar el moment angular d’espin i j per indicar el moment angular total
(orbltal més espin) d’un unic electré. Per al cas d’un sistema polielectronic,
L fa referéncia al moment angular orbital total, S al moment d’espin total i
J al moment angular total. Els nombres quantics associats s’escriuran amb
la. mateixa lletra sense 'accent circumflex. Finalment, j@ fa referéncia a un
moment angular qualsevol d’un sistema polielectronic associat amb el nombre
quantic j;.

Fet aquest aclariment, imaginem dO/S\ moments angulars d’un mateix sistema
amb la propietat que els operadors J?Z, JZ2, Jis i Jos commuten, és a dir, que
la seua mesura simultania siga compatible. Com que hi ha quatre operadors
que commuten entre si, hi haura un conjunt complet de funcions propies co-
munes als quatre. Per una jltra banda hi ha un conjunt complet de funcions
{|71m1)} associades amb (J2, Jy.), que depenen de les coordenades "1”. Tan-
mateix, hi ha un altre conjunt complet de funcions {|j2ma)} associades amb
(J2, J2.), que depenen de les coordenades ”2”. Les coordenades "17/72"es com-
porten com a constants enfront dels operadors que depenen de les coordenades
"27/71”. Podem formar un conjunt complet per als quatre operadors com el
producte tensorial dels dos conjunts complets: {|jim1)|jame)}.

Si hi ha diverses fonts de moment angular per a un sistema, hi haura un mo-
ment angular total que sera la suma vectorial dels moments parcials. Anomenem

J?, j;g, jy, J, els operadors associats amb el quadrat del modul i cadascun
dels seus components:

A

‘]:x']A+J25”AAAAAA2AA2AA2
Jy=duytday p TP= P = (Jhc + J2m> +(J1y n J2y> +(le + JQZ)
J,=Ji+ ng

Aleshores,

3\2:}?+325+2j1j2
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Exercicis

1. Demostreu que el moment angular total esta ben definit. Es a dir, que
els seus components compleixen les regles de commutacié ciclica, i com-
muten amb el quadrat del modul:

[Jm,J} —ih, : [jy,jz} — il [jz,jx] = ihJ,
[ﬁ, jx} [J J} [JA, jz} —0

Ajuda: si no us aclariu, mireu el peu de pagina.?”

Dels resultats de ’exercici inferim que si anomenem J i M els nombres
quantics del moment angular total, caldra que el quadrat del modul valga
J(J+1)h?% i el seu component J, valga Mh, amb M = 0,41, +2--.4.J.

2. Demostreu que:

o _ [7 2l - [ 2] - [ 2]
Jo, J2| = |, 02 = | JE| = U2, JF =
o 7 2l - 7 72l - 72 2] -
Jo, J2| = |J, 02| = |J.,J2 = |J2,J2 =o.

3. Comproveu, pero, que [ﬁ, JALZ} # 0.

Com una conseqiiéncia dels exercicis anteriors s’infereix que és p0381b1e trobar
un conjunt complet de funcions propies dels operadors:2® J J2 Jz, J12, J5. J2 L’es-
mentat conjunt complet estara etiquetat mitjancant els corresponents nombres
quantics: {|j1,j2,J, M >}.

2TVegem-ne un cas:
[Jed] = [hatdoesdiy + ]
= [jlzyjly] + |:j29:7 jly:| + [jm,jzy] + {j2z7j2yi|
= hJiz + 0+ 0+ ihJa.
= ih(j1z + j2z) = ’iﬁjz.

28Cal recordar que s’ha demostrat en I’exercici anterior que els components dels moments
individuals (incloent-hi el component z) no commuten amb el quadrat del moment angular
total.
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Hem trobat dues bases completes per a un mateix sistema: {|j1, jo, J, M >}
i {|jim1 > |jomgo >}. Cada funcié |j1, jo, J, M > podra ser escrita en termes
de la base {|jim1 > |jama >}, i viceversa, cada funcié |jimq > |jama > podra
ser escrita en termes de la base {|j1,72,J, M >}. Com que les dues bases sén
ortonormals (per que???), la matriu del canvi de base és una matriu ortogo-
nal. Aleshores, la seua inversa és simplement la seua transposta. Els elements
d’aquesta matriu no sén més que els coeficients del desenvolupament dels ele-
ments d’una base en funcié de ’altra. Aquests acostumen a apareixer escrits
C(j1,72, J, M; j1, m1, j2, m2) i s’anomenen coeficients de Clebsch-Gordan. Es-
crivim que:

1, G2y S M >= Y C(jr, o, J, M j1,ma, o, ma) |jima > |jamg > (2.106)

mi,m2

‘jlml > |j2m2 >= Zc(jlamlaj27m2;jlaj27<]? M) |j17j27JaM > (2107>
J,M

Com que la funcié desenvolupada en (2.106) és propia de J? amb valor propi
Ji(j+ 1)h2, tan sols incloem en la suma aquells termes amb un valor fix de j;.
Per motius semblants, sols incloem termes amb un valor fix de js. Aleshores
dnicament mj 1 mgy corren en el sumatori.

Si tenim en compte que jz = jlz + jgz, resulta que tots els termes amb uns
valors m1 +mo # M tenen coeficient C' = 0. Comproveu-ho abans d’acudir al
peu de pagina.3?

Un raonament similar ens fa concloure que els indexs que corren en el sumatori
de l'equaci6 (2.107) sén J, M. M esta lligat per la condicié M = mq + mo. J,
per la condicié J = (j1 + j2), (j1 +j2 — 1), (J1 + j2 — 2), ... |j1 — j2|. Per que?

29Els vectors propis d’operadors hermitics associats amb valors propis distintints sén or-
togonals. L’operador de moment angular és necessariament hermitic, ja que representa una
magnitud fisica.

39aplicacié de I'operador J. a tots dos membres de Pequacié (2.106) condueix a:

Mljv,ja, J, M >= > C(j1, jo, J, M jr,ma, o, ma) (ma + ma)|jima > [jams >
mi,m2
Des d’aquesta equacié i la propia (2.106) podem escriure que:
ST Clrrdas J, M ji,ma, 2, ma)(ma + ma — M)|jimy > |jama > = 0.

mi,m2

La independencia lineal de la base obliga que el paréntesi (m1 + ma — M) siga zero.
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La resposta general a aquesta qiiestié és una generalitzacié de ’exemple que
desenvolupem tot seguit (recomanem al lector que efectue, a manera d’exercici,
I'esmentada generalitzacié).

Exemple

Considerem el calcul de tots els possibles estats que deriven de la suma de dos
moments angulars (j1 =2, m; =0,£1+£2) 1 (jo =1, mg = 0,+1). Descrivim
els estats del sistema per mitja dels nombres quantics (ji, j2,m1,ma). El
nombre total d’estats que trobem és 15 (5 estats del primer subsistema i 3
del segon permeten realitzar 5 -3 = 15 combinacions). Cal obtenir el mateix
nombre d’estats emprant l'altre conjunt de nombres quantics (j1, jo, J, M).
Amb l'objecte de trobar-los, construim la taula segiient que conté totes les
possibles combinacions de nimeros quantics (mq, mg) i la seua suma escalar

M:

my 2 1 0 -1 -2

mg|1(0|-1|1|0|-1|1|0|-1]1|0|-1| 1| 0}|-1

M 2 110 oO(-1{0}-1}-2}-1|-2|-3
O [¢] <& o (o] [ ] ° [ ] [¢] & & [¢] O O

Obviament trobem 15 possibles valors per a M, alguns dels quals estan repetits.
Procedim ara a triar el maxim valor M de la taula. En aquest cas Mysq, = 3.
Formem la serie (3,2,1,0,-1,-2,-3). Aquesta serie de valors M es correspon amb
un valor J = 3. Eliminem aquests valors (marcats amb el simbol o) de la
taula. Triem a continuacié el maxim valor M no eliminat de la taula. En

aquest cas My, = 2. Formem la série (2,1,0,-1,-2). Aquesta serie esta
lligada a J = 2. Eliminem aquests valors (marcats amb el simbol ¢) de
la taula. Repetim el procés. Ara Mp;e, = 1. Formem la serie (1,0,-1).

Aquesta serie esta lligada a J = 1. Eliminem aquests valors (marcats amb
el simbol e) de la taula i ja no podem repetir el procés perquée no hi ha
més valors. Trobem, doncs, J = 3,2,1 resultat que és un cas particular de

J=(1+72), 1 +J2—1),(1+j2—2)... |51 — Jal-

Val la pena explicitar els 15 estats de les dues bases. Comencem per la base
de 15 funcions |j1, j2, m1, ma >:

11,2,1,2>  [1,2,0,2> [1,1,-1,2 >
11,2,1,1 > [1,2,0,1> [1,2,—1,1>
|1,2,1,0> [1,2,0,0 > |1,2,—1,0 >
11,2,1,-1> ]1,2,0,—-1> [1,1,—-1,—-1>
11,2,1,-2> 1,2,0,-2> [1,2,—1,-2>
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Considerem ara la base de també 15 funcions |ji, j2, J, M >:

11,2,3,-3 > 1,2,2,-2> [1,2,1,—1 >
11,2,3, -2 > 1,2,2,—1> [1,2,1,0 >
11,2,3,-1> 1,2,2,0> [1,2,1,1 >
11,2,3,0 > [1,2,2,1 >

11,2,3,1 >  ]1,2,2,2 >

11,2,3,2 >

11,2,3,3 >

Per a sumar més de dos moments angulars farem addicions successives. Aixi,
per a sumar j; = 1, jo = 21 j3 = 4, primerament sumem j; i jo per a obtenir
Jive = 3,2,1. Aquest resultat el sumem a j3, amb la qual cosa obtenim
que J = 7,6,5,4,3,2,1;6,5,4,3,2;5,4,3 resultat que reordenem explicitant
entre parentesis la freqiiencia de cada valor: (7,6(2),5(3),4(3),3(3),2(2),1).
Alternativament podem sumar jo i j3 i obtenir joy3 = 6,5,4,3,2, resultat
que sumat a j; condueix a J = 7,6,5;6,5,4;5,4,34,3,2;3,2,1. Reordenat
queda (7,6(2),5(3),4(3),3(3),2(2),1). Els subespais trobats per a cada parell
(J, M) s6n identics perd no succeeix el mateix amb les bases particulars, que
es corresponen amb dos tipus diferents d’acoblaments. Aquestes bases sén
transformacions ortogonals una de 'altra.

2.8 Acoblament espin-orbital

De l'existencia de dos moments angulars a un mateix electré es deriva la pos-
sibilitat d’interaccié entre els dos dipols magnetics associats (anomenada in-
teraccié espin-orbital o interaccié LS). L’esmentada interaccié sol ser més
important en el cas d’atoms pesants que en el d’atoms lleugers. D’ac¢o en par-
larem, pero, en el capitol dedicat als atoms polielectronics. Ara ens interessa
escriure l'expressié de I’'Hamiltonia que deriva de ’energia d’interaccié entre
dipols. Amb la notacié habitual:3!

Hso. = f(r)iris = £(r)LS (2.108)
Seguint aquesta notacié, J=L+38, per la qual cosa, J2 =12 + S2 + 2LS.
Aleshores (2.108) es tranforma en:

. 1 S

Hs.o. = 5€(r) J? —L1? - 52 (2.109)

31Per a més detalls vegeu Alonso-Finn[1] p. 558-559. També Atkins[2] p. 216-217.
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Podem ara calcular el valor mitja de Hs o, en un estat |L,S,J, M >. Aquest
calcul resulta ara elemental perque aquest estat és propi de tots els operadors
que hi ha en Hg 0., equaci6 (2.109):

Fso = % < &) > BRI +1) = L(L+1) — S(S+1)] (2.110)

L’equacié (2.110) ens adverteix que hi pot haver un desdoblament de nivells
que s6n degenerats en absencia del terme d’interaccié LS. Hi haura tants
nivells d’energia com permeta J. Encara que de tot ago en parlarem amb
més detalls al capitol dedicat als atoms polielectronics, val la pena comentar,
almenys, I'exemple tipic de la primera transicié (s — p) de l'espectre d’absorcié
del sodi. Els estats implicats sén l'estat fonamental, 25, (L = 0,5 = 1/2), i
el primer estat excitat, 2P, (L = 1,5 = 1/2). En abséncia d’interacci6 espin-
orbital hi ha una sola transicid. En presencia de I’esmentada interaccié, ’estat
fonamental no es desdobla (J = 1/2), mentre que si que hi ha desdoblament
a lestat excitat (J = 3/2,1/2). Aquest motiu provoca que hi apareguen dues
transicions (molt proximes) a 'espectre d’absorcié del sodi.

Visié classica de la interaccié espin-orbital

Férmules basiques de magnetisme

Partim de dues férmules basiques que podem considerar empiriques. Aixi, si mesurem en el mateix punt d’un camp
magnetic la for¢ca que experimenten diferents carregues en moviment hom pot concluore que,

F = q(v A B). (2.111)

Analogament, si mesurem el camp magnétic que generen carregues en moviment hom pot concluore que,

vAT

B=g
r3

(2.112)

I una definicié: dues carregues electriques +q i —q separades una distancia d consitueixen un dipol electric u = qd.
Analogament, dos pols magnetics +p i —p separats una distancia d consitueixen un dipol magnetic p = pd.

E F
i . Wb F
8 a=deos = | ., j—-B
~q Ve
v F

& g

i

A) B)

Flgura 21 (A) Dipol electric en un camp electric E. (B)Espira i dipol en un camp magnétic perpendicular
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Interaccié camp-dipol

Imaginem dues carregues oposades immerses en un camp eléctric en direccié z, com indica la figura 2.1(A). Anomenem
V4 i Vp els potencials en les posicions de les carregues +q i —¢, respectivament. L’energia potencial les carregures
sera doncs,

AV v "
W =q(Va—-Vg)=q—a= q(a—)dCOSG = —qdE cos0 = —[iE. (2.113)
a z

La mateixa expressié és valida per al cas d’un moment magnétic en preséncia d’un camp magneétic: W = —[iB.

Moment magnétic d’una espira

Considerem ’espira de la figura 2.1(B) en la qual el camp magneétic B és paral-lel al costat de longitud a. El parell
de forces que es generen produeix un moment de rotacié:

M = Fa = qguvBa = pbvBa = (pv)(ba)B = iSB (2.114)

on hem subtituit la carrega g que hi ha en un dels costats verticals de longitud b per g = pb, la intensitat i = pv i
la superficie S = ab.

Considerem ara el dipol de la part dreta de la figura. Analogament hi ha un moment de rotacid,
M = Fd =pBd = (pd)B = uB (2.115)

Veiem doncs que ’espira es comporta com un dipol magneétic p = ¢S.

N
N

Flgura 22 Electrd en orbita circular al voltant del nucli i moviment aparent del nucli vist per ’electré.

Interaccié espin-orbital

Considerem un electré en orbita circular al voltant d’un nucli. L’electré presenta un moment magnétic intrinsec
ps = %S. Des de la posicié de I’electré hom observa un moviment aparent del nucli (vegeu figura 2.2) que produeix
un camp magnetic en la posicié de l'electré,

vAT Zev
B = Ze = (2.116)

on v és la velocitat relativa nucli-electré. L’electré presenta un moment angular L = r» A p = mwvr. Aleshores,

B Zev 1 Ze B Ze L (2.117)
—- = = — B = . .
L r2 mor mr3 mr3

La interaccié camp-dipol Egoc (SOC sén les sigles de spin-orbit coupling) sera, doncs,

e , Ze . Ze?
S L=—

— LS. 2.118
m mr3 m2r3 ( )

Esoc = —iB = -

Aleshores, com una generalitzacié d’aquest resultat, escrivim que un electré que es mou d’alguna manera al voltant
d’un nucli presenta una interaccié espin-orbital

Esoc = f(r)LS. (2.119)
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2.9 Moviment d’una particula sota un camp central.
Atom d’hidrogen

L’atom d’hidrogen consta de dues particules, un nucli pesant de massa M
(constituit per un tnic protd) i un electré lleuger de massa m,.. Electré i proté
interaccionen segons la llei de Coulomb. L’energia potencial associada amb
aquesta interaccié, V(z,y, z), depén tnicament de les coordenades relatives
d’aquestes dues particules.

El problema de dos cossos que interactuen i estan en moviment relatiu sempre
el podem reduir a dos problemes, independents, d’un tnic cos:3?

e Un moviment de translacié lliure del sistema global de massa (M +m.).
Aquest és un moviment que no esta sotmes a cap potencial, per la qual
cosa ’hamiltonia associat tinicament presenta termes d’energia cinetica.

e Un moviment intern relatiu: una particula hipotetica de massa m =

A]}/[J:frfe esta sotmesa a un potencial central V(z,y,z), on (z,y,z) sén

coordenades relatives.

A causa de l'esmentada separacid, estudiar I’atom d’hidrogen es resumeix,
basicament, a estudiar el moviment d’una particula sotmesa a un potencial
coulombic central. Les coordenades més adients per a estudiar aquest proble-
ma sén, obviament, les coordenades esferiques. A la figura (2.3) mostrem
aquest moviment en termes de coordenades radial i angular.

Figura 2.3: Sistema de coordenades radial i angular.

32 Aquest problema esta prou detallat a I. N. Levine[9)].
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Si anomenem 1, i éy dos vectors unitaris en la direccié radial i angular, respec-
tivament, el radivector de desplacament infinitesimal dr’ podra expressar-se de
la segiient manera:

dr = dri, + rdfiy

La velocitat 7 = dt " podra igualment ser escrita en termes d’aquests vectors:

= ao_ . .
= — = —Ur +T—"Uy = TUy + TWUg

dt
El quadrat del vector velocitat és la suma del quadrat dels components:

]7?|2 =72 4 202

Aixi doncs 'energia cinetica queda:

T= 2m]r|2 tmi? + Lmr?w?
Es doncs suma d’energia cinetica associada al moviment radial i energia cinetica
associada al moviment angular. Amb les definicions de moment angular (L =
Iw) i moment d’inércia (I = mr?) la darrera equacié queda escrita de la forma

més convenient: )

L
T = 1
er + — Y

L’operador energia potencial en coordenades esferiques i sistema d’unitats cgs
és, simplement:

(2.120)

V=-—= (2.121)

2.9.1 Hamiltoniana quantica. Part radial

L’operador energia cinetica en coordenades cartesianes sabem que s’escriu:

- h* [ 02 9? 9?
T = *% <a$2 % + (9Z2> (2.122)

Imaginem per un moment que el moment angular L de la particula és zero.
Aleshores, els angles (6 i ¢) sén constants i sols hi ha moviment radial. Si
no tenim en consideracio el terme d’energia potencial, el problema que tenim
plantejat és el d’una particula en una caixa monodimensional orientada segons
uns angles (0 i ¢) fixos (vegeu figura (2.4)). Des de (2.120) l’energia cinetica

2 Py
classica d’aquest problema la podriem escriure simplement: T = 2mr =5
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Figura 2.4: Moviment radial pur.

Podriem pensar que de la mateixa manera que els operadors associats a (x, py)
sén (x, —ihd/0x), els operadors associats amb (r, p,) serien (r, —ihd/0r), amb
la qual cosa, l'energia cindtica seria simplement T, = —(h?/2m)d?/9r2. Es
aquesta ’expressié que s’assoleix en fer el canvi de variables des de cartesianes
a polars imposant la constancia de les variables angulars? Ara comprovarem
que no.3® Agafem una funcié arbitraria ¥(r) i apliquem-li 'operador V? =

2 2 92 . ., N . .
(% + 8872 + %) amb la restriccié de constancia de les variables angulars:

0? 0? 0?

Com (6 i ¢) sén constants tenim que:
0wy _(avy (or
ox ), , ~ \ldr ox /), ,

(52),. = (o) (52), (%) (5)
0z2 oz Ozor oz - dr 0z2 -
(v (or\e (0w (o
a dr? or - dr Ox2 -

33En relacié a Pescriptura de I’Hamiltonid en coordenades distintes de les cartesianes re-
sulta interessant llegir article de H.G. Kjaergaard i O.S. Mortensen[8]. També és recoman-
able la lectura d’A. Messiah[12] p. 61-62 i 319 ss. Encara que 'Hamiltonia classic estiga escrit
en coordenades canoniques conjugades poden apareixer problemes en el transit a la mecanica
quantica. Evitarem alguns problemes si efectuem ’esmentat transit utilitzant coordenades
cartesianes i després canviem a les coordenades més adients a la simetria del problema que
s’estudia.




2.9 Moviment d’una particula sota un camp central. Atom d’hidrogen 77

Per una altra banda tenim que:

oy _=z
ox y7z_7“

(8%> (), -2
Y,z

0z2 r2 r

Equacions que portades a (2.123) donen lloc a :
> z2  y? 2P AU\ 3r— =
2 r
)\ = R Z_ 424 T il
V() <dr2><r2+r2+r2>+(dr> r2
_(d*Y L2 (ay
N dr? r \ dr
1d [ 5d¥
= —_—— ro—
r2dr dr

Aixi doncs concloem que, en coordenades esferiques i per a angles fixos, I'ope-
rador V? té la segiient expressié (j distinta de 92/9r? !):

10 0
2 2
= —=— — 2.124
v r2 Or <T 37”) ( )
Tenim, doncs, que el pas des de la classica a la quantica és, en aquest cas:
A h* 0 )
T = Lms? T=———r%= 2.12
2™mr = 21 or <T 8r> (2.125)

2.9.2 Hamiltoniana quantica completa en coordenades esferi-
ques

L’Hamiltonia classic complet per a l’atom d’hidrogen és suma de (2.120) i

(2.121):
2

L
H=mi? + o7 V() (2.126)

Abordem el pas a la mecanica quantica. Sabem que 'operador associat amb
la coordenada cartesiana consisteix a multiplicar per la coordenada esmen-
tada. Per substitucié directa, I’operador associat amb r consisteix simplement
a multiplicar per r. Seguint el raonament, I’operador associat amb V'(r) con-
sisteix simplement a multiplicar per V(r). Hem deduit 1'operador associat al
primer sumand de ’energia cinética (part radial) al final de la subsecci6é an-
terior, equacié (2.125). Al segon sumand només li cal substituir el moment
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angular per la seua expressi6 en termes de les coordenades angulars (equacié
(2.87)) i el moment d’inércia (que conté la variable r2, 'operador associat de
la qual és multiplicatiu). Escrivim, doncs,

S m2[fo (.0 L%(6, )
H__kaar(rar))_ n

Definim I'operador ZA?:% (7‘2%) que permet reescriure (2.127) de manera més

compacta:

+V(r) (2.127)

+V(r) (2.128)

L R I26,9)

L’equacié de valors propis que cal resoldre és: 7:(\11(7“, 0,0)=E¥(r,0,¢). Ex-
plorem la separacié de variables. Ens preguntem si una funcié del tipus
U(r,0,¢)= R(r)Y (0, ¢) en seria propia. Fem la comprovacid, és a dir, substi-
tuim R(7)Y (0, ¢) en 'equacié d’autovalors de 1'operador (2.128):

. 12 21

DRY — RY = —— [E - V| RY

h h

dividim tots dos membres de la igualtat per R(r)Y (0, ¢) i separem a l’esquerra
els termes que depenen de r i a la dreta els que depenen dels angles:

1. oI 11?
—DR+ < [F—-V]===Y =
PR B =Vli= gy =7
Aquesta equacié és separable en dues equacions diferencials:
A 21
DR(r) + o [E —V(r)]R(r) =~vR(r) (2.129)
L2Y (8, ¢) = 7h2Y (6, 9) (2.130)

L’equacié (2.130) és la coneguda equacié del rotor que ja hem resolt i que
obliga que v = ¢(£ 4+ 1) amb ¢ = 0,1,2,... i que les funcions Y (0, ¢) siguen
precisament els harmonics esferics Yy |, (6, ¢). Aixi doncs, tot el que queda
per resoldre és la part radial, en la qual la substitucié de v déna lloc a:

[f) + i; <E + e:) — 0+ 1)] R(r)=0 (2.131)

L’equacié (2.131) evidencia que les solucions R(r) seran funci6 de ¢, ja que
aquest nombre quantic esta present en 'esmentada equacié. Addicionalment,
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la imposicio de les condicions frontera per a r comporta, com és habitual, 'a-
paricié d’un altre nombre quantic al qual anomenarem n. Escriurem R, (7).

Respecte dels autovalors, cal que (i aix{ succeeix) 'expressié que se’n derive per
a l'energia siga ideéntica a la que va obtenir Bohr amb el seu model simple (ates
que la férmula de Bohr presenta una concordanca perfecta amb els resultats
experimentals). Recordem la férmula de Bohr:

2.2
1
Ep=-=° (2.132)

2a, n?

on a, = nib—; és el radi de la primera orbita de I’atom d’hidrogen de Bohr,
z és la carrega nuclear i n = 1,2,3,... (fem notar que aquesta férmula esta
expressada en sistema d’unitats cgs).

Malgrat que esta present el nombre quantic ¢ en I'equacié (2.131) no hi surt
en la férmula de l'energia. L’energia sols depen del nombre quantic n (motiu
pel qual aquest nombre quantic és anomenat nombre quantic principal). El fet
que Unicament n aparega en la férmula de ’energia implica la possible existén-
cia de degeneracions. Aquestes degeneracions poden trencar-se per 'accié de
camps electrics i magnetics. Per aquesta rad, 1’espectroscopia de I’hidrogen
en presencia de camps electrics i/o magnetics és molt més rica que quan els
camps no hi sén. En aquest punt la teoria desenvolupada es mostra superior
al model de Bohr, el qual no pot explicar els efectes dels camps.

La solucié de (2.131) mitjancant desenvolupaments en series és prou complexa
i pot trobar-se detalladament desenvolupada en molts llibres de quimica quan-
tica on remetem el lector per a més detalls. La solucié via el metode de la
factoritzacié és més senzilla (no trivial) i no sol trobar-se en molts llibres.3*

En resum, apareixen tres nombres quantics. Dos provenen de la naturalesa es-
ferica del problema i sén simplement els nombres quantics del moment angular
(¢ 1 m). El tercer nombre quantic, n, deriva del moviment radial. L’equacié
(2.132) ens proporciona les energies permeses. Podran haver-hi, doncs, estats
degenerats. Etiquetem les funcions d’ona com W,, i els possibles valors dels

34Per a una primera lectura vegeu Das i Sannigrahi[3] . Per a una descripcié exhaustiva
vegeu Infeld i Hull[6].
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nombres quantics que hi surten sén:

n = 1,2,3,...
¢ = 0,1,2,...,.n—1 (2.133)
m = £0—-1,0—-2,...,0,—-1,...,—¢4

Anomenem les funcions propies orbitals hidrogenoides. Aquestes sén el pro-
ducte d'una funcié radial R,, , multiplicada per un harmonic esferic Yy ,,. Val
la pena fer un comentari respecte de les representacions de la probabilitat de
presencia T‘QR% ¢, que s’obtenen per integracié del quadrat del modul de 1’or-
bital considerat respecte de les coordenades angulars (0, ¢). Hi ha algun lloc
on es pot llegir que la probabilitat de presencia radial és 47rr2R721 ¢ 1ago ho
justifiquen mitjangant la integracié respecte de (6, ¢) del quadratjde la fun-
cié radial multiplicada per I’element de volum dv = 72sin6drdfdes. Cal dir
que el raonament no és correcte. L’inica cosa que té sentit de probabilitat de
preséncia és el quadrat de la funcié d’ona, en aquest cas el quadrat de 'orbital.
En integrar el quadrat de l'orbital respecte de les coordenades (6, ¢) i, com a
conseqiiéncia que els harmonics esferics estan normalitzats amb ’element de
volum (sin 0dfdg), s’obté r2R?2 ,dr. Per la forma que I'hem obtingut, r2R? ,dr
té sentit de probabilitat de preééncia de I’electré en una corona esferica de radi
r i d’espessor dr al voltant del nucli.

Les representacions grafiques sén 1tils per a mostrar aspectes interessants de
les funcions d’ona de I’hidrogen, com ara les segiients:

1. La part radial de les funcions 1s, 2p, 3d, etc., no tenen nodes. Les seues
parts angulars presenten, respectivament, 0,1, 2, etc., nodes. La part
radial de les funcions 2s, 3p, 4d, etc., presenten un node. Les seues parts
angulars presenten, respectivament, 0, 1,2, etc., nodes. Tot aco ens porta
a poder establir una regla simple per als nodes:

Nodes radials | n—¢—1
Nodes angulars 14
Nodes totals n—1

2. Un electr6 en un orbital 2s presenta una major probabilitat de trobar-
se prop del nucli que un electré en un orbital 2p. Aquest fet ha sigut
utilitzat per a justificar qualitativament la diferencia d’energia entre els
orbitals 2s i 2p en el cas d’atoms polielectronics.
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En plantejar la dependencia angular dels orbitals atomics, sorgeix un
problema de representacié. Existeixen unes descripcions geometriques
denominades diagrames de nuvols de carrega que s’utilitzen molt fre-
qiientment en llibres elementals. Aquestes representacions cal entendre-
les bé i evitar la identificacié de ’electré amb el niivol de carrega dibuixat,
cosa totalment injustificada i incorrecta. Potser els mapes de contorns
siguen més afortunats. Aquests representen linies de probabilitat con-
stant. Si es giren les siluetes al voltant d’un eix de simetria apropiat po-
den obtenir-se les superficies tridimensionals de probabilitat constant3®.

Per a descriure les funcions angulars es pot optar per representar la fun-
cié Yo (0, ¢) o la funcié |Yy,, (0, ¢)|2. La diferéncia fonamental és que la
primera funcié tindra signes diferents en diferents regions de I'espai (fins
i tot pot ser complexa), mentre que la segona sera sempre real i positiva.
El signe de la funcié d’ona no té significacié fisica, pero és tutil des del
punt de vista de les discussions de simetria. La quantitat |Yy,, (6, ¢)|?
esta relacionada amb probabilitat i és sempre positiva.

Una dificultat addicional apareix si volem representar funcions amb m
0. Considerem, per exemple, els tres orbitals 2p (n = 2, £ =1, m =
0+1). L’anomenat orbital 2p, té una part angular Y; o = (3/47)"/2 cos 6.
Aquesta funcié presenta un maxim per a § = 0 i § = 7™ mentre que
s’anul-la en § = 7/2. La funcié és positiva per damunt del planol XY
i negativa davall. Quan un orbital té aquesta propietat de canviar de
signe davall/damunt d’un planol diem que és antisimetric respecte de la
reflexié en ’esmentat planol.

Quan provem a fer un dibuix de les altres dues funcions 2p se’ns pre-
senta un altre problema: totes dues tenen una part imaginaria: e i
totes dues presenten idéntica dependencia de 6: ©(6) = sinf. Si rep-
resentem |Yy,,, (6, #)|? obtenim la mateixa representacié per a les dues,
una especie de donut amb un forat puntual enmig. Es a dir, les dues

35Cal no oblidar mai que els orbitals sén simplement funcions matematiques. Una funcié
matematica admet més d’una possible representacié. Potser valga la pena que el lector
consulte McDermott i Henderson[10] on es representen els harmonics esferics en coordenades
cartesianes. De seguida veiem que els grafos resultants no s’assemblen gens a les formes
populars (esfera, margarida amb dos 1obuls, amb quatre 1dbus, etc.) d’aquestes funcions.

36Noteu que e®e™ ™ = 1.
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funcions tenen la mateixa distribucié espacial: un maxim en el planol
XY iun node al llarg de l'eix Z (# = 0). Podem donar un sentit fisic a
aquestes funcions: les dues sén funcions propies de L, amb valors propis
+h, respectivament. Aleshores podem imaginar que en Y7 ;1 l'electro es
mou en sentit horari, mentre que en Yj ;1 l'electré es mou en sentit
contrahorari. Encara que, potser, el millor és oblidar tot aquest tipus
d’interpretacions forcades en les quals volem imaginar classicament ob-
jectes quantics, cosa que, necessariament, no té massa rigor.

Una propietat de les funcions d’ona degenerades (com el parell discutit
adés (Y11, Y1-1)) és que qualsevol de les seues combinacions lineals
és també una funcié propia amb la mateixa energia que les originals.
Podriem construir dues funcions reals a partir de les dues complexes
(amb la mateixa energia que aquestes) mitjangant una suma i una resta
de les funcions complexes. Aquesta operacié condueix a funcions, que
anomenem p; i py, amb direccionabilitat espacial i la mateixa "forma’que
la funcié 2p,:

Py = —l/ﬂ[Yl,l — Y 1] = Asinfcos ¢

py =1/V2[Y11+Yi_1] = Asinfsin¢
on A és un factor de normalitzaci6 i les funcions Y7 41 estan definides
d’acord amb la fase de Condon-Shortley: Y; 41 = F4/ % sin @ e*i®.

Les noves funcions p, i p, presenten un maxim al llarg dels eixos X i Y,
respectivament. Aquest motiu justifica la tria de les seues etiquetes x i y.

Consideracions similars ens fan dintingir entre els orbitals complexos no
direccionals (3d+1, 3d+2) i els corresponents partenaires reals (3dyy, 3dy2,
3dy, 3d$2_y2). Noteu que l'orbital 3dy és real. Es irrellevant anomenar-
lo 3dy 0 3d,2 (de la mateixa manera que era irrellevant anomenar 2py o
2p, lorbital que presentava una part angular Y1 o = (3/47)'/2 cos 9).

Exercicis

e Calculeu les mitjanes (x) i (r) d’'un electré en l'orbital 1s de l'atom
d’hidrogen. Proporcioneu una explicacié que harmonitze els resultats
que heu obtingut. Recordeu que les corresponents parts radials i angulars
normalitzades corresponents a orbital 1s son, en a.u., Rip(r) = 27" i

Yoo = (2v/m) 7"
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e La part radial d’un orbital 1s hidrogenoide en un atom de ntimero atomic
Z és la funcié exponencial Ryo(r) = 2(Z3/a3)'/? exp(—Zr/a,). Cons-
truiu la funcié de distribuci6 radial i trobeu una expressié per a la dis-
tancia des del nucli més probable que es trobara ’electré. Quin és el
valor en el cas que el nucli de I’hidrogenoide siga: (a) d’heli, (b) de
fluor?

e Calculeu la probabilitat de trobar l’electré en un orbital 1s (part radial)
fora de la primera orbita de Bohr (a,). Vegeu la funcié en el problema
anterior. Recordeu que Ypo = (2¢/7) L.

e Quin és el punt més probable en que es trobara un electré que ocupa un

orbital 2p, de I’atom d’hidrogen (U5, = 4\/1@(5)5/27,6—(27«)/(2%) cosf).

Calculeu també el radi més probable.

e Plantegeu i trobeu les solucions de ’atom d’hidrogen en un mén bidi-
mensional.3”

2.10 Espinorbitals

Hem anomenat orbitals les funcions propies de ’hamiltonia no relativista de
€

I’atom d’hidrogen, H = —%VQ — 72 Aquestes sén funcions de les coordenades
espacials (1,0, ¢). Hem discutit, pero, 'experiment de Stern i Gerlach i I’altra
casuistica relacionada amb la variable d’espin. La funcié d’ona de ’hidrogen, a
més a més de les coordenades espacials, cal que tinga la variable espin. Aquesta
variable no té correspondencia classica, per la qual cosa simplement ’anome-
narem o, sense tenir més informacié sobre cap possible imatge classica. Dg\la
mateixa manera, no tenim informacié (ni ens fa falta) sobre la férmula de S? i
S.. Unicament sabem alld que necessitem: els tinics autovalors possibles de S,

per a un electrd sén £ /2 i I'inic autovalor possible de S2 és T3+ h?= %hz.

Anomenen (o) a aquella funcié d’espin ('expressié de la qual desconeixem,
perd tampoc ens fa falta coneixer-la) propia de S2 i S, amb autovalor de S,

37La particularitzacié de 1’equacié (2.128) en aquest cas consisteix a substituir L per L..
L’equaci6 resultant és de variables separables. La separacié de variables condueix a una
equaci6é radial similar a la de la particula lliure confinada dins d’un disc i una equacié
angular idéntica a la que trobarem en el moviment sobre un anell. Els autovalors d’energia
depenen d’un nimero quantic n. Les autofuncions depenen d’aquest n i de m. Aquest segon
nimero quantic presenta un espectre m = 0+ 1+2... Els estats, excepte el fonamental, sén
doblement degenerats. Dibuixeu els orbitals que en resulten.



84 Models analiticament resolubles

positiu, i §(o) a la corresponent amb autovalor negatiu.

Dit aco, ens preguntem: quina és la funcié d’ona de I’hidrogen descrit per un
Hamiltonia no relativista? La funcié d’ona no és un orbital. La funcié d’ona
ha de ser funcié de totes les coordenades de 'electré: ¥(r,o). L’Hamiltonia
no relativista és funcié inicament de les coordenades espacials. Escrivim:

H(r)V(r,o) = EV(r,o)

L’equacié admet, obviament, la separacié de variables: W(r,o) = ¥(r)n(o).
Addicionalment ha de succeir que:

H(r)o(r) = B(r)

(o) = 3h2n(o)

A h

Sen(o) =+ (o)
Aleshores 1 (r) és un orbital i n(c) és una de les dues funcions propies d’espin
(v 0 B). Anomenem espinorbital a la funcié ¥(r,o). Com que habitualment
treballarem amb Hamiltonians que no presenten termes magnetics, habitual-
ment els nostres espinorbitals tindran la forma ¢(r)a(o) o ¥(r)5(0).

Vull remarcar, finalment, les condicions d’ortonormalitat de les funcions (o) i
B(0) derivades del fet de ser funcions propies d’un mateix operador i presentar
valors propis diferents: (a|a)=(8|8)= 1, (a|F) = 0.
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Capitol 3

Introduccié als sistemes
polielectronics i als metodes
aproximats

3.1 L’equacié de Schrodinger per a un sistema poli-
electronic

Considerarem el sistema polielectronic més simple de tots, 'atom d’heli. Els
estats estacionaris d’aquest sistema, d’acord amb la teoria quantica, estan
descrits per les solucions de ’equacié d’autovalors de I’'Hamiltonia:

HU = BV (3.1)

on ¥ = ¥(7,79) és la funcié d’ona, que depen de les variables espin-espacials
dels electrons 7; = (r4,0;), i H I’'Hamiltonia, el qual, rebutjant termes rela-
tivistes i considerant tinicament interaccions electrostatiques, podem escriure
(en unitats atomiques!), de la forma:

Les unitats atomiques sén:
o unitat atdmica de massa: la massa en repos de lelectrd m. = 9.109354 103! kg.

e unitat atdomica de longitud: el radi de la primera drbita de Bohr ap = 0.52917 10~ '°
m.

e unitat atdomica de carrega: la de l'electré e = 1.602189 1071° C.
e unitat atdmica d’energia: 1 a.u. = 4.359814 1078 J.

e unitat atomica de temps: definit com el temp que li costa a un electré de recérrer 1
a.u. de longitud en la primera orbita de Bohr, aoh/e2 /24210717 s,
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H=—-Vi-_Vi_—_ - — 3.2

2 1 2 2 T1 T9 192 ( )
on Z és la carrega nuclear, V? I'operador laplacia que deriva respecte a les
coordenades (x;,y;, z;) de lelectrd i, r; és la distancia entre el nucli i I'electrd
1. Finalment, r19 és la distancia interelectronica.

La principal dificultat per a resoldre 1’equacié (3.1) deriva de la presencia del
terme:

V(1,2) = - (3.3)
T12

el qual representa la repulsié mutua interelectronica. Cal dir que aquesta re-
pulsié esdevé infinita si 712 = 0. Que vol dir aco? Que la presencia d’aquest
terme a I’'Hamiltonia impedeix un apropament excessiu dels electrons. Vol dir
que els moviments dels electrons no sén independents i que les posicions espa-
cials d’aquests estan, doncs, correlacionades. En altres paraules, anomenem
P(71,72) = |¥(11,72)|? la probabilitat de trobar simultaniament 1’electré 1 en
una posicié entre 7 i 71 + d7q, i 'electré 2 en una posicié entre m i 7o + dms,
aleshores concloem que P(71,72) ha de ser zero si 7y = ry. Diem que cada
electro esta envoltat per un forat de Coulomb.

L’existencia del forat de Coulomb evidencia que no podem escriure, de manera
exacta, la funcié d’ona d’un sistema polielectronic com un producte de fun-
cions monoelectroniques. Per al cas de I’heli considerat, la segiient igualtat és
impossible:

(71, 72) = ¢1(71) 2(72) (3.4)

perque aquest tipus de funcié déna lloc a probabilitats P(71,72) no nul-les
quan r| = ro.

Si aquesta separacié de variables no és possible, I'equacié diferencial (3.1) no
pot ser resolta de manera exacta. En altres paraules, la teoria quantica no déna
resposta exacta a cap problema de particules interactuants (atoms, molecules,
etc.).?

Des d’un punt de vista practic, utilitzar unitats atdmiques (a.u.) en expressions mecanoquan-
. . 2
tiques equival a fer e = h = m. = 1. Per exemple, _%VE‘. passa a ser —%VQ.

2Caldria no decebre’s massa. Val a dir que la mecanica classica no pot resoldre el problema
de tres cossos. Afortunadament hi ha les solucions aproximades que, de vegades, poden
superar fins i tot la precisié de la mesura experimental.



3.2 El model de particules independents 89

3.2 El model de particules independents

Potser ’alternativa més obvia que podem seguir, a la vista de la impossibilitat
de resoldre 1’equacié (3.1) (impossibilitat que deriva de la presencia del terme
1/r12 en ’Hamiltonia) consisteix a eliminar aquest terme de (3.2) i resoldre,
doncs, l'equacié (3.1) de manera exacta. Es clar que, a la vista de la discussié
desenvolupada a la seccié anterior, les expectatives d’obtenir bons resultats
son escasses. No obstant aixo, estudiarem aquesta possibilitat i veurem que
uns petits refinaments addicionals donen lloc a resultats molt més satisfactoris.

Si assumim V' (12) = 0, podem reescriure I’Hamiltonia (3.2) en la forma:

H = h(1) + h(2) (3.5)
amb
(i) = —%vf _ Tg (3.6)

L’Hamiltonia (3.5) és suma d’Hamiltonians independents (3.6). L’hamitonia
monoelectronic (3.6) representa un atom hidrogenoide, atom del qual coneixem
la soluci6 exacta (vegeu capitol 2). Anomenem ¢;(n;,l;, m;) els orbitals o aut-
ofuncions de (3.6), i €2(n;) els autovalors associats. Com és habitual, n;,[;, m;
son els nombres quantics principal, azimutal i magnetic que, conjuntament,
defineixen l'orbital ¢;.

Doncs bé, si ¢;(r1) i ¢j(r2) sén dos autovectors de (3.6) amb energies orbitals
associades €7, €7, demostrarem tot seguit que W(r1,r2) = ¢i(r1) ¢;(r2) 1 £ =
€+ 6? son, respectivament, autovector i autovalor de I’'Hamiltonia many body
(3.5). En efecte:

H gi(r1) d5(ra) = h(r1) ¢i(r1) 6;(r2) + h(rz) ¢i(r1) ¢;(r2)
= ¢j(r2) h(r1) ¢i(r1) + ¢i(r1) hirz) ¢;(r2) (3.7)
(67 +€3) ¢i(r1) ¢;(r2)

Calcularem, amb aquest model, I’energia fonamental de I’'heli. A la vista de
I'equacié (3.7), l'energia més baixa que podem obtenir és €] + €{. L’energia
exacta orbital d’un hidrogenoide pot ser proporcionada fins i tot pel model
simple de Bohr:

Z%e? Z% 1
6% = —m = _7ﬁ a.u. (38)
Aleshores, I’energia aproximada de I’atom d’heli resulta ser: E' = 2¢{ = —4a.u.

El valor experimental és, pero, —2.905 a.u..
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Enfront de la gran discrepancia de resultats podriem argumentar que utilitzar
Z = 2 pot resultar excessiu. El motiu és que un electré produeix un apan-
tallament del nucli, de manera que 'altre electré sent I'efecte d’'una carrega
efectiva Z* = Z — S < Z, on S és la constant d’apantallament.

Si ara escrivim que 2.905 = 2¢9(Z*) = (Z*)? trobem que S = 0.30. Desafor-
tunadament aquesta no és una manera d’evitar el terme de repulsié 1/r;;. En
efecte, assumim S = 0.30 i calculem ’energia d’ionitzacié. Com que es tracta
d’un problema de particules independents, I’energia d’ionitzacié és simplement
I'energia orbital canviada de signe: EI = —¢9(Z — 0.30) = 1.453 a.u. El valor
experimental és, pero, 0.9 a.u. Malgrat ajustar I’energia de manera exacta, el
model (Z*) rebutja la repulsié interelectronica i déna lloc, en conseqiiéncia,
a un altissim potencial d’ionitzacié. Tot ago sén simptomes d’incorreccions
basiques en el model. Pero aquestes incorreccions es fan encara més paleses
si resolem atoms més pesats. Independentment d’utilitzar Z o Z*, 'ordenacié
d’energies orbitals que deriva de (3.8) és:

1ls<2s=2p<3s=3p=3d<4ds=4dp=4d=4f < ... (3.9)

Aquesta darrera equacié no podria explicar ni tan sols 'ordenacié periodica
dels elements.

Podriem forgar ’argumentacié i assignar un apantallament diferent per a cada
electré. Es clar que hi ha infinites maneres de fer-ho. Quina teoria ens propor-
ciona les pantalles S7 Fariem un ajust a les dades experiementals que volem
coneixer? En tal cas, quin valor té la teoria que utilitzem?

Com que el responsable de totes aquestes dicrepancies és el terme de repulsio
interelectronica, no hi ha més remei que fer-lo intervenir d’alguna manera en
el calcul d’energies.

3.3 L’efecte del terme de repulsio

Se’ns planteja la segiient disjuntiva: si rebutgem el terme de repulsid, obtenim
resultats incorrectes. Si incloem la repulsié, no podem resoldre 'equacié de
valors propis de I’Hamiltonia. Que fem? Que féiem en no poder calcular el
valor d’una magnitud mitjantcant la resolucié de la seua equacié d’autova-
lors? Per exemple, qué feiem en no poder calcular el moment lineal quan la
particula en la caixa esta en estat estacionari? ... Acudiem als valor mitjans.
Era tot el que podiem arribar a saber. Ara farem, doncs, una cosa similar.
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Assumim l'equacié (3.4) per a la funcié d’ona de l'atom d’heli (particules
independents) pero considerem I’Hamiltonia complet (3.2) i calculem el valor
mitja de l’energia:?

() = (01r)oa(ra)] = §V3 = 393 = £ = £ 4 Lfon(r)n(ra))
= &+ G+ (G1r)oalra) K101 (r1)oa(r2))

12
(3.10)
La resolucié de la integral que inclou el terme 1/rjs déna lloc al resultat
segiient:? (H) = —Z2+ %Z = —2.75 a.u. El valor experimental haviem dit que

és —2.905 a.u. La millora del resultat és més que notable.

La inclusi6 del terme de repulsié (a la manera que ho hem fet) déna lloc a un
resultat més interessant encara que la millora del valor quantitatiu de I’energia:
aquesta inclusié permet retenir el model de particules independents, pero amb
una ordenacié d’energies orbitals que no té res a veure (afortunadament) amb
I'ordenacié mostrada en (3.9). En efecte, considerem les dues configuracions
electroniques segiients: 1522522p%3s23p%3d i 1522522p%3523p54s. Malgrat que
€?(3d) < €°(4s), 'energia mitjana, calculada amb una férmula similar a (3.10),
per a la primera configuracié electronica resulta major que la calculada per a
la segona configuracié. La realitzacié d’una serie extensa de calculs d’aquests
tipus per als diversos atoms permet ’establiment del segiient ordre empiric:

1s <25 <2p<3s<3p<d4s<3d<4dp <bs<4d<bp<bs<4df <bd<bp<...
(3.11)
Cal aclarir que 'equacié (3.11) no ha de ser interpretada com una orde-
nacié d’energies orbitals. Serveix, per exemple, per a assignar la configuracio
15%22522p%3523p5 4523d® a I'estat fonamental del niquel. No vol dir acd que
€°(4s) < €°(3d). De fet, la configuracié electronica de l'estat fonamental del
Ni%t (que s’obté en ionitzar doblement el niquel, arrancant-li dos electrons)
6s 1522522p53523p3d°. En altres paraules, acceptant el model, veiem que han
estat arrancats, precisament, els dos electrons 4s.

Cal dir que hi ha excepcions a 'ordenacié empirica (3.11), com ara el cas del
coure, la configuracié electronica de I’estat fonamental del qual és 1522522p53 52
3p%453d'° en lloc de l'esperada 1522522p%3523p%4523d”. Presentem tot seguit
un metode alternatiu que utilitza els avantatges del model de particules inde-

3Com que H no depeén de les variables d’espin, aquesta coordenada és irrellevant en el
calcul dels valors mitjans, i 'ometem per motius de simplicitat.

48i esteu interessats en els detalls d’aquesta integracié podeu acudir a Pilar [13] p. 179ss.
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pendents, pero té en consideracié també, d’una manera sistematica, el terme
de repulsio a ’hora d’obtenir els orbitals.

3.4 El model autoconsistent SCF de Hartree

En esséncia, el metode de Hartree pretén obtenir una solucié de ’'Hamiltonia
polielectronic (la solucié exacta del qual és inassolible) sense rebutjar, pero, el
terme de repulsi6 en el procés d’obtencié de la funcié d’ona.’® Sense detriment
de generalitat, presentarem tot seguit aquest metode aplicat al cas senzill de
I’atom d’heli, exemple que estem utilitzant com a base de raonament des del
comengament de capitol.

Ates que 'equacié (3.1) no és exactament certa si la funcié d’ona té la forma
de producte d’orbitals,® i que, no obstant aixd, volem aprozimar la nostra
funcié d’ona d’aquesta manera, substituirem en (3.1) el signe d’igualtat pel
signe d’aproximadament igual. Es a dir, afirmem que és possible trobar un
conjunt d’orbitals ¢ i ¢o de manera que, almenys:

() + h(r2) + V(r1,72)) 01(r1) da(ra) = B 61(m) 62(r2)  (3.12)

on V(ry,ry) estd definit en (3.3) i h(r;) en (3.6). E és 'energia ezacta del
sistema 1 ¢1(r1), ¢2(r2) sén un parell d’orbitals ortonormals que permeten es-
criure la igualtat aprozimada (3.12).

Multipliquem (3.12) per ¢3(r2) i integrem sobre les coordenades espacials de

5Recordem que la contribucié del terme de repulsié és critica per aconseguir qualsevol
resultat mitjanament raonable.

6Si ’Hamiltonid no conté variables d’espin, la funcié d’ona pot factoritzar-se com un
producte espin-espacial, ¥ = ®(rq,r2) - n(01,02). Com que n no te cap infuéncia sobre el
valor de les energies, ometem l’explicitacié de les variables d’espin, per motius de simplicitat
expositiva.
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'electré 2. Fent 1s de la notacié de Dirac escrivim’ que:

< ¢a(r2)[@2(r2) > B(Tl) |p1(r1) > + < ¢2(T2)|il(7“2)|¢2(7“2) > [o1(r1) > +
< a(ra)|V(r1,mo)lda(ra) > [d1(r1) > = < da(r2)|a(ra) > E [¢1(r1) > (3.13)

Definim 1’operador de Coulomb jg(rl):

Jo(r1) =< ¢o(r2) |V (r1,72)|da(r2) >= /W drs (3.14)

on la integracié afecta unicament les coordenades de l'electré 2. Per aquest
motiu, J(r1) és una funcié de les coordenades de I'electré 1. Aquest operador
representa el potencial electric coulombic mitja que, en la posicié r1, causa la
preséencia de ’electrd 2 distribuit per tot ’espai segons una densitat estatica
de carrega determinada per la funci6 |¢o(re)|?.

Anomenem:
hii =< ¢i(r:)|R(r:)|di(ri) > (3.15)

Amb aquesta nomenclatura, i la condicié d’ortonormalitat dels orbitals, podem
escriure 'equaci6 (3.13) de la forma segiient:

() + Ja(r1)) 1o1(r1) > ~ (B = hao) |61(r1) > (3.16)

Anomenem, finalment,

ItLeff(Tl) = iZ(Tl) + JQ(Tl) (317)

Aquest operador efectiu monoelectronic tindra, per la seua banda, un conjunt
de funcions propies i de valors propis. Escrivim:

hT (1) |gi(r1) > = & |¢i(r1) > (3.18)

"Vull cridar Patencié sobre el fet que aci no es pretén fer cap demostracié rigorosa del
metode Hartree. Aquesta demostracié la farem més endavant, després d’introduir el principi
variacional. Ara vull mostrar idees intuitives que ens ajuden a proposar métodes aproximats.
De fet, el pas matematic que realitzarem per a arribar a ’equacié (3.13) no és un pas rigords.
Per tal d’evidenciar la seua falta de rigor, en posaré un exemple. L’afirmacié que 1072 és
aproximadament el mateix que 107°, no vol dir que 1072 10%° = 10'7 siga aproximadament
igual a 107°10%° = 10*°.
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Podem provar a substituir (3.18) (amb i = 1) en (3.16).% Aleshores:
(E = ha2 —e€1) [¢p1(r1) > = 0 (3.19)

és a dir,
E ~ €1+ hy (320)

Ara, des de (3.14), (3.17) i (3.18) podem calcular ¢;
e = < o) Do) > = b+ (Vi) (3.21)
que portat a (3.20) ens permet escriure:
Ex h+hy+ (Vi) (3.22)

Si ens n’adonem, (3.22) i (3.10) s6n identiques, excepte per una cosa. L’e-
quacié (3.10) aproxima el valor de I'energia exacta mitjangant el valor esperat
de 'hamiltonia polielectronic en una funcié producte d’orbitals que sén funcié
propia de operador Hamiltonia monoelectronic (3.6). En (3.22), els orbitals
sén funcié propia de I’'Hamiltonia monoelectronic efectiu (3.17).

Com que tot el que hem fet per a I’electré 1 ho podem fer per a electr6 2,
podem definir e amb una equacié analoga a (3.21) i reescriure (3.22) de la
forma segiient:

Ex e +e— <V(r1,r2)> : (3.23)

Per motius de simplicitat, en I'exposicié anterior hem estalviat, intencionada-
ment, fer cap referéncia a un detall important: la resolucié de I'equacié d’au-
tovalors (3.18). La primera qiiestié que sorgeix és al voltant de 'expressié de
helf(ry). Les equacions (3.17) i (3.14) ens evidencien que cal condixer ¢o(rs)
abans d’intentar resoldre (3.18). Pero no sabem quina és 'expressié de ¢o(r2).
Aleshores, triem arbitrariament una funcié ¢$(re) (una bona tria inicial seria

8Vull fer notar la feblesa de rigor en aquest pas matematic. No tenim cap evidéncia que
ens indique que aquell orbital ¢1(r1) que possibilitava ’escriptura de I'equacié (3.12) haja de
ser autovector de h/f (r1). Tampoc tenim cap evidéncia en sentit contrari. Assumim el pas
matematic com una segona conjectura raonable a contrastar sobre la base del bon compor-
tament del meétode proposat. Vull afegir que aquesta manera de treballar no és estranya a la
investigacié tedrica (que fou la hipotesi de Planck, siné una conjectura?). Tinc consciéncia
del malestar que ocasiona la lectura de desenvolupaments matematics com aquest. Per aixo,
més endavant, reobtindrem els mateixos resultats per un cami purament logicodeductiu.
Tampoc no hem d’ocultar la realitat més intuitiva, que no purament logicodeductiva, de la
investigacio teorica i metodologica.



3.4 El model autoconsistent SCF de Hartree 95

un autovector de (3.6)). Amb ¢3(r2) construim J§(r1) i A7) (r1). Resolem
Pequacié de valors propis de he//(0) (r1) i trobem ¢i(r1). Utilitzem aquesta
funcié per a construir Ji(ry) i h/7(M)(ry), Pautovector del qual anomenem
¢L(ry). Amb ell construim J2(r1) i A/ 7MW (r1) que permet trobar ¢2(r1) ...
Aquest procés iteratiu finalitza quan les diferéncies entre dos cicles consecutius
sén menors que una certa quantitat 7 preestablerta (autoconsisténcia).

3.4.1 Imatges fisiques al metode de Hartree

Si repassem allo que hem discutit del metode de Hartree, ens n’adonem que
I’esmentat metode consisteix essencialment en dos punts:

1. Aproximar el valor exacte de I’energia polielectronica assignant-li el valor
mitja de ’'Hamiltonia exacte amb una funcié d’ona aproximada. Aquesta
funcié d’ona és un producte d’orbitals.

2. Obtenir els orbitals a partir de 'equaci6 (3.18), amb un procés iteratiu
i autoconsistent (SCF).

Que representa h¢7(r;)? Amb (3.17) i (3.14) podem concloure que aquest
Hamiltonia monoelectronic efectiu representa un electré que es mou en el camp
de potencial estatic mitja creat per la resta del sistema. Per mitja entenem
que substituim les interaccions interelectroniques instantanies reals per valors
mitjans d’aquestes interaccions (en cada punt de Iespai) causades per les dis-
tribucions estatiques de carrega dels altres electrons sobre 1’electré ¢ considerat.

Vull finalitzar aquesta subseccié indicant que hi ha una bona concordanca
entre el valor de les energies orbitals ¢;, és a dir, els autovalors de hel (r3),
i els valors de potencials d’ionitzacié. El potencial d’ionitzacié és la dife-
réncia d’energia entre atom (heli al nostre cas) i I'i6 corresponent (He™ en
I'exemple considerat). L’i6 He™ és monoelectronic amb energia hi;. Podem
calcular 'energia de I'atom des de (3.20). La diferéncia de les dues energies
és, precisament, —ey.

3.4.2 El metode SCF de Hartree-Fock

Al capitol segiient introduirem del principi de Pauli i la necessitat de des-
criure els sistemes d’electrons mitjancant funcions antisimetriques. Veurem
que l'espin és el motiu de fons. Per aixo 'explicitarem d’ara en avant: usarem
espinorbitals ¢(7;) en lloc d’orbitals ¢(r;).
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Diem que una funcié és antisimetrica si en intercanviar les coordenades de dos
electrons, la funcié canvia de signe. Per exemple, la funcié

(71, 72) = (¢1(11) P2(72) — P1(72) ¢2(71))/\/§ (3.24)

és antisimetrica. Una manera sistematica d’obtenir la part antisimetrica d’un
producte d’orbitals (producte Hartree), consisteix a construir els anomenats
determinants de Slater. Per exemple, la part antisimétrica A de ¢y (1) ¢2(72) d3(73)
és el determinant:

R p1(r1) #1(72)  #1(73)
Alp1(11) d2(72) ¢3(13)] = |@2(T1)  @a(72)  Pa(T3) (3.25)
¢3(11)  ¢3(12) @3(73)

Les propietats de la funcié determinant asseguren que qualsevol canvi 7; < 7;
tnicament altera el signe del determinant.” Si, com és habitual, el determi-
nant de Slater conté espinorbitals ortonormals, i nosaltres volem que la funcié
polielectronica estiga normalitzada, caldra multiplicar I’esmentat determinant
per un factor 1/4/N!, on N representa el nombre d’electrons.

El metode de Hartree-Fock és com el metode de Hartree, pero en lloc d’utilitzar
productes Hartree d’orbitals utilitza productes antisimetrics d’espinorbitals. I,
de manera similar a com definiem un operador efectiu monoelectronic en el me-
tode de Hartree, també en el metode de Hartree-Fock el procés autoconsistent
ens porta a definir, a partir d’uns espinorbitals de partida, un operador efec-
tiu monoelectronic que anomenem operador de Fock. La resolucié de la seua
equacié d’autovalors ens genera uns nous espinorbitals amb els quals tornem a
construir I'operador de Fock, repetint el procés fins autoconsistencia, tal com
mostrem en el diagrama de flux:

°El marc natural per estudiar les funcions d’ona amb simetries permutacionals (’an-
tisimitria per transposicié de coordenades és una d’aquestes simetries) és la teoria de les
representacions lineals del grup simeétric o grup de permutacions. D’ago es fa un estudi en
lassignatura (optativa) Teoria de grups de simetria. Al nostre curs en farem una breu refe-
rencia; la imprescindible per a tenir certa operatoria minima.
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Proposta inicial
d’espinorbitals

Calcul de

I’'operador
de Fock F

Resolucié
de 'equacié
d’autovalors

’ Convergencia? ’——@l

| stop |

La diferencia essencial entre el metode de Hartree i Hartree-Fock radica en el
tractament de la correlacié dels moviments electronics. Mentre que el metode
de Hartree no posa cap restriccié al moviment electronic, 1'ds de funcions
antisimetriques en el metode de Hartree-Fock impossibilita que dos electrons
amb el mateix valor d’espin puguen ocupar la mateixa posicié de ’espai. Si 7;
representa les coordenades espinespacials de cada electrd, ocupar la mateixa
posicié espacial amb el mateix espin vol dir 7 = 75. L’equacié (3.24) ens diu
que ¥(7,72) = 0. En altres paraules, cada electré esta envoltat d’una petita
regié inaccessible per a qualsevol altre electré que tinga el mateix espin (forat
de Fermi). Per finalitzar, val la pena indicar que, de vegades, el metode de
Hartree déna millors resultats que el metode de Hartree-Fock, fet que deriva
de la identica i equilibrada descripcié dolenta de la interaccié entre electrons
amb el mateix i amb distint espin que realitza el metode de Hartree. Hi
ha cancel-lacions fortuites que no poden océrrer en el metode de Hartree-Fock
perque tracta de manera distinta les interaccions entre electrons amb el mateix
espin i electrons amb espin oposat.'?

10F] metode de Hartree-Fock proporciona uns resultats extraordinariament concordants
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3.5 Metodes variacional i pertorbacional

A principi del capitol hem mostrat que I'equacié de Schrédinger d’un sistema
d’electrons no pot separar-se, a causa de l'existencia dels termes 1/7;;. En
altres paraules, no podem fer cap canvi de coordenades que permeta sepa-
rar ’equacié de Schrodinger en un conjunt d’equacions diferencials ordinaries,
la qual cosa vol dir que no podem resoldre I’esmentada equacié de manera
exacta. Aquesta impossibilitat ens ha menat a la recerca de metodes capagos
d’oferir-nos una solucié aproximada. La sistematica, millor dit, I’abséncia de
sistematica, en I’esmentada recerca condueix a solucions de les quals no tenim
cap referent al voltant del seu grau de validesa, del seu nivell d’aproximacié a
la solucié exacta.

En la resta del capitol presentem les caracteristiques essencials de dues metodo-
logies generals d’obtencié de solucions aproximades. La majoria de la quimica
quantica moderna utilitza metodes particulars que s’emmarquen dins d’una
o altra metodologia (o combinacions de totes dues). Aquestes metodologies
generals s6n el metode variacional (que deriva de ’anomenat principi varia-
cional) i la teoria de pertorbacions. La clau de la seua poténcia com a metodes
aproximats radica en el fet que ens proporcionen la manera de millorar qual-
sevol de les solucions que proporcionen. El preu que cal pagar és un augment
del temps de calcul. Teoricament, utilitzant aquests metodes, sera possible
obtenir la solucié exacta com el limit asimptotic de solucions aproximades de
qualitat creixent. En la practica, sempre s’haura de renunciar en algun mo-
ment a calcular més. El motiu de la rentincia és o que hagem assolit bastants
xifres significatives (un nivell d’exactitud suficient), o que la magnitud del cal-
cul que s’ha de realitzar haja crescut tant que qualsevol intent de millora siga
impracticable. Desafortunadament, i malgrat la gran poteéncia dels ordinadors
moderns, el segon motiu és el que, generalment, determina el punt final d’un
calcul.

amb 'experimentacié en innumerables casos. De fet, és el metode que ha estructurat la
quimica moderna. En general, amb la utilitzacié d’Hamiltonians efectius s’obtenen resultats
fins i tot sorprenentment bons. Aco no és casualitat, a 'apéndix J justifiquem per que
aquests Hamiltonians poden resultar, de vegades, tan exitosos.
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3.6 El meétode variacional

3.6.1 Estudi d’estats fonamentals

El metode es basa en el segiient teorema: el wvalor mitja de I’Hamiltonia,
calculat amb una funcio arbritraria ¥ (que compleix les condicions de contorn,
és continua, derivable, etc.), és una cota superior del menor autovalor de
l’esmentat Hamiltonid,

<c1>|7%\c1>>
== 7 >F 3.26
En el cas que £ = E,, vol dir que ® és precisament ¥, (autofuncié d’autovalor

EB,).

Per a demostrar el teorema numerem les funcions propies i els valors propis
(desconeguts) de 'Hamiltonia H:

v, 0, 0,

E, < Ei < E; < (3.27)

La funcié aproximada ®, que assumim normalitzada, compleix les condicions
de contorn i pot, doncs, ser expandida en termes del conjunt complet {W,}:

=) 7 (3.28)

Calculem <ﬂ>

<<I>Iﬂ\<1>> =3 e <q/i|7%|qzj>zz|ci\2Ei > <Z]ci|2> E, = E,
¥ 7 [

(3.29)
Noteu que ® esta normalitzada, per la qual cosa, > \ci|2 = 1. He assumit la

1
normalitzacié de ® (cosa que sempre podem fer) per tal d’obviar el denomi-
nador de (3.26). De vegades, en 'aplicacié practica del principi variacional,
resulta comode no imposar la condicié de normalitzacié. En tal cas, és obligat
incloure el denominador de (3.26).

El principi variacional (3.26) ens proporciona un criteri per a comparar la
qualitat de dues funcions d’ona aproximades: aquella que done lloc a un valor
mitja més baix, s’aproxima més a la solucié exacta, per la qual cosa diem que
és una millor aproximacio a l’estat fonamental del sistema estudiat.
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3.6.2 Estats excitats

Teorema: si ® €s ortogonal a la funcid d’ona exacta ¥, de l’estat fonamental,
pero excepte aizd i que siga fisicament acceptable,'t ® és totalment arbitraria,
aleshores,

<c1>|7%\<1>>
§= RO > Ey (3.30)

on FEj és l'energia exacta del primer estat excitat.

La demostracié d’aquest teorema, que segueix les mateixes pautes que la de-
mostracié de (3.26), es deixa com a exercici al lector. Teoremes similars per a
E>, F5... poden també formular-se i demostrar-se de manera semblant. Cal
dir, pero, que els teoremes sobre estats excitats sén menys tils que el teorema
(3.26). EIl motiu és que les funcions exactes (amb les quals ser ortogonals)
rarament estan disponibles, ni tan sols per a l’estat fonamental. Una tultima
precisié: el teorema (3.26) no sols aplica a l'estat fonamental, aplica a ’estat
més baix de cada simetria.'?

Exercicis

1. Assumiu la funcié aproximada de ’estat fonamental de ’atom d’hidrogen
® = e *. Calculeu el valor optim de k. (Ajuda: utilitzeu I'operador
energia cinetica en coordenades esfériques. En particular, només cal

considerar la part radial, T’ = —% (59722 + %%). Calculeu el valor de k
que fa minim <¢]7:(|(I>> per derivacié respecte de k i igualacié a zero).

Sol. k = m/h?.

UEs a dir, que compleix les condicions de contorn, és continua, derivable, etc.

2Tmaginem que un Hamiltonid té dos tipus de funcions propies: parelles (m2, z* ... sén
exemples de funcions parelles) i imparelles o senars (z, ... sén exemples de funcions
senars). El producte de qualsevol funcié parella per qualsevol funcié senar és una funcié senar.
La integraci6 a tot 1’espai d’una funcié senar és zero. Ara imaginem que ’estat fonamental
és parell i que estem interessats a aproximar ’estat senar d’energia més baixa. Qualsevol
funcié senar integra a zero amb l’estat fonamental. Aleshores, la condicié d’ortonormalitat
amb 'estat fonamental estd implicitament satisfeta, motiu que fa, en aquest cas, els teoremes
(3.26) i (3.30) equivalents en la practica. En altres paraules, podem utilitzar (3.26), sense
més restriccions, a l’hora de trobar aproximacions a l’estat d’energia més baixa de cada
simetria.
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3.6.3 Metode de les variacions lineals

Aquest és el procediment variacional més utilitzat en quimica quantica. Kl
motiu és que en quimica quantica és molt freqiient que una funcié ¥ siga
aproximada en forma de combinacié lineal d’un conjunt {¢; } de funcions lineal-
ment independents!3:

N
o = Zci b (3.31)
i=1
Escrivim el valor mitja de I’Hamiltonia:

ZZj cicj <¢z‘m|¢j>

E, <
>_cicj (9iloy)
ij

=¢ (3.32)

Per tal de presentar una formulacié general, permetem que les funcions de base
no siguen ortogonals. Anomenem S;; el seu producte escalar, Si; = (¢s|¢;).

Anomenem H;; la integral <¢>1|’I:{]¢]> Calculem els valors dels coeficients que

fan £ minim:

> {c; Hyj — ¢ Skj &}

o6 _
per = S e S =0, Vk (3.33)
1j
STe (Hyy — €8y)=0 , Vi (3.34)
J
Aleshores,
HC = ¢ SC (3.35)
det/H— £ S| =0 (3.36)

Vull remarcar que 1’equacié (3.35) a qué hem arribat (o, el que és equivalent,
l'equaci6 (3.36)) no és altra cosa que la representacié matricial de 1’equacié
de valors propis de 'Hamiltonia. A la subseccié segiient trobarem de nou
I'equacié (3.35) des d’un punt de vista (no variacional) completament distint.

13Crec que el motiu obsessiu de la quimica quantica per linealitzar els problemes rau en el
fet que la implementacié computacional de problemes linealitzats és la implementacié més
senzilla possible.
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Projeccié d’operadors diferencials en espais de funcions de dimensié
finita

En general, un operador diferencial H presenta una col-leccié infinita de fun-
cions propies. Tractar col-lectius infinits escapa a les possibilitats de 'ordi-
nador més potent imaginable. Per una altra banda, sabem que no podem
obtenir solucions exactes dels Hamiltonians polielectronics i que, aleshores,
cerquem solucions aproximades. Aprozimem les solucions de I’Hamiltonia ex-
acte amb les solucions exactes d’un Hamiltonia aproximat. La quimica quan-
tica tria, com a Hamiltonia aproximat per excel-lencia, la projeccié de ’'Hamil-
tonia exacte sobre un espai finitodimensional de funcions fisicament accept-
ables i arbitrariament elegides. Aquest espai finitodimensional de funcions
es tria tractant d’aproximar, en la mesura que siga possible, ’espai finitodi-
mensional que generarien les autofuncions de menor energia de ’'Hamiltonia
exacte. Aclarim ara el concepte de projeccié de l’operador.

Imaginem que H és Voperador diferencial exacte i {qﬁz}f\i 1 un conjunt de fun-
cions (en principi no ortogonals, és a dir, amb una metrica S;; = (¢i|¢;)). Per
projeccié de ‘H sobre {gbl}fil entenem la construccié d’una matriu d’elements:

H;; = <¢z\ﬂ!¢j> (3.37)

Com que H és hermitic, H és una matriu hermitica. Sabem que totes les ma-
trius hermitiques sén diagonalitzables i per obtenir el autovalors i autovectors
aproximats de H procedirem a trobar els autovalors i autovectors exactes de
la matriu H. Ates que la base utilitzada no és ortogonal, ’equacié matricial
d’autovalors ha d’incluore la metrica:

HC=ESC (3.38)

Aquest resultat és identic a (3.35), per aixo concloem que resoldre 1'equacié
de Schrodinger projectada sobre un espai finitodimensional de funcions (cosa
que sempre és factible fer) té sentit variacional. Es a dir, equival a trobar les
millors aproximacions possibles a les solucions exactes dins de l’espai model
utilitzat.

Teorema de McDonald

El lector podria pensar que en calcul de variacions lineals inicament ’autovalor
més baix té sentit variacional. Perd no és (afortunadament) aixi. L’anome-
nat teorema de McDonald esten el caracter variacional a totes les solucions
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trobades amb el metode de les variacions lineals.

Teorema: cada autovalor d’un Hamiltonid projectat sobre un espai finitodi-
mensional de funcions és una cota superior de les seues energies exactes[12].

La demostracié la podeu trobar en la referencia [12] i esta basada en propietats
generals de les matrius i els determinants. No entrarem en els detalls, sols
indicarem que donat un operador H i una base de (n — 1) funcions, hom pot
trobar un total de (n — 1) autovalors EZ-(nfl). Si tot seguit, en allargar la base
amb una altra funcié que no siga combinacié lineal de les anteriors, trobarem
n autovalors E'. Doncs bé, succeeix que si triem qualsevol autovalor Ei("fl)
és sempre possible trobar-ne dos Ej' i £} ; de manera que:

Er < E"Y < B (3.39)

Per extensié de 'analisi a una base infinita concloem que el j-eésim valor propi
d’una matriu (n x n) és una cota superior de la j-ésima energia exacta. El
segiient grafic permet visualitzar com es distribueixen els autovalors a mesura
que fem créixer la base:

Figura 3.1: Interpretacié grafica del teorema de McDonald.

Exercicis

1. Utilitzeu el metode de multiplicadors indeterminats de Lagrange per de-
duir el metode de les variacions lineals. Amb aquesta finalitat considereu
la funcié (3.31) i calculeu & = (®|H|®) sota la restriccié (®|®) = 1. Es
a dir, construiu el funcional F = (®|H|P®) — A\((®|®) — 1). Substituiu
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® segons indica 'equacié (3.31) i opereu. Aleshores, deriveu F' respecte
¢i, 1 =1,2,... i obtindreu que HC = XA SC. Recordeu que (®|®) = 1,
multipliqueu I’equacié d’autovalors per Pesquerra per C' i demostrareu
que A = ¢, amb la qual cosa heu demostrat ’equacié (3.35).

a

. .z .. 5 _ 4, N
(a) Considereu la funcié variacional ® = /& r e~ ", on a és el parame-

3
tre a optimitzar. Apliqueu el principi variacional per al cas de I'atom
d’hidrogen i trobeu el valor optim a = 3/2 i I'energia optima —3/8 a.u.
(b) La funcié 1s és ¢ = ﬁ e~". El solapament(¢|®) = [ ¢*® r?dr =
0.9975, cosa que evidencia que ® conté majoritariament la funcié 1s.
Demostreu que ® ha de contenir contribucions de funcions del continu,
i.e. funcions corresponents a hidrogen ionitzat amb energia positiva.
Ajuda: Escriviu ® en termes de les funcions propies normalitzades de
I'hidrogen, ® = 3" ¢;1); i tingueu en compte que l'energia £ = 5 c?EZ

. Si g1 és l'autovalor més baix de I'operador H i €5 el segon més baix,

demostreu que (®|H2|®) > (1 + £2)(P|H|®) — £1£5(®|P), on P és una
funcié qualsevol que compleix condicions frontera.

Ajuda: Escriviu ® en termes de la base ortonormal {¢;} de funcions
propies de H, ® = 3" ¢;);. Calculeu separadament <<I)|I:72]<I>),<¢>|ﬁ\¢>> i
(®|P), substituiu i agrupeu els termes per a cada i.

3.7 Aplicacions del metode variacional

3.7.1 El metode SCF de Hartree-Fock

Mostrarem que el metode de Hartree-Fock (com també passa amb el metode
de Hartree) pot derivar-se variacionalment. En particular, que pot derivar-se
minimitzant el valor mitja de ’energia, si aquest valor mitja esta calculat amb
una funcié aproximada tipus determinant de Slater. Ho mostrarem en el cas
particular de ’atom d’heli.

Calculem el valor mitja de ’energia de I’atom d’heli amb una funcié aproxi-
mada tipus determinant de Slater d’espinorbitals:

(E) = <¢u(n)] h(ri)l¢i(m) >
+ < da(n)| h(r2)lda(m) > (3.40)
+ < ¢u(m) o)V (ri,r2)|d1(71) pa(ra) >
= <ou(n) ¢a(n) |V (ri,r2)|da(m1) ¢1(72) >
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La notacié empleada és la usual, |¢1(71)) representa un espinorbital, les inte-
grals monoelectroniques sén (¢1(71)| h(r1)|¢1(71)), mentre que les dues inte-
grals Ultimes s6n bielectroniques.

Imaginem que (¢1, ¢2) sén els espinorbitals ortonormals que minimitzen (E).
Aleshores, qualsevol canvi infinitesimal §¢ per canvi d’un espinorbital ha de
comportar 0§ = 0. L’unica restriccié que hem d’imposar (atesa la hipotesi
fmplicita d’ortonormalitzacié) és que el canvi de 'espinorbital siga tal que
garantisca ’ortonormalitat de la funcié d’ona polielectronica.

Si qualsevol canvi infinitesimal ha d’implicar 6§ = 0, aco sera cert, en parti-
cular, quan considerem el cas que ¢7 — ¢] + d¢], mentre ¢2 queda fix.

Per tal de garantir 'ortonormalitat del determinant de Slater assumim que:

61 = 19y (3.41)

on ¢, és un espinorbital ortogonal a ¢1 i1 ¢, i on 1 és un infinitesim. Deixem
com a exercici per al lector que comprove que la norma del determinant de
Slater,

1[¢1(T1) <Z>1(72)}
V2 |92(m1)  @2(72)

no canvia en efectuar el canvi ¢1 — ¢1+n¢, sempre que (¢1|p,) = (P2|d,) = 0.

Aplicant la variacié infinitesimal (3.41) a (3.40) tenim que:

0 = &(¢1+691, ¢2) —&(d1, p2) =0

- : ~ 3.42
n[< ¢rlhlgr > + < rga|Vigid2 > — < drd2| V{21 > (3.42)

Es a dir, el claudator val zero. Podem reescriure (3.42) de la forma:
< ¢p|[h+ Jo — Kyl >=0 (3.43)

si anomenem,
* 2
< bl Jalpy >= ¢T(“>¢1aﬁ)¢2(”)' drydry (3.44)
12

< &y Kaléy >= Or(r)@5(12)02(r)1(72) - 0 (3.45)

12
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Finalment, la identitat < ¢r’j1\q§1 >=< qbr\f(l\tﬁl > permet escriure:
<¢r|[il+j1+j2*f{1*f%2”¢1 >=< ¢T|F‘¢1 >=0 (3.46)
on anomenem operador de Fock Fa [iL + jl + jg — R’l — R’g].
Si en lloc d’'un canvi ¢1 — ¢1 + d¢1, haguérem fet un canvi ¢2 — @9 +
0¢, I'equacié assolida haguera sigut com (3.46) perd substituint ¢; per ¢o.
Aleshores, 'aplicacié del principi variacional mena el segiient resultat general:
< Gr| Flgi >=0 (3.47)
on ¢; representa un espinorbital que forma part del determinant de Slater que
aproxima la funcié d’ona (espinorbital ocupat) i ¢, representa un espinorbital

que no forma part del determinant (espinorbital virtual); F és I'operador de
Fock,

El resultat (3.47) vol dir que la matriu de Fock queda bloquejada:

occ. | O

@ | vir.

Com que els espinorbitals ¢, no intervenen en el calcul de ’energia sempre
podem triar-los de manera que < ¢ |F ¢ >= Fpprdppr.

A l'exercici del final de la subseccid, demostrem, finalment, que una transfor-
macié de la base d’espinorbitals ocupats que dona lloc a una altra base també
ortonormal, no canvia el determinant de Slater (funcié aproximada polielec-
tronica) que els conté tots.

Aleshores la condicié (3.47) equival a afirmar que els espinorbitals variacionals
sén aquells que diagonalitzen 'operador de Fock, és a dir, aquells que com-
pleixen 'equaci6 (de Hartree-Fock):

Foi=e¢ ¢ Vi (3.48)



3.7 Aplicacions del metode variacional 107

Exercicis

1. Anomenem (¢1, ¢2) i (11, ¥2) dues bases ortonormals del mateix espai,
relacionades per la matriu de canvi de base M:

|:7;Z)1:| _ |:M11 M12] |:¢1:|
o M1 M| [¢2

Imaginarem que els espinorbitals sén reals (la generalitzacié a espinor-
bitals complexos és immediata). Els canvis de base que mantenen 1’orto-
cosf sinf
—sinf cosf
macié ortogonal. Les tranformacions ortogonals presenten determinants
iguals a 1. A partir de ’equacié del canvi de base comproveu que po-
dem escriure que:

I B v | ]

gonalitat sén rotacions [ ] 0, en general, quasevol transfor-

Recordeu que si A i B sén dues matrius quadrades, det(A - B) = detA -
detB. Apliqueu aquesta relacié juntament amb detM = +1, i compro-
veu que els determinants de Slater constuits amb una base o un altra
sén identics, excepte, potser, en el signe. Finalment, atés que el deter-
minant de Slater intervé dues vegades en el calcul del valor mitja de
Penergia, demostreu que (E) és invariant sota una transformaci6 orto-
gonal dels espinorbitals ocupats. En el cas que els espinorbitals siguen
complexos hi ha invariancia sota les transformacions unitaries de la base
dels espinorbitals ocupats.

3.7.2 El meétode Hiickel

Al capitol 5, on parlarem de molecules, presentarem les bases fisiques que jus-
tifiquen el metode Hiickel. Ara com ara, ens limitarem a presentar el metode
des d’un punt de vista operatiu i en relacié al principi variacional.

El metode Hiickel apareix en la quimica quantica 'any 1931[6] per a inter-
pretar la quimica dels compostos insaturats. La introduccié d’aquest metode
va suposar un desenvolupament espectacular de la quimica quantica computa-
cional, tot i el seu caracter qualitatiu. En esséncia, el metode fa un estudi
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dels electrons 7 d’una molécula insaturada. Cada electré m es mou per ’en-
torn molecular i el seu comportament és determinat per un operador Hamil-
tonid monoelectronic efectiu h®//. 14 Aquest operador, I'expressié del qual no
coneixem pero que assumim tan complexa com calga per a fer una descripcid
adient del nostre sistema, és projectat sobre un espai de funcions monoelec-
troniques. Aquest espai esta generat per un conjunt de funcions ortogonals,
tantes com nuclis pesants'® té la molecula, repartides de manera que hi ha una
funcié centrada en cada nucli pesant.

Ni coneixem les expressions dels orbitals, ni tampoc la de I’Hamiltonia efectiu,
aleshores aproximem els elements de matriu h;; d’aquest operador fent s de
parametres empirics que s’ajustaran adientment. Assumim que <(Z5i‘ilef Ty =
a, on « és un dels parametres (si una posicié esta ocupada per un heteroa-
tom en lloc d’un Atom de carboni, aleshores (¢;|h¢//|¢;) = o/ # a). Diem que
(¢i|iff |¢;) = 3 si hi ha enllag entre els centres i i j (3 és el segon parametre).
Si no hi ha enllag, aleshores assumim que (¢;]72/f|¢;) = 0.

Ens n’adonem de seguida que h no és diagonal. Hem demostrat en les sub-
secci6 3.6.3 que les millors aproximacions variacionals que podem obtenir des
de h sén els seus autovalors i autovectors. Assumim, doncs, que els autovalors
de h representen energies orbitals i que els autovectors de h representen or-
bitals moleculars (MOs). Com que hem assumit implicitamement un sistema
de particules efectives independents, I’energia total m-electronica sera la suma
d’energies orbitals. Finalment, acceptem el principi de Pauli (ocupacié orbital
maxima dos electrons).

Apliquem el metode Hiickel al cas de letile, CHy = C'Ho. Escrivim en primer
lloc els elements de matriu de h¢/f: hyy = hoy = a, his = hoy = . Hem de

diagonalitzar, doncs, la matriu [g g ] En altres paraules, hem de resoldre

I’equacié de valors propis de h:
hC =¢£C (3.49)

Noteu que en (3.49) no incloem la metrica S perque el metode Hiickel assumeix
I'ortonormalitat dels orbitals de base.

14Val 1a pena remarcar la semblanca entre els fonaments fisics d’aquest metode i els del
metode de Hartree.
5Entenem per atom pesant, qualsevol atom excepte el d’hidrogen.
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Resoldre (3.49) vol dir igualar a zero el determinant:

a—¢ B |
[B a—&]‘o

Des de (3.50), amb el canvi de variable x = %, obtenim que 2% = 1, d’on
x = =+1,1& = o £ B. La substitucié dels autovalors en (3.49) ens permet
obtenir els autovectors associats, que resulten ser: 1+ = (¢1 & ¢o)v/2. L'or-
bital molecular (MO) ¢, = (¢ + ¢2)v/2, (0-0), esta associat amb & = a + 3 i
estd doblement ocupat. L’orbital molecular ¢ = (¢ — ¢2)v/2, (o-e), associat
amb & = a — 3, estd buit.'® L’energia m-electronica és, doncs, Ex = 2o + 213.

(3.50)

Exercicis

Calculeu els orbitals moleculars (MOs) i energies:

1. del radical al-lil, CH,CHCH>.
2. del butadie.
3. del benze.

3.8 Teoria de pertorbacions independents del temps

3.8.1 Cas no degenerat

Suposem un Hamiltonid H expressable en la forma H = H® + H', on H° és
un Hamiltonia del qual coneixem les funcions propies {W¢} i els valors propis
{E?}, i H’' és I'anomenat operador de pertorbacid, el qual assumim petit en
comparacié amb H° ((H°) > (H')). Aquesta subsecci6 esta dedicada a obtenir
les solucions estacionaries ¥, i E, de H a partir de resultats Vo i E°, estats
no degenerats de HO. A la segilient subseccié considerarem el cas d’estats de
generats.

Amb aquesta finalitat escrivim el segiient Hamiltonia, que fem dependre d’un
parametre \:
HA) =Ho +AH (3.51)

El parametre A ens permet realitzar una transicié continua des del sistema no
pertorbat H(A = 0) = H, fins al sistema pertorbat H(A =1) = H, + H'.

16Cal dir que els parimetres o i § sén negatius.
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Els autovalors i autofuncions de 7:((/\) seran també funcions de A. Escrivim
I’equacié de valors propis d’aquest operador:

(Ho + A H') U(X\) = E(\) () (3.52)
Desenvolupem E,,(A) i ¥,,(\) en seérie polinomica (Tailor) al voltant de A = 0:
aEn 1 82En 2
E, =FE, (A= 5 . .
(N (A 0)+<8)\>>\+2<8)\2>)\+ (3.53)
_ _ ov,, AN
U, (A\)=¥,(A=0) + <8>\>)\+2(8)\2))\+... (3.54)

Reescrivim (3.53) i (3.54) amb una nova notacio:

E,AN)=E9 + XED + X2 @ 4 (3.55)
U,(A\) =0® 4+ Ao 4 A2e@? 4 (3.56)

Substituim (3.55) i (3.56) en (3.52). Agrupem els termes que tenen la mateixa
poténcia en A (traiem AP factor comi) i els igualem a zero:

N [(Hy - BY) o) ] +
Mo ((He— B WY+ (- B ]+
N [(Ho— ENe® + - EMYy e — P w4

o

Y[ =0

Com que A és arbitrari, cal que cada terme que multiplique AP siga individual-
ment igual a zero. De la poteéncia zero, A?, retrobem 'equacié de valors propis
del sistema no pertorbat:

H, ¥ = B0 g(0) (3.58)
Considerem el terme \!:
H, 0D — EO) g = () ¢O) _ 7/ 0 (3.59)

(0)

Sempre podem assumir que \I'g) és ortogonal a ¥, ", per que?!” Multipliquem
(3.59) per VA integrem a tot l’espai:

< WOl BN > = <WOED RN > (60

M Tmaginem que no ho siga, aleshores \I/,(f) podra expressar-se de la formas: \Ilﬁll) = (§\I/,(10) +
\ilsll)), on ¢V és la part de VS ortogonal a v, L’equacié (3.58) ens permet escriure que
('Flo — Eﬁo)) SO (’}:[0 — Eﬁo)) &Y. En altres paraules, sempre podem assumir que VS
és ortogonal a \IJ;O),
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Com que H, és hermitic, i amb el concurs de (3.58), concloem que el membre
esquerre de (3.60) és zero, amb la qual cosa, I’energia de primer ordre es calcula
de la forma:

EW = < vO 1R |9 > (3.61)
(0)

Tornem a (3.59) i multipliquem per W, i integrem a tot l'espai:
< WO, - B > = <w@|ED R0 > @62)

L’hermiticitat de H,, I'ortogonalitat entre v i lequacié (3.58) perme-

ten escriure:

(BO — O < 3@1g0 > = — < 9O |pO© (3.63)

m

Si escrivim \I»'%l) en termes de la base completa {\II%O)},

v =3V (3.64)
k#n

i la substituim en (3.63), obtenim els coeficients de 1’expansié:

<o el >

1 — _
Cnl = (Eﬁ,?) - E,(LO)) (3.65)
per la qual cosa,
(0) |75y (0)
v =- 3 < U [HWn > o) (3.66)
" m#n (Eﬁf(b)) - EﬁLO)) "

Considerem el terme \?:
(o~ EO) 9 = P w0 + (50 —H)w) (360
Sempre podem assumir que \IJ%Q) és ortogonal a \Ifq(q,o) ia \111(11), per que?'® Mul-

tipliquem (3.67) per \11510)* i integrem a tot 'espai:

<UD EO) U > = EP <O > 1 < ud|(ED ) ju) >
(3.68)

BImaginem que no ho siga, aleshores v = 5\11510) + 77\1/53) + 92, L’equacié (3.58) ens
permet comprovar que (7:(0 — ET(LO)) I3 \II%O) = 0. El caracter hermitic de H, permet escriure
que < \Ifﬁ?’\(ﬂo — Eflo))\‘l/;l) > =< \11511)\(7:[0 — E,SO’)\\IJSP) > = 0. Aleshores, la preséncia
de (5\11510> + 17\1/%1)) és irrellevant en el calcul de Eflz).
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L’hermiticitat de H, i I'equacié (3.58) asseguren la nul-litat del terme de 1es-

querra de (3.68). El concurs de (3.66) i 'ortogonalitat de v \1'7(11), permeten
finalment escriure:

B0 _ Z < ‘l,gg)”:mq}?(l()) S< \I,T(IO)‘?_“(/M,%) > (3.69)
S (B~ EY) ‘

que representa el segon ordre de pertorbacio, etc.

3.8.2 Cas degenerat

Considerem ara el cas en el qual 'enesim autovalor de I’Hamiltonia no per-
torbat estiga k-vegades degenerat. Anomenem {@L(L), k=1,2...K } els au-

tovectors ortogonals degenerats. Si anomenem:

Z 90 (3.70)

la funcié d’ordre zero a la qual tendeix V¥,, quan minva la pertorbacié fins un
valor zero, tenim que, d’acord amb 'equacié (3.59), déna lloc, amb (3.70), a

K
H, oM — E© Z al) — " sl (3.71)
k=1

(0)%

Multiplicant per @, i integrant, tenim que, amb (3.58) i I'ortogonalitat entre

\II%O) i \IJS), el terme esquerre de (3.71) s’anul-la. Obtenim que:
Z <o - EDM)2) > ) =0, j=12. K (3.72)

Si anomenem Hj; =< <I> |H’ |<I>( >, tenint en compte lortogonalitat,

< i) |@£3€) >= 01, i 'equaci6 (3.72), podem escriure que:

K
(Hj — 6 ED)el) =0, j=1,2,...K (3.73)
k=1

sistema homogeni d’equacions lineals, la solucié del qual I’obtenim igualant a
zero el determinant:

det|H)j, — 05 EY| =0 (3.74)
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Les pertorbacions de primer ordre sén precisament les solucions de (3.74).
Amb les solucions de (3.74) podem tornar a (3.73) i determinar els coeficients

(0) %0)

¢, i, d’on determinar finalment \II%O). Una vegada conegut Wy, i les correccions

de primer ordre Eﬁll), podem tornar sobre (3.71) per a obtenir \117(}). En una
etapa posterior, ’equacié (3.67) ens permetria obtenir les correccions de segon

ordre, etc.

3.9 Exemples d’aplicacio

El ventall de problemes on és adient 1'is de la teoria de pertorbacions és im-
mens. Ates que aquestes notes van dirigides especialment a quimics, és oporti
exemplificar les teories en problemes que puguen tenir interes per a un quimic
general. Per aquest motiu hem triat exemples al voltant del metode de calcul
quimicoquantic Hiickel, metode molt utilitzat per a justificacions qualitatives
del comportament de compostos quimics insaturats. No obtant aixo, incloem
un exemple de calcul atomic per a ressaltar el caracter general de la teoria de
pertorbacions.

Exercicis

1. El terme d’interaccié espin-orbital per a I’atom d’hidrogen és 7:(5,0, =
¢(r) L-S,on ((r) = 2162% (%—‘:) = 2102 %3 Obteniu 'equacié de 'energia
en termes dels nombres quantics j,¢,s. (Ajuda: Feu us de funcions
|7,€,5 >. Recordeu que 2LS = J? — L2 — §?).

Sol. B(n,(,s,j) = EO(n,0) + L22(j(j +1) — £+ 1) — s(s + 1)), amb
77(7% K) =<n, EK(T)’”’ 0>

3.9.1 Exemple de pertorbacions no degenerades de primer or-
dre

1. Assumida una integral de ressonancia addicional 14 = 3 = 643 sing,

descriviu el comportament conformacional del butadie, des d’una con-
formacié trans (6 = 0) fins a una configuracié cis (§ = 7):
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Les matrius Hamiltonianes H, i H' per al butadie, expressades en base atomica,
sén:

<

0
0
— . I_

H, = H = |

oo we
O oo
oo oo
oo oo
cocoo®@

SV ™
Q™R ®w o

ﬁ/
La diagonalitzacié de H, ens proporciona els segiients autovalors i autovectors
d’ordre zero (comproveu-ho):

0.3718 0.6015 0.6015 0.3718
© _ 06015 ) | 03718 © _ |-03718] 0 _ |—-0.6015
Ci" = losos| ©2 = |—osmis| € T |—osns| €1 T | 06015

0.3718 —0.6015 0.6015 —0.3718

e =0+16188 & =0a+06188 €V =a-06183 € =a—16183

Els elements H/; de pertorbacié entre estats d’ordre zero CZ(-O) seran:

0, = <0/, >:<ij(CEO))kxk!ﬂ’];(CEO)>lxz >
= (e, <t > (6), =5 (e, (c),
_ O

De seguida veiem que:

000 A [a
000 0| [b] _ )
[abcd}ooooc—Qadﬁ
2 00 0| |d
Per la qual cosa tenim que:
) = 2.03718-03718-8 = 02774
) = 2.06015-(~0.6015) -3 = —0.7250
) = 2.0.6015-0.6015- 3’ — 0.72508'
) = 2.03718.(-0.3718) - = —0.2778

L’energia 7 de l'estat fonamental és E; = 2¢;42e3 = 4a+4.4723—0.896 63 sin (0/2),
té un minim a # = 0 (transbutadié¢) i un maxim a 6 = 7.
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3.9.2 Exemple de pertorbacions no degenerades de segon or-
dre

1. Feu una estimacié de les energies orbitals del radical al-lil a partir del
coneixement dels resultats per a l’etile, i la consideracié d’una integral
addicional de ressonancia (o3 = (.

2
1,////A\‘\\ 3

Les matrius Hamiltonianes H, i H' per a aquest problema, expressades en
base atomica, son:

a [ 0 0 0 O
0 0 « 0 6 0
Els valors i vectors propis de la matriu H, son els de I’etile més un centre aillat:
1 1 0
c” =121 cV=1/v2|-1] c=o
0 0 1
610):a+ﬂ 620:a—ﬂ 63O:a

Els clements de pertorbacié de primer ordre sén Hl, = CZ(-O)TH’ CZ(.O). De
seguida veiem que:

a

0
0 b| = 2bcs

g

Per la qual cosa tenim egl) = eg2) = eg‘g) = (0. Cal acudir, en aquest cas,

almenys al segon ordre de pertorbacié. La correccié de segon ordre

0
[abc]O
0

o O

|H 1

fa intervenir elements de matriu ﬁl(j = CEO)TH’ Cgo)' Aleshores, abans de con-

. . . 0 R
tinuar, és convenient recalcular H' en la base Cl(- ), ates que aquests darrers
son els elements de matriu que intervenen en la formula de les correccions de
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segon ordre.

c©
B 1
i — Cgo) [E1] [Cgo) Cgo) Cgo)
cy
oo 0 0 0 1 0
=51 -1 0 00 8 -1 0
0 0 V2| [0 B8 0 0 V2
L [0 0o B
—H=—10 0 -8
V215 5 o

El calcul de la correccié de segon ordre a les distintes energies orbitals és

ara immediat:

o2 B

L a—(a+p) 2

o ___ 2 B

2 a—(a=p) 2
o ___ B2 2,

€ — —
’ (@+f)—a (a=f)-a
Aleshores, €1 = a+ (3/2)3, e2 = a — (3/2)5 1 e3 = . Les solucions exactes
de I'al-lil sén (comproveu-ho): €1 = a + /283, €2 = a — /23 i €3 = a. Noteu
que V2~ 1.4~ (3/2) ~ 1.5.

Es deixa ’exercici de realitzar un estudi similar per a les molecules segiients:

~ - ! 5
~ -
~ .
~
\\ I’

\[,
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3.9.3 Exemple de pertorbacions degenerades de primer ordre

1. Feu una estimacié dels orbitals moleculars i de les energies orbitals del
ciclobutadie

a partir del coneixement dels resultats per a l'etile, i la consideracié de
dues integrals addicionals de ressonancia 813 = Bo4 = (.

Les matrius Hamiltonianes H, i H' per a aquest problema, expressades en
base atomica, son:

a B

|8 o 0

H, = || . H = 0
0

oL ™
@™ QL oo
O W o o
ow o o
o oo
oo o

0

La matriu H, representa dos etilens no interactuants. Les solucions per a cada
subsistema sén e+ = a+ 31 1h+ = 1/v/2(¢1 % ¢2). Si considerem el sistema en
la seua globalitat, escrivim aquestes mateixes solucions de la forma seguent:

1 1 0 0
1 —1 0 0
e’ =1va || o =yve| | =1yval]| o =1ve|
0 0 1 -1
ego):oz—i-ﬂ eéo):a—ﬁ ego):a—i—ﬂ 6510):@—6
B
co—®
0
o—
c—©
o+p
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Escrivim H’ en la base molecular Cgo):

1 1 0 0 00 g 0 1 1 0 0
- 111 -1 0 0 0 0 0 p 1 -1 0 O
/:T’:,
HCHCQOOll 6 0 0 0l |0 0 1 1
0 0 1 -1 0 B 0 0 0O 0 1 -1
0 010
= .10 0 0 1
H_ﬂ1000
01 00

matriu H’ (operador H projectat sobre la base molecular) que, en aquest cas
particular, coincideix amb la matriu H' (operador H’ projectat sobre la base
d’orbitals atomics).

A la vista de les energies orbitals concloem que hi ha dues degeneracions,

(Cgo),CgO)z i (Cgo),Cflo)), que cal tractar separadament. Constuim, doncs, a

partir de H', dues submatrius, les quals cal que diagonalitzem:
ﬁliﬂzpﬂ |§2@ﬂzpﬂ
Hy Hz| |60 Hy, Hy] |60

Tenim, doncs, el mateix problema de diagonalitzacié repetit dues vegades. La
solucié passa per igualar a zero el determinant:

-0 3
V2 |+1

8 —e®

=0 - ) = ap W= [1]

Aleshores, les energies, incloent-hi la pertorbacid, sén ¢; = a + 208, €2 = «,
€3 =aie =a—20. Per la seua banda, els orbitals sén:

1 1

_ 1 (A0, A0 1 1 [ A(0) (0) L]-1
1 ~1

1 1
1 A(0) o)y _1]1 1 (A0 ) _1]-1
G=5(0"-a") =5 |5] + a=H(@ ") =5
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resultat que coincedeix amb la solucié exacta (!). (La senzillesa del problema
tractat fa que trobem el resultat exacte, cosa virtualment impossible en prob-
lemes més complexos.) Afegim, a continuacid, la representacié diagramatica

dels resultats obtinguts.

of B>

e—O G

&—O

Figura 3.2: Diagrama d’orbitals moleculars del ciclobutadie.
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Capitol 4

Atoms

4.1 Introduccid

L’estat d’un sistema queda determinat pel valor del col-lectiu de magnituds
fisiques compatibles que presenta. Aixi, és habitual llegir frases com ara: una
particula d’energia E = 5J es mou amb un moment lineal p = 2Kgm s~ ', o
referir-nos a un estat concret de I’atom d’hidrogen especificant el trio (E, L?, L)

—energia, moment angular i component z d’aquest—, etc.

En parlar de magnituds fisiques que presenten un valor concret per a un sis-
tema, hi ha implicit el compliment, en aquest sistema, d’una serie de lleis de
conservacid. Diem, e.g., E = 5J, sense afegir res més, perque aquest és el
valor constant de Penergia del sistema (hi ha implicit, doncs, un principi de
conservacié d’energia).

Emmy Noether va establir el binomi lleis de conservacid / simetries del sis-
tema com maneres equivalents d’expressar un mateix fet basic. Tothom coneix
algun cas particular d’aquest teorema general. Per exemple sabem que un mo-
bil es mou per un espai homogeni a velocitat constant. Homogeneitat implica
simetria translacional. Aleshores, associem la simetria translacional amb la
conservacié del moment lineal. Hi ha molts altres exemples. Aixi, isotropia
implica simetria rotacional. Amb quin conegut principi de conservacié as-
sociaries la isotropia de l'espai? Una mirada al mén que ens envolta ens fa
descobrir la simetria en quasi qualsevol lloc, encara que un estudi més detingut
ens evidencia que no hi ha cap simetria siné de forma aproximada.! Seguint

! Al preAmbul dels apunts de Teoria de grups de simetria hi ha una discussié, amb algunes
referéncies bibliografiques, al voltant de fisica vs simetries exactes i aproximades.



124 Atoms

el raonament diem que el mateix passa amb els principis de conservacié (vull
dir, que els sistemes model, on hi ha simetries i lleis de conservacié exactes,
sén una idealitzacié dels sistemes reals, on aquestes lleis i simetries hi sén,
perd de manera aprozimada). Aleshores, les constants de moviment sén cons-
tants aproximades: referir-nos a l'estat (E,L?, L.) de I’Atom d’hidrogen és
una aproximacié.? Més habitual que (F, L%, L) és utilitzar el trio de nombres
quantics (n, £, m) per a referir-nos a aquests estats. Direm, doncs, que (n, ¢, m)
sén numeros quantics aproximats de ’atom d’hidrogen real. Diem aproximats
en el mateix sentit que quan parlem de simetries aprozimades del sistema (la
conceptualitzacié pictorica de les quals fa obvi, en aquest cas, el significat del
concepte aproximat).

Cal dir que subjacent a tota la discussid, hi ha el motiu que 'origina: la im-
possibilitat de resoldre de manera exacta ’equaci6é de Schrodinger de sistemes
polielectronics, o, el que és el mateix, la impossibilitat d’obtenir funcions d’ona
exactes per a aquests sistemes.

Hem dedicat el capitol anterior a la presentacié de metodes que ens ofereixen
solucions aproximades de ’equacié de Schrédinger. L’obtencié de resultats
aproximats per a atoms i molecules és, "simplement”, ’aplicacié d’aquesta
metodologia (quimica i fisica quantica computacionals).

Ara bé, la capacitat limitada de l'intel-lecte huma fa que siga virtualment
impossible entendre sense acudir a models simples.? En altres paraules, acudi-
rem a les simetries aproximades (com si foren exactes) per a fer la descripcié
qualitativa dels resultats aproximats que la metodologia quantica ens ofereix.
Aquest és el motiu de la inclusié d’aquest i del segiient capitol en el curs.

2Els estats (E, L?, L) sén estats exactes d’una particula en un camp potencial central. Si
considerem, pero, que la particula és un electrd, cal incloure I’espin. I, aleshores, cal incloure
el terme d’interaccié espin-orbital, etc. En aquest sentit, estat (E, L? L.) és una (bona)
aproximacié a un estat de I’atom d’hidrogen real.

3Cal aclarir el que vull dir. Ficaré un exemple: estudiem experimentalment una cinética
d’una reaccié quimica i obtenim una taula de ndmeros (concentracié vs temps). Representem
la taula i obtenim un nivol de punts en un diagrama concentracié/temps. Fem un ajust que
déna lloc, e.g., a una expressié analitica lineal i un coeficient de correlacié, per exemple,
r =0.99. — Ah!, es tracta d’una cinética de primer ordre!, diem, i, implicitament assumim
tota una serie de caracteristiques i propietats de ’esmentada reaccié. — La imprecisio expe-
rimental, afirmem, no ens permet assolir una regressié r = 1. Pero, aquesta afirmacié no
és més que una conjectura! Tant se val, fem una descripcié aproximada (o model) i entenem
els resultats.
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Estructurem aquest capitol de la segiient forma: assumim que I’Hamiltonia,

A N 9 N
H:Z(;?;—Z)—l-zl, (4.1)

— Tij
1> K

on hem rebutjat el terme d’interaccié espin-orbital,® descriu I’atom polielec-
tronic. Tot seguit estudiarem les commutacitons d’aquest Hamiltonia. Unica-
ment aquelles magnituds fisiques, els operadors de les quals commuten amb
I’Hamiltonia, poden ser conegudes simultaniament amb ’energia. I, aleshores,
definir, conjuntament amb aquesta, ’estat estacionari del sistema conside-
rat. Demostrarem que els estats estacionaris de ’Hamiltonia d’un conjunt
d’electrons, equacié (4.1), estan descrits per funcions antisimeétriques. Que
(L,Mp,S, Mg) sén bons nombres quantics.” Finalment, inclourem el terme
d’interaccié espin-orbital i estudiarem els desdoblaments d’estats que se’n de-
riven d’aquesta inclusio.

4.2 Commutacions de ’Hamiltonia d’un atom poli-
electronic

4.2.1 Commutacié [ﬂ,ﬁkl]

Si les particules d’un sistema sén indistingibles, ’operador Hamiltonia ha de
quedar inalterat si intercanviem les coordenades de la particula k i la particula
l. Si anomenem Py al corresponent operador de permutacié, el que diem és
que Pkﬂ:l =H. Ara bé, hem dit en més d’una ocasio que no té sentit considerar
els operadors en si mateix, sind aplicats sobre una funcié. L’equacié anterior
cal interpretar-la, doncs, com que:

Pu[HY(m1,72,...)] = [PuH|[Pu¥(r,72,...)]

= ﬂ[ﬁkl\IJ(Tl, T2y )] (4.2)

cosa que reescrivim Py H = H Py, és a dir, [Py, H] = 0. En altres paraules,
els autovalors de Pi; sén constants de moviment.

4Hi ha altres termes que també han estat rebutjats, com per exemple la polaritzacid de
massa, lligada a efectes del moviment nuclear. El terme més rellevant que hem rebutjat,
pero, és el d’interaccié espin-orbital.

5 Alternativament podrem usar (L, S, J, My).
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Per a determinar les autofuncions i els autovalors de Py, imaginem un sistema
de dos particules. Les autofuncions de Py; sén aquelles per a les quals,

PuU(k,1) = AU(k,1)

on A és un nombre real perque ’operador Py, és hermitic (demostreu-ho).
Aplicant dues vegades 'operador tenim que,

Py Py W(k,1) = Py N (k,1) = X2 U (k,1)

Pero, des de la propia definicié de permutacio, f’klpkl =1, aleshores, A2 =1,
d’on A = £1. Les autofuncions Wg(k,l) lligades amb A = 1 s’anomenen
simétriques, Pkl\llg(k:,l) = WUg(k,1), mentre que les autofuncions W4 (k,1) 1li-
gades amb A\ = —1 s’anomenen antisimétriques, pkl\IlA(k,l) = —Wu(k,l).
Anomenem bosons les particules descrites per funcions simetriques i fermions
a aquelles que estan descrites per funcions antisimetriques.

La propietat de simetria respecte de l'intercanvi de les coordenades de les
dues particules és una constant de moviment® i determina, doncs, el tipus de
particules que conté el sistema.

Aquesta propietat de simetria de les funcions d’ona d’un sistema no pot alterar-
se mitjancant una pertorbacié externa, ates que qualsevol pertorbacié ha de
ser simetrica respecte de cada parell de particules (el cas contrari demostraria
que les particules no sén indintingibles).

Els estats de sistemes d’electrons, protons, neutrons i, en general, particules
amb nombre quantic d’espin semienter (h/2,3h/2,5h/2,...) resulten estar
descrits per funcions antisimetriques, mentre que sistemes de particules amb
espin enter (0,h,2h,...) per exemple, el fotd, estan descrites per funcions
simetriques. Aquesta regla és una generalitzacié de resultats experimentals.
Sembla ser que totes les particules elementals que hi ha a la natura sén bé
fermions, bé bosons.

Particules indistingibles no interactuants. Principi de Pauli

L’Hamiltonia d’un sistema de particules (reals o efectives) independents,

H = Z h(i) (4.3)

%Noteu que Py no conté el temps explicitament i que [Pkl, 7:1} = 0. L’equacié de moviment
(1.69) ens assegura que dPy;/dt =0, és a dir, que Py és una constant de moviment.
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presenta autofuncions tipus producte Hartree,

\D(Tl,TQ,...,TK):¢1(T1)¢2(T2)...¢K(TK) (44)

Ara bé, la funcié d’ona (4.4) no presenta les propietats de simetria requerides.
Volem dir que si, per exemple, el nostre sistema consta de dos bosons, la fun-
ci6 d’ona haura de ser simetrica respecte de I'intercanvi de les dues particules.
La pregunta que sorgeix és com seleccionem la funcié (amb la simetria ade-
quada) per a aquest sistema? Com que ¢1(71)p2(72) 1 ¢1(72)d2(71) sén degen-
erades,” qualsevol combinacié lineal és funcié propia. En particular, la funcié
U = N¢1(71)d2(m2) + ¢1(72)P2(71)] és propia i simetrica. Aquesta és, doncs,
la funcié requerida.

Si les nostres particules son dos fermions, la funcid

U = Noi(11)p2(m) — ¢d1(12)d2(11)]

1(r1) di(m)
N [¢2<n> ¢2<m>]

és la funcié que cal considerar (un determinant de Slater).

En general, per a K bosons tenim que

V= Z Plor(11)pa(r2) - . . b (Tr)] (4.5)

7565'}(

on P és una permutacié de K objectes 1 Sk representa el conjunt de totes
aquestes permutacions.® Per a K fermions tenim que:

U= )" (~1)"Plpr(r)da(m2) . .. ¢x (7K)] (4.6)

75651(

"Imaginem que A(7;)¢n (i) = €nhn(7i). L'energia total és la suma d’energies individuals
(particules independents). Aleshores ¥ = ¢ (7%)pm(71), E = €n + €m. Identica energia té,
obviament, la funcié ¢n(7)em (7k).

8El conjunt Sy amb loperacié aplicacid consecutiva de permutacions té estructura de
grup. Aquest grup s’anomena grup simétric. Les férmules (4.5) i (4.6) poden derivar-
se mitjangant l'aplicacié sobre la funcié (4.4) d’operadors de projeccié. La utilitzacié del
formalisme de les representacions lineals del grup Sk és el més adient per a tots els problemes
de particules idéntiques. Remetem el lector a 'assignatura de Teoria de grups de simetria
per a aprofundir més en el tema.
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que pot reescriure’s:

¢1(m1)  di(r2) .. 1(7k)
von |2m) da(r) .. ¢2(Tk) (4.7)

or(m1) OKr(12) - GK(TK)

De l'equaci6 (4.7) deriva immediatament ’anomenat principi de Pauli. D’a-
cord amb el principi de Pauli, un sistema de fermions ideéntics no pot tenir
dos (0 més) fermions ocupant el mateix estat (el mateix espinorbital?). Per a
demostrar el principi imaginem el cas contrari, és a dir, que ’espinorbital ¢,
esta repetit (que vol dir, doblement ocupat). Aleshores, hi ha una fila repetida
al determinant (4.7). Siun determinant presenta repetida una fila, el seu valor
és zero. La qual cosa vol dir que la funcié és identicament zero en qualsevol
punt de I'espai, és a dir, no hi ha sistemaf(!)'°

En el cas de sistemes de particules interactuants, la funcié d’ona polielectronica
ja no sera un determinant de Slater. Pero caldra que siga antisimetrica, per la
qual cosa, podra ser sempre expressada com una expansié de la base de deter-
minats de Slater.!’ Podem comprendre-ho de la segiient manera: (1) rebut-
gem el terme d’interaccié interelectronica de ’Hamiltonia. Aleshores, trobem
un conjunt complet de funcions (determinants de Slater) per al problema no
pertorbat. (2) Incloem el terme d’interaccié interelectronica com l’operador
de pertorbacié. (3) La funcié pertorbada pot escriure’s com una combinacié
lineal del conjunt complet (de determinants de Slater).

9La forma més naive d’enunciar aquest principi és que un orbital pot allotjar un maxim
de dos electrons. Si hi ha dos electrons, hi haurd un electré amb espin 1/2 i un altre amb
espin —1/2. Adonem-nos que agd equival a dir que en cada espinorbital la maxima ocupacié
és un electré.

19En contrast amb el comportament aillacionista dels fermions, als bosons els agrada estar
junts. No tenen cap principi d’exclusié. Aquest comportament cooperatiu dels bosons els
permet actuar orquestradament i produir efectes macroscopics. Per exemple, milions de
fotons poden unir-se coherentment i donar lloc a una ona electromagneética macroscopica. El
principi de Pauli impedeix que els electrons puguen fer alguna cosa semblant. Es per aixo
que, malgrat que els electrons tenen una ona associada, mai veurem ones macroscopiques
d’electrons.

1 Aco estd directament relacionat amb 1'ds d’operadors de projeccié antisimetritzadors
(vegeu l'equaci6 (4.6)) per a dotar la funcié d’ona de la simetria permutacional adequada.
Remetem el lector al curs de Teoria de grups de simetria per a més detalls.
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4.2.2 Commutacions [H, S?] i [H, S.]
L’Hamiltonia (4.1) no conté variables d’espin, aleshores, automaticament:

[H,S2 =[H,5.] =0 (4.8)

i la funcié d’ona, antisimetrica, sera un producte'? d’una part orbital per una
part d’espin,

U(r,72,...,78) = ®(r1,79,...,7N) E(01,02,...,0N) (4.9)

L’antisimetria de la funcié d’ona total implica que les simetries permuta-
cionals de ® i = han de ser duals. Posarem un exemple per aclarir el que
volem dir. Considerem el cas de dos fermions no interactuants i dos orbitals
(¢1,¢2). Anomenem « a la funcié d’espin +1/2 i § a la funcié d’espin —1/2.
Amb (¢1,¢2) i (a, B) podem construir quatre espinorbitals (¢1 a, ¢1 3, @2,
¢2 ). A partir dels quatre espinorbitals podem construir vuit funcions de dues
particules:

¢1(r1) a(o1)d2(r2) al(o2) | ¢2(r1) a(o1)di(rz) aloz)
¢1(r1) ao1)ga(r2) Boa) | ¢2(r1) alor)gi(r2) B(o2)
¢1(r1) B(o1)d2(re) aloz) | ¢2(r1) Blo1)d1(r2) a(oz)
¢1(r1) Blor)ga(ra) B(o2) | d2(r1) Blor)p1(r2) B(oz)

Ara bé, no totes aquestes funcions han de ser valides per a fermions. De fet
cap d’elles compleix la condicié d’antisimetria.

Podriem considerar separadament productes d’orbitals i productes de fun-
cions d’espin. FKls productes orbitals que podem construir amb dos orbitals
distints sén: {¢1(r1) pa(r2), é1(r2) ¢2(r1)}. Siadaptem aquestes funcions per-
mutacionalment (és a dir, si escrivim funcions simetriques i antisimetriques,
equacions (4.5) i (4.6) tenim:

bs = ¢1(r1) pa(re) + ¢2(r1) ¢1(r2)
pa = ¢1(r1) ga(r2) — d2(r1) ¢1(r2)

O, simplement,

¢s = ¢1P2+ P21
da = G1P2— P21

12En cas de degeneraci6 podria haver combinacions lineals de productes, e.g. 3 ®; Z;.
i
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on l'ordenacié de les variables és fixa: 1 per a la primera funcié (siga quina
siga) i 79 per a la segona, etc.

Considerem ara les funcions d’espin. Tenim els segiients productes {a(o1) a(02),
a(01) Blo2)+B(o1) a(02), (o) B(o2)} o simplement, {aa, a 3+8a, 35} Les
funcions v v i B 3 sén simetriques. Cal adaptar les altres dues funcions. Amb
les equacions (4.5) i (4.6) trobem: Zg = af+faiZs = af—Fa. En resum
tenim:

Qo aq

af . SIM < af+ PBa
B po

Ba AS {af — Ba

Demostrarem més endavant que, en particular, les funcions simetrique/ anti-

simetriques d’espin de dos electrons sén propies de S? amb valor propi 1/0,
respectivament.!3

Com que la funci6 total ha de ser antisimetrica, caldra multiplicar o una part
orbital simetrica per una part d’espin antisimétrica (dual), o una part orbital
antisimetrica per una part d’espin simetrica (dual). Les funcions que trobem
sén:
U(S=1,M=1) = ¢a(r,r) aa
triplet ¢ U(S=1,M=0) = o¢a(ri,r) (af+ fa)
V(S =1L,M=-1) = ¢a(ri,r2) B

singulet { U(S=0,M=0) = ¢g(r1,r2) (af — pa)

La cosa es complica un poc més si el nombre d’electrons és major de dos. El
motiu deriva del fet que podem obtenir funcions antisimetriques de tres o més
electrons com a producte de funcions orbitals i d’espin amb simetria permuta-
cional distinta a simetric/antisimetric.'* Encara que els detalls es compliquen,
la idea basica d’aquesta subseccié roman inalterada: com 1'Hamiltonia (4.1)
no conté variables d’espin, la funcié total antisimetrica pot factoritzar-se com

3Com 3\2, S. sén simetrics respecte de les coordenades d’espin dels electrons, commuten
amb qualsevol permutacié (raonament semblant a U'efectuat per a obtenir (4.2)). Pot haver-
hi, doncs, un conjunt complet de funcions comunes. La base de funcions d’espin anomenada
genealogica és base també de les representacions irreductibles (irreps) del grup simétric.

“En arribar a aquest punt es fa necessari I'is del grup simétric i la teoria de les seves
representacions lineals, si volem mantenir una minima senzillesa expositiva. Aci no podem
estendre’ns en aquesta direcci6 i remetem el lector als apunts de Teoria de grups de Simetria.
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producte d’una funcio /grbital propia de I’Hamiltonia H i una funcié d’espin,
propia dels operadors S? i S.. Els nombres quantics (S, Mg) sén etiquetes dels
estats del sistema. Aixi parlem del triplet (S =1, M = —1,0,+1), del singulet
(S =0,M = 0), etc. Noteu que la multiplicitat és precisament 25 + 1 (e.g.
S=1,25+41=3 —triplet—, S =0, 25 + 1 =1 —singulet—).

Hi ha una manera sistematica (prou incomoda, perd) d’obtenir funcions adap-
tades d’espin fent s de I'operador de projeccié:

. 2\,
B=11 5 A (4.10)

on \; representa el j-ésim autovalor de S2.

Notem que si 5'3\11Z = \;V¥;, aleshores, (5'5 —A)¥; = 0. Que si ga\Ilk = MV,

2_)\. . .z
aleshores, i}_i?\llk = V. En altres paraules, siga ¥ una funcié qualsevol.

Podem imaginar-la formalment expandida en termes del conjunt complet de

funcions propies de S2. El que fa 'operador Py, és anullar totes les compo-
nents de ¥ excepte la seua component k.

Com sempre, la teoria de grups brinda una alternativa més simple de resol-
dre els problemes. Hi ha un procediment d’adaptacié, basat en la teoria de
representacions lineals del grup simetric, que sera estudiat en ’assignatura de
Teoria de grups de simetria, que resulta ser prou més comoda d’utilitzar. Pero
més que donar procediments per a obtenir funcions propies d’espin, el que té
més interes és que comprenguem els conceptes basics implicats. El que farem
tot seguit és presentar algunes funcions adzlgtades d’espin, i deixem al lector
I’exercici de comprovar que sén propies de S? i S..

Hi ha un diagrama anomenat branching diagram que mostra el nombre d’estats
de diferent multiplicitat que podem obtenir per a un nombre donat d’electrons
(per exemple, vegeu la taula: amb tres electrons podem obtenir un quadruplet
(S = 3/2) i dos doblets (S = 1/2)). El diagrama és molt facil de construir
(vegeu la Figura 4.1): comencem amb el nimero 1. Cada nimero encerclat és
suma dels dos nimeros encerclats adjacents per ’esquerra. El diagrama té en
abscisses el nombre d’electrons (N) i en ordenades la multiplicitat (25 + 1).
El ntimero encerclat representa el nombre de multiplets. Per exemple, mirant
el diagrama de seguida sabem, que amb sis electrons (N = 6) podem obtenir
cinc singulets, nou triplets, cinc quintuplets i un heptuplet.
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electrons | funcions d’espin (multiplets) 25 + 1 | multiplets
1 { “ 2 1
p
( oo
, of + fo 3 1
Bo 1 1
{aB — o
oo
aaf + afa+ faa 4
BBa+ faf + B ,
; | 996
{ 2caff — afa — faa 9
2660~ faf — af ,
{ afa — Paa 9
paB — app

Exercicis

1. Imagineu un anell 1D molt petit de manera que la separacié entre nivells
siga molt gran. Imaginem-lo poblat amb quatre electrons. Com que els
estats estan molt separats, ens fixem Unicament en el nivell parcialment
ocupat (el qual és doblement degenerat). Imaginem que els electrons
interaccionen amb un potencial V' = Ad(¢1 — ¢2) en lloc del potencial
coulombic (podem considerar que aquest potencial és una especie de
potencial de coulombic de molt curt abast). Considereu valid 'is de la
teoria de pertorbacions. Demostreu que el triplet és més estable que el
singulet.

Ajuda: La part orbital simetritzada és Wy = N[e(#1—%2) 4 ¢=il¢1=¢2)]
on N és la constant de normalitzaci6 (per que?).

2. Particularitzeu I'operador de moment angular Jy al cas del moment
angular d’espin. Demostreu que:

SLE(S,M)=h+\/S(S+1)— M(M +1)Z(S,M +1)

i que, en particular, 5’+a = S,ﬁ =0, S+/3 =haiS_a= he.

Tot i ser reiteratiu, resoldrem aquest exercici amb tot detall. En primer lloc recordem que si
dos operadors A i B tenen la propietat que per a qualsevol parell de funcions acceptables ¢1
i ¢2 succeeix que (¢1|A|¢2) (¢2|B|¢1) , diem que s6n operadors adjunts I'un de laltre: A
és I'adjunt de B i escrivim A = BT. De la mateixa manera B és Padjunt de 'operador A i
escrivim B = At
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25+1

Figura 4.1: Branching diagram

Anomenem autoadjunt o hermitic a un operador CA:, sempre que ¢ = C’T, és a dir, sempre
que: (¢1]C|g2) = (¢2|C|o1)*. Des de la definicié J+ = J, £ iJy i del caracter hermitic de
jz i jy resulta immediat que jl = j:F'

Al segon capitol vam demostrar que J+|j,m) = Ax|j,m £ 1). Si volem calcular A4+ resulta
convenient escriure que:

Jod =T 24 nd,
Jode =T 2 ni.
i calcular el valor mitja de j+ J_:

A-(ml|Jy[jm —1)

A (gm — 1J-|jm)*
A= (jm — 1]jm — 1)*
= P

(Fml| T4 - |jm)

perd tenim també que:1®

GmlJyJ_|jm)y = (Gm|(J2 - JZ+ J.)|jm)
= JjG+1)—mi(m; —1)au.

aleshores:

A= \JiG +1) = my(m; — 1)

analogament:16

Ay =/3G +1) —my(m; +1)

La particularitzacié per a funcions amb espin 1/2 déna lloc a S’+a = S_,B =0, S’+ﬂ =ai

S_a= 3.

5Recordeu que en unitats atomiques h = 1.
Y61 pot presentar un factor de fase complex de modul unitat (Pilar [4] p. 138).
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3. L’operador d’espin total de dues particules ve expressat per S2 = §+ S_+

S2_nS,. Amb S, = S.(01)+S5.(02), S+ = S+ (01)+S5=(02). Comproveu
que les funcions d’espin simetriques/antisimetriques de dos electrons sén
propies de S? amb valor propi 2/0, respectivament.

—

. En unitats atomiques S? = 5’+5L + Sf — S.. Per a un sistema de N

N N A N
particules: S, = > 5.(i), Sz = > Sz(i), etc. Comproveu que la funcié
i i

de tres electrons ¥ = 2aaf — afa — faa és propia de 3’\2 i S, amb valors
propis S = 1/2, Mg =1/2.

Apliquem en primer lloc I'operador: S, = S, (o1) + g;(ag) + 8, (o3) sobre la funcié ¢ del
problema:

S.p = [5'2(01)+§Z(02)+5’Z(03)](2aa,8—aﬂa—ﬁaa)
1 1 1 1 1 1 1 1 1
= 2(5—1-5—i)aaﬁ—(i—5+§)aﬁo¢—(—§+§+§)ﬁao¢

1 1
= —(2aaf — afa — paa) = =1
2 2
A partir d’aquest resultat podem dir que:
N P ~ 1 1
52 =5.5¢=5-¢=-
Y P 2¢ 4¢

Calculem ara l’accié de S_ S’Jr sobre 1. Considerem en primer lloc I'accié de S’Jr:

849 = [S4(o1) + 54 (02) + 51 (08)](2008 — afer — faa)
= (0+4+0—aaa+0—aaa+0+2aaa+0+0)
= 0

Aleshores 5_ $'+w = 0. Podem calcular ara I'accié de S2:
52 = (581 +52+ 8.
1 1
= 04 - =
tvtoY
1.1

= 5(5 + 1)3

. Fent ds de (4.10) projecteu la funcié de dos electrons a(1)3(2) sobre

S = 0. Comproveu que la projeccié és propia de S? i S,. Feu la projec-
ci6 també sobre S = 1.

L’operador implicat en (4.10) és 52 = (-8, +52+8,). Estudiem en primer lloc Paccié de
S, sobre a(1)3(2):

[82(00) + 8- (02)]a(1)5(2) = (5 ~ 1)a()F(2) =0
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Es immediat que $2a(1)8(2) = 0. Calculem I'accié de 'operador §_ S :

[S— (1) + S—(02)][S+(01) + 54 (02)] (1) B(2)
= [S—(01) 4+ S—(2)](0 + a(1)(2))
= o(1)B(2) + B(1)a(2)

[S—51]a(1)B(2)

Amb tot ago: N
S2a(1)B(2) = (1)B(2) + B(1)(2)

Acudim ara a (4.10) i, per substitucié directa, tenim que:

P(S=1) = %2
. 522
P(S=0) = 5
aleshores tenim que:
PS=1a)8(2) = (a)sE)+s1a)
P(S=0)a(1)8(2) = %(a(l)ﬁ@) - B(1e(2))

Si incloem els factors de normalitzacid, tenim finalment:

Sl

IS=1,M=0> ((1)B(2) + B(1)a(2))

[S=0,M=0>

(a(1)B(2) — B(1)a(2))

4.2.3 Commutacions [H,L?] i [H,L.]
Reescrivim I’Hamiltonia (4.1) de la forma:

H = 7:[1 + 7:(12 (4.11)
A

=) -1ly2_Z 4.12

- Y= w2

Hig = Z — (4.13)

 Tij

Com que h; és un Hamiltonia hidrogenoide, [(,,, h;] = 0, dbviament, [(.,, h;] =
0 perque els operadors no depenen de les mateixes variables. Aleshores,
[fz ,Hl] = 0. Ens preguntem si ZZ commuta amb ng, o0, el que és el mateix,
si commuta amb V(z j) = n-j' Recordem que:

gz. = —Zh(:l:zi 0

i o yz-a—xi) (4.14)
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Tij = \/(iﬂi — )2+ (yi — ;)% + (2 — %) (4.15)

Les equacions (4.14) i (4.15) mostren que V (ij) és un operador multiplicatiu
mentre que £, és un operador que realitza derivacié. Aleshores,

[0y Vi) f = L, (V(ig) £) — V(id)le, (f) = F2:,(V(ig)). (4.16)

Amb la qual cosa,

= —ih(x; a‘g?(;j) _ .3‘gg(cij))
—ih(z; yir;%lj — i 901;336]) (4.17)
ij ij
= iz g
ij
és a dir, no commuta. Analogament podem calcular:
5 XY — TiYj
[0z, V(ij)] = Zh]Tjj #0 (4.18)
Des de (4.17) i (4.18), perod, obtenim que:
0, el que és el mateix,
3D (L +02),V(ig)] = [La, Haz) = 0 (4.20)
i#j
[L.,H] =0 (4.21)

Podem escriure una demostracié identica substituint £., per £, o £,,. En altres
paraules,

(Lo, H] = [Ly, H] =0 (4.22)
Obviament també,
2. = 2.5 = [I2H
[L2,H] = 0

Reunint els resultats d’aquesta subseccié i la subseccié anterior concloem que
les variables {7:{, L2, ﬁz, S2, S’Z} sén compatibles per a un atom polielectronic
definit per 'Hamiltonia (4.1). Classificarem, doncs, els estats atomics sobre

la base dels valors propis d’aquests operadors o, més concretament, sobre la
base dels nimeros quantics que determinen aquests valors propis.
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4.3 Termes electronics

Si aproximem I’Hamiltonia de I’atom polielectronic, equacié (4.1), (o equiva-
lentment equacié (4.11)), per Hy, eq. (4.12), ens trobem enfront d’un sistema
de particules independents, la funcié d’ona del qual és un determinant de Slater
construit amb els orbitals presents a la configuracid electronica. Si diem que la
configuracié electronica de Destat fonamental del carboni és 1522522p?, diem
que els moments angulars 7 i ézl dels electrons individuals sén constants de
moviment (sota l’apro/)\(imacié H = 7:[1) Si incloem el terme 7:(12, els moments
angulars individuals, Z? i ézi, ja no proporcionen bons numeros quantics per al

sistema. Unicament el moment angular total L2 i la seva component L, sén
constants de moviment.

Hi ha, doncs, un problema d’ordre zero: la determinacio de les possibles sumes
vectorials dels moments angulars individuals que donen lloc als estats (L, M,).
Al capitol 2 vam discutir aquest problema i vam obtenir la regla segiient:

J1-Je = (J1+J2), (J1 +jo — 1), (j1 + j2 — 2),..., |j1 — Jo (4.24)

Aplicarem aquesta regla al cas concret de dos electrons ocupant orbitals p
(configuracié p?):

1. Part orbital: /1 =1,¢,=1— L =2,1,0
2. Part d’espin: s1 =1/2,s0=1/2 - S =1,0

Per a descriure els estats de H = 7:(1 —1—7:[12 utilitzem la segiient nomenclatura:
25+1X on X representa (S, P, D, F ...) per als valors L = 0,1,2,3...
Aleshores, els estats que trobem per a la configuracié p? sén: (35, 3P, 3D, 1S,
Lp, D). Cal dir, pero, que el principi de Pauli no permet tots aquests es-
tats. Per exemple, estats com ara p.(r1)p.(r2)a(o1)a(oz) (corresponent a
L =0,58 =1, component Mg = +1 de 3S) estan prohibits. De fet, els tinics
termes de la configuracid p? sén 3P, 1D, 1S. L’aplicaci6 del principi de Pauli,
sense 1'ajuda de la teoria de grups,!” resulta molt enutjosa, motiu pel qual
presentem tan sols un exemple i remetem el lector al curs de Teoria de grups
de simetria per a aprofundir més el tema.

YE] caracter dual de les funcions orbital i d’espin és el que fa senzilla I'aplicacié del principi
de Pauli en el marc d’un llenguatge de Teoria de grups.
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Exercicis

1. Calculeu els termes de la configuracié p?.

La primera qiiestié que abordarem és la determinacié del nombre de
microestats associats amb aquesta configuracié. Els dos electrons de la
configuracié p? tenen en comt els nombres quantics n i £. Cal que presen-
ten, almenys, una diferéncia en my o mg (principi de Pauli). Anomenem
a i b els electrons. Tenim que el primer electrd, I'electré a, presenta sis
possibles parelles de valors (my, mg). Triada una parella concreta (my,
ms) per a aquest electrd, el principi de Pauli permet triar entre cinc pos-
sibilitats per a l’electré b. Hi ha, doncs, un total de 6 x 5 = 30 microes-
tats. Cal dir, pero, que, atesa l'indescirnibilitat que deriva del principi
de Heisenberg, dos microestats que tnicament suposen la permutacié
dels electrons (com ara [(1,1/2),(0,—1/2)] vs. [(0,—1/2),(1,1/2)]) sén,

en realitat, el mateix microestat. Aleshores concloem que el nombre de

microestats és %: 15, cosa que podem reescriure com
6!
2! x 4!

Una generalitzacié del raonament anterior ens permet obtenir una fér-
mula per al calcul del nombre de microestats:

(forats + particules)!

forats! particules!

Per exemple, el nombre de microestats d’una configuracié d> sera: Q =
?}!—07!! = 120. Una altra cosa distinta és el cas d’electrons no equivalents,
com ara les configuracions p?d>, 2p 3p, etc. Considerem el cas pd>: els
electrons p no causen restriccions (derivades del principi de Pauli) sobre
els electrons d i viceversa. Podem, doncs, tractar separadament les dues
subcapes. Hi ha 15 microestats associats a la configuracié p® i 120 as-
sociats a la d3. Hi ha un total, doncs, de 15 x 120 = 1800 microestats
per a la configuracié p?d®. Analogament, la configuracié 2p 3p presenta

6 x 6 = 36 microestats.

Tornem al cas que ens ocupa de la configuracié p?. Tenim dos electrons
equivalents (¢ = 1, my = 1,0,—1, s = 1/2, ms = +£1/2). Construim la
taula segiient d’acoblaments de moments angulars compatibles amb el
principi de Pauli:'®

8No s6n compatibles amb aquest principi acoblaments de moment angular que impliquen
dos electrons amb el mateix espin assignats a un mateix orbital.
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me(1) mg(1) me(2) mg(2) | LLIOFL | M Mg | stmbol
1 1/2 1 172 | 2 0 o
112 0 1/2 11| e
1 1/2 o -2 (ULLT 10 0 o
1 12 -1 1/2 0 1 .
| 12 -1 -1)2 0 0 0
1 120 12 (LT 10 o .

1 120 -1/2 1 1| e
1 a1y2 1 1/2 0 0 .
1121 -1)2 0 1| e
0 1/2 o <12 (LI o o o
0 12 -1 1/2 11 .
0 12 -1 -1/2 10 o
o 12 12 LU a1 o .
0 -1/2 -1 -1/2 a4 1| e
1 12 1 -2 [LLI] 2 o o

La taula inclou una tltima columna en la qual hi ha un simbol que ens
ajuda a organitzar els resultats:

o — My =0Ms=0

e — M, =-1,0,1 Mg =—1,0,1
o— Mp=-2,-1,0,1,2 Mg =0

Resulta, doncs, immediat fer les segiients correspondéncies:

o—=L=0S=0
e - [ =15=1
o—L=25=0

amb la qual cosa hem determinat que els termes que deriven de la con-

figuracié p? sén 1S, 1D i 3P.

4.4 Interaccié espin-orbital

La inclusié del terme Hso = &(Z,7)LS en Hamiltonia d’un atom polielec-

tronic ocasiona que (S, Mg, L, M1) no siguen ja bons nombres quantics.

19

9Estrictament en atoms polielectronics Hso = > €2, n)éZ - 8; 1 per aixo L2 i 52 no

commuten amb Hso (encara que J? i J. st que ho fan). Ara be, hom pot demostrar que
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~
A

Unicament el moment angular total J=L+5ilaseva component z, J,
commuten amb H = H; + His + Hso.

Com que el terme Hso 6s generalment prou més petit que la resta de I’'Hamil-
tonia, el podem tractar com una pertorbacié. Afegim J a la notacié del terme
electronic 251X (ara l’escriurem 2er1XJ) per a indicar que hi ha un petit
desdoblament dels abans estats degenerats del terme 271X (lligat a J). El
desdoblament és, a primer ordre de pertorbacié (comproveu-ho):

EW =< e>[J(J+1)—L(L+1)—S(5S+1)]

Aixi, per exemple, el terme 3P, (L = 1,S = 1), es desdobla, equaci6 (4.24),

de la segiient manera: 5
P

3p 3P

3Po

Aquest tipus de tractament en el qual els moments angulars individuals €
s’acoblen per formar L, els moments 3 per formar S i i, finalment, L s’acobla
amb S per a donar lloc a J, s’anomena acoblament de Rusell-Saunders (o
acoblament [:S”) i és molt apropiat per als elements més lleugers del sistema
periodic, per als quals:

Hi > Hia > Hso (4.25)

En atoms pesats succeeix, pero, que
7:(1 > 7:(50 > 7:(12 (4.26)

En aquest cas els nombres quantics L i S no tenen cap sentit. L’Hamiltonia
d’ordre zero per a estudiar atoms pesats és de particules independents:

Ho=> hi (4.27)

A A 5o
hi=—4Vi = " ez b4 (4.28)

dins de cada terme espectroscopic (Hso) = A[J(J + 1) — L(L 4+ 1) — S(S + 1)], encara que
el parametre A és una complicada funcié de les integrals £(Z,r;). Per aix0, de vegades, hom
escriu Hso = &(Z,r)LS, encara que en rigor és incorrecte (vegeu Offenhartz P.O., Atomic
and Molecular Orbital Theory, McGrawHill, NY 1970, p.141 i referéncies alli citades).
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Resolem I’equacié monoelectronica:

La funcié polielectronica és un producte antisimetritzat de funcions monoelec-
troniques amb nombres quantics individuals j; i j,, perfectament definits. La
consideraci6 del terme Hj2 fa que j; i j,, no siguen ja bons nombres quantics
i ho siguen unicament J i My (acoblament jj).

Vegem ’exemple de la configuracié 6p7s (dotze estats degenerats). Els diversos
nivells d’aproximacié sén:

o Ho— (ty=1,0,=0)(s1 = 1/2,50 = 1/2)

o Ho+Hso — (£1-51 — 3/2,1/2) (b3 - 53 — 1/2)

o FotFiso+ For = v 2= {1050 11 1y
Ho Ho + Hs.o. Ho + Hs.o. + Hiz
El mi 62 mo Sy mso j1 mj1 jQ m;2 J MJ
1 1 0 0 4+ + [3/2 3/2 1/2 1/2|2 2 1 0 1 2
1 1 0 0 + - 3/2 3/2 1/2 -1/2|1 10 1
1 1 0 0 - + 13/2 1/2 1/2 1/2 |1 10 1
1 1 0 0 - - 13/2 172 1/2 -1/2]0 0
1 0 0 0 + + |3/2 -1/2 1/2 1/2
1 0 0 0 + - [3/2 -1/2 1/2 -1/2
1 0 0 0 - + |3/2 -3/2 1/2 1/2
1 0 0 0 - - 13/2 -3/2 1/2 -1/2
1 -1 0 0 + + |1/2 1/2 1/2 1/2
1 -1 0 0 4+ - |[1/2 1/2 1/2 -1)2
1 -1 0 0 - + | 1/2 -1/2 1/2 1/2
1 -1 0 0 - - (12 -1/2 172 -1/2

Hi ha dotze estats que deriven de la conﬁguramo s'p! que especifiquem per
mitja de les etiquetes |f1milamasyse). 20 G H = Ho, aquestes etiquetes sén
bons nombres quantics i els dotze estats son degenerats. Si considerem H =
Ho+ Hso els bons nombres quantics sén |j1m1jamsz).2! L’energia depen de j;.
Hi ha, per una banda, vuit estats degenerats (j; = 3/2,j2 = 1/2) i, per una

20En aquesta férmula m representa m;.
21En aquesta férmula m representa m;.
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altra, hi ha quatre estats degenerats (j; = 1/2,7j2 = 1/2). Si considerem que
H = Ho+Hso~+Hia, tinicament (J, M y) sén bons nimeros quantics: |JM; >.
Hi ha cinc estats degenerats (J = 2) per una banda, tres estats per una altra
(J = 1), tres més per una altra (J = 1) i un més per una darrera (J = 0).
Incloem un diagrama (Figura (4.2)) per a ressaltar, en l’exemple de la confi-
guracié s'p!, les diferéncies entre els dos esquemes d’acoblament estudiats:
LS i jj. Finalment, considerem la configuracié p? amb un acoblament jj. Hi
ha un total de quinze estats (el nombre d’estats d’una configuracié obviament
no és funcié del tipus d’acoblament, LS o jj, considerat). Per a cada electrd
tenim: £ ® s =1®1/2 =3/2@® 1/2. Com que hi ha dos electrons, tenim les

segiients combinacions:
)as. Sén sis estats, J = 2 ® 3 =3+ [2] + 1+ (0], ja que sols s6n

13,3
acceptables les combinacions antisimetriques [2] + [0]
). Sén vuit estats, J = % ® % =2+ 1, ja que en aquest cas la falta

3 1
2. (i, §
de simetria permutacional em permet construir antisimetriques totes les

combinacions.
)AS- Es un estat, J = % ® % = 1+ [0], ja que sols és acceptable la

11
3' (57 §
combinacié antisimetrica [0].

C:2p3s Phb: 6p7s
13
(3:3)
13 | —
hH -
_.’\\ l g
1p 1 bz
1 F i S —
------- i
\ /
\ /
3 \ /
P2 \ !
\ /
—\\ |‘ I’
B
< r ‘l‘ /
3 | — !
P P VA ! 11
1 . \ / (5.5)
— Vi ! 2'27
8 it ! 11 —
PU // ‘\““ /l ('2" '2') //,4’
—_— A T e Y
W ! ’ Sseor2redn
‘\"‘ (n+1) Lo S —
ynpn+l)s | 7 .
Interaccié Interaccid /. Interaccid Interaccid
spin-orbital electronica spin-orbital electronica

Figura 4.2: Acoblament LS vs. jj.
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Capitol 5

Mbolecules

5.1 Aproximacié de Born-Oppenheimer.

Superficies d’energia potencial per al moviment nuclear

Les molecules estan formades per nuclis i electrons que interaccionen entre si.
De manera semblant al que succeia amb els atoms polielectronics, excepte el
cas més senzill de la molecula i6 hidrogen, H2+ , no podem separar variables i no
hi ha solucions exactes per a molecules. Cal acudir a metodes aproximats. Hi
ha una primera aproximacié (que, com veurem, resulta d’extraordinaria pre-
cisié) que generalment s’assumeix a I’hora de fer calculs d’estructura molecu-
lar. Es anomenada aproximacio de Born-Oppenheimer. Aquesta esta basada
en observacions empiriques d’espectroscopia molecular que semblen indicar
que ’energia total d’una molecula pot ser vista com la suma de parts aprox-
imadament independents. Sembla que, a part de I’energia translacional, una
molecula es comporta com un rotor, més un oscil-lador, més un conjunt d’elec-
trons interactuants. Una primera comprensio d’aquesta observacié empirica
pot ser assolida a partir d’un fet basic de ’estructura molecular: una molecula
esta formada per dos tipus de particules, nuclis i electrons. Els nuclis sén
entre 103 i 10° voltes més pesants que els electrons. Com que els electrons
tenen una ineércia moltissim menor que els nuclis, efectuaran moviments més
rapids. Podriem imaginar que mentre el nuclis no s’han mogut sensiblement,
els electrons han efectuat diverses orbites. Aquesta és la idea essencial sobre
la qual reposa ’aproximacié de Born-Oppenheimer.

Sense detriment de generalitat, discutirem I’aproximacié de Born-Oppenheimer
en el cas de la molecula més senzilla de totes, la molecula i6 hidrogen.! La

LCal aclarir que si hi ha una molécula on puga ser més inadequada I’aproximacié de Born-
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generalitzacié de la discussié a d’altres molecules és trivial. Cal afegir que la
molecula i6 hidrogen, HQJr , juga per a les molecules el mateix paper que I’atom
d’hidrogen per als atoms polielectronics. En mecanica quantica és possible
resoldre el problema del moviment d’un electré sotmes al camp potencial de
dos nuclis fixos (Burrau 1926), amb la separacié previa de variables. Aquesta
molecula i6, encara que no molt comuna, no és cap molecula hipotetica. Fou
descoberta per J. J. Thomson als raigs catodics, s’ha pogut estudiar experi-
mentalment, la seua distancia internuclear d’equilibri resulta ser 1.060 Aila
seua energia d’enllag 2.65 eV.

L’interes a estudiar aquesta molecula radica, per una banda, en el fet que
podem estimar la validesa de metodes aproximats (en comparar-los amb el
resultat exacte), per una altra banda, perque les seues solucions ens propor-
cionen un conjunt d’orbitals moleculars (MOs) que poden, eventualment, ser
utilitzats com a punt de partida per a l'’estudi de molecules més complexes
(en perfecta analogia amb el paper jugat per 'atom d’hidrogen respecte dels
atoms polielectronics).

Cal puntualitzar que al paragraf anterior no s’ha afirmat que puga resoldre’s
el problema de I’HZJr . Hem parlat de nuclis fixos. Hi ha implicita ’aproximacio
de Born-Oppenheimer. Ara, doncs, ’estudiarem.

Figura 5.1: Sistema de coordenades per a la molecula i6 hidrogen.

Escrivim I’'Hamiltonia de 17H2+ en unitats atomiques,? d’acord amb la nomen-

Oppenheimer, és precisament 1'H,", perque té els nuclis més lleugers possibles. No obstant
aixo, els resultats que se’n deriven sén extraordinariament bons, la qual cosa indica la valua
d’aquesta aproximacié. Per a detalls sobre aquest punt vegeu W. Kolos i L. Wolniewicz [5].

281 anomenem M a la massa del nucli i m a la de Pelectrd, la massa del nucli, en unitats
atomiques, és M /m.
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clatura de la Figura 5.1:

Im_, 1m 1 1 1
-V — - — 4 — 5.1
2 oM 4 2M "B 1y rp ' Rap (5.1)
Aquest Hamiltonia no admet separacié de variables i posterior resolucié analitica.
Fem una primera aproximacié al problema considerant que la gran massa dels
nuclis, en comparacié a la dels electrons, fa que la corresponent energia cinetica
en siga molt més petita. Aleshores, en una aproximacié d’ordre zero, rebutgem
aquests termes d’energia cinetica nuclear en I’'Hamiltonia H, equacié (5.1), i
obtenim un nou Hamiltonia,
- 1 1 1 1
Hoy=-—-V>o —— —+ —— 5.2
« 2 ra B Rap 5:2)
el qual descriu el moviment de ’electrd sota la influencia del camp electric gene-
rat pels nuclis. Per aquest motiu I’anomenem Hamiltonia electronic, malgrat
contenir el terme 1/R4p de repulsié nuclear. Els termes que hem rebutjat sén
les energies cinetiques dels nuclis,

1m
2 M

de manera que reescrivim I’Hamiltonia (5.1) en la forma:

N 1m
Ty = (V4+ V%) = _iﬁv% (5.3)

~

H =Hu(R,r)+ Tn(R) (5.4)

on R representa les coordenades nuclears i r les electroniques. Procedim,
doncs, a resoldre:

Hel(R, 7’) @R(T) = Eel(R) (I)R(T) (55)
on la dependencia de ﬂel(R, r) amb les coordenades R dels nuclis es tradueix
tan sols en una dependéncia amb la distancia R4p, com es pot observar en

I'equacié (5.2).

Com s’ha dit abans, una vegada fixada R4p 1'equacié (5.5) d’autovalors admet
resolucié analitica, resolucié que va aconseguir Burrau en 1926. Tanmateix
podriem haver-la resolta amb metodes variacionals aproximats. En la Figura
(5.2) s’han representat les energies dels dos estats electronics més estables vs.
Rap. El calcul mostrat en la figura senyala una distancia internuclear d’equi-
libri o de minima energia al voltant de Rap ~ 2 a.u. i, tanmateix, s’obté una
energia de dissociacié per a aquesta molecula H;r de 2.79 eV, resultat que tan
sols difereix un 5% respecte de I'experimentacio.
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1 2 3 R (au)

Figura 5.2: Energia electronica de I'H, vs. la distancia interatomica.

X- .7 7’ A X' IA - 1
Una aproximacié més completa al problema és Paproximacié de Born-Oppenheimer?

que basicament consisteix a cercar una solucié per a I’Hamiltonia complet H,
equacié (5.1), en la forma U(R,r) = ®r(r)x(R), on ®Pr(r) és funcié propia
de I'Hamiltonia H,;, equacié (5.5), i x(R) és una funcié de les coordenades
nuclears.*

Una factoritzacié ®r(r)x(R) de la funcié d’ona no és possible de manera ex-
acta. Agafem pero la funcié obtinguda ® z(r), multipliquem-la per una funcié
desconeguda x(R) i escriguem que:

HOr(r)x(R) = E®r(r)x(R) (5.6)

és a dir:
Ha®r(r)x(R) + Tnx(R)®r(r) = E ®x(r)x(R) (5.7)

3Una discussi6 detallada, rigorosa i de lectura no massa dificil al voltant del que implica
Paproximacié de Born-Oppenheimer, podeu trobar-la en W. Kolos [4]. Val la pena remarcar
que P’abans esmentat error del 5 % en el cas molt desfavorable de I'H; no pot ser millor
resultat.

Amb ®g(r) volem remarcar que totes les coordenades, nuclears i electroniques, estan
presents en la funcié. Nosaltres considerem, perd, R com a parametres i 7 com a variables.
Aquesta és una classificacié purament formal que no afecta la matematica.
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Figura 5.3: Estats vibracionals més baixos d’un oscil-lador harmonic i d’un
potencial E.(R).

Multipliquem per ®z(r)* i integrem sobre les coordenades dels electrons. Amb
(5.4), (5.6) i la condici6 de normalitzacié (Pr(r)|Pr(r)), =1,

Eq(R)X(R)(®r(r)|®r(r)), + TnX(R)(®r(r)|®r(r)), ~ -

~ E xX(R){®r(r)|®r(r)(r
és a dir,
[Tn + Ea(R)]x(R) ~ E x(R) (5.9)
L’equacié (5.9) és I'equacid, aproximada, del moviment nuclear. L’autovalor

és l'energia total. Cal fer mencié que F(R) fa, en (5.9), el paper d’energia
potencial per al moviment nuclear.®

L’equacié (5.9) pot ser objecte d’una posterior separacié de moviments rota-
cional i vibracional, etc. En resum, la funcié d’ona aproximada d’una molecula
podem representar-la com:

|¥) = |rot(nuc)) |vib(nuc)) |elec) |spin(nuc)) |spin(elec)) (5.10)

5Cal fer notar que per justificar la introduccié de I’aproximacié de Born-Oppenheimer
afirmavem que les observacions empiriques d’espectroscopia molecular semblaven indicar
que lenergia total d’una molécula pot ser vista com la suma de parts aproximadament
independents. Aquesta afirmacié cal matisar-la a la vista de 1’equacié (5.9). En cada estat
electronic diferent hi ha un potencial E.;(R) diferent que fa que les freqiiéncies vibracionals
i les constants rotacionals poden ser sensiblement diferents i, per tant, haver una sensible
dependeéncia d’aquests parametres nuclears amb ’estat electronic. Ara bé, dins de cada
estat electronic, hom pot reconeixer una clara estructura vibracional i rotacional que pot ser
facilment interpretada si assumim ’aproximacié de Born-Oppenheimer. Aquest és el sentit
que cal atorgar-li a aquella frase introductoria.
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Les transicions entre estats rotacionals sén causades per radiacié de microones,
entre estats vibracionals, per infraroja; entre estats electronics, per UV-visible;
les radiofreqiiencies originen les transicions entre estats d’espi nuclear, etc.
Com a il-lustracié presentem en la Figura 5.3 els estats vibracionals més baixos
d’un oscil-lador harmonic i els corresponents a un potencial E(R) tipic.

5.2 L’Hamiltonia electronic

D’ara en avant assumirem implicitament I'aproximacié de Born-Oppenheimer
i ens centrarem en la problematica de la resolucié de I’'Hamiltonia electronic
Her, que escriurem simplement H.

L’Hamiltonia electronic, e.g. equacié (5.2), no inclou variables d’espin. Vol
dir aco que des del principi hem rebutjat el terme d’interaccié espin-orbital.
La funcié d’ona molecular podra, doncs, factoritzar-se:

\I/(Tl,TQ s -TN) = @(7“1,7“2 B 'TN)Z(O'l,UQ .. 'UN> (5.11)

i, de la mateixa manera que en atoms polielectronics, parlarem de singulets,
doblets, triplets, etc.

En perfecte paralel-lisme també amb els atoms polielectronics, abordarem, en
una primera etapa, la resolucié de ’equacié de valors propis rebutjant les re-
pulsions interelectroniques que impedeixen la separacié de variables. Tenim,
aleshores, un problema de particules independents. De la mateixa manera que
en el cas atomic, en el qual la simetria del terme d’energia potencial determi-
nava la simetria dels orbitals atomics (AOs), en el cas molecular, la simetria de
lesmentat potencial (és a dir, la simetria de 1’esquelet molecular) determina
la simetria dels orbitals moleculars (MOs).

La consideracio de particules, reals o efectives, independents permet parlar de

configuracio electronica en molecules (e.g. 03 o2 Wgy -+ +) de la mateixa manera

que parlavem de configuracid electronica en atoms (e.g. 1s22s22p3...).

En el cas atomic, tot i que vam resoldre el problema d’un electré en el camp
potencial del nucli, no vam utilitzar les funcions de I’hidrogen per als atoms
polielectronics (vam proposar orbitals de Slater al seu lloc o, de vegades, sim-
plement s’utilitzen funcions gaussianes). Si que vam tenir en compte la sime-
tria (orbitals s, p, d, ...). De la mateixa manera, tampoc en molécules és
essencial la resolucié exacta del problema d’un electré en el camp potencial
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creat pels nuclis. Cal, aix0 si, respectar la simetria derivada de la geometria
de l'esquelet molecular.

5.3 Molecules lineals.

El moment [, és una constant de moviment: [H,L,] =0

Escrivim I’Hamiltonia electronic molecular:

:“ZVQ Z*_ i (5.12)

u>v “V

7:{0 7:(1
Adonem-nos que Ho té la mateixa expressio que I’Hamiltonia de ’atom poli-
electronic en el qual s’ha eliminat el terme d’atraccié nucli-electré. Aleshores,
si I’'Hamiltonia d’un atom polielectronic commuta amb L2 i L., amb més motiu
ho fara Hy. La qiiestié és saber si [H1, L?] =0 isi [Hy, L] = 0.

Z
e Thx

Figura 5.4: Coordenades cilindriques.

Tuk =/ %5+ P2 (5.13)

h 0
z&bu

SNoteu que en (5.13) z,, fa referéncia a la coordenada z de I'electrd p.

Tenim que:%

L., = (5.14)
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Aleshores, obviament [ﬂl,ﬁzﬂ] =0, i, en conseqiiéncia,
[H1,L.] =0 (5.15)

En canvi, podem comprovar que [ﬂl, 2\2] # 0. Unicament el nombre quantic
associat a la component z, A =0+ 1+ 2... és un bon nombre quantic per a
molecules diatdomiques. © Aleshores classifiquem els estats moleculars com ¥,
II, A, etc. segons el valor A = 0,£1,£2... del nombre quantic. Igualment,
classifiquem els estats de 1’H2Jr o MOs, pero els escrivim utilitzant lletres mints-
cules per tal de distingir entre MO i funcié polielectronica. Tenim, doncs: o,
7, 0, etc. per a A = 0,4+1,+2... Si la molecula és centre-simetrica, afegim
letiqueta g/u si la funcid, o el MO, no canvia de signe (g) o si que canvia (u)
en canviar el signe a totes les coordenades. Per a molecules centre-simetriques
tenim doncs MOs com ara oy, my, etc.

L’obtenci6 del termes moleculars 251X (on X = ¥, I, A ... si|[A| =0,1,2...)
a partir de les configuracions d’orbitals moleculars segueix el mateix procedi-
ment que en atoms.® Per exemple, en la configuracié om considerem ’acobla-
ment orbital c@m = ITiel d’espin 1/2®1/2 = 140, que donen lloc als termes
1 i 3II. La configuracié 72 implica dos electrons en la mateixa subcapa, cosa
que fa intervenir el principi d’antisimetria de Pauli. Considerem igualment
I'acoblament orbital # @ 1 = X7 4+ [E7] + A iel d’espin 1/2® 1/2 = 1+ [0].

"Per a lectors familiaritzats amb la teoria de grups de simetria aquest és un resultat
trivial. L’atom té simetria K} mentre que les molecules lineals sén Cooy 0 Doon. En fer una
reduccié de simetria des de K}, fins a C'ooy (0 Doop) hi ha un desdoblament de les bases de les
representacions irreductibles de K, (que sén precisament les autofuncions {Yza} , de L2 ).
Aleshores, no podra ser possible que [7:[1, fﬁ] = 0. Al contrari, la simetria axial es manté:
[7‘117 Iiz] = 0. Com que les representacions irreductibles de Cooy 0 Door 861 bidimensionals
(excepte X (A = 0)) i les bases d’aquestes representacions irreductibles (¢a, ¢—a) sén propies
de L., caldra que D’energia siga funcié del modul |A| del nombre quantic associat amb L..

8Cal tenir present que els MOs estan etiquetats pel mddul del nimero quantic A de la
component z del moment angular i que la component z total en un sistema polielectronic és
la suma escalar de les components del electrons. Aixi, a partir de |A1] 1 |A2| obtenim A1+ Az,
A — A2, —(A1—A2) i —(A1+A2). Per exemple, si tenim un electré en orbital 7 i un altre en
un orbital 4, acoblament 7 ® § = (+1) ® (£2) — 3,1,—1,-3 = (£1) ® (+£3) =1U ® ®. En
segones poteéncies cal tenir present les components simetriques/antisimetriques que deriven
de la permutacié de particules idéntiques: (£A) ® (£A) = 0T @ [07] @ (£2A). Per exemple,
7@m =T +[Z7]+ A. Fixem-nos que la funcié antisimétrica de dos electrons amb A = 0,
Uy = ethargmihas _ g—iha gihar canvis de signe sota 1’accié d’un planol de simetria o, (des
de oya; = —a; se segueix que 0,¥4 = —W4) per aixd etiquetem aquest estat X~ amb el
superindex ”—”, mentre que la funcié simétrica Ug = A @1e7#2 4 gmihe1iha2 1y canyia,
per aixd letiquetem X7,
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El principi de Pauli perod sols en permet construir els termes 23X, '+, TA.
La configuracié 2737 no implica dos electrons en la mateixa subcapa, per la
qual cosa els termes a que déna lloc sén 3L, 1¥~, 3%+ 15+ 3A 1A, Final-
ment considerem la configuracié on?. La primera subcapa déna lloc a 2%, la
segona a 3¥. 7, '¥F, A, i en acoblar-ho tot obtenim X7, 2%, 25+ { 2A,

5.3.1 Resolucié variacional de la molécula i6 H,

Aplicarem el metode de les variacions lineals, seccié 3.2.3. Com a base de
funcions triem un orbital atomic 1s de ’hidrogen centrat en el nucli esquerre
(¢a) i un altre centrat al nucli dret (¢p). La funcié d’ona (MO) sera:

th=capa+cpPB (5.16)
Es tracta de trobar (c4, c¢g) que fan minim:
(IF)
E(ca, == 5.17
) =gy 47

Tenint en compte que:

1. per una pura qiiesti6 de simetria, <¢A\ﬂ|¢A) = <1SA]ﬂ|1sA)
= (1sp|H|1sp) = (¢p|H|¢B) = Haa = Hpp

2. els AOs estan normalitzats: (1s4|1sa) = (1sg|lsp) =1

3. anomenem Sap = (¢a|éB) = Spa 1 Hap = (¢A\7:{]¢B> =Hpa

(Ci + C%)HAA + QCACBHAB

5.18
6124+CQB+2CACBSAB ( )

E(ca,cp) =

Derivem parcialment (5.18) respecte de c4 i igualem a zero. A continuacid,
derivem parcialment (5.18) respecte de cp i igualem a zero. Obtenim aixi un
sistema homogeni de dues equacions:

CA(HAA—E)—i-CB(HAB—SABE):O

5.19

cA(Hap — SapE) +cp(Haa— E) =0 (5.19)
compatible si el determinant segiient val zero:

(Haa—E)  (Hap — SapE)
=0 5.20
(Hap — SapE)  (Haa—E) (5:20)
L’equacié (5.20) déna lloc a dues possibles solucions per a l’energia:

Hys £ H

By =—A4= A8 (5.21)

14+ Sap
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La substitucié de cadascuna de les solucions (5.21) en (5.19) ens proporciona
les funcions d’ona associades, que, després de la normalitzacid, resulten ser:

1
Yy = ——(1sg £ 1sp 5.22
T SAB)( ) (5.22)
La funci6 ¢ l'escrivim o4(1s), mentre que 1_ I'escrivim o7;(1s), on I'asterisc
s’inclou per a indicar que es tracta d’una funcié antienllagant (és a dir, una
funcié, l'energia de la qual (E_) és superior a la de les funcions de base per
separat.)”

A la vista del teorema de McDonald, Cap. 3, podrien intentar cercar, varia-
cionalment, estats excitats. Per a aquesta finalitat farem s d’orbitals atomics
excitats.

A la seccié 5.2 haviem discutit que la simetria de ’esquelet molecular deter-
mina la simetria de les funcions d’ona. Les solucions (5.22) sén una confirmacié
del que acabem de dir. Sera convenient, doncs, utilitzar en el calcul variacional
funcions de simetria adequada. En altres paraules, en lloc de comencar amb
els AOs centrats en un nucli o un altre, partirem de combinacions lineals
adaptades a la simetria (orbitals de simetria, SOs). Aleshores partirem de
combinacions com ara:

og(ls) = 1sa+ 1sp
ou(ls) =1s4 — 1sp
04(25) =254+ 2sp
ou(28) =254 — 2sp

09(2172) =2p.a+2p.B

Gu(2pz) = 2pzA - 2sz (523)

779(22796) = 2psA — 2p2B
Tg(2py) = 2pya — 2pys
'/Tu(2pa:) = 2pz4 + 2B

9Un lector familiaritzat amb la teoria de grups de simetria hauria pogut predir (5.22)
sense necessitat de fer cap calcul. El centre d’inversié molecular obliga a tenir funcions
simétriques o antisimetriques respecte de 'intercanvi de 1s4 i 1sp. Portant (5.22) a (5.17)
obtenim (5.21). En altres problemes més complexos, la teoria de grups simplificara perd no
deixara, en general, el problema completament resolt.
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Si utilitzem els orbitals (5.23) com a punt de partida i construim el determinant
variacional (similar a (5.20) pero amb la base (5.23)), podriem comprovar que
I'esmentat determinant queda bloquejat per simetries:'%

Figura 5.5: Determinant variacional expandit en una base de SOs.

En altres paraules, inicament es combinen variacionalment orbitals amb la
mateixa simetria. Que vol dir a¢o? Vol dir, per exemple, que el MO o, de
més baixa energia no sera exactament o,4(1s), perque es mesclara amb o4(2s),
04(2p2), 04(3s), etc. Resulta, pero, que el valor de I’element diagonal (o,4(2s),
04(25)), (o de l'element diagonal (04(2p.), 04(2p.)) etc.) és molt distant de
I'element (o4(1s), o4(1s)). La teoria de pertorbacions (capitol 3) ens diu que
si hi ha diferéncies notables entre els elements diagonals, la mescla (originada
per la preséncia dels elements extradiagonals —pertorbacions de segon ordre—)
sera poc important: la mescla dels orbitals de base €s poc important si tenen
energies orbitals molt diferents. Podem resumir aquestes consideracions en
el (conegut) diagrama d’energies d’orbitals moleculars (vegeu la Figura 5.6).
Cal fer notar que el diagrama de la Figura 5.6 és el diagrama de MOs de la
molecula H2+ .

En perfecte paralel-lisme amb el model de particules independents per a atoms
polielectronics, un model similar per a molecules diatomiques ens porta també
al concepte de configuracio de MOs pero per a molecules. I, com en el cas dels
atoms, posarem fletxes, de dos en dos (T]), en cada orbital. Tantes fletxes
com electrons hi ha a la molecula.

Una explicacié d’aquest fet la podeu trobar en la seccié Integrals que s’anul-len dels
apunts de Teoria de grups de simetria.
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2p 2p

2s 2s

1s 15 1s

Figura 5.6: Diagrama d’energies d’orbitals moleculars.

Una iltima cosa: com a conseqiiencia del fet que les energies orbitals dels dis-
tints atoms polielectronics s6n distintes (a causa de la distinta carrega nuclear
que tenen el diferents atoms), I'ordenaci6 de les energies dels MOs també po-
dran variar d’una molecula a una altra. Aixi, per exemple, al cas del By trobem
que €(30,) > €(1m,), mentre que al cas del F, Pordenacié és a I'inrevés.!!

5.3.2 La molécula H,. Correlacio electronica en moléecules

La molecula d’Hs juga el mateix paper en molecules que ’atom d’heli juga en
atoms polielectronics. Totes les caracteristiques essencials de ’enlla¢ quimic,
entés aquest com una comparticié d'un parell d’electrons (concepcié classica
d’enlla¢ quimic de Lewis), hi sén presents.

D’acord amb la subseccié anterior, la configuracié electronica de ’estat fona-
mental de I'Hy sera 0‘3. Dos electrons amb espins oposats sén assignats a un
mateix orbital. La funcié d’ona polielectronica sera:

U(ry,m) = ogm)ag(rz)ji[a(al)ﬁ(@) —Blonalon)]  (5.24)

on, recordem oy = (sa+sB).

1
2(1+5)

"Per a més detalls sobre aquestes qiiestions vegeu e.g. Lowe [6] o Pilar [8].
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Reescrivim la part orbital de (5.24), especificant els AOs,

(I)MO(T1,7’2) = 2(:[1—{—,5')[8A(T1)SA(T2)tSB(Tl)SB(TQ)—i_

Pion
+ sa(r1)sp(r2) + sp(r1)sa(re)] (5.25)

q>cov

L’equacié (5.25) mostra que la funcié d’ona d’orbitals moleculars déna el
mateix pes a funcions ioniques ®;,, (que assignen els dos electrons a un mateix
AO) que a les funcions covalents ®.,, (que assignen un electré en cada AO).

Per a construir ’equacié (5.24) o (5.25) no hem fet cap hipotesi sobre la dis-
tancia interatomica R. Es clar que si R — o0, caldria dissociar dos atoms
d’hidrogen neutres. Aquest no és el cas si utilitzem una funcié d’orbitals
moleculars, equaci6 (5.24). Diem, doncs, que ®M© déna lloc a una descripcié

fins i tot qualitativament incorrecta del limit de dissociacio.

Si eliminem les indesitjables formes ioniques de (5.25), la funcié d’ona poli-
electronica s’escriura:

®VB(ri,r) = N{[sa(r1)sp(r2) + sp(r1)sa(rs)] x
X [a(o1)B(o2) — Blor)a(o2)]} (5.26)

El subindex V' B (valence bond) fa referéencia a ’anomenada teoria d’enllagos
de valéncia de Heitler-London.!?

Hom podria obtenir una millor funcié per a ’estat fonamental de I’Hy amb
I’ajut d’un parametre variacional addicional. Escrivim:

U = Tppp + Ao (5.27)

El parametre variacional \ sera diferent per a cada valor de la distancia inter-
nuclear. En particular, el principi variacional ha de conduir a A(R = o0) = 0.
A la mateixa solucié (5.27) podriem confluir des d’una perspectiva MO, si
escrivim:
U=V + puUy (528)
12La generalitzacié de Slater-Pauling d’aquest metode, consisteix basicament a assignar
la funci6 d’ona molecular com un producte (antisimetritzat) d’orbitals atomics i funcions
d’enllag, ((¢adp + dvda)(af — Ba). Aixi per exemple, la funcié d’ona VB de I'hidrur de liti

és U = N(|1s1:151:2510:15m| — |151:15L:251:1sm|). Per a més detalls vegeu, e.g. Fayard [2]
p. 169 ss o Pilar [8] p. 514 ss.
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on Wy es correspon amb la configuracié 0'3, W9y amb la configuracié o2, i p
és el parametre variacional.

Si els electrons foren particules independents, la funcié MO, equacié (5.25),
seria la funcié del sistema polielectronic, ja que proporciona equiprobabilitat
de qualsevol distribucié electronica del sistema (independéncia de moviments).
Si la repulsié interelectronica féra major (per exemple, si la carrega dels elec-
trons féra el doble) I'ocurréncia de distribucions electroniques idoniques seria
altament improbable. La situacié fisica real fa que hi haja una correlacié del
moviment dels electrons determinada (major a menor distancia interatomica
i zero si R — o0), la qual és responsable d’un balang entre formes ioniques
i covalents de la funci6 d’ona. Si partim d’una funcié tipus MO, direm que
la correlacié disminueix el pes les formes ioniques. Per a molecules amb més
de dos electrons, la correlacié afavoreix aquelles distribucions en les quals
hi ha maxima multiplicitat d’espin en cada centre. Per exemple, afavoreix

[(saapaa)(spBppB)] sobre [(saapaf)(spappf).'?

5.4 Molecules poliatomiques

El tractament MO per a molecules poliatomiques segueix el mateix patré que
per a diatomiques:

1. Calculem els SOs (orbitals de simetria) a partir dels AOs. La simetria a
la qual fem referéncia és la de I'esquelet molecular.'?

2. Elegim la configuracié electronica molecular (funcié d’ordre zero).
3. Apliquem Hartree-Fock o qualsevol altre metode variacional de calcul.

El tractament VB també és similar al que hem comentat per a ’Hs. Hi ha,
pero, un aspecte en el qual valdria la pena aprofundir un poc més. Recor-
dem que déiem que, essencialment, el tractament VB considera una funcid
producte (antisimetritzat) d’orbitals atomics i funcions d’enllag. Hom pot re-
coneixer, doncs, les configuracions electroniques dels atoms individuals en la

3Per a una primera aproximacié al problema de la correlacié electronica recomanem la
lectura de l'article de Spiegelmann et al.[10].

141 adaptacié d’una base d’orbitals a la simetria molecular pot ser realitzada amb l’ajut
d’operadors de projeccié sobre les representacions irreductibles del grup puntual de simetria
molecular. Vegeu els apunts de Teoria de grups de simetria per a un major aprofundiment
en aspectes practics de com construir els SOs.



5.4 Molecules poliatomiques 159

molécula. Sembla immediat pensar que per a descriure la configuracié molecu-
lar fonamental cal incorporar, en la funcié d’ona, les configuracions fonamen-
tals atomiques. Aquest no és sempre el cas. Per exemple, a ’estat fonamental
del BF; la configuraci6 electronica del fluor és 1522522p° (fonamental) i la de
I'atom de bor és 15%252p? (excitada). En altres paraules, les configuracions
electroniques dels atoms en la molecula, quan aquesta esta en estat fonamental,
no sén sempre les configuracions electroniques fonamentals dels atoms lliures.
Per exemple, a I’esmentat cas del BF3, una configuracié 1522s%2p per al bor
déna lloc a una estat excitat del BFj.

Hi ha un concepte que ens pot ajudar a reconeixer quina ha de ser la configu-
racié de ’atom en la molecula. El concepte en qiiestié és el d’hibridacié. En
I’exercici de la seccié 3.7.1 es demostra que un canvi de base dels orbitals ocu-
pats no canvia (excepte, potser, un irrellevant factor de fase) la funcié d’ona,
si aquesta és un determinant de Slater. La hibridacié és un canvi de base
que afecta els orbitals ocupats de I'atom central d’una moleécula. Aquests es
substitueixen per orbitals dirigits segons les direccions dels enllacos. Per ex-
emple, la configuracié del nitrogen a ’estat fonamental de 'amoniac, N Hs, és
152252p3. La hibridacié sp? defineix, a partir de 1'orbital 2s i els tres orbitals
2p del nitrogen, quatre nous orbitals atomics hibrids {¢1, ¢2, ¢3, ¢4 }.1> Aque-
sts HOs son orbitals dirigits des del nitrogen cap als vertexs d’un hipotetic
tetraedre circumscrit. En aquest cas, la relacié entre uns i altres orbitals és:

o 1 1 1 1 25
2| 11 1 -1 -1 20
é3| 21 -1 1 -1 2py (5.29)

b4 1 -1 -1 1 2,

El raonament cal fer-lo, pero, a l'inrevés: sabem (experimentalment) que la
geometria de 'amoniac és piramidal. Aleshores pensem que caldria que el
nitrogen tinguera una hibridacié que dirigira tres enllacos cap a tres dels ver-
texs d’un imaginari tetraedre circumscrit i un parell solitari d’electrons cap
a laltre vertex.'® Aquesta és la hibridacié tipus'” sp3. En conseqiiencia, la
configuracié del nitrogen és 15%252p>.

5Als apunts de Teoria de grups de simetria podeu trobar una manera sistematica de
construir els orbitals hibrids (HOs).
16Cosa que explicaria la preséncia del moment dipolar molecular.

1"Les hibridacions no han de ser necessariament combinacions lineals amb nombres enters.
De fet, el cas considerat del nitrogen, en no haver-hi simetria molecular tetragdrica, és segur
que els quatre hibrids no seran equivalents. De fet, cal esperar tres hibrids equivalents s®p®
i un no equivalent sa/pb/, on a, a’, b, b’ no sén nombres enters.
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5.5 Separaci6 /7 en molécules organiques. Métode
Hiickel

Podem escriure I’Hamiltonia d’una molecula organica que presenta enllagos
multiples (en el sentit del model classic de Lewis) distingint el que anomenem
electrons o, que diem que estan implicats en I’esquelet molecular format pels
enllagos simples; del que anomenem electrons 7, implicats en els enllagos multi-
ples:

H=H+ (7%2 + ﬂm> =H) +H, (5.30)
on,
~0 1 Neg 9 ne K ; Ng 1
Ry = 1Y VRS 3L
w wok p<v
Ao — —180y2 _§35s s 3R 1 (5.31)
s 2 © Tk Tpy :
w wok p<v
N Ng Ny
Hor =322 %
wov M
Definim I’operador monoelectronic izfj”"e:
1 LA |
e = oV =y oy (5.32)
Tk ~ Ty
de manera que:
N AZ N N 1
Hﬂ‘ thore + Z e
w u<v
ni }}COT@_FanW‘SMiV 5.33
12 2 > Ty ( . )

Hy,

Il
=MFe

Es clar que dins de H x hi ha termes bielectronics. En essencia, el metode
Hiickel assumeix que hi ha un operador efectiu monoelectronic, Bzf I , que pot
reemplacar H u (polielectronic). L’expressié de iL,if ! pot ser tan complexa com
es vulga. A la teoria Hiickel no s’especifica cap expressié per a ﬁzf 7. Sim-
plement s’afirma que existeix i, atés que no se’n coneix la seua expressié, es
reemplacen totes les integrals en les quals intervé I’esmentat operador efectiu
per parametres ajustables. A¢o permet tenir un Hamiltonia de particules inde-
pendents per a descriure I'estructura m-electronica de les molecules organiques.
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Com que al llarg del curs hem fet 1s reiterat d’aquest metode, una vegada pre-
sentada la seua justificaci6 fisica, no entrarem en més detalls.'® Afegim, pero,
algunes definicions importants.

Densitat de carrega atomica: és la mesura de la quantitat de carrega -
electronica sobre un atom:

nocc

i =Y nilcial (5.34)

on la suma s’estén als nocc orbitals moleculars (MOs) ocupats, n; és ’ocupacié
del MO ¢; i cj4 és el coeficient del AO x4 en el MO ¢;.

Ordre d’enllag entre els atoms A i B:

nocc

Pig =) niccis (5.35)

Energia de ressonancia: Es la diferéncia entre lenergia Hiickel (aquella que
deriva de la matriu Hiickel) i la corresponent a lestructura localizada més
estable, d’entre les que descriuen la molecula (aquella que deriva d’una ma-
triu semblant a la Hiickel, pero on els tnics elements no diagonals no nuls, on
incloem el valor (3, es corresponen amb els dobles enllagos 'estructura loca-
litzada).

Energia de la configuracio electronica:

nocc
E=) ne (5.36)
i
on g; és lenergia de orbital ¢;.
Moment dipolar de ’estructura m:

g=le’| Y (dhi—1)7a (5.37)
A

on la suma s’estén a tots els nuclis.

18Vegeu e.g. Wagniere [11], Murrel i Harget [7], Pilar [8], etc., si esteu interessats a estudiar
metodes m-electronics que incloguen, d’alguna manera, la correlacié electronica.
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Moment de transicié entre dos MOs ¢; — ¢y
pik = le”| (@i|P6n) = le™| D c5a crn{xalflxs) (5.38)
AB

En aquest punt, per raons de simplicitat, acceptem ’anomenada aproximacio
ZDO:

(xalrlxB) = (xallx4)dap (5.39)
Aleshores:
ik = le™ 1> cia ckalxalfixa) (5.40)
A

Ara bé, (xal|Flxa) = T4, posicié del nucli on esta centrat l'orbital x4. En
resum:

pir = e Y ¢ acrata (5.41)

A

Moment de transicio entre dues configuracions electroniques: com que el me-
tode Hiickel és un metode de particules independents, cal considerar separada-
ment les transicions entre orbitals. Aleshores una transicié com ara |¢p?¢e) —
|q§1¢§) equival a les transicions simultanies ¢1 — ¢3 i ¢2 — ¢3, amb la qual
cosa, si anomenem W; = |¢p3p2) i U = |p143), aleshores, pi;p = 13 p123.

Exercicis

1. Calculeu l'espectre m-electronic teoric del radical al-lil; aixi com el mo-
ment dipolar de 'estat fonamental i primer estat excitat. Dades: do_¢c =

14 A, ag_c_c =120°, |e"| = 4.8D/A, f = 2.4 ¢V.

e L’aplicacié del metode Hiickel condueix a les segiients energies i orbitals

moleculars:
E =28 E;=0 E3=-2p
1/2 1/v2 1/2
1/v/2 0 —1/V2
1/2 —1/V2 1/2
e Les configuracions i energies configuracionals (en unitats 3) sén:
U= |p293 > —2V2

Us = |¢3¢3) —V2
Uy= |p1g3) —V2
U3 = |p1datp3) 0

Uy = [pT03) V2
Uy = [¢13) V2
Vo= [¢7¢2)  2V2
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e Propietats de lestat fonamental ¥y = |$p?¢2) (anomenem B a 1'Atom
central):

ga=4qp =qc =1
Pap = Ppo = 0.71; Pac = 0
fo =y = pz =0
e Propietats de l'estat U1 = |¢p1¢3)
qga =qc = 1.25; qg = 0.5
Pap = Pgo = 0.35: Pag = —0.75
fe = ptz = 05 py = 1.68D

e Possibles transicions espectrals des de ’estat fonamental.

configuracié | orbitals | Energia (6) | 7 (A)
o= W1 | ¢1— o V2 3653
Vo — ¥y P2 — @3 V2 3653
Vg — U3 ¢1 — P3 2v2 1826
Uo— Uy | ¢ro — #3 3v/2 1218
Vo — Vs | ¢F — ¢oos 3V2 1218
Ty — Vg »? — ¢ 42 913

e Regles de selecci6 (estan prohibides aquelles transicions per a les quals el
moment de transicié val zero).

pra(P1 — ¢2) = pa(p2 — ¢3) = —4.1D
pa(P1 — ¢3) =0
ty(d1 — ¢2) = p1y(¢2 — ¢3) =0
fy(d1 — ¢3) = —1.68D
pe(¢i — @) =0 Vi, j

Hi haura, aleshores, absorcié a 3653 A amb polaritzacié X (perque p, =
u, = 0), 1826 A amb polaritzacié Y (u, = p, = 0) i a 913 A amb
polaritzacié Y (u, = p, = 0).

Amb ajuda d’'un programa de llenguatge simbolic (MATHEMATICA
o MAPPLE) podreu diagonalitzar facilment matrius reals simetriques.
Aleshores no us sera gens dificil la realitzacié dels segiients exercicis.
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2. La protonacié de compostos aromatics produeix efectes sobre la seua
transici6 fonamental. Mostreu que hi ha un efecte batocromic (corriment
al roig) si protonem naftale. Mostreu que hi ha un efecte hipsocromic
(corriment al blau) si protonem azule. Interpreteu aquests resultats amb
I’ajut del metode Hiickel.

3. Quina posicié del naftale és més reactiva enfront de substitucions elec-
trofiliques?

4. La transicié fonamental del butadié no es veu sensiblement afectada per
la presencia de dissolvents polars. Tanmateix, aquesta influencia és molt
notoria en el cas del metile-cicleprope. Interpreteu aquests resultats
amb l'ajut del metode Hiickel. Calculeu el moment de transicié i la
polaritzacié de la transicié fonamental del metile-cicleprope.

5. La transicié6 fonamental de l'azule esta acompanyada per transferen-
cia de carrega des de l'anell de cinc carbonis fins I'anell de set carbo-
nis. Comproveu-ho. Calculeu el moment de transicié i la polaritzacid
d’aquesta transicié.

6. Calculeu 'espectre teoric del 1,4 deshidrobenze.

7. Compareu els espectres teorics d’absorcié del trans-trans-trans i del
trans-cis-trans hexatrie.

8. Ordeneu per dificultat les substitucions electrofiliques de benze i les di-
verses possibles substitucions de I'hexatrie.

5.6 El solid ordenat: introduccid a la teoria de ban-
des

En aquesta seccié fem una aproximacio a la teoria de bandes des de dos punts
de vista. En primer lloc considerem electrons lliures que es mouen dins d’una
enorme caixa tridimensional, a la qual afegim una xarxa de nuclis que poden
causar la dispersié d’aquests electrons. Alternativament estudiem, amb el
metode Hiickel, la formacié d’una banda en un polimer organic.

5.6.1 Difraccio i llei de Bragg

En general, quan arriba llum a un cristall, part de la llum és difractada (re-
bota) i part continua el seu viatge a través del cristall. El que aplica a la llum,
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aplica a qualsevol moviment ondulatori, com ara el de I'ona de De Broglie que
acompanya els electrons en el seu moviment.

Considerem un cristall monodimensional de constant de xarxa a al qual
s’aproxima un feix d’electrons.

Figura 5.7: Reflexions de Bragg en un cristall monodimesional.

Per tal que hi hagi difraccid, cal que les ones que reboten en els diversos nuclis
del cristall sumen les seues amplituds (la intensitat és proporcional al quadrat
de 'amplitud). En altres paraules, cal que tinguen interferéncia constructiva.

Imaginem un feix d’electrons que és difractat pel cristall. Aco vol dir que al
primer nucli es produeix difraccié (és a dir, part del feix d’electrons rebota con-
tra el primer nucli), a la vegada que al segon i nuclis subsegiients. Anomenem
x a la posicié del primer nucli, x + a a la del segon, = + 2a al tercer ... i
anomenem t al temps. En cada punt de 'espai-temps (x,t) se superposen les
ones que reboten en tots els nuclis. Per tal que la interferencia siga construc-
tiva cal que les ones que reboten estiguen en fase. Si anomenem At al temps

que tarda lona que rebota en un nucli en arribar al segiient (At = 2—“ , 2a

perque 'ona va i torna a la velocitat v de propagacié del moviment ondula—

tori), cal que At = nT, on T és el periode i n = 1,2,3,.... Ates que v = %,

tenim que: % =nT, i concloem, doncs, que la condicié de difraccié és:

A=2 p=123,..

5.6.2 Electrons lliures a un metall

Considerem I"'Hamiltonia d’un electré que es mou lliurement: H = —%Vz.
ikT

Les resolucié de la seua equacié d’autovalors dona lloc a funcié d’ona ¥ = e
on ? és 'anomenat vector d’ona. Adonem-nos que aquesta funcid, que descriu
ones V1atgeres és també propla de loperador moment lineal p p = —th En
efecte, peZk " = —ihV e”‘: "=hk e“’€ . Tenim, doncs, que p = h %, I, de
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la relacié de De Broglie, A = %, concloem que: |p| = % =h )?‘ Es a dir,
- 2
Al-x

Per a normalitzar la funcié escrivim:

1:N2fe_““Teikrdv:N2fdv:N2V—>N:\Lrv

e .
P T on V és el volum del cristall.
1 ikx

ﬁe

T . _ 1
La funcié d’ona queda: ¥ = e

Per a un cristall monodimensional tindrem, en particular, ¥ =

Condicions de contorn per a ones estacionaries unidimensionals

La condicié de contorn per a la funcié d’ona és que siga zero fora del cristall i,
en particular, sobre el seu contorn: W(0) = U(L) = 0. Ago equival a considerar
que el cristall és com un pou infinitament fondo. Si ens adonem, estem enfront
de I'arquetipic problema de la particula confinada en una caixa i tenim que
I’aplicacié d’aquestes condicions de contorn particularitzen les segiients solu-
cions per a les funcions d’ona i energies:

_ 2 i NTT _ R%2 /w22 _
\Ijn— ZSIDT7 En = %(f) n-, n = 1,2,3

Condicions de contorn per a ones viatgeres unidimensionals

Per entendre aquestes condicions de contorn (anomenades de Born-von Kar-
man) considerem un cristall finit circular de longitud L que es tanca sobre si
mateix. Cal imposar la condicié de contorn periodica ¥(z) = ¥(xz + L) per
assegurar el caracter unievaluat de la funcié d’ona. Ac¢o equival a reconeixer
la simetria rotacional del sistema. Si el radi es fa infinit, la curvatura de la
circunferencia es fa zero i tenim un cristall recte infinit amb simetria trasla-
cional.

Escrivim la condicié de Born-von Karmaén:
U(z) = U(x + L) & ehr = hletl) — gkl —
= kL =2mm, m=0,+1,+2...

— 2m

Aleshores, ¥,,, = \/%eiQ“m“/L, By, = ﬁ(%)zmQ, m=0,£1,£2...
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5.6.3 Discussio qualitativa sobre teoria de bandes

Si considerem els electrons completament lliures dins del metall, la relaci6 entre
el seu vector d’ona i la seua energia E = E(k) és simplement una parabola.
Els valors d’energia estan distribuits des de zero fins infinit formant una banda
continua d’energia (Figura 5.8):

h? 2
E= -k, k=" (mg,my,m.), mi=0+1%2..
m

L

—la 0 nla 27la banda continua
d’energia

Figura 5.8: Electré lliure: energia vs. k.

Considerem ara l’efecte d’afegir una xarxa monodimensional de constant de
xarxa a. L’ona e¢** que descriu Pelectrd lliure es troba enfront d’una xarxa
de difraccié. Aquesta ona sofreix la difraccié si es compleix la condicié de
Bragg (en cas contrari, l'ona viatgera troba un medi transparent). L’esmen-
tada condicié s’escriu, com hem vist, 2a = n\ = n%’r =k=nZonn=1,23.
En altres paraules, les ones amb k # n” no senten la xarxa (transparéncia),
pero si k ~ n”, aleshores l'ona rebota (els estats de propagacié estan pro-
hibits), cosa que origina que en la parabola E(k), s’obrin finestres (gaps) d’es-
tats prohibits (Figura 5.9).

Per a entendre millor I'origen d’aquests gaps cal adonar-se’n que les interefe-
rencies constructives (reflexions) succeeixen a k = n’ tant per a ones que
circulen de esquerra a dreta (e**?), com per a ones que circulen de dreta a
esquerra (e~ 7).

Una ona amb k = 7 sera reflectida i, aleshores, passara a tenir £ = —7, la
qual, a la vegada sera reflectida amb k = 7, etc. L’ona inicial i I'ona reflectida
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Figura 5.9: Electré sotmes a un potencial periodic: energia vs. k.

se superposen i donen lloc a una ona estacionaria. A partir de dues ones viat-
. . . 2 2

geres degenerades e=*% (ones amb la mateixa energia £ = -k = [ (T)2)

es poden formar dues ones estacionaries també degenerades amb aquest valor

d’energia:

U = \/%(eigm +e7ta?) = % sin 2z

Uy = %(6121 _ 671%1) = % cos ggj
La presencia d’un potencial periodic, V(z) = V(z + a), trenca, pero, aquesta
degeneracié i provoca 'existencia del gap. Ho mostrem tot seguit amb ajut de
la teoria de pertorbacions.

Qualsevol potencial periodic que imaginem el podem sempre expandir en serie
de Fourier com una suma de funcions circulars, el primer terme de la qual és,
multiplicat pel seu corresponent factor de pes, la funcié cos(%ﬂ:):). Considerem
ara el cas particularment simple del potencial periodic que es resumeix al
primer terme de I'expansié: V(z) = Vjcos(2x). Farem ts de la teoria de
pertorbacions de primer ordre per a mostrar la manera en que aquest potencial
trenca la degeneraci6. Com que es tracta d’estimar la pertorbacié que el
potencial ocasiona en aquests dos estats degenerats, caldra aplicar teoria de
pertorbacions per a estats degenerats. Aquesta consisteix a construir i igualar
a zero el determinant:

Vi — ED Via

Vor Vag — EQ) |~ 0
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A T'hora de calcular els elements V;; integrarem sobre una caixa de longi-
tud L — oo (el cristall és, per a lelectrd, com una caixa de dimensions in-

comensurables). En aquest cas, tant la funcié ¥; = \/% sin 7z, com la funcié

Uy = \/% cos 7r donen compliment a les condicions de contorn de la caixa,
de manera que calculem ’element

2V 2
Vii = /\I»'lV(:U)\IJldx = ng]go TO /sin(Zm) cos(%x) sin(gaz)dm =W/2
Analogament Voo = —Vp/2 1 Vig = Vo1 = 0. La substituci6 en el determinant
ens proporciona les energies de primer ordre, que sén E() = £V} /2.

En altres paraules, mentre que l'estat U és inestabilitzat amb una quantitat
Vo/2, Vestat Wy és estabilitzat amb la mateixa quantitat V5 /2, de manera que
s’obri un gap d’energia AE =V},

Fixem-nos que mentre que no es compleix la condicié de Bragg, 1’electré viatja
pel cristall com si aquest fora transparent i la relacié entre energia i moment
E = E(k) és parabolica. Ara bé, a mesura que ens arrimem a la condici6
k =~ n% la relacié parabolica F' = E(k) deixa de ser veritat i, per a k = n7
els estats, que en absencia de xarxa presentarien una energia comuna F, obrin
un gap Vp. En altres paraules, partint de £ = 0 'energia creix parabolicament
fins a k ~ 7. En aquest punt fa un salt (gap) Vo. Despres del salt, la condicié
de Bragg deixa de complir-se i I’energia continua un creixement més o menys
parabolic fins a k ~ 27, on succeeix un altre salt, etc. Veiem que tots els

valors d’energia entre 0 i (%(2)2 — V/2) estan permesos (primera banda),
després 'interval (%(g)Q - W/2, %(g)z + V/2) esta prohibit (primer gap).

A continuacié hi ha una banda que comenca en %(g)Z + Vo /2, ete.

5.6.4 Formacié d’una banda combinant orbitals

Aprofitarem la familiaritat que tenim amb el metode Hiickel per a mostrar
com s’agrupen les energies orbitals del polietile a mesura que creix el nombre
d’atoms de carboni.
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Comencem per escriure, per a un polietile amb N centres, el deteminant Hiickel
al qual anomenarem Dy (z):

DN(x) =

O OO =8
OO~ 8
O = &8 = O
—_ 8 R OO
8 = O OO

Si desenvolupem el determinant per la primera fila trobem que Dy(z) =
xDn_1(z)—D. Siara desenvolupem D per la primera columna, de seguida ens
adonem que D = 1-Dpy_o. Aleshores hem trobat la segiient formula recurrent:

DN($) = .%'DN_l(J}) — DN_2

Els diferents determinants no sén més que polinomis, dels quals en particula-
ritzem alguns:

Di(z)==
A
Dy(x) = | ‘—x 1
Ds(z) = xDy(x) — Dy(z) = z(2? — 1) —2z = 2® — 22
etc.

Aquests polinomis s’anomenen polinomis de Tchebichev i podeu comprovar,
si els representeu (per exemple amb el Mathematica, vegeu Figura 5.10), que
presenten ondulacions dintre l'interval (-2,2) i després creixen/decreixen rapi-
dament, pero mai tornen a tallar ’eix d’ordenades. Les ordres Mathematica
per generar i dibuixar els primers polinomis de Tchebichev sén, per exemple:

Clear All[”Global * ],

n = 6;

d[l] = x;d[2] = 2% — 1;

llista = {d[1],d[2]};

For[i =3,i <mn,i+ +,

d[i] = Expand|x % d[i — 1] — d[i — 2]];
llista = AppendTolllista, d|i]];

l;
Plot[Evaluatelllista], {z, —3, 3}]
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El fet que els punts de tall d’aquests polinomis amb [’eix d’abscisses ocorreguen
sempre dintre U'interval (-2,2) suggereix el canvi x = 2cosf per a trobar les
solucions de D, (z) = 0.

Figura 5.10: Representacié grafica dels primers polinomis de Tchebichev.

sin 260
sinf *

Fixem-nos que, amb aquest canvi, podem escriure que D{ =

Analogament,

sip39 _ Sin¢900529_+cos9sin29 = cos 20 + 2C082 0 — 4C082 f—1= D2
sin 0 sin 6

sin(N+1)6

Per induccié escrivim que: Dy = 57

Aquesta expressié permet facilment trobar les solucions dels determinants:
Dy=0= (N+1)0=nm=0=55n,n=123.N.

Amb la qual cosa, tenim que:
x = 2cos NLHTL, n=12,3..N

O, el que és el mateix:

E=a-208cos g'qgn,n=12,3.N
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El segiient miniprogrameta Mathematica us permetra veure com, a mesura
que creix el nombre N de centres les energies orbitals s’aproximen unes a unes
altres formant un continu d’energia d’amplada 40.

Clear All[” Global‘ ],

llista = {};n = 0;

For[j =1,7 <=100,j + +,

n=n+1;

Forli =1,i <=j,i+ +,

llista = AppendTol|llista, {n, N[-2Cos[mi/(j + 1)]]}]

i

Ji

llis = {};

Forli =1,i <= Length[llistal,i + +,

llis = AppendTo[llis, Line[{{llistal[i, 1]], llista[[i, 2]]},
{llista[[i, 1]] + 0.5, llistal[[7, 2]] } }]]

i

Show|[Graphics|llis]]

Aquest mateix resultat també s’assoleix, perd molt més senzillament, amb
I’ajut de la Teoria de Grups. Considerem el polietile com el limit N — oo d'un
ciclepolietile conjugat i, en lloc dels AOs p, centrats en els atoms de carboni
(denotem p,(m) a ’AO p, centrar en 'atom m), usem una base adaptada a
la simetria Cn (vegeu més detalls en [9]),

1 N-1 '
Yy, = 7% > e2mkmy. (m) (5.42)
m=0

Com que Cy és un grup abelia totes les seues irreps sén unidimensionals i
cada element v pertany a una irrep diferent de Cy. Aleshores, com que per
motius de simetria (Yg|hly) = 0 si k # [, les energies s6n directament els
elements diagonals:

2
By = (wk\h\wk>:a+2ﬁcos%n; n=1,2,3,...N -1 (5.43)
En el limit N — oo I'expressié anterior proporciona la mateixa densitat d’es-
tats que el cas limit del polietile lineal.
5.6.5 Estats discrets, el continu d’energia i les bandes

Volem fer notar que la quantificacié de I’energia a que déna lloc la mecanica
ondulatoria s’origina de l'aplicacié de les condicions de contorn, que sén el
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reflex del confinament de la particula en una regié finita de l'espai. Si la
particula no esta confinada, bé perque siga lliure, bé perque la seua energia
supere el maxim d’energia potencial, aquesta podra viatjar indefinidament i no
hi haura valors prohibits d’energia (de la mateixa manera que una corda infini-
tament llarga permet oscil-lacions de qualsevol freqiiéncia). Tanmateix, quan
confinem la particula en una caixa sols sén possibles estats estacionaris per
als quals I'ona associada a la particula no siga objecte d’interferencies destruc-
tives, cosa que impedeix la continuitat de ’espectre energetic i déna lloc a un
espectre totalment discret. El potencial periodic és un cas especial i encara que
la particula tinga menor energia que la barrera de potencial, aquesta no queda
confinada en una regié finita de ’espai, cosa que permet el continu d’energia.
Tanmateix, hi ha intervals d’energia on les ones associades difracten, i s’obrin
gaps en I'esmentat continu energetic. Per suposat, en l'interval d’energies que
va des del maxim del valor del potencial periodic fins I'infinit no hi ha cap gap
d’energia prohibida.
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Capitol 6

QQiiestions i problemes
apareguts en examens

6.1

6.2

Algunes dades d’interés

o
Integral: [ a"e *dx = aﬂl
0

sinx __ 1

Limit: limg o ¥ =

Relacions trigonometriques:

cos(a+b) = cosacosbFsinasinb; cos(a+b)+ cos(a—b) =2cosacosb
sin(a +b) = sinacosb +sinbcosa; sin(a+ b) + sin(a — b) = 2sinacosb

Element diferencial en coordenades esferiques: dv = 72 sin 8drdfde

Qiiestions i problemes

. (set. 97) Indiqueu i justifiqueu breument quines, d’entre les segiients
afirmacions, sén veritat i quines sén falses. (En cas que una afirmacié

siga falsa, la millor justificacié és un contraexemple.)

e La funcié d’estat és sempre una funcié propia de I’Hamiltonia.

e Qualsevol combinacié lineal de funcions propies de ’'Hamiltonia és

una funcié propia de 'Hamiltonia.
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e Si la funcié d’estat no és propia de I'operador fl, aleshores, una
mesura de la propietat A podria donar lloc a un resultat que no
seria una de les values propies d’A.

e Si dos operadors no commuten, no poden tenir cap funcié propia
comuna.

e La funcié d’estat de sistemes estacionaris no conté la variable temps.

2. (febr. 98) Indiqueu i justifiqueu breument quines, d’entre les segiients
afirmacions, sén veritat i quines sén falses. (En cas que una afirmacié
siga falsa, la millor justificacié és un contraexemple.)

e Les funcions propies d’un operador hermitic sén sempre ortogonals.

e El principi de Heisenberg impossibilita el coneixement exacte del
moment lineal d’una particula confinada a una caixa de longitud L.

e El principi de Heisenberg impossibilita el coneixement exacte de la
posicié d’una particula confinada a una caixa de longitud L.

e Si dos operadors commuten, de segur que el coneixement simultani
exacte de les magnituds fisiques associades és possible en qualsevol
sistema.

3. (febr. 96) Apliqueu les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson a
un oscil-lador harmonic simple (una particula de massa m sotmesa a una
forga F' = —kx). Deduiu 'equacié per a les energies permeses d’aquest

oscil-lador harmonic. (Ajuda: [va? — 22 dx = Za?.)
0

4. (set. 96) Apliqueu les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson a un
rotor rigid de moment d’inercia I. Deduiu ’equacié per a les energies
permeses d’aquest rotor.

5. (juny 98) L’equacié que determina ’energia d’un oscil-lador harmonic
monodimensional en 'espai de fases (p,q), E(p,q) = % + 2m2mu2q?, té
la forma d’una el-lipse. La regla de quantificacié de Sommerfeld-Wilson
determina que l'area A = (§ pdz)ny1 — (§ pdx), entre dues ellipses
consecutives val, precisament, la constant de Planck h. Sabeu que la
férmula de I’energia dels estats estacionaris de 'oscil-lador harmonic és
E = hv(n + %), n=0,1,2,3,..., mentre que la de la particula a una
caixa és B = STZQLQ n?, n=1,2,3,... En un cas FE és quadratica respecte n
(particula confinada) mentre que en laltre cas és lineal (oscil-lador).
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10.

11.

Demostreu que, malgrat aquestes diferéncies, ’area que hi ha entre dues
trajectories permitides consecutives a ’espai de fases de la particula a

una caixa també val h. Demostreu que aco mateix també és cert per al

problema de la particula a un anell (rotor) (E = Z—ij, m=0+£1+2...).

(set. 98) Apliqueu les regles de quantificacié de Sommerfeld-Wilson,
§ pdz = nh, i justifiqueu el postulat de Bohr de quantificacié del moment
angular.

(febr. 07) Deduetu el postulat de Bohr L, = nh
e A partir del principi de quantificaci6 de laccié § pdz = nh
e A partir de la relacié de De Broglie

(febr. 00) Un foté de longitud d’ona A=250 nm és absorbit per una
molécula en repds que presenta una massa de 10724 Kg. Calculeu la
velocitat de la molecula després de ’absorcio del foté.

(febr. 99) Les primeres linies de la serie de Balmer de 'espectre de
I’hidrogen s6n 656.46, 486.27, 434.17, 410.29 nm. Trobeu l'energia d’ionit-
zacié de I’hidrogen.

Ajuda: La serie de Balmer és la segona (és a dir, transicions des d'n = 2).
Dades: h = 6.6261073% J s; ¢ = 2.99810% m/s; 1 nm = 10~%m.

(febr. 96) Diem que un operador O és hermitic si:
[vrQuyin= [ (@ v (6.1)
aco mateix s’expressa, en notacié de Dirac, com:
(il Qi) = (151Qla)* (6.2)
Demostreu que els valors propis de O sén reals.

(des. 06) Definiu

Adjunt d’un operador.

Operador hermitic.

Demostreu que P = % no és hemitic.

Demostreu que ) =1 % si que ho és.

Nota: considereu P i Q definits en espais de funcions continues,
derivables i quadraticament integrables.
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12.

13.

(Problema de profunditzacié. Seminari 1999) Considereu el problema
de la particula a una caixa monodimensional de longitud unitat i po-
tencial zero. Calculeu 'autovalor exacte d’energia corresponent a ’estat
fonamental de I’esmentat problema. Calculeu ’autovalor del quadrat de
I'operador Hamiltonia. Considereu ara la funcié aproximada no norma-
litzada ¥y = x(1 — z) corresponent a l'estat fonamental. Calculeu el
valor mitja de 'operador Hamiltonia i del seu quadrat. Compareu els
resultats aquests amb els anteriors.

En lloc de calcular les integrals com ho heu fet adés, expandiu primer
la funcié Wy = 2(1 — z) en la base complerta de funcions normalitzades
¢n(z) = V/2sin (nmx) i calculeu les integrals H;; = (¢;]H|p;). A partir
d’aquestes i dels coeficients de 'expansié de la funcié ¥y = z(1 — x)
en aquesta base, calculeu el valor mitja de 'operador Hamiltonia i del
seu quadrat. Tot seguit, tenint en compte que H és hermitic i que les
funcions que treballem sén reals, considereu que: (1h|H2|1)) = (1| HH|b)
= (YH|HY) = (|H|E) = (£|H|) = (Hip|Hip). Aleshores, amb la funcié
normalitzada ¥y = Nz(1 — z), calculeu el valor mitja del quadrat del
operador Hamiltonid utilitzant I'expressié: (H¥o|H¥o). Et sorprenen
els resultats? En cas afirmatiu, contesteu les segiients preguntes: Que
és un operador hermitic? Es correcte definir un operador per la seua
férmula, independentment del seu rang i domini? Que son les condicions
de contorn?

Si encara no ho teniu clar, considereu ’operador energia cinética en una
dimensi6 T = —%%. Considereu l'espai vectorial de polinomis de la
forma Qpi2(z) = z(1 — x)P,(z), on P,(x) és un polinomi de grau n.
Comproveu ’hermiticitat de T i de T2. Considereu després 'espai ex-
pandit per les funcions circulars {sin (n7z)} amb n < 10. Comproveu

’hermiticitat de 7" i de T?2.

Ara segurament ja estareu en disposicio de contestar correctament la pre-
A 2 . , . . e Ny
gunta: T = —%dd? representa sempre la magnitud fisica energia cinetica?

(set. 98) Demostreu, a partir de I'equaci6é de Schrédinger, ih%—? = HU,
I’anomenada equacié quantica de moviment:

d . 00
*<¢1!O\@2>=<‘P1\§!@2>

= (@1 ][0, ]| 02)

L
h
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(juny 96) Demostreu que
o () G = i([Hx))

e (b) [7:[, T dz)

= —%]5 amb la qual cosa: m=yz* = (p)

[ I

(febr. 97) Demostreu que [p, x| = —ih

(febr. 97) Demostreu que [T,x} = —%}5 ; ﬁ/(:p),x} =0

(feb. 97) Demostreu que [ﬁ,f/(x)} = —ih%—‘; ; [A,T} =0

(febr. 99) L’operador eA 16 significat d’expansi6 en serie Taylor: e/ =

>, A", Mostreu que si succeeix: Ala >= A,|a >, aleshores |a > és

també autofuncié de 'operador e?. Determineu-ne autovalor.

(febr. 99) Imagineu la funcié f(z) = 2cosz + 4. Aquesta funcié pot
expandir-se en la base complerta infinito-dimensional dels polinomis:
flx) =307 cpa™. Calculeu co, ¢ i co.

(juny 99) Considereu la serie Taylor f(z+a) = f(z)+af'(z)+ %—?f”(a@) +
co= e dk gk i, en particular, la serie ¥ = Y 7o x—l,c Definim

k=0 &I A k=0
Poperador de traslacié T, (x) per la seua actuaci6 sobre les funcions f(z):
Tu(2)f(z) = f(z+a). Demostreu que 'operador ¢+, on O, = a %, amb
a una constant, és un operador de traslacio.

(set. 99) Un important resultat de I’algebra bosonica (algebra de creadors
i aniquiladors de l'oscil-lador harmonic) és el segiient: [b™, (bT)™] =
S ket )ymTkpnk on CF = (§) sip > qi C = 0sip < q.
Demostreu el cas particular m = 1 de la férmula anterior.

(set. 99) Un important resultat de I'aplicacié exponencial és: e%e® =
et Recordeu que e* = Yoo ﬁ Demostreu que cal que [a,b] = 0
per a que siga cert que e’ = . Seguiu el segiient procediment:

(a) demostreu que per a que siga cert que a® + b* + 2ab = (a + b)? cal
que [a,b] = 0. De manera semblant podrieu demostrar (NO es demana
que ho demostreu aral) que també cal que [a,b] = 0 per a que siga
cert que a® + b3 + 3ab? + 3a’b = (a + b)®. I per a que, en general,
S _o(2)akb* =% = (a + b)*. (b) utilitzeu el resultat general anterior per
a concluore que e%e’ = ¥+ sempre que [a,b] = 0.
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23.

24.

25.

26.

27.

(set. 00)

e Comproveu que 'operador de translacié: Taf(x) = f(xz + a) té per
formula T, = eO”, on O, = a%.

e Calculeu els commutadors: [p, z],[p?, z],[p%, =],[p*, z],[p*, z].
(Us resultara més facil si els calculeu en 'ordre que s’indica).

e A partir dels resultats obtinguts, calculeu el commutador [T s X
Ajuda: e” =377 mk—lf

(feb. 07) Considereu una ona estacionaria classica amb una dependencia
temporal harmonica: y(z,t) = f(z) coswt.

e Subtituiu aquesta ona en ’equacié classica del moviment ondula-

. H? o2 . ., N .
tori, BTZQJ = 028732/’ i trobeu ’equacié classica de 1'ona estacionaria,

2 £ -
= (@)

dz?
e Substituiu la relacié de DeBroglie en aquesta equacié.... Quina
equacié resulta?

Ajudes: v = % = ’2\—;‘:; p=+/2m(E-V).
(set. 96)

e Un electré estd confinat a una caixa monodimensional de 20 A.
Calculeu el nombre de nivells entre 11 5 eV i la freqiiencia v(em™1)
de la radiacié que s’emetria en fer-se una transicié entre els estats
més alt 1 més baix de l'interval 1 a 5 eV esmentat. (Dades: carrega
de Pelecté 1.6022 - 10719C, massa de Pelecté 9.11 - 1073 ' Kgr, h =
6.6 - 10734J - sec.)

e Calculeu el nombre quantic d’'una bola de 10 gr que es mou a una
velocitat de 10 m/s, confinada en una caixa monodimensional de
longitud 1 m.

(set. 98) Per que el principi de Heisenberg impossibilita el coneixement
exacte del moment lineal d’una particula confinada a una caixa de lon-
gitud L7

(febr. 99) Quina és precisié la maxima amb la qual podem determinar
el moment lineal d’un electré confinat a una caixa monodimensional de
longitud L = 10719 m?

Ajuda: Principi de Heisenberg: ApAx > 1/2, amb Az = /(22) — (2)2.
Estimeu la precisié com el doble de la desviacié quadratica.

Dades: h= 6.626 10734 J s.
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28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

(des. 06) Considereu una particula en una caixa monodimensional, en
lestat quantic n-esim. Calculeu 'expressié que proporciona la proba-
bilitat de trobar la particula en la primera quarta part de la caixa (0 <
x < L/4). Particularitzeu-ho per an =1,2,3,4,5,6,7.

(juny 99) Considereu una particula amb un nombre quantic n confinada
en una caixa unidimensional de longitud L. (a) Calculeu la probabilitat
de trobar la particula en la primera quarta part de la caixa. (b) Deter-
mineu el valor particular n per al qual aquesta probabilitat és maxima.
(c) Determineu el limit classic n — oo d’aquesta probabilitat i discutiu
breument si el resultat és classicament esperable.

(set. 00) El limit (n — oo) de la funcié de la particula a una caixa,
U = \/% sin(“Fx), és una constant ¥ = C. Calculeu C' i indiqueu el
significat fisic de |C|?.

(juny 96) Un sistema esta descrit per la funcié ¥ = Ne—az § t¢ energia

E = 0. Quina és la forma del potencial V' (z)?

22

(set. 97) Si U = e~z és l'autoestat d’un sistema amb energia 1/2 u.e.
(h=m=1):

e Trobeu el potencial V(z) a queé esta sotmés el sistema.

e Indica si aquest sistema pot presentar algun estat estacionari de
menor energia que l'estat ¥ esmentat abans? Justifica la resposta.

(juny 98) Un sistema esta descrit per la funci6 & = Nsinf e i té
energia F = 0. Quina és la forma del potencial V (r,0) si V? = g—:z +
10 4 1.0°9
T Or r2 902 °

(febr. 07) Un sistema estd descrit per la funcié ¥ = Ne™9" i té energia

E = 0. Determineu la forma del potencial V().

(febr. 98) El primer postulat de la mecanica quantica afirma que l'estat
U(r,t) d'un sistema ha de ser soluci6 de Pequacié de Schrodinger: H¥ =
ih%—\f, on ‘H és P'Hamiltonia del sistema.

a) Comproveu que l'estat no estacionari ¥ = %\Illseit/ 2+ %\ngz eit/8
(que esta escrit en unitats atomiques: i = m. = e = 1) és solucié de
I’esmentada equacié de Schrodinger.

b) Calculeu l'energia mitjana d’aquest estat sabent l’energia dels estats

estacionaris de I’hidrogen: E = _%7712 a.u.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

(set. 00) Fiqueu un contraexemple que invalide la segiient afirmacié:
”Si la magnitud fisica F' és compatible amb la magnitud fisica G i la
magnitud fisica G ho és amb la magnitud fisica H, aleshores la magnitud
fisica F sera compatible amb la magnitud fisica H.”

(juny 97) Siguen ¢1 i ¢ les funcions d’una particula en una caixa monodi-
mensional de longitud unitat amb n = 1in = 2, respectivament. Si hi ha
un electré en cadascun d’aquests orbitals, les parts espacials del triplet
Y4 1 singulet ¢g sén:

ha = ?(%Cf)z — P21); Vs = ?(¢1¢2 + ¢201)

Imagineu que la particula 1 esta dins d’un interval dx al voltant de
x = 0.25 i la particula 2 dins d’un interval dz al voltant de x = 0.255.
Mostreu que ¥4(x; = 0.25;x9 = 0.255) és molt petita, mentre que
Ys(z1 = 0.25;29 = 0.255) és gran. Justifiqueu el diferent resultat que
s’assoleix basant-se en el principi de Pauli.

(set. 00) Per al cas d’una particula confinada a una caixa bidimen-
sional de longituds (L, L), calculeu la probabilitat de trobar ’esmen-
tada particula dins un interval {0 < z < % ; % <y< %} quan el seu
estat esta definit pels nombres quantics (n, = 1; ny, = 2)

(feb. 96) Demostreu que (¥, |&|W,) = 0y p+1 (regla de seleccié vibra-
cional).

(set. 96) Calculeu I'energia cinetica mitjana d’un oscil-lador armonic en
un estat amb nombre quantic v.

Dades: b= %(54— d%), bt = %(f — d%), H=ho(b b+ 3), { =2/,
T — _ 1 &

2m dx?*

(set. 98) L’operador de creacié b* = —(z — <) permet trobar qual-

V2
sevol estat de l'oscil-lador harmonic a partir del coneixement de l’estat

fonamental, ¥y = r~ie=%*/2. Determineu Us.

(set. 99) Calculeu els autovalors d"H = —%% + $ka? +bx. Ajuda: Es-
criviu primer ’Hamiltonia en forma adimensional treient hw factor com.
Feu després el canvi £ = (%)1/ 22. Finalment, porteu 'Hamiltonia re-
sultant a la forma purament quadratica (recordeu que (ay + b)? — b* =
a?y? + 2aby).
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

(set. 00) La freqiiencia de vibracié de 'HBr és v = 4.99 - 1014 s~1. Cal-
culeu la freqgiiencia de vibracié del *HBr, sota la hipotesi que la forca
d’enllag és ideéntica en ambdues molécules. (Massa atomica del Br 79.9
uma.)

(set. 00) Hi ha algun valor de 3 per al qual ¥(x) = (/g;)i (4823 —3x)e=P"

és una autofuncié de 'Hamiltonia de 'oscil-lador harmonic? Descriviu
(i apliqueu) un procediment que permeta esbrinar si hi ha algun [ per al
qual ¥(x) siga autofuncié de I’esmentat Hamiltonia. En cas afirmatiu,
substituiu [ en lanterior funcié ¥(z) i determineu quin seria el seu
nombre quantic.

(febr. 07) Calculeu la integral (v|2ipz|v), on |v) representa un estat de
loscil-lador harmonic. (Recordeu que, en a.u., h = 1)

(febr. 99) El punt de retorn d’un sistema és aquella valua de la coorde-
nada per a la qual I'energia cinetica és zero i, aleshores, I’energia total
és igual a l'energia potencial. Classicament no es pot traspassar aquest
punt (una pedra llancada cap amunt amb una energia £ no pot anar més
enlla d’'una alcada h = FE/mg). Pero quanticament si que es pot. (a)
Calculeu 'expressié del punt classic de retorn per a un oscil-lador har-
monic a un estat ®,. (b) Calculeu la probabilitat de trobar ’oscil-lador
més enlla del punt de retorn &rp quan aquest l'oscil-lador es troba a
estat fonamental &y = 7~ 1/4¢ —€/2,

Dades: Es defineix la funcié error Erf(x f Te=e’dy. A la taula
segiient hi ha alguns valors d’aquesta funcm que podeu utilitzar. Podeu
aproximar altres valors mitjancant interpolacié lineal.

x |0 1/2 1 3/2 2
Erf |0 05205 0.8427 0.9661 0.9953

o~ A o~

(febr. 96) Demostreu que [LQ ] =01ique [LQ L } = 0. Vol dir agod

que podra haver coneixement simultani de dues components del moment
angular? Expliqueu breument la resposta.

(febr 96) Demostreu que la funcié @y, (7) = 22 + y? — 22? és propia de
% L, amb valors propis ((¢ 4+ 1)h? i mh, respectivament. Quins sén
els valors de ¢ i m? Prenent la funcié anterior ®g,,(7) com a punt de
partida trobeu, amb ’operador ﬁ+, una altra funcié propia de L% L,
amb igual £ i una unitat major de m.
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49. (juny 96)

1

e (a) Per a una particula a un anell ¥ = /7 €08 3¢. Escriviu I'Hamil-

tonia, evalueu 7:l\I/, identifiqueu energia i nimero quantic. Es el mo-
ment angular una constant de moviment? Justifiqueu la resposta.
Nota: L, = —z’ha%.

e (b)Demostreu que si |[LM) és propia de L., aleshores:

(LM |L,|LM) = (LM|Ly|LM) = 0

Exemplifiqueu-ho en el cas de la funcié |[LM) = x + iy.

50. (set. 96) Demostreu que la funcié d,, = xy és propia de L2 pero no ho

ésde L,.

51. (febr. 98) Indiqueu i justifiqueu breument quines, d’entre les segiients

afirmacions, sén veritat i quines sén falses. (En cas que una afirmacié
siga falsa, la millor justificacié és un contraexemple.)

e El nombre quantic n de la particula confinada dins d’una caixa

unidimensional de longitud L val 1,2,3,... (no s’admet, pero, la
valua n = 0). Per al cas de la particula confinada dins d’una caixa
tridimensional hi ha tres nombres quantics (p, q, s). Contrariament
al que passa amb el nombre quantic n, en la terna (p, q, s) poden
haver fins a dos zeros. Aixi doncs, sén possibles els estats definits
pels nombres quantics (1,0,0), (1,1,0), etc. No és admissible, pero,
la terna (0,0,0).

Al cas de loscil-lador harmonic, com en altres problemes unidimen-
sionals, el nombre de nodes de les funcions propies creix a mesura
que creix ’energia total dels estats. Els estats més excitats pre-
senten més nodes que els menys excitats, les seues funcions d’ona
canvien de signe més vegades i, en conseqiieéncia, el valor mitja de
les seues energies cinetiques és menor que les dels estats més baixos,
encara que les energies totals (suma d’energies cinética i potencial)
siguen majors.

L’operador Ly = L, + iL, és hermitic.

Els nombres quantics (n,l,m;) dels orbitals 2p,, 2p, i 2p, sén, res-
pectivament, (2,1,1), (2,1,0), (2,1, —1).
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52.

53.

54.

55.

(febr. 98) Calculeu les segiients integrals (en a.u.):

/ Wy, L, Vs, dv Wy, Ly Wopydv

/ Waq_, Uy, do / Wy, L2y, dv

Ajuda: Ly|J,M >=/J(J+1) = MM £1)|J,M+1>

(juny 98) Calculeu les segiients integrals (en a.u.):

/ Wi, Lo Wapydv / Wop, Ly Wap, dv

Ajuda: Lo|J,M >=/J(J+1) = MM £1)|J,M +1 >

(juny 98) Una particula que es mou dins d’un anell, en abséncia de camps

externs (H = %), es troba a un estat definit per ¢(f) = N cos26. Es

estacionari aquest estat? Raoneu la resposta.
(juny 98) Un objecte puntual de massa m i carrega eléctrica e que rota
—
lliurement (rotor rigid) Iiodueix un dipol magnetic 7 = 5 L associat
al seu moment angular L, (recordeu I'experiment de Stern i Gerlach).
La seua energia és Ey = g—; on I és el moment d’inercia.
— —

Si afegim un camp magnetic extern perpendicular al'eix z, B = B, k +

— —
By j , es produeix una interaccié Ejny = — 1 B=—(puBy+ 1y By+1.B.).
Al cas estudiat B, = 0, I'energia total val E = Eg + Ejp; = aL? +bL, +
c¢Ly (a,b,c sén constants) i 'Hamiltonia és H = aL? + bL, + cL,,.

(a) Fisicament sabem que per 'accié dels camps externs es reorienten
els dipols, pero no canvien el valor del seu modul. Comproveu que, en

efecte, ['F(,ﬁ} = 0.

(b) Imagineu que abans de 'aplicacié del camp extern, l’estat del rotor
presenta £ = 1. Considereu el cas ¢ = 0. Quines sén les energies que
podriem mesurar del sistema en presencia d’aquest camp?

(c) Identic al punt anterior pero ara ¢ # 01i b = 0.

Dades: Jy|JM >=/J(J+1)— MM £1)|JM £1 > a.u.
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26.

o7.

o8.

99.

(set. 98) Calculeu les segiients integrals (en a.u.):

/ Wy, L.V, dv / Wop, LV, dv / Wy, Ly W, dv

/ \I’szf/y\l’gpzdv / \ngzﬁx‘lfgpzd’v

Ajuda: Jy|J,M >=/J(J+1)—= MM £1)|J,M £1 > a.u.

(febr. 99) Calculeu el valor mitja de l'operador I/J;, (E;), per al cas
de la particula a I'anell quan es troba a un estat definit per la funcié

normalitzada ¥ = — sin 3.

v

(juny 99) Per comparar poliens lineals i anulars podem utilitzar, en pri-
mera aproximacid, els models de caixa i anell. Podem considerar que la
longitut de la caixa és igual a la longitud del polié lineal, mentre que
I’anell on roden els electrons esta inscrit dins del poligon molecular. En
aquest problema assumirem, per a simplificar, una relacié constant entre
la longitut de la caixa (L) i la de lanell (27 R) que representen un polie
lineal i un anular del mateix nombre de carbonis: L = /4/3 (27 R).
Considerem la serie de poliens Cy, Cg, Cs i C1o (amb 4, 6,8, 10 atoms de
carboni). Calculeu la relacié entre I’energia del polie lineal representat
per una caixa i el del mateix nombre de carbonis, representat per un
anell. Compareu els vostres resultats amb ’antiga regla d’aromaticitat
(4n +2) i antiaromaticitat (4n). Aquestes regles afirmen que els poliens
anulars amb un nombre de carbonis igual a (4n+2), n =1,2,3..., sén
més estables que els lineals. El contrari passa si el nombre de carbonis
és 4n.

(set. 99)

e (a) Sabem que [IA/Z,IA@} # 0. Imagina un estat |[¢m) tal que, en

unitats atdomiques, L.|¢fm) = m|[fm) i 2\2|€m> =40+ 1)|¢m). La
component L, quedaria desconeguda. Fisicament podriem pensar
que si fem una serie extensa de mesures d’L,, i calculem la mitjana,
aquesta hauria de ser zero, ateés que qualsevol rotacié positiva o neg-
ativa al voltant de I'eix X sembla igualment possible. Demostreu-ho
matematicament.

e (b) Calculeu les tres integrals segiients:

<a|‘§x’ﬂ> <2p0‘ﬁx|2p1> <3dz2|3pz>'
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60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

(febr. 00) Amb quina coordenada (x, y o z) és compatible L,?

(febr. 00) Calculeu (Wo|L.|Wo) a una caixa quadrada bidimensional.
Ajuda: treballeu en coordenades cartesianes.

(des. 06)

e Definiu els operadors de creacié i aniquilacié b/b* de I'oscil-lador
harmonic i Ly /L_ del moment angular.

e Calculeu els commutadors @,ﬁy], [ﬁ,i@], [b,b7] 1 [b,b)].

(des. 06) Calculeu les integrals (o|S,|3), (2po|Lz|2p1), (¥u|€|Wyia),
<3pz‘2pz>-

(febr. 07) (a) Definiu adjunt d’un operador. (b) Calculeu els adjunts de
Liily.

Considereu la funcié d’espin $(0) = 1/v/2(a + 3).

o Calculeu (S(0)|S2[(0)), (5(0)[5:]5(0)) i (S(0)|8:[5(0))-
e Comproveu que (o) és funcié propia de 52 S, perd no de S,.

e Calculeu les integrals (2po|L.|2p1), (¥, |€|%yi2), (3p2]2p2).

(juny 96) Classicament una particula no pot sobrepassar aquell punt on

Penergia total iguala I’energia potencial (punt de retorn). Per a 1’hidro-
gen, Uiy = ﬁ#e”’/“

(1s)

de retorn 5" i la probabilitat que r1%) > ré}f).

me4

— 2. Calculeu el punt (radi)

_ Rh? _
, 4= me2? Els*

(des. 06)

e Els orbitals de I’hidrogen W, ; (7,60, ¢) sén funcié de tres coor-
denades espacials i estan etiquetats per tres niimeros quantics. In-
diqueu els possibles valors d’aquests. Quin sén els nimeros quantics
dels orbitals 2p, 1 2p,?

e L[’estat fonamental de I’hidrogen presenta degeneracié 2. Indiqueu
els niimeros quantics que etiqueten aquests dos estats degenerats.

(febr. 97) Representeu per 1s, 2s, 3s els corresponents orbitals norma-
litzats de ’hidrogen. Quin és el valor mitja de I’energia (a.u.) d’un estat
de I’atom d’hidrogen descrit per la funcié ¥ = %(18 + 25+ 3s)?
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69.

70.

71.

72.

73.

74.

febr. 97) Normalitzeu les funcions no ortogonals xy1 = e " 1 xya = re".
( g X X

A partir d’aquestes construiu una altra funcié ® que siga ortogonal a 1.

(juny 97) Un estat de I’hidrogen esta representat per la funcié no norma-
litzada ¥ = 0.1 (1s) +0.2 (2p1) + 0.3 (3d2). Calculeu el valor mitja (a.u.)
de l'operador L, en aquest estat.

(juny 97) La funcio ®21; de 'atom d’hidrogen és:

1 P
@211 = il sin 6 ezd’ e 290
8may
on ag és el radi de Bohr. Calculeu el valor ry que fa maxima la distribucié
de probabilitat radial.

(set. 97) Indiqueu i justifiqueu breument quines, d’entre les segiients
afirmacions, sén veritat i quines sén falses. (En cas que una afirmacié
siga falsa, la millor justificacié és un contraexemple.)

o ® és zero en la posicié del nucli per a tots els estats estacionaris de
I’atom d’hidrogen.

e A l'atom d’hidrogen el valor permés més baix del nimero quantic
n és zero.

e La probabilitat de trobar I’electrd en la posicié del nucli és zero per
a tots els estat estacionaris de I’atom d’hidrogen.

e Els orbitals descrits per la terna (n = 2; 1 = 1; m = 0, £1) s’anome-
nen orbitals 2p, i la seva forma es correspon amb dues esferes tan-
gents alineades al llarg dels eixos x, y, z, segons el cas.

(juny 98) Comproveu que l’orbital atomic d,2 = 22 + y? — 222 és funcié
propia de L? i de L.

(juny 98) Des d’un punt de vista matematic formal I'equacié d’atracci6 de
masses de Newton, F' =G %, ila d’atraccié de carregues de signe con-
trari de Coulomb, F' = K%, son identiques: atés que G, M, m, K,Q,q
sén constants, totes dues poden representar-se per una unica equacid,
F = T%, on A és una constant que tindra una valua o un altra segons
estudiem interaccié electrica o gravitatoria. Imagineu que la forca que
manté unit I’atom d’hidrogen és tinicament gravitatoria en lloc d’inica-

ment electrical

'De fet totes dues hi sén presents a atom perd Pelectrica és molts ordres de magnitud
més gran que la gravitatoria, motiu pel qual es rebutja sistematicament aquesta darrera,
enfront de la primera, en els calculs atomics i moleculars.
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(i) Quina seria 'energia fonamental Ey?

(ii) Quin seria el radi de la primera orbita de Bhor?

Dades per a I’hidrogen (sistema MKS): E, = —[2(502#, ag = %,
e = 1.602-107°C, M = 1.6726 - 107%"Kg, m = 9.1096 - 10731 Kg,
G =6,673-1001"Nm?/Kg¢* K =9-10°Nm?/C?, h = 1.05459-10734Js

75. (set. 98) L’energia de 'atom d’hidrogen en a.u. és E,, = —%# Un atom

d’hidrogen esta a un estat normalitzat ¥ = ®(x,y, 2)X(0), on ®(x,y, 2)
és la funcié espacial:
1

(I)(.I‘,y,Z) = 73[(I)3d22 + i(q)sz - (I)prl)]

i 3(0) la funcié d’espin:

%(0) = —(a—p)

Sl
—~ [\&)

Calculeu el valor mitja de l'energia, (E), del moment angular, <EE>, de

la component z del moment angular, (L.), de espin total, (52) i de la

component z del moment d’espin (S5;).

76. (febr. 00) Imagineu que heu calculat v = (W3g |12 W34,) i B = (U4, |72 W34,).
Qui creieu que sera major o o 37 Per que?

77. (febr. 00) Sabem que Wy, = Ae™"/2% cos . Determineu A.

78. (set. 00) Entre les segiients configuracions electroniques, quina/quines
és/sén incorrecta/incorrectes i per que: 2p_i, 4s, 3f;.

79. (set. 00) Sabem que Wy, = re~"/2% ginfsin ¢ i que L, = —ih%.

1
\/327ra8
Calculeu el valor mitja (Wap, |L.|¥sp, ). Nota: Podeu fer is de metodes
algebraics o analitics, segons us estimeu més.

80. (febr. 96) Assumiu la funcié aproximada de ’estat fonamental de I’atom
d’hidrogen ® = Ne~*". Calculeu el valor optim de k.

Ajuda: utilitzeu 'operador energia cinética en coordenades esferiques.

En particular, hi ha prou si considereu la part radial, T = —% (59722 + %%) .

Calculeu el valor de k£ que fa minim <®\ﬂ|<b> per derivacio respecte de k
i igualacié a zero. Recordeu que dr = r?sin @drdfde¢ i que, per an > 1,

o
— !
q>0, [a"e ¥dr = —qﬁl
0
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81.

82.

83.

84.

(juny 96) Proposem la funcié

1 s :
U — peosgr silr| <L (6.3)
0 si|z| > L

per a descriure 'estat fonamental de l'oscil-lador harmonic. Trobem
. h? d? 17...2 _ Rh2n? 24n2-24 ) :

que: <\IJ|(—%@ + 5kz®)|¥) = SmL? +]CL 512 - s demana l.en'ergla

que proporciona el metode variacional si L és el parametre a optimitzar.

Compareu el resultat amb ’energia exacta %hw.

(febr. 97) El model de caixa monodimensional de longitud L = mr per-
met fer una descripcié qualitativa de ’estructura m-electronica de poliens
conjugats amb m atomos de carboni amb una distancia r entre carbonis
veins. Un model més realistic consisteix a fer que el potencial de la caixa
no siga constant (V' = 0) siné que varie periddicament amb minims sobre
les posicions nuclears (V' = Vj cos 27”16) Més realistic encara és el me-
tode Hiickel. Considereu el radial al-lil (CHy—CH = CHj). Calculeu la

relacié A = g?:% entre les energies del nivells d’energia més baixos....

e amb el metode Hiickel
e amb un model de caixa de longitud L = 3r

e amb el model anterior corregit a primer ordre de pertorbacié amb
un potencial V' = 4 cos 27”56 u.e. (lu.e. = Ey de Papartat anterior).

e Calculeu els elements (| 1% |W;), 4,5 =0,1,2. A partir del resultat
indiqueu (raoneu) si un segon ordre de pertorbacié canviaria els
resultats substancialment.

(juny 97) Siga una particula en una caixa monodimensional sotmesa a
un potencial V(z) = —Asin%f si 0 < 2 < a i infinit fora d’aquest
interval. Fent s de la teoria de pertorbacions de primer ordre sobre
un problema no pertorbat (particula a una caixa monodimensional amb

V = 0) calculeu la energia aproximada de l'estat n-ésim.

(set. 98) S’ha resolt un problema mecanoquantic de tres formes diferents
amb els resultats (diferents) que s’especifiquen a continuacio:

e Resolucié exacta de l’equacié de Schrédinger: Eg = —2.5 a.u.
e Amb un metode aproximat de pertorbacions: Fg= —2.4 a.u.

e Amb un metode aproximat de variacions: Eg = —2.6 a.u.
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85.

86.

En llegir els resultats un estudiant assegura que almenys a un dels calculs
s’ha fet un error. Podrieu dir quina inconsistencia condueix l'estudiant
a concloure que s’ha fet almenys una errada als calculs?

(febr. 99) Normalment pensem en una caixa monodimensional horitzon-
tal. Imagineu-la vertical. Aleshores apareix I'energia potencial gravi-
tatoria V = mgh, on g = 9.8 m/s?. Considereu una caixa de longitud
L = 10A= 107%m. Seria correcte fer tis de la teoria de pertorbacions per
a calcular (amb fiabilitat) els nivells d’energia d’un electré a ’esmentada
caixa vertical? Raoneu la resposta.

Ajuda: B = /3 sin s B = Lo O = (w07 w)

Dades: h=6.62610"3* J s; m, = 9.109 103! Kg.

(juny 99) Considereu una molecula diatomica A — B. Anomenem rg
a la seua distancia d’equilibri internuclear i x = r — g al desplacament
respecte d’aquesta distancia d’equilibri (el qual presenta el minim d’ener-
gia potencial). Assumim 'origen d’energia potencial a desplagament zero
(és a dir: V(0) = 0). L’energia potencial V' (z) associada a la vibraci6
pot expandir-se en serie Taylor segons:

Vir—10) = V(z) = V(0) + V'(0)z + %V”(O) 2t

Com que resulta que V(0) = V’(0) = 0, si tallem la serie després del ter-
cer terme ens queda V(z) = 5, V"(0)z? = 1k2?. En altres paraules, la vi-
bracié molecular esta descrita, en primera aproximacié, per un oscil-lador
harmonic i, aleshores, els nivells d’energia sén F, = (v + %)hw, on:
v=0,1,2,..., w= \/%, k és la constant de forga (V”(0)) i pu la massa
reduida molecular.

Si volem ser més precisos en el calcul dels nivells d’energia cal incloure
més termes en la serie Taylor. Considerem els termes ciibic i quartic de
I'esmentada serie, H'3+H'y = axz®+B2*, ona = %V’”(O), B=4VIV(0),
com hamiltonians de pertorbacié. (a) Mostreu la bondat de considerar
el potencial hamonic, en demostrar que H’3 presenta una energia de per-
torbacié de primer ordre EY = (v|H'3|v) nula. (b) Calculeu 'energia de

pertorbacié de primer ordre ES" = (v|H'4|v) associada al terme quartic.

Ajuda: Utilitzeu els operadors de creaci6 i aniquilacié. Recordeu (i
podeu utilitzar) el resultat d’un problema fet a classe on vam demostrar

que blv) = o lv—1)ibT|v) = Vo +1|v+1).
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87.

88.

89.

90.

91.

92.

(set. 99) Una molecula diatomica en rotacié pot ser modelada per un

rotor rigid: E = L?/21. L’Hamiltonia corresponent H = 1 L2 presenta
els harmonics esferics |Yz,) com autofuncions associades als autovalors
E;=10((+1)/2I au.

Considereu que el rotor no és rigid del tot sindé que, en girar, s’estira
lleugerament amb una energia potencial elastica V = %k(r—re)2. Mentre
gira hi ha, doncs, una forca centrifuga mv?/r que compensa la forca
elastica centripeta k(r — r.). L’igualacié d’aquestes forces:

k(T _ Te):mvz 2, m?riv?__ 12

permet reescriure ’energia potencial en la forma:

Vlk 2;L4_;L4_1L4
kmr3 2km2r6 2 k3 T 2w2[3

Feu la hipotesi que la constant elastica k és molt gran, de manera que
r &~ r. i que podem considerar I com una constant. Calculeu, sota
aquestes hipotesis, els autovalors i autovectors del rotor elastic.

(febr. 00) Considereu la funcié aproximada ¥(z) = Nx(L —z) per a des-
criure 'estat fonamental de la particula confinada a una caixa monodi-
mensional de longitud L. Calculeu N.

(febr. 00) Fent tis de la funcié ¥(z) = e~*", obteniu una aproximaci6
al valor de I'energia de I'estat fonalmental de I'oscil-lador quartic descrit

per "'Hamiltonia: H = ;‘m dci %kx

(set. 00) Fent tus de la teoria de pertorbacions de primer i segon ordre,

calculeu 'energia F,, de l'osci-lador harmonic pertorbat amb H' = b,
Ajuda: Us sera més facil si empreu metodes algebraics.

(febr 96) L’operador d’espin total de dues particules pot ser expressat
52 = 8,8 45218, on8, =8,(01)+85.(02), S+ = Si(01)+5+(02),
S+ Z2(S, M) = hy/S(S + 1) — M(M + 1) Z(S, M+1). Considereu la fun-
ci6é no normahtzada a(1)5(2) — B(1)a(2). Normalitzeu-la. Comproveu

que és propia de 52 S.. Quins sén els valors propis?

(set. 96) (a) Amb 3 electrons podem obtenir dos acoblaments d’espin 3,
descrits per les funcions ¢1 = 2aaf — afa — faa i ¢ = afa — Baa.
Normalitzeu aquestes funcions.

(b) L’orbital molecular ¢ = %¢1 + %1/12 esta normalitzat, com també ho
estan els orbitals atomics ¥ i ¥9. Calculeu el solapament (11]12).
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93. (febr. 97) Considereu la funcié ® = 1s(1) 3d2(2)a(1)a(2) corresponent
a un estat excitat de ’atom d’heli. (a) A quin terme pertany aquesta
funcié? (b) Es satisfactoria aquesta funcié des del punt de vista de les
simetries que deriven del principi de Pauli? En cas negatiu, modifiqueu-
la fins a obtenir-ne una altra amb la simetria adient.

94. (febr. 97) Calculeu els termes de la configuracié 1s22s522p* del N.

95. (juny 97) Demostreu que « i (3 sén funcions propies de 5’% perd no ho
séon de S,

96. (juny 97) a) Calculeu els termes de la configuracié 1522s22p%3p5g.
b) Quants estats pertanyen al terme definit per L =215 =17
¢) Quants estats pertanyen a les configuracions 1822522]92 i 1522822p3p
del carboni?

97. (set. 97) Indiqueu i justifiqueu breument si la segiient afirmacié és veritat
o falsa: La funcié de qualsevol conjunt de fermions és un determinat de
Slater.

98. (febr. 98) Indiqueu i justifiqueu breument quines, d’entre les segiients
afirmacions, sén veritat i quines sén falses. (En cas que una afirmacié
siga falsa, la millor justificacié és un contraexemple.)

e Les configuracions electroniques del Ni i Cu son, respectivament,
1522522p53523p%4523d® i 1522522p% 3523p8453d'°. (Ho podeu com-
provar en la taula periodica.) Podem concloure d’aquests fets que
en el cas del Ni l'orbital 4s és més estable que el 3d (per aixo 4s
s’ocupa totalment mentre 3d encara presenta dues posicions lliures),
i succeeix a l'inrevés en el cas del Cu (on s’omplin completament
els orbitals 3d mentre 1'orbital 4s esta mig buit).

e Si acoblem els espins de cinc electrons de totes les maneres possibles
podem obtenir cinc doblets, tres quadruplets i un sextuplet.

e Calculeu quants microestats presenten les configuracions electroniques
segiients: 1522s5%2p3, 1522522p?3s i 15225%22p?3p.
99. (juny 98) Calculeu els termes, i el nombre d’estats de cada terme, que

s’originen de les configuracions electroniques 15225%2p? i 1522522p3d.

100. (juny 98) Tenim les funcions d’espin {ac, oS, fa, 58} (1) Comproveu
que no sén propies d’espin. (ii) Trobeu-ne un conjunt ortonormal propi
(ortonormalitzeu-les).
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101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

(set. 98) Si acoblem els espins de sis electrons de totes les maneres pos-
sibles, quins multiplets i quants multiplets de cada tipus podem obtenir?
(Ajudeu-vos del Branching diagram). Si fem que els sis electrons ocupen
tres orbitals, quins multiplets son ara possibles? Per que?

(set. 98) Calculeu els termes, aixi com el nombre de microestats que hi
ha a cada terme, que s’originen de les configuracions electroniques 2s2p,
3d?, 2p3p i 3s3p3d.

1s(1)5(1) 1s(2)8(2) 1s(3)5(3)
(febr. 99) Proposem la funcié ¥ = N | 2s(1)3(1) 2s(2)5(2) 23 (3)3(3)
3)

3s(1)B(1)  3s(2)8(2) 3s(3)5(

com a funcié d’ona corresponent a un estat excitat de I’atom de Liti.
En aquesta la férmula, ns(i)3(i) representa ’espin-orbital ocupat per
Pelectré 4. Aquest espin-orbital és producte de l'orbital ns (autofuncié
de 'Hamiltonia del Li™2) i la funcié d’espin ms = —1/2. (a) Compleix
aquesta funcié el principi de Pauli? (b) Quins sén els seus moments
angulars L2, L., 5% 1 S.?

(febr. 99) Calculeu els termes i nivells corresponents a les configuracions
electroniques 1s2p, 2p3p i 3d>.

(set. 99) Determineu els termes espectroscopics associats a la configu-
racié pf2. Calculeu el nombre total de microestats. Calculeu el nombre
de microestats de cada terme. (Es recomana que comproveu que la suma
de microestats dels termes coincideix amb el nombre total de microestats
associats a la configuracié electronica.)

(febr. 00) Si I'espin de l'electrd fora 3/2, quants electrons de valéncia
presentaria ’atom de Liti?

(febr. 00) Determineu els termes espectroscopics associats a les configu-
racions 3p4p? i 3pdp*. Calculeu el nombre total de microestats. Calculeu
el nombre de microestats de cada terme. (Es recomana que comproveu
que la suma de microestats dels termes coincideix amb el nombre total
de microestats associats a la configuracié electronica.)

(set. 00) Si acoblem set electrons de totes les maneres possibles, pero
amb la restriccié que dos d’ells estiguen sempre aparellats, indiqueu quins
tipus i quants multiplets de cada tipus obtindrem.
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109.

110.

111.

112.

113.

114.

(febr. 07) Calculeu

e el nombre de microestats (dnicament quants, no quins) en les con-
figuracions 2p33d?, 2p?3p, 3p3, dels termes atomics 2P, 39, °D i
moleculars 'Y, 311 i 2A.

e els termes de la configuracié atomica d?, aixi com el nombre de
microestats de la configuracié i de cadascun dels termes atomics
que heu calculat.

e La configuraci6 electronica fonamental del Ni és 4523d°. Quina és
la configuracié electronica fonamental del Nit2? Per que?

(febr. 96) Apliqueu el metode de Hiickel al radical al-lil, C HoC HC Hy.
Trobeu els MOs. Les energies orbitals. L’energia de l'estat fonamen-
tal. L’energia de ressonancia de ’estat fonamental. La freqiiéncia de la
radiacié que provocaria la transicié des de 'estat fonamental al primer
estat excitat.

(juny 96) El tractament MO-LCAO d’una molécula A-B-C-D déna lloc
als segiients orbitals:

al ag as Qa4
vy = b ;Wo = ~b ;Ug = bs Wy = ba

—C1 C2 C3 —C4

d1 *dg d3 *d4

on a;, b;, ¢;, di > 0. Ordeneu els MOs de major a menor energia.

(juny 96) La substitucié electrofilica HoC' = C3Hy + E — C4H3E pre-
senta dos productes possibles A i B (HEC = C3Hy i HoC = C3HE,
respectivament). Amb Pajut del metode Hiickel, indiqueu quin producte
(A o B) és majoritari en aquesta reaccio.

(set. 96) Amb I’ajut del metode Hiickel determineu quina és la geometria
més estable del H (triangular o lineal). També del Hj i del Hj .

(febr. 97)

e Escriviu la funcié d’ona MO (coordenades espacial i d’espin) co-
rresponent a l’estat fonamental de la molecula d’hidrogen.

e Escriviu la funcié d’ona VB corresponent a aquest mateix estat.



198

Qiiestions i problemes apareguts en examens

115.

116.

117.

118.

119.

120.

e Si el terme de repulsié electronica féra zero, quina de les dues fun-
cions anteriors proporcionaria una millor descripcié de 'estat con-
siderat? Per que?

e Escriviu una funcié que contemple millor la correlacié electronica.
Que siga capag de descriure aquests estat per a qualsevol distancia
internuclear d’una manera més satisfactoria que el model MO i VB
considerats.

(juny 97) Calculeu I'espectre m-electronic teoric del radical al-lil, aixi com
el moment dipolar de I’estat fonamental i primer estat excitat. Dades:
do—c =14 A, ac_c—c =120° |e| =4.8D/A, 3 =2.4 ¢eV.

(febr. 98) Indiqueu i justifiqueu breument si la segiient afirmacié és
veritat o falsa:

La funcié d’ona d’orbitals moleculars (MO) de la molecula Hy déna la
mateixa participacié a les formes ioniques (que assignen els dos elec-
trons a un mateix orbital atomic AO) que a les covalents (que assignen
un electré a cada AO). Com que la molecula Hs és diatomica homopo-
lar; cal que la contribucié ionica siga zero. Per aquest motiu, la funcié
d’ona d’enllacos de valencia (la qual fa participar tinicament la part co-
valent) és la correcta per a descriure la molécula Hs en la seva distancia
intermolecular d’equilibri.

(febr. 98) Considereu l'estructura m-electronica de la molecula C(C' Hs)s.
Calculeu:

a) els 4 orbitals moleculars 7: ¢1, P2, P3, ¢4, 1 les seues corresponents
energies orbitals (en unitats a i ) 1, €9,€3,€4 .

b) Les energies de les configuracions |2 gads >, |p1dap3 > i |d1pag3ds >.
c) Per a la configuracié fonamental, calculeu Ienergia de ressonancia
(també en unitats [3).

(juny 98) En quina molecula I’aproximacié de Born i Oppenheimer donara
lloc a millor resultats, en ’Hs o en el Bro? Raoneu la resposta.

(juny 98) Escriviu les configuracions electroniques d’orbitals moleculars
de Destat fonamental de les molecules de By 1 F5.

(juny 98) Un orbital hibrid és un orbital atomic o molecular? Raoneu la
resposta.
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121.

122.

123.

124.

125.

(set. 98) Construiu la funcié d’ona d’orbitals moleculars de I’Hj, la
funcié d’ona d’enllacos de valéncia de I’Hs i la funcié d’ona d’enllagos de
valencia de 'hidrur de liti (LiH).

(set. 98) Per tal d’aplicar el meétode Hiickel a molécules amb heteroa-
toms, com ara el radiacal HoC' - CH - NH, cal canviar el valor de les
integrals que impliquen els centres on hi ha els heteroatoms. Considereu
que per al radical esmentat és una bona aproximacié considerar que:
Ben =~ Boc = B 1que an = ac + B

a) Calculeu l'energia m-electronica de I'estat fonamental.

b) Calculeu l'energia de ressonancia per comparacié del resultat an-
terior i el que deriva de la forma ressonant localitzada més estable:
H,C - HC =NH.

¢) Comproveu que la forma HoC' — HC = NH és més estable que la
H,C=HC - NH.

Nota: Feu s de metodes numerics per calcular els zeros del polinomi de
tercer grau.

(febr. 99) Calculeu les energies (en funci6 d’a i 3) dels segiients tres
MOs (Hiickel) no normalitzats,

[ [c[eafes[eafes] o]
U, L ]2 21 ]1]1
U, [—1|0] 0 |[-1|1]1
U, [ 1 [1[-1]-1]1]-1

. 5 4
corresponents a la molecula: . > 2__ 3< o

(juny 99) Hiickel: calculeu, per al cas del ciclobutadie (C1Hy), (a) les
energies orbitals, (b) l'orbital molecular normalitzat de menor energia,
(c) 'energia de ressonancia de l'estat fonamental molecular. Es aquest
un compost aromatic?

(set. 99)
e (a) Calculeu I'orbital molecular normalitzat Hiickel del benzé (Cg Hg)
associat a lenergia e = o — 2(5.

e (b)Considereu el radical-molecula ciclica C3Hz. Calculeu 'orbital
molecular normalitzat Hiickel associat a l’energia ¢ = o + 2. Cal-
culeu les altres dues energies orbitals.
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o

e (c) Calculeu la longitud d’ona A(A) de la radiacié electromagneética
que provocaria la transici6 entre les configuracions fonamental |p3¢ )
i Pexcitada |¢2¢s) del C3Hg si || = 2.4eV i 1leV = 1.910719J.

126. (febr. 00) Considereu I'estructura m-electronica de la molecula C(C Hz)s.
Calculeu:
a) els 4 orbitals moleculars m: ¢1, g2, @3, ¢4, 1 les corresponents energies
orbitals (en unitats ai ) €1,€9,¢3,¢4 .

b) Les energies de les configuracions [¢3¢2¢s), [¢163¢5) 1 |d1626564).
c) Per a la configuracié fonamental, calculeu l’energia de ressonancia

(també en unitats 3).

127. (set. 00) La transici6 m-electronica (m — 7*) menys energetica de ’espec-
tre del butadie apareix a una longitud d’ona A = 217 nm. Calculeu la
integral de B que apareix en la descripcié Hiickel d’aquesta molecula.
Dades: h = 6.62 10734 J.s ; ¢ = 2.998 108 m/s.

128. (des. 06) Considereu el radical al-lil C3Hj 2\

e Calculeu-ne els autovalors i autovectors.

e Fent s de pertorbacions fins a primer ordre, estimeu ’estabilitat
m que li proporciona a l’estat fonamental molecular el procés de
ciclacié:

e Estimeu-ho incloent fins al segon ordre de pertorbacid.

129. (des. 06) Calculeu l'orbital molecular = del CsHg associat amb ’energia
a—+20.

130. (febr. 07) Calculeu

e els termes de la configuracié electronica fonamental de 1'oxigen

e 3027?373, aixi com el nombre de microestats de la configuracié i
de cadascun dels termes que heu calculat.
e els termes de la configuracié electronica excitada ... 3037@7@, aixi

com el nombre de microestats de la configuracié i de cadascun dels
termes que heu calculat.

e Indiqueu el caracter enllacant/antienllagant dels MOs oy, oy, T4 i
- Justifiqueu la resposta en relacié amb els nodes que presenten.

131. (febr. 07) Imagineu un sistema descrit per un Hamiltonia . Conside-
reu funcié LCAO aproximada de l'estat fonalmental d’aquest operador
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U = adq + by, on {¢a,¢b} estan normalitzats, (¢a\7:(]qﬁa> = -2 a.u.,
(o H|dp) = —2 aw, (¢a|H|pp) = —1 aw. i (¢a|dp) = 5. Trobeu els

coeficients variacionals a i b i ’energia associada.

132. (febr. 07) Considereu orbital molecular %(07 1,1,0,—1,—1) del CsHs.
Calculeu la seua energia en termes dels parametres a i (.

6.3 Apendix: nombres complexos

El concepte primari de nombre deriva de la possibilitat de comptar els elements
d’un conjunt (Quantes pomes hi ha en aquest cistell?). La resposta ens fa
apareixer el concepte de nombre natural. La resta de tipus de nombre els
introduirem com una necessitat per a poder resoldre equacions. El punt de
partida és l'existencia de nombres naturals. Comencem intentant trobar la
solucid de:

r+2=1 (6.4)

Per a solucionar aquesta equacié passem el 2 restant al membre de la dreta:
x =1— 2. Restar 2 equival a restar dues voltes 1, aleshores escrivim que x =
1—1—1. Enrestar 1 d’1 ens queda zero, nombre que sumat a qualsevol altre el
deixa inalterat. Per tot aco escrivim: 1 =1-2=1-1-1=0—-1=—-1¢ N.
En altres paraules, ’equacié no presenta solucié.

Per a poder afirmar que hi ha una solucié cal inventar uns altres nombres (els
nombres negatius). Com els inventem? Diem que a més dels naturals i el zero
hi ha uns altres nombres anomenats negatius. No tenim idea del que sén ni del
que representen. El que si que sabem és com operen. Per exemple, el nombre
que anomenem —2 (negatiu del 2) és aquell que sumat a 2 déna com a resultat
Zero.

Una volta inventats els nombres negatius podem dotar-los de quotidianitat.
Podem interpretar-los com un deute. Si tenim un deute de 5 milions i sumem
al nostre patrimoni 5 milions, eliminem el deute i ens quedem a zero. A la
col-leccié de nombres naturals, el zero i els negatius I’anomenem conjunt del
nombres enters (Z).

Plantegem ara una altra equacié:

rx3=1 (6.5)
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Per a solucionar aquesta equacié passem el 3 dividint al membre dret: x =
1/3 ¢ Z. En altres paraules, I’equacié no presenta solucié. No hi ha cap
nombre enter que multiplicat per 3 done 1.

Perque hi haja soluci6 cal que inventemn un nou nombre que anomenem frac-
cionari. No tenim idea del que és ni del que representa. El que si que sabem
és com opera. Per exemple, el nombre que anomenem 1/3 és aquell que mul-
tiplicat per 3 déna 1 com a resultat.

Una volta inventats els nombres fraccionaris podem dotar-los de quotidiani-
tat. Imaginem que partim un objecte en 5 trossos iguals. Interpretem 2/5 com
dues parts de les 5. A la colleccié de nombres enters (Z) més els fraccionaris
els anomenem nombres racionals (Q).

Plantegem una altra equacié:
2 -3=0 (6.6)

Per a solucionar aquesta equacié passem el 3 sumant a la dreta. Després
eliminem segones poténcies efectuant una radicacié: = = v/3 ¢ Q. En altres
paraules, 'equacié no presenta solucié. No hi ha cap nombre racional que
elevat al quadrat done 3.

Perque hi haja solucié cal que inventem un nou nombre que anomenem irra-
cional. No tenim idea del que és ni del que representa. El que si que sabem
és com opera. Per exemple, el nombre que anomenem /3 és aquell que elevat
al quadrat déna 3 com a resultat.

Una volta tnventats els nombres irracionals podem dotar-los de quotidianitat.
Podem interpretar-los lligats al concepte de longitud. La manera més habi-
tual de presentar els irracionals és demostrant que la diagonal d’un triangle
rectangle de catets unitat no pot ser escrita com un nombre racional. A la
col-lecci6 de nombres racionals (Q) més els irracionals els anomenem reals (R).

Plantegem una altra equacié:
(x—a)>+b*=0 (6.7)

Per a solucionar aquesta equacié passem el b? restant a la dreta. Després
eliminem segones poteéncies efectuant una radicacié: = —a = /(—b?). No
sabem efectuar aquesta operacié en el membre dret. Si{ que podem escriure
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que: /(=b2) = /((—=1) xb2) = \/(=1) * \/(b?) = by/—1. Etiquetem amb la
lletra i a /—1. Ara sumem a a tots dos membres. El resultat és x = a+bi ¢ R.
En altres paraules, 'equacié no presenta solucié. No hi ha cap nombre real
que elevat al quadrat done —1.

Perque hi haja solucié cal que inventem un nou nombre que anomenem #ma-
ginari. No tenim idea del que és ni del que representa. El que si que sabem és
com opera. Anomenem i = v/—1 a aquell nombre que elevat al quadrat déna
com a resultat —1. Anomenem nombre complex (C) a la suma (a + bi). Un
nombre real no és més que un nombre complex que presenta un valor zero en
la part imaginaria.

Una volta inventats els nombres complexos podem dotar-los de quotidianitat.
Podem interpretar-los lligats a magnituds com ara el voltatge en corrent al-
tern, que necessita dos nombres reals per a estar especificat.

També podem donar-los una descripcié vectorial, atées que tenen dues coor-
denades (podem escriure (a,b) en lloc de a+bi). Definim el modul r, com és
habitual entre vectors, r = Va2 + b2 i ’'angle amb 1’eix horizontal també com
ho farfem amb un vector: tan ¢ = b/a. Aquestes equacions permeten escriure:
a =rcosg, b = rsin¢g. Aleshores, escrivim el nombre complex també en la
forma r(cos ¢ + isin ¢).

Si ara fem el desenvolupament en serie de Tailor de les funcions €', sin ¢,
cos ¢, comprovem de seguida ’anomenada identitat d’Fuler:

e = cos ¢ + isin ¢ (6.8)

Per aquest motiu, una escriptura alternativa (pot ser la més habitual en cién-
cia) per a un nombre complex és re’®. Hi ha diferents demostracions de la
férmula d’Euler. Per exemple, podem partir de la funcié f(¢) = (cos¢ +
isin ¢)e” ' i comprovar que la seua derivada és zero, cosa que vol dir que f(¢)
és la funcié constant. Calculant f(¢) en ¢ = 0 trobem que ’esmentada cons-
tant és la unitat. Es a dir, trobem que (cos ¢ +isin ¢)e ™ = 1, que no és més
que una reescriptura de la identitat d’Euler.



