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Prólogo

El texto que aquí presentamos se corresponde con la asignatura “Nuevas Tecnologías de la Información y la 

Computación aplicadas a la Química” que se imparte el primer curso del Grado en Química. El texto tiene su 

origen en otro libro, Informática Aplicada a la Química, que dos de los autores prepararon hace varios años 

como material de soporte a la asignatura que con el mismo nombre se impartía en primer curso de la 

Licenciatura en Química. Aquel texto era más bien escueto y permitía obviar la toma de notas en clase, en un 

sistema educativo fundamentalmente presencial, donde la tutela del profesor y la continua interacción 

profesor-alumno era la clave del proceso enseñanza-aprendizaje. La reciente reforma de planes de estudio, y 

la consiguiente aparición de los grados, ha comportado un cambio drástico del proceso educativo. Éste se 

focaliza ahora en el trabajo-aprendizaje del estudiante y conlleva una importante componente de no 

presencialidad.  En otras palabras, es un plan de estudios para un estudiante más maduro y responsable. Por 

tanto, se deben cambiar las técnicas pedagógicas del profesor, el cual deja de ser la fuente casi exclusiva de 

información y formación, pasando a ser personal de apoyo en un aprendizaje más autónomo por parte del 

estudiante. Creemos que, con objeto de sacar el máximo rendimiento a las horas de trabajo del estudiante, se 

debe apoyar dicho aprendizaje con un material docente elaborado ad hoc, de manera que se realice un trabajo 

autónomo, pero guiado. 

Con esta finalidad se ha elaborado el presente texto, que básicamente incluye: 

Búsquedas bibliográficas y de información en bases de datos (Web of Science, Google). 

Utilización de hojas de cálculo y software de cálculo simbólico para la resolución de problemas que 

necesiten manipulación algebraica y/o computacional. 

Representación gráfica, ordenación y presentación de resultados en forma de memorias o informes 

técnicos con la ayuda del ordenador. 

Uso de herramientas computacionales y conceptos básicos ya conocidos para dar respuesta a 

situaciones nuevas y suficientemente complejas que requieran la aplicación de medios de cálculo y 

representación.  

Profundización en el entendimiento de conceptos químicos con ayuda de la informática como técnica 

complementaria de estudio.  

Como decíamos, la nueva metodología docente en los nuevos grados obliga a la reelaboración del material 

docente, tanto del material básico para trabajo presencial, como de toda una extensa serie de propuestas de 

trabajo autónomo. Este nuevo texto intenta responder a dicho reto. La mayoría del material del libro a que 

antes nos hemos referido, ha servido de base a éste, aunque ahora es presentado de manera mucho más 

extensa, detallada y ambiciosa y, además, se ha más que duplicado su contenido con toda una serie de 

propuestas para trabajo autónomo, más una colección de apéndices que dan una primera e inmediata 

respuesta a cuestiones que creemos que surgirán a lo largo del estudio. Intencionadamente el primer capítulo 
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está dedicado a la web. Ésta ha de constituir el segundo gran apéndice, enciclopedia, etc. que debe usar el 

estudiante, sabiendo distinguir las fuentes fiables de las que no lo son. 

Queremos indicar que hemos querido que este trabajo forme parte del Proyecto Sapientia de material abierto 

on-line. El punto de vista compartido por los autores a este respecto es que el conocimiento no es patrimonio 

de nadie, sino de todos. En esta nueva era de la información ponemos nuestro grano de arena colgando este 

material a disposición de todo aquel que lo desee consultar. Además, la idea de material abierto on-line,

enriquece una asignatura como esta, que tradicionalmente hace uso amplio del aula virtual.  

Para acabar diremos que esperamos que este libro virtual sea también de utilidad en asignaturas posteriores 

incluidas en los estudios de Química o relacionados, debido a su orientación hacia la resolución práctica de 

problemas con el uso del ordenador, sin entrar en los entresijos de la programación, sino aprovechando las 

enormes facilidades que proporcionan al no experto los nuevos códigos y herramientas informáticas. 

Confiamos en que quien trabaje con agrado estos contenidos obtenga una formación que pueda aplicar tanto 

en el ámbito académico como en el profesional. 

Los autores 
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1. Uso de Internet para búsqueda de información 

En este capítulo vamos a abordar el tema de la búsqueda de información en Internet desde dos posibilidades 

muy diferentes que tenemos a nuestro alcance. En primer lugar utilizaremos una base de datos de prestigio 

(ISI Web of Knowledge), a la cual podemos tener acceso gracias a los convenios que la Universitat Jaume I, 

y todas las Universidades del estado, tienen con el Ministerio de Educación y Ciencia. Estos convenios nos 

permiten tener a nuestro alcance bases de datos que incluyen toda la información que pueda necesitar un 

estudiante, investigador o profesor de cualquier área de conocimiento sobre publicaciones de todo tipo, 

incluyendo revistas científicas periódicas, libros, publicaciones virtuales, etc. Estas bases de datos contienen 

la información de todos los años de existencia de las publicaciones, aunque el acceso depende del convenio 

seleccionado por la universidad. Si algún año no está incluido, se puede obtener la información pagando una 

cantidad determinada.  

Como segunda opción, estudiaremos la búsqueda de información mediante el GoogleTM, popular buscador 

que, a diferencia de las bases de datos comentadas con anterioridad, ofrecen información no sometida a 

revisión, excepto la que se impone la propia empresa que gestiona el buscador. Aunque la inmensa mayoría 

de usuarios conoce la utilidad del GoogleTM, también se habrán encontrado en ocasiones con información 

que no se corresponde con la realidad, o simplemente falsa o distorsionada. En nuestro caso, es evidente que 

deberemos siempre comprobar y contrastar la información técnica o científica que busquemos para nuestros 

trabajos o estudios. 

1.1. ISI Web of Knowledge 

Como se ha indicado anteriormente, entre las facilidades que nos ofrece la Universitat Jaume I en lo que se 

refiere a documentación, la base de datos ISI Web of Science es especialmente útil para alumnos, profesores 

e investigadores en el campo de las Ciencias Experimentales, Ciencias Humanas y Ciencias Sociales. Para 

acceder a ella debemos seguir los siguientes pasos, desde una maquina de la universidad o identificándonos 

si estamos en una maquina fuera de la universidad. Desde la  página principal de la Universitat Jaume I

podemos acceder a la opción Biblioteca situada debajo de la cabecera. De esta manera accedemos a la 

página de la biblioteca con una infinidad de posibilidades entre las que se encuentra la Biblioteca Digital.

Dentro de las opciones de esta sección tenemos la posibilidad de acceder desde fuera de la Universidad en la 

última fila. El siguiente paso para acceder a la base de datos que buscamos es entrar en la opción Bases de 

datos.

http://www.accesowok.fecyt.es/login/
http://www.google.es
http://www.uji.es/CA/cd/
http://www.uji.es
http://www.uji.es/CA/cd/digital/llistat.html
http://www.uji.es/CA/cd/digital/llistat.html
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Nos aparece entonces una página donde, por orden alfabético, se ordenan todas las bases de datos 

disponibles. Un simple vistazo a la lista nos puede dar idea de la cantidad de información disponible, de 

todas las áreas de conocimiento, que tenemos a nuestro alcance. En este caso, a nosotros nos interesa una 

base de datos en concreto, señalada en la figura: 
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Al entrar en ella nos encontramos, en primer lugar, la hoja principal autentificada con el logo del Ministerio, 

como se puede observar en la figura: 

La página tiene cuatro pestañas principales: All Databases, Select a Database, Web of Science y 

Additional Resources. Para búsquedas por temas, tanto All Databases como Web of Science pueden sernos 

útiles, pero esta última tiene más opciones de búsqueda, como podemos comprobar entrando en la pestaña 

correspondiente y desplegando el menú que se nos ofrece a al derecha de los campos a rellenar Search for.

La página nos ofrece un ejemplo de búsqueda bajo los campos para diferentes opciones. Podemos buscar las 

palabras clave en la publicación o solo en  el título. Además, también podemos buscar por autor o grupo de 

autores, dirección, etc. Todo ello se puede observar en la siguiente figura: 
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En una búsqueda determinada podemos limitar la fecha o las bases de datos, aunque si disponemos de una 

buena conexión el tiempo de búsqueda es muy corto dejando por defecto todas las opciones activadas y sin 

límite de fechas. 

Veamos un ejemplo: imaginemos que necesitamos artículos sobre el tema Contaminación en el Mar 

Mediterráneo. Para ello buscamos las palabras clave pollution y mediterranean. Puesto que en el campo de la 

izquierda hemos seleccionado AND, la busqueda se realizará para artículos que contengan las dos palabras 

clave a la vez, pollution y mediterranean.



�0J. Planelles / R. Serrano / J. L. Mov�lla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la �nformac�ón y la computac�ón - UJI

10

Al hacer click en Search obtenemos como resultado un listado de 1714 artículos ordenados de más recientes 

a más antiguos. 
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Si queremos un resultado más específico podemos seleccionar en el menú de la derecha Title, con lo que la 

búsqueda de las palabras clave sólo incluirá aquellos artículos que las contengan en el título: 

De este modo, el resultado se ha limitado a 218 artículos. Como se puede observar, en la columna de la 

izquierda tenemos varias posibilidades para refinar las búsquedas, limitando las áreas de conocimiento, el 

tipo de documentos, autores, etc. 

Veamos otro ejemplo donde vamos a buscar los artículos de uno de los autores de este libro. Ponemos, tal 

como nos aconseja el ejemplo J* Planelles OR Planelles J*, con lo que la búsqueda tendrá en cuenta todos 

los artículos independientemente de que los autores se nombren con la inicial o con el nombre completo, y 

del orden nombre-apellido. 
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Como se puede observar en la figura anterior, obtenemos 113 artículos. Si estudiamos con detenimiento los 

resultados, la mayoría de los artículos pertenecen a Josep Planelles Fuster y están relacionados con la 

Química Cuántica. Sin embargo, en el puesto 54 y en el puesto 57 nos encontramos con 2 publicaciones de la 

revista Diseases of the colon and rectum, que evidentemente no son parte de su curriculum, si no de un 

investigador cuyo nombre coincide con la clave “J* Planelles OR Planelles J*”, por lo que debemos depurar 

la búsqueda.  

Una posibilidad es abrir la ventana Subject Areas, haciendo click en more option values, marcada en la 

figura anterior, con lo que se abre la correspondiente ventana con las áreas a las que pertenecen todas las 

publicaciones listadas. Podemos marcar sólo las áreas relacionadas con la Química Cuántica y usar la opción 

Refine o, al contrario, marcar las que no están relacionadas y usar la opción Exclude. Optamos por esta 

última por ser más facil de ejecutar en este caso, marcando las tres revistas que claramente se salen del tema. 

Obtenemos 108 artículos como resultado de la búsqueda, como se puede observar en las siguientes figuras: 
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Existen otras opciones, como incluir algún dato de la dirección en la página principal (opción Address a la 

derecha del campo a rellenar) o cualquier otra característica específica de las publicaciones buscadas. 

Llegados a este punto podemos practicar búsquedas de diferentes temas y autores  y estudiar los resultados 

que se obtienen con el objeto de adquirir experiencia en el uso de este tipo de bases de datos tan útiles para el 

estudio y la investigación. 

1.2. Google 

En el apartado anterior hemos utilizado una base de datos que solo utiliza fuentes fiables, como revistas 

científicas, publicaciones en congresos, etc. Vamos a practicar ahora con un buscador que no tiene 

prácticamente limitaciones a la hora de realizar una búsqueda en cuanto las fuentes que utiliza: GoogleTM.

En este caso la información que obtengamos será de diferentes tipos, no sólo artículos, sino también páginas 

web oficiales, comerciales y particulares, periódicos, etc. 

La página principal es muy sencilla, y nos ofrece un campo donde debemos introducir el tema que buscamos. 

Por defecto buscará información escrita en general, pero también se le puede indicar que busque imágenes, 

noticias sobre el tema requerido, videos, etc., utilizando el menú que se nos ofrece en la parte superior de la 

página.

http://www.google.es
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Veamos qué resultado obtenemos si introducimos las palabras clave utilizadas anteriormente: 

Hacemos clic en Buscar con GoogleTM y no limitamos el idioma ni el país de las páginas web, opciones que 

se nos presentan bajo el campo a rellenar. El resultado es el siguiente: 
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A diferencia de la base de datos Web of Knowledge, la variedad y la cantidad de los resultados es mucho 

mayor. La mayoría son páginas oficiales de organizaciones dedicadas al estudio o a la protección del 

Mediterráneo, y nos pueden ser útiles para el fin que queramos. Estudiando los resultados podemos constatar 

que todos ellos tienen una fuente fiable con información interesante sobre el tema. 

Veamos otro ejemplo: supongamos que necesitamos una foto de la microalga del género Pseudonitzchia para 

incluir en un póster que estamos haciendo. Ponemos el nombre Pseudonitzchia, y hacemos clik en Imágenes:

Obtenemos buenas imágenes de la microalga, pero cuidado, la imagen señalada en la figura está titulada en 

el pie como Pseudonitzchia y son moluscos. Este resultado nos debe alertar sobre los posibles errores que 

podríamos cometer si buscamos información de temas totalmente desconocidos para nosotros. 

Como en el apartado anterior, podemos practicar buscando temas en GoogleTM y estudiando los resultados 

obtenidos. Dada la facilidad de uso de este buscador, lo más importante será nuestro criterio a la hora de 

seleccionar y usar la información que obtengamos. La búsqueda de información complementaria, con éstos u 

otros buscadores (Google Scholar, Scopus, Scirus, etc), es una tarea que se deberá realizar en todos y cada 

uno de los temas siguientes, con objeto de completar, documentar y contrastar la información disponible. 
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2. Operaciones básicas y representaciones gráficas 

2.1. Leyes de los gases ideales. Disoluciones 

Con el objetivo de aprender cómo se llevan a cabo las operaciones más básicas en la hoja de cálculo 

EXCEL®, en este tema introductorio vamos a abordar las leyes de los gases ideales. En primer lugar 

comprobaremos la Ley de Boyle, cteVP , a partir de una serie de datos experimentales de presión y 

volumen que viene recogida en la figura inferior. 

Procedemos en primer lugar a teclear los valores de volumen de un sistema gaseoso a diferentes presiones, 

en las celdas correspondientes. 

Como se puede observar en la figura anterior, las celdas que contienen texto se justifican a la izquierda, 

mientras las celdas que contienen números se justifican a la derecha; son celdas numéricas con las cuales se 

pueden efectuar operaciones matemáticas. 

Veamos el primer ejemplo: si tecleamos el signo = ó + en una celda, la hoja identifica una fórmula 

matemática y podemos, por ejemplo, multiplicar el contenido de las celdas A4 y A5 tecleando =A5*B5. El 

asterisco significa multiplicación, como en cualquier calculadora convencional. 

18

2. Operaciones básicas y representaciones gráficas 

2.1. Leyes de los gases ideales. Disoluciones 

Con el objetivo de aprender cómo se llevan a cabo las operaciones más básicas en la hoja de cálculo 

EXCEL®, en este tema introductorio vamos a abordar las leyes de los gases ideales. En primer lugar 

comprobaremos la Ley de Boyle, cteVP , a partir de una serie de datos experimentales de presión y 

volumen que viene recogida en la figura inferior. 

Procedemos en primer lugar a teclear los valores de volumen de un sistema gaseoso a diferentes presiones, 

en las celdas correspondientes. 

Como se puede observar en la figura anterior, las celdas que contienen texto se justifican a la izquierda, 

mientras las celdas que contienen números se justifican a la derecha; son celdas numéricas con las cuales se 

pueden efectuar operaciones matemáticas. 

Veamos el primer ejemplo: si tecleamos el signo = ó + en una celda, la hoja identifica una fórmula 

matemática y podemos, por ejemplo, multiplicar el contenido de las celdas A4 y A5 tecleando =A5*B5. El 

asterisco significa multiplicación, como en cualquier calculadora convencional. 



�9J. Planelles / R. Serrano / J. L. Mov�lla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la �nformac�ón y la computac�ón - UJI

19

Como se puede observar en la figura, en la celda C4 aparece el resultado de multiplicar las celdas A4 y B4, 

mientras que en la línea de comandos aparece la fórmula escrita (=A4*B4). En el caso de que debiéramos 

escribir cada fórmula a la derecha de cada fila, para efectuar las correspondientes operaciones matemáticas, 

realizaríamos un trabajo similar al necesario con una calculadora. La hoja EXCEL® sin embargo, nos permite 

arrastrar la formula escrita en la celda C4 a las siguientes filas, traduciéndola en cada caso, sin necesidad de 

tener que escribir explícitamente dichas fórmulas una a una. Para conseguirlo debemos poner el cursor en un 

vértice de la celda C4 y cuando toma la forma de +, se debe mantener el clic en el botón izquierdo del ratón y 

moverlo hacia abajo. 
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El resultado es el siguiente: 

Las fórmulas se pueden visualizar mediante el menú Herramientas>Opciones>Ver, y marcando Fórmulas: 
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Como se puede observar, los productos obtenidos no nos proporcionan un valor exactamente constante. Ello 

deriva de la imprecisión experimental de P y V, y de la falta de idealidad en el comportamiento del gas. 

Podemos ajustar el número de cifras decimales a dos mediante el menú Formato>Celdas>Número y 

obtener así la apariencia de constancia que debe tener la ley. 

El resultado es el siguiente: 
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Apliquemos el mismo proceso a datos de volumen y temperatura para la comprobación de la Ley de Gay-

Lussac. Los datos experimentales utilizados vienen recogidos en la figura que se incluye a continuación. 

Recordemos la Ley de Gay-Lussac: 

cte
T
V

Análogamente procederemos con datos de presión, volumen, número de moles y temperatura, recogidos en 

la misma figura,  para la comprobación de la Ley de los Gases ideales: 

cte
Tn
VP

Los signos que necesitamos son los mismos que en las calculadoras convencionales (multiplicar *, sumar +, 

restar -, dividir /). Después de teclear los valores, introducir las fórmulas y ajustar los decimales de las celdas 

correspondientes, el resultado se puede observar en las siguientes figuras, mostrando números y fórmulas. 

Las diferentes columnas se han centrado mediante el comando centrar en el menú de iconos superior (        ), 

o en opciones de Formato>Párrafo. En adelante, para encontrar con facilidad las diferentes opciones 

ofrecidas en el menú de iconos siempre se puede utilizar la ayuda (?>Ayuda de Microsoft Excel), también 

en el menú de iconos superior. 
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Como se puede observar en la celda E25 y siguientes de la fila, es importante utilizar los paréntesis 

adecuadamente para obtener el resultado deseado, análogamente a cualquier fórmula que podemos introducir 

en una calculadora convencional. 

La hoja completa tendría el siguiente aspecto: 

Una vez hemos practicado el diseño de fórmulas, podemos abordar ahora la representación gráfica de datos.

Para ello vamos a utilizar como base una tabla donde incluiremos diferentes expresiones de concentración 

(molaridad, molalidad y fracción molar) a partir de disoluciones con diferentes porcentajes de HCl en agua, 

incluyendo para su cálculo la densidad en g/ml. 
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Las fórmulas para el cálculo de la Molaridad (M), molalidad (m), fracción molar (X) y porcentaje de la 

diferencia entre molaridad y molalidad son las siguientes: 

PMs
dg

PMs

mlgdml
g

l
PMs

g

M (%)101000)/(100
%

(%)100

1000(%)

g
PMs

g

m

PMdv
g

PMs
g

PMs
g

(%)100(%)

(%)

X

PMs: peso molecular del soluto, PMdv: peso molecular disolvente 

Las fórmulas trasladadas a la sintaxis de EXCEL® se presentan en la siguiente figura: 
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Una de las ventajas de la utilización de EXCEL® u otras hojas de cálculo frente a otros potentes programas 

más dirigidos al cálculo es la posibilidad de diseñar gráficos de una manera muy sencilla. 

En este caso, sería interesante visualizar la variación de la Molaridad frente a la molalidad y al porcentaje de 

la diferencia. Para ello, basta seleccionar las columnas que nos interesan. De esta forma, puesto que son 

discontinuas, tenemos la posibilidad de copiarlas, simplemente marcando las columnas a copiar con el ratón 

manteniendo el botón izquierdo presionado y utilizar la opción del menú principal Edición>Copiar. Para 

pegarla en otro lugar de la tabla, se debe marcar con el ratón la celda donde deseemos que comience la nueva 

columna y seleccionar del menú Edición>Pegar.

Sin embargo, es más fácil la selección de las columnas que deseemos manteniendo presionada la tecla Ctrl

mientras marcamos columnas que pueden no ser contiguas, puesto que no se borran las marcas mientras 

mantengamos la tecla Ctrl oprimida. En la siguiente figura aparecen en azul las columnas %HCl (x), 

molaridad (y1), molalidad (y2) y porcentaje de la diferencia (y3). 
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Una vez tenemos marcadas las columnas que deseemos representar (entre las que puede estar incluida o no la 

x) utilizamos la opción del menú Insertar>Gráfico y comienzan a aparecer las ventanas de diálogo para el 

diseño de la gráfica.  

Para obtener la gráfica deseada se deben indicar las siguientes características: 

27
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Tipo de gráfico: XY (Dispersión). Siempre que queramos representar los valores de y(x) frente a su variable 

independiente x debemos usar esta opción. Rango de datos: elegimos columnas. Series: Se pueden quitar o 

añadir series en esta pestaña de la ventana. Títulos/eje/líneas de división/leyendas: se teclean los 

correspondientes títulos y se seleccionan las escalas que se deseen, se añaden leyendas o no, etc. 
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Finalmente se puede seleccionar si la nueva gráfica aparece en la misma hoja o en otra contigua. El resultado 

se puede observar en la siguiente figura: 
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La hoja de cálculo quedaría así: 

La gráfica presentada se puede mejorar entrando en las diferentes opciones que ofrecen los menús 

presentados en las figuras anteriores. También es posible seleccionar (clic con el botón izquierdo) los ejes, 

los títulos, o cualquier otra parte de la gráfica, de modo que, una vez hecha la selección, mediante clic en el 

botón derecho del ratón aparecerá un menú que nos permitirá alterar el aspecto y propiedades del objeto 

seleccionado. A lo largo de esta obra se diseñarán multitud de gráficas, con las que podremos practicar. 
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2.2. Representación de funciones trigonométricas 

En esta sección vamos a profundizar en la representación gráfica, abordando la representación de funciones 

trigonométricas. En concreto, vamos a representar las funciones seno, coseno y tangente. Una propiedad 

común a todas ellas es su periodicidad. Las funciones seno y coseno tienen un periodo de 360º, mientras que 

la función tangente tiene un periodo de 180º. 

Empecemos con el cálculo de la función seno. Para calcular el seno se debe incluir en la fórmula la función 

que EXCEL® tiene disponible para ello, =SENO( ). Esta función se puede escribir directamente o insertarla 

mediante los comandos del menú Insertar>Función. Como se puede observar en la siguiente figura, nos 

aparece el listado, por orden alfabético, de las funciones que EXCEL® tiene disponibles. 

Mediante un doble clic aparece una ventana que nos pide los argumentos necesarios para aplicar la función 

en la celda correspondiente. 
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La ventana nos informa que el ángulo del que vamos a calcular el seno debe estar expresado en radianes. 

Para diseñar una hoja de cálculo que nos permita representar la función seno, en primer lugar vamos a 

introducir una columna que incluya grado a grado desde -360 a 360. En la columna contigua introduciremos 

la fórmula para el cálculo de los radianes (2*Pi radianes son 360 grados), 

180
GradosRadianes

y  seguidamente la fórmula para el cálculo del seno a partir de la columna Radianes: 
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A continuación podemos representar los grados o los radianes en el eje x, y el seno en el eje y. Como hemos 

visto anteriormente, basta con marcar las dos columnas correspondientes y entrar en la opción del menú 

Insertar>Gráfico o hacer clic en el icono del menú que abre el asistente de gráficos. Seleccionando la 

opción XYDispersión y el subtipo indicado en la figura,  

eliminando la leyenda, ya que en este caso es innecesaria, y ajustando la escala de los ejes (y de -1 a 1, x de -

360 a 360 en el caso de grados), el resultado es el siguiente: 
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Puesto que en el eje de las x el muestreo ha sido de grado en grado, la figura describe perfectamente la curva 

sinusoidal. En el caso de que hubiéramos llevado a cabo un muestreo menos frecuente (de 20 en 20 grados, 

por ejemplo) el dibujo de la curva sería más pobre. La columna de los grados no se ha introducido tecleando 

cada celda, EXCEL® permite arrastrar una serie determinada (en este caso celda anterior +1), a partir de las 

dos primeras celdas definiendo la serie. Se marcan y se arrastran hasta el número deseado, en este caso 360. 



34J. Planelles / R. Serrano / J. L. Movilla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la información y la computación - UJI

34

El coseno (Función COS()) y la tangente (Función TAN()) se pueden representar de manera similar como se 

puede ver en las siguientes figuras con las fórmulas y el resultado final. En cada caso las escalas se 

seleccionan para obtener las gráficas más explicativas posibles, dependiendo de la función a representar. 

Coseno:

y las fórmulas correspondientes: 

35

Tangente:

y las fórmulas correspondientes: 
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Tangente:

y las fórmulas correspondientes: 

35

Tangente:

y las fórmulas correspondientes: 
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2.3. Representación de orbitales atómicos 

En este apartado vamos a aplicar los conocimientos adquiridos hasta ahora en representación de funciones 

para representar la función radial de los orbitales 1s, 2s y 2p, siendo 
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con A0=0.529, z=1, n(1s) = 1, n(2s) = 2 y n(2p) = 2. 

En primer lugar vamos a representar el orbital 1s: 

Puesto que tenemos varios valores constantes, hemos utilizado un recurso de EXCEL® que nos permite 

cambiar la denominación cartesiana de las celdas por el nombre que a nosotros nos convenga. De esta 

manera, la celda B3 ha sido renombrada como Ao. Para ello debemos seleccionar del menú 

Insertar>Nombre>Definir:
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cambiar la denominación cartesiana de las celdas por el nombre que a nosotros nos convenga. De esta 

manera, la celda B3 ha sido renombrada como Ao. Para ello debemos seleccionar del menú 

Insertar>Nombre>Definir:
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En la ventana se teclea el nuevo nombre de la celda (Ao en este caso) y se elige Agregar y a continuación 

Aceptar. A partir de este momento la celda ya no se denomina B3 sino Ao, y se puede usar el nuevo nombre 

en las fórmulas, como se puede observar en la figura. De la misma manera, en esta hoja se han renombrado r,  

n1s, n1p y n2p. Asimismo, en la columna r se ha introducido una fórmula que calcula la suma de la celda 

anterior más Ao para definir el eje de las x de una manera rápida. La gráfica a partir de r(x) y (y) para 1s, 

aplicando el proceso aprendido en el apartado anterior y siguiendo el camino que marca el asistente para el 

diseño de gráficos, es el siguiente: 
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Repetimos el proceso para la representación de los orbitales 2s y 2p, utilizando las fórmulas 

correspondientes. El resultado es el siguiente: 

Como se puede observar, se han seleccionado diferentes colores para cada orbital marcando la línea del 

gráfico y haciendo clic con el botón derecho del ratón, con lo que aparece la ventana del menú para cambiar 

el formato del gráfico, como se observa en la figura: 
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Las fórmulas para los orbitales 2s y 2p son las siguientes: 

Finalmente se pueden representar los tres orbitales en la misma gráfica seleccionando r como eje de abscisas 

y  para 1s, 2s y 2p como y1, y2 e y3. El resultado es el siguiente: 
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3. Resolución de problemas sencillos 

3.1. Resolución gráfica de ecuaciones  

La potencia de EXCEL® en la representación de funciones se puede utilizar también para el cálculo de las 

soluciones de ecuaciones gráficamente. El fundamento es simplemente representar las funciones y conseguir 

visualizar los cortes con las x, de manera que se pueda determinar la solución con la precisión deseada. 

 Pongamos como ejemplo el estudio del polinomio de segundo grado 

05203 2 xx .

Para la resolución de ecuaciones gráficamente debemos elegir siempre el tipo de gráfico XY (Dispersión),

en el primer paso del Asistente para gráficos. Esta opción, recordemos, permite diseñar gráficos con ambos 

ejes numéricos (abscisas y ordenadas), es decir, representan coordenadas en abscisas y no categorías. Para 

representar frente a categorías (que pueden ser números o texto y que son equidistantes, independientemente 

de su significado) podemos usar el tipo de gráfico Líneas.

Después de los conocimientos adquiridos en anteriores apartados podemos representar la ecuación 

introduciendo una columna con valores de x al azar (ya que pretendemos resolverla gráficamente y no a

posteriori de una determinación analítica de las soluciones), y otra columna con la ecuación, como se puede 

ver en la figura.
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 A continuación, representamos x e y mediante el Asistente de gráficos:
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Como era de esperar, no se pueden observar las soluciones de la ecuación con la suficiente precisión, por lo 

que deberíamos modificar la x, la escala, etc. Esto sería un proceso largo y tedioso que no utilizaría todos los 

recursos de la hoja de cálculo. Siempre podemos ingeniar algoritmos que permitan aprovecharnos de los 

recursos del EXCEL® al máximo, y utilizar las diferentes opciones a nuestra disposición. 

Para ello, vamos a diseñar la columna de las x utilizando la fórmula que se muestra en la figura (celda 

anterior más un valor d), junto con la representación gráfica de x vs. f(x). 

Se ha renombrado la celda B5 como d, con lo que cambiando el valor numérico de esa celda se puede 

modificar toda la columna de las x, consiguiendo así más o menos espacio entre las marcas del eje de 

abscisas y, como consecuencia, la representación de diferentes intervalos más o menos amplios, lo que 

funciona como si fuera un zoom que enfoca la gráfica como mejor nos convenga. Para el valor d=5, no 

aparece nada en la grafica. Si “enfocamos” introduciendo d=0.5, el resultado es el siguiente: 
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A partir de aquí debemos mejorar la precisión, ya que sólo podemos deducir que las soluciones están entre 0 

y 1, y entre 6 y 7. Disminuimos la diferencia d para lograr mayor precisión. En la figura siguiente se muestra 

el mismo gráfico para una diferencia h=0.05 y e=0.005. Obtenemos una solución x=0.260, para e=0.005. 

Como se puede observar en la figura, se ha cambiado también el valor del primer punto (celda A44=0.250). 

Esta maniobra nos permite “centrar la foto” de la gráfica en la zona deseada.
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Además, llegados a este punto es necesario modificar la escala para obtener más decimales (marcar el eje x, 

clic con el botón derecho y aparece el menú que se muestra en la figura). 

En la opción Formato de ejes nos encontramos con el siguiente menú dentro de Número, en el que 

podemos modificar el número de decimales en las marcas del eje. 

En Escala podemos modificar el valor máximo, el mínimo y las distancias entre marcas, y en Fuente

tenemos la posibilidad de modificar el tamaño y otras características. 
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La otra solución se obtendría operando de la misma forma, variando el valor de la diferencia (en este caso m) 

y el valor del primer punto de la x. 

En este caso, además, hemos utilizado la opción de representar el rango que más nos convenga para mejorar 

la gráfica, arrastrando la caja azul que nos muestra el intervalo representado cuando marcamos la línea de la 

gráfica mediante un clic. Hemos obtenido la solución con 4 decimales. 

En resumen, los recursos que tenemos para conseguir una óptima resolución gráfica de una ecuación serían: 

El algoritmo utilizado en la columna de las x, variando el valor de la diferencia (“enfoque de 

la zona de la solución”). 

Variar el primer punto de las x (“encuadre de la zona de la solución”). 

Modificar el formato de los ejes, para obtener la máxima precisión. 

Modificar el intervalo que se representa (“mejora del encuadre”). 

3.2. Cálculo del pH de una disolución de ácido fuerte 

Los problemas de cálculo del pH de disoluciones nos brindan la oportunidad de resolver ecuaciones de más 

sencillas a más complicadas. Concretamente, el cálculo del pH de un ácido fuerte nos permite practicar el 

uso de funciones como logaritmos, raíces o exponentes, aplicando lo que ya hemos aprendido sobre el uso de 

funciones con  EXCEL  en el Capítulo 2. 
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El problema que vamos a resolver en este apartado es el cálculo del pH de disoluciones con diferentes 

concentraciones de un ácido fuerte. Mediante la hoja que vamos a diseñar calcularemos el pH exacto y el pH 

aproximado, que no tiene en cuenta el producto iónico del agua, para concentraciones entre 10-1 y 10-14 M. 

Además, gracias a los recursos que nos ofrece el EXCEL  que siempre debemos intentar aprovechar al 

máximo, los compararemos con un mínimo esfuerzo mediante su representación en una gráfica pH vs. 

concentración de ácido. 

Como ejemplo se toma el HCl, que en disolución acuosa se disocia totalmente: 

ClHHCl

Empezamos el diseño de la hoja introduciendo las concentraciones, arrastrando la fórmula que se observa en 

la columna A desde la segunda concentración (celda A7): 

Al observar los resultados nos damos cuenta que el formato de las concentraciones cambia a partir de la 

celda A14, cuando ya hay 9 decimales. El programa cambia automáticamente a la notación Científica

(exponentes de 10) puesto que el número de ceros es demasiado grande para poder mostrarlos. 
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Para homogeneizar la notación de las concentraciones, marcamos las celdas correspondientes y vamos a 

Formato>Número>Científica.
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El resultado es el siguiente: 

La aproximación que habitualmente se lleva a cabo para el cálculo del pH de disoluciones de ácidos fuertes 

consiste en no tener en cuenta el producto iónico del agua, con lo que: 

CaHClClH 0 ,

donde Ca es la concentración inicial de ácido. 

El cálculo del pH se convierte en una sencilla operación, ya que basta con obtener el –logaritmo decimal de 

la concentración molar inicial de ácido. Esta aproximación es válida a concentraciones altas de ácido, ya que 

entonces los protones cedidos por el agua son despreciables. En la hoja se calcula el –logaritmo decimal de 

dicha concentración, o lo que es lo mismo pCa, puesto que el operador “p” realiza este cálculo del argumento 

correspondiente.

Sin aproximaciones, se tiene en cuenta también el equilibrio: 

H2O  OH  + H+

y se incluye en los balances de cargas y masas 

Balance de cargas: [H+]=[ Cl ]+[ OH ]

Balance de masas: [ Cl-]= Ca

Kw=[OH-]·[H+]

A partir de este sistema de ecuaciones es posible calcular la concentración exacta de protones mediante una 

ecuación de segundo grado:  

H
KwOH
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H
KwCaH

02 KwCaHH

2
42 KwCaCaH

que se puede traducir fácilmente al formato EXCEL®, incluyendo el cálculo del –logaritmo de la 

concentración de protones (H+) para obtener el pH: 

=-LOG((B7+(B7^2+4*Kw)^(1/2))/2).

También se puede utilizar la función RAIZ(): 

=-LOG((B7+RAIZ(B7^2+4*Kw))/2).

Puesto que necesitamos utilizar la constante del producto iónico del agua, se ha definido la celda B3 como 

Kw con el objeto de facilitar la traducción de la fórmula. En las figuras se pueden ver las fórmulas utilizadas: 

y el resultado es el siguiente: 
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Por último, vamos a representar el pH exacto y aproximado a lo largo del intervalo de concentraciones 

estudiado (columnas C y D) frente a la concentración inicial de ácido, lo que nos permite constatar 

claramente la diferencia entre la aproximación y el pH exacto. Utilizamos el Asistente para gráficos:
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Como se puede observar en la figura, se ha seleccionado la columna correspondiente al pCa (-logaritmo de la 

concentración inicial de ácido) como eje de abscisas. El resultado final, ajustando los diferentes parámetros 

estudiados en diferentes apartados anteriores del asistente de gráficos (títulos x e y, máximo 14 en escala y, 

tamaño fuente y alineación etiquetas eje x), es el que se muestra en la figura siguiente. Además, se ha 

ajustado el número de decimales en cada columna y, como hemos visto anteriormente, se ha homogeneizado 

la notación de las concentraciones. 

Se debe tener en cuenta que en el laboratorio rara vez se trabaja a concentraciones menores a 10-5 M, por lo 

que la aproximación es perfectamente válida en el trabajo rutinario de laboratorio. Sin embargo, la 

utilización de una hoja de cálculo como EXCEL  minimiza el trabajo necesario para el cálculo del pH 

exacto, cuando ello sea necesario. 

3.3. Trabajo de expansión de gases reales. Cálculo numérico del trabajo reversible. 

En condiciones de baja presión y temperatura no excesivamente baja, el comportamiento de un mol de gas 

encerrado en un recipiente de volumen v, en condiciones de presión P y temperatura absoluta T, viene bien 

descrito mediante la ecuación de estado ideal, RTPv . Por ello, en procesos isotermos, o sea de 

temperatura constante, el trabajo de expansión reversible se calcula de manera muy sencilla, mediante una 

expresión analítica. En efecto, recordemos que el trabajo de compresión o expansión de un gas, desde un 
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volumen inicial 1v hasta un volumen final 2v , se calcula mediante la suma de los trabajos diferenciales 

dvP  a lo largo del proceso. O sea, el trabajo viene dado por, 
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Puesto que el proceso es isotermo y la presión P puede expresarse, con ayuda de la ecuación de estado, en 

términos del volumen molar v, que es variable, y la temperatura  T que es constante, tenemos que, 
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Sin embargo, a presiones moderadamente elevadas y temperatura ambiente, o incluso temperatura más alta, 

el comportamiento del gas real no se ajusta bien a la ecuación ideal de estado. Por este motivo, se han 

propuesto diversas ecuaciones empíricas con parámetros ajustables, que permiten una correcta descripción 

del comportamiento real. La primera, y sin duda la más conocida, es la ecuación de Van der Waals. Ésta 

constituye el primer intento de modificar la ecuación del gas ideal mediante la introducción de parámetros. 

Una primera corrección implica el volumen, argumentándose que el volumen libre por donde se mueven las 

moléculas del gas es menor que el volumen total, puesto que las propias moléculas de gas ocupan un 

volumen por donde el resto de moléculas no pueden transitar. Por ello, el volumen molar v de la ecuación del 

gas ideal es sustituido por un volumen molar menor bv . La segunda corrección implica la presión y es 

consecuencia de la atracción que unas moléculas ejercen sobre otras, que hace que la presión que marca el 

manómetro, debida al impacto de las moléculas contra la membrana, se vea disminuida por la atracción de 

las moléculas que tienen detrás. Por ello, la presión P en la ecuación ideal se incrementa mediante un factor 

proporcional al cuadrado de la concentración del gas.1 Con todo ello la ecuación de Van der Waals queda, 

RT)bv)(
v
aP( 2

Las constantes a  y b  se deben obtener mediante ajuste a datos experimentales de cada gas. Existen otras 

ecuaciones similares a ésta como la de Clausius o la de Berthelot, así como otras con una apariencia más 

diferente, como por ejemplo la ecuación de Dieterici,  

vRT
a

eRT)bv(P  . 

La tabla siguiente incluye los parámetros a  y b de tres gases con un grado distinto de aproximación al 

comportamiento ideal. 
                                                
1 Cada molécula que choca ve disminuida su contribución a la presión de manera proporcional al número de moléculas por unidad de 
volumen que la están atrayendo cuando ésta efectúa la colisión. Por otra parte, el número de colisiones contra la membrana, que
determina la presión total, es proporcional al número de moléculas por unidad de volumen. 
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a (at·L2/mol2) b (L/mol)

CO2 3,59 0,0427
H2 0,244 0,0266

Éter 17,4 0,1344

En general, aun cuando podamos despejar la presión como función del volumen, la temperatura y los 

parámetros ajustables en la ecuación de estado del gas real, el cálculo del trabajo isotermo deja, en general, 

de tener una expresión analítica y debemos recurrir a la integración numérica. En el presente apartado 

calcularemos el trabajo de expansión de un mol de éter a la temperatura de 298K que inicialmente ocupa un 

volumen de 1L y se expande hasta un volumen final de 2L. Para ello, usaremos las ecuaciones de estado 

ideal, de Van der Waals y de Dieterici. En primer lugar, procederemos a representar la gráfica de la presión 

como función del volumen )v(P , a la temperatura constante de 298K. Posteriormente, calcularemos el 

trabajo suponiendo comportamiento ideal, en cuyo caso el trabajo se puede expresar mediante la fórmula 

analítica anteriormente comentada. También supondremos que el éter sigue la ecuación de Van der Waals. 

En este caso calcularemos el trabajo numéricamente usando la fórmula de integración de los trapecios, que 

viene explicada en el apéndice 11.4. Finalmente asumiremos la ecuación de Dieterici y calcularemos el 

trabajo, también numéricamente, esta vez usando la fórmula los rectángulos, que viene explicada en el 

mismo apéndice. Se pretende que se realice la comparación de los resultados del trabajo de expansión 

reversible del gas, calculado con las distintas ecuaciones de estado antes mencionadas, así como la precisión 

que se alcanza, para un paso de integración dado, con una u otra técnica de integración numérica. 

Finalmente, que se estudie la convergencia de la integral numérica, a medida que se disminuye el paso de 

integración. Se puede repetir el problema empleando las constantes de los otros dos gases, comparando así 

sus discrepancias relativas respecto del comportamiento ideal. 

A la hora de construir la hoja de cálculo, introducimos en primer lugar los datos del problema: ecuaciones de 

estado que vamos a emplear, constantes de gases R, a  y b , temperatura absoluta T y paso de integración h,

que definiremos, una vez seleccionada la celda donde está cada valor numérico, usando las opciones del 

menú Insertar>Nombre>Definir que hay dentro del menú principal. Alternativamente, esta misma 

operación puede realizarse acudiendo al cuadro de nombres que esta situado a la izquierda de la línea de 

comandos, encima del encabezamiento de columnas, escribiendo allí el nombre de la constante. La 

apariencia del inicio de la hoja de cálculo seria más o menos como se muestra a continuación.  
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Ahora procederemos a la representación gráfica de la presión como función del volumen )v(P , a la 

temperatura constante de 298K.  

Vemos en el esquema anterior que mientras que la representación de la ecuación de Van der Waals incluye 

los valores extremos de volumen inicial y final, la representación que hemos hecho de la ecuación de 
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Dieterici empieza medio paso h/2 después y acaba medio paso antes de los valores extremos de volumen 

(en las fórmulas de la hoja de cálculo, llamamos “hh” a dicho paso, que tomamos de 0.1 L).  Ello se ha hecho 

así con objeto de preparar los datos para las posteriores integraciones, que se discutirán después. Como 

consecuencia de esta disparidad en la lista de los valores de la variable independiente nos encontramos con el 

pequeño inconveniente, a la hora de representar, de tener que introducir los datos como series distintas, tal y 

como viene mostrado en el esquema anterior. Mostramos, a continuación, el detalle interno de las fórmulas. 

 Vemos en el gráfico que, a pesar de la distinta apariencia de las ecuaciones de Van der Waals y Dieterici, su 

comportamiento es muy similar, siendo mucho más parecidos entre si que lo que cada uno de ellos se parece 

al comportamiento ideal. Esto también se refleja en el valor del trabajo de expansión, que calculamos a 

continuación. Éste, como era de esperar, resulta muy similar si se calcula con una u otra ecuación de gas real, 

no resultando tan parecido a lo que se obtiene con la fórmula del gas ideal. 

Las fórmulas de integración de los rectángulos y los trapecios, que vienen deducidas en el apéndice 11.4, y 

que emplearemos en este problema son, respectivamente, 

]h)/i(x[fhI
n

i
211

1

0
; )x(f)hix(f)x(fhI

n

i
21

1

1
1 2

2

donde 1x  y 2x  son los limites de integración y h el paso. Mostramos el resultado de la integración: 
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El detalle interno del cálculo de las tres integraciones viene dado en el cuadro siguiente: 

Como problema complementario, el estudiante podría documentarse en la web sobre otras ecuaciones de 

estado para el gas real, así como otras fórmulas de integración numérica y extender el estudio presentado en 

este apartado.  
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4. Aplicación de métodos iterativos en la resolución de problemas

El objetivo del presente capítulo es la aplicación de la hoja de cálculo  MS EXCEL  en la determinación del 

pH de disoluciones de ácidos débiles mono y polipróticos, así como la construcción de los correspondientes 

diagramas que muestran la concentración de las distintas especies en disolución frente al pH. Como veremos, 

a la hora de determinar el pH de manera exacta, incluso en el caso más sencillo del ácido débil monoprótico, 

las ecuaciones de balance y equilibrio dan lugar a una polinomio de grado mayor que dos igualado a cero, 

polinomio cuya variable independiente es la concentración de protones, [H+]. El valor del pH es el menos 

logaritmo de una de las raíces de este polinomio (la única real, positiva y con sentido químico). Las raíces de 

este polinomio de grado mayor que dos no pueden determinarse por fórmula, como en el caso de polinomios 

de orden uno y dos, sino que se requiere del uso de técnicas de cálculo numérico para poder encontrarlas. 

Antes pues de entrar al detalle de los problemas de interés químico (que es nuestro objetivo primordial) 

incluimos dos apartados breves en los que mostraremos cómo implementar en una hoja de cálculo un par de 

métodos de cálculo numérico de las raíces de una ecuación. El fundamento matemático de ambos métodos se 

recoge en el apartado 11.3 de los apéndices. Nos referimos al método iterativo simple y al de Newton. En el 

apartado 10.2 se incluye un tercer método para esta misma finalidad, el llamado método de la bisección. Este 

último método requiere más esfuerzo de cálculo que los que presentamos aquí, pero nunca falla. Por eso debe 

emplearse cuando los otros métodos no aciertan a encontrar las soluciones, cosa que en la práctica rara vez 

sucede (y cuando es el caso, como se detalla en el apartado 11.3, lo podemos prever). Es decir, sabemos a 

priori en qué condiciones estos métodos más rápidos pueden fallar y, por tanto, cuándo debemos buscar una 

alternativa en la bisección. Para más detalles al respecto, el lector debe acudir a la sección 11.3. Ahora nos 

limitaremos a mostrar cómo podemos plasmar el método iterativo simple y el de Newton en una hoja de 

cálculo.

4.1. El método iterativo simple 

En el capítulo 2 hemos estudiado las posibilidades del EXCEL® para encontrar las raíces de una función 

gráficamente. El procedimiento no era el mejor para obtener soluciones con una alta precisión, pero sí era 

extremadamente útil para encontrar, sin demasiado esfuerzo, todas soluciones aproximadas en que podamos 

estar interesados. 

Los métodos iterativos, tanto el iterativo simple que presentamos en esta sección como el de Newton que 

desarrollaremos en la siguiente, hacen lo contrario: si tenemos una idea aproximada de por donde se 

encuentra la raíz (o sea, si disponemos de una raíz con escasa precisión) son capaces de mejorar la precisión 

sin demasiado esfuerzo adicional. Por este motivo, la combinación de la resolución gráfica (como método 

para obtener aproximaciones groseras a las soluciones) con los métodos iterativos (que a partir de estas 

aproximaciones groseras logran unas soluciones muy precisas) es práctica habitual. 

Vamos a explicar cómo trabajar con este método en un ejemplo. Supongamos que queremos encontrar las 

raíces de la función seno(x). En este caso, podemos obviar la etapa inicial de representar la función para ver 
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por donde aparecen las raíces, puesto que por tratarse de un ejercicio académico ya sabemos de antemano 

que una solución se encuentra alrededor de x = 3.

Como se expone en la sección 11.3, para encontrar las raíces de una función y, en particular, de la función 

seno(x), el método iterativo simple construye una nueva función f(x)= seno(x)+x. Puesto que cuando x0 es 

una raíz de seno(x) sucede que seno(x0)=0, también deberá suceder que f(x0)= x0. Por tanto, en lugar de 

buscar el valor de la variable que anula la función, buscamos aquel valor de la variable para el que la función 

es igual al mismo. Esto es, buscamos el punto de corte entre la función y la diagonal del primer cuadrante 

(ver gráfica en sección 11.3). Y esto lo traducimos ahora a un procedimiento numérico iterativo: Partimos de 

un valor x0 y calculamos f(x0). Si x0 fuese la raíz entonces f(x0)= x0. Pero como no lo es, lo que sucede es que 

obtenemos otro valor distinto: f(x0)= x1. Pero no desesperamos. Lo que hacemos ahora es tomar x1 como 

punto de partida, haciendo la hipótesis que es mejor que el punto de partida anterior y calculamos f(x1), con 

la esperanza que coincida con x1. Éste no suele ser el caso, sino que obtenemos un nuevo valor al que 

llamamos x2 y calculamos f(x2) esperando la coincidencia de valores, que de nuevo no sucede. Sin embargo, 

si el método converge, vemos que cuando hacemos iteraciones los sucesivos valores xi y f(xi) están más y 

más cercanos. Repitiendo el proceso varias veces logramos que sean iguales, dentro de la precisión deseada. 

Antes de proceder a implementar este procedimiento en la hoja de cálculo mostramos en una misma gráfica 

la diagonal del primer cuadrante g(x) = x y la función f(x) = seno(x)+x, con objeto de mostrar el punto de 

corte entre ambas para el valor de la raíz x = = 3.14159… Para ello utilizamos la técnica que aprendimos 

en el apartado 3.1 de resolución gráfica de ecuaciones, y representamos ambas funciones en el intervalo 

adecuado. Podemos ver que el punto de corte que buscamos está entre 3 y 3.5, tal como marca la flecha. 

Las fórmulas implicadas en la figura anterior las podemos visualizar si acudimos al menú 

Herramientas>Opciones>Ver y marcamos Fórmulas:
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Para implementar el proceso iterativo simple en la hoja de cálculo escribimos el valor de partida x0 en una 

celda y calculamos x1=g(x0) en la celda contigua. En el grafico siguiente esto se hace en las celdas A2 y B2. 

A continuación, debajo de x0 escribimos x1, esto es, en la celda A3 escribimos “=B2”. Después, arrastramos 

la celda B2 en la B3. Finalmente, seleccionando A3 y B3 arrastramos hacia abajo tantas celdas como 

queramos: 

En este caso el método converge muy rápido. Si partimos de un valor 3.0 sólo hacen falta tres iteraciones 

para conseguir una precisión de nueve decimales, como mostramos en la figura: 
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Para ver mejor como trabaja el método iterativo podemos empezar el proceso con un valor inicial más 

grosero, por ejemplo x = 1. Como se muestra de manera esquemática en la figura siguiente, con tres 

iteraciones nos plantamos con un valor muy cercano a 3, que es el punto de partida usado antes. En cuanto al 

proceso, vemos que se parte de una abscisa x0 = 1 y se busca la función, siguiendo la línea que arranca de x0

= 1 y sube verticalmente hasta cortar la función. El valor encontrado para la función se reasigna a la variable, 

cosa que en el dibujo vemos como una flecha horizontal que va de la función a la diagonal. Tenemos pues la 

nueva abscisa (bajando verticalmente al eje horizontal). Repetimos el proceso calculando de nuevo la 

función, que supone subir verticalmente desde la diagonal hasta la función, para luego movernos 

horizontalmente hasta encontrar la diagonal y obtener la nueva abscisa, etc. 
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2,0

3,0

4,0

5,0
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f(x)=x + sen (x)

g(x)=x
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Podemos preguntarnos el motivo por el cual no encontramos la raíz x=0 partiendo de x=1, sino que 

encontramos la raíz x= , siendo que x=0 está mucho más cerca de x=1 que de x= . Como ya habíamos 
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anunciado, a veces al método diverge, o sea, se aleja de la solución en vez de acercarse. En la sección 11.3

mostramos gráficamente y demostramos algebraicamente que siempre que la pendiente de la función en la 

zona de la raíz sea mayor que la pendiente de la diagonal, el proceso será divergente. O sea, irá mal. La 

pendiente de la diagonal es la derivada de la función g(x) = x, que vale la unidad para cualquier valor de la 

coordenada. La pendiente de la función f(x) = seno(x)+x es su derivada f(x)’ = cos(x)+1, cuyo valor para la 

raíz x=0 es 2. Por eso aun cuando nos pongamos en un valor inicial muy cercano al cero (e.g. 0.0001) el 

proceso iterativo nos llevará a la raíz x= , huyendo de la raíz x=0. En estos casos, para encontrar la raíz, 

debemos acudir a otro método iterativo más robusto, como pueda ser el de Newton que explicamos a 

continuación o el de la bisección que se discute en la sección 10.2.

4.2. El método iterativo de Newton-Raphson 

Los fundamentos matemáticos del método de Newton se recogen en el apartado 11.3 de los apéndices. 

Nuestro objetivo ahora es ver como podemos implementarlo en una hoja de cálculo. Dicha implementación 

la llevaremos a cabo en el contexto de un problema concreto de interés químico: el cálculo de la presión total 

de un equilibrio gaseoso. Consideremos pues el equilibrio en fase gaseosa: 

A+B  C +2 D 

Si llamamos Pa, Pb, Pc y Pd a las presiones iniciales de los gases antes de reaccionar y llamamos x al 

incremento de presión que sufre el gas C cuando se alcanza el equilibrio, la siguiente tabla nos resume las 

presiones en el equilibrio de todas las especies en función de la incógnita x:

A     +     B   C    +     2D 

inicio Pa Pb Pc Pd 

reaccionan -x -x x 2x 

equilibrio Pa-x Pb-x Pc+x Pd+2x 

La constante de equilibrio Ke en términos de presiones parciales es pues: 

)()(
)2()( 2

xPbxPa
xPdxPcKe

La presión total del sistema será: Pf = Pa+Pb+Pc+Pd+x. El valor de la incógnita x lo deducimos a partir de 

la fórmula de la constante de equilibrio, que se nos convierte en un polinomio igualado a cero: 

P(x) = 4·x3+(4·(Pc+Pd)-Ke)·x2+(4·Pd·Pc+Pd2+Ke·(Pa+Pb))·x+(Pc·Pd2-Ke·Pa·Pb)=0

La resolución de esta ecuación de grado tres la llevaremos a cabo con el método de Newton. Aunque, como 

veremos, este método es bastante potente, pues utiliza no sólo la función, sino también su derivada para 

buscar las raíces, también tiene alguna limitación a tener en cuenta. En efecto, puede ser ineficiente si el 

valor de la derivada en las cercanías de la solución presenta un valor cercano a cero. En estos casos no 



6�J. Planelles / R. Serrano / J. L. Mov�lla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la �nformac�ón y la computac�ón - UJI

62

convergerá, y deberemos acudir a algún método alternativo, como por ejemplo el de la bisección, que resulta 

seguro pero mucho más prolijo si se quiere obtener la solución con muchos decimales.  

El método de Newton se fundamenta en la expansión de la función en serie de Taylor truncada en el término 

de primera derivada. Si llamamos x0 al valor inicial, que podemos encontrar mediante un método gráfico, y 

a la raíz buscada, llamaremos h a su diferencia, h = x0. Entonces, desarrollamos la función f(x) cuyas 

raíces deseamos conocer en serie de Taylor tomando x0 como origen del desarrollo. Si particularizamos la 

serie para un valor = h x0, punto en el cual la función es cero por ser  una de sus raíces, tenemos que: 

)x('f
)x(f

hh)x('f)x(f)hx(f)(f
0

0
0000

Si tomamos el valor aproximado obtenido para h y lo sumamos a x0, en vez de obtener la raíz exacta 

obtenemos la aproximación hxx 01 . Entonces, nos encontramos en una situación similar a la que nos 

habíamos encontrado antes con el método iterativo simple: x1 no es la raíz buscada, pero está más cerca de la 

solución que x0. Entonces, repetimos el proceso tomando x1 en vez de x0 como origen del desarrollo. 

Calculamos con ello un nuevo valor para h y se lo sumamos a x1 con la esperanza de obtener ya la solución 

. Pero lo que sucede es que encontramos un valor x2 que está más cerca de la solución, pero que aun no es 

la solución buscada con los decimales que queremos. Y el método se itera hasta encontrar la exactitud 

deseada.

Para poder implementar el método de Newton será necesario el cálculo de la primera derivada, que es este 

caso es la derivada del polinomio P(x) anterior:

P(x)’ = 12·x2+(8·(Pc+Pd)-2·Ke)·x+(4·Pd·Pc+Pd2+Ke·(Pa+Pb)) 

Asimismo, debemos especificar unas condiciones iniciales para el sistema gaseoso y el valor de la constante 

de equilibrio. Por ejemplo: 

Pa=1; Pb=2; Pc=1; Pd=0; Ke=1, 

Diseñamos la hoja EXCEL  para efectuar un estudio preliminar de la función, con el objeto de visualizarla y 

poder seleccionar un buen punto de partida para las iteraciones. Los parámetros adecuados para visualizar la 

zona de la solución se han determinado utilizando la técnica de resolución gráfica de ecuaciones, como viene 

detalladamente explicado en la sección 3.1. No entramos ahora pues en más detalles al respecto. El resultado 

lo mostramos en la figura: 
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Las fórmulas utilizadas en la representación gráfica anterior se muestran en la siguiente figura: 

El siguiente paso será ya programar la hoja de cálculo para aplicar el método de Newton. Utilizaremos como 

inicio de las iteraciones un valor cercano a la solución, deducido por inspección visual de la representación 

gráfica antes realizada. Aunque podríamos hacer una mejor propuesta, tomaremos el valor 0.25 para ver 

mejor la convergencia del proceso. 
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La siguiente figura muestra cómo se ha diseñado la hoja para la aplicación del método de Newton: En una 

primera línea escribimos el punto de inicio, el valor de la función y el de la derivada en dicho punto, y 

finalmente el valor del incremento h. En la gráfica anterior esto se ha escrito en las celdas  B41-E41. Debajo 

del punto de inicio x0 escribimos la nueva propuesta hxx 01 , que plasmamos en la celda B42 como 

=B41+E41. Seleccionamos las celdas C41-E41 y arrastramos una fila. Después seleccionamos B42-E42 y 

arrastramos tantas filas como iteraciones deseamos realizar: 
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A partir de la solución encontrada, que reconocemos porque se ha hecho constante el valor de la columna 

B41-B48, podemos determinar la presión final aplicando la fórmula  

xPdPcPbPaPf

en la celda G18. La hoja final tendría este aspecto: 

4.3. Cálculo del pH de una disolución de ácido débil monoprótico 

Siguiendo con la aplicación de métodos iterativos para la resolución de problemas, en este apartado 

programaremos una hoja para el cálculo del pH de un ácido débil monoprótico, lo que nos servirá también 

para recordar el tratamiento de equilibrios en disolución (es muy recomendable consultar la bibliografía 

sobre Química General recomendada en el capítulo 12. Bibliografía recomendada). 

A diferencia de los ácidos fuertes que se disocian en su totalidad, para el cálculo del pH de disoluciones de 

un ácido débil debemos tener en cuenta la constante de acidez, que nos va a indicar el grado de disociación 

del ácido en disolución. 

HAc H++Ac-

HAc
AcHKa
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Como en el caso del ácido fuerte, habitualmente se utilizan aproximaciones con el objeto de hacer los 

cálculos más sencillos, y que son útiles dentro de ciertos márgenes de concentración de ácido. 

1ª Aproximación: sin tener en cuenta el producto iónico del agua 

HAc
AcHKa

xCa
xKa

2

donde Ca es la concentración inicial de ácido. Trabajando la expresión anterior e igualando a 0 obtenemos 

una ecuación de 2º grado de fácil resolución: 

02 CaKaxKax

2ª Aproximación: además, x es despreciable frente a Ca (Ca>>>>x) 

CaKaH

Sin aproximaciones: 

Balance de cargas: [H+]=[Ac-]+[OH-]

Balance de masas: Ca=[HAc]+ [Ac-]

Producto iónico del agua: Kw=[H+]·[OH-]

HAc
AcHKa

HKa
KaCaAc

Sustituyendo en el balance de cargas: 

OH
HKa

KaCaH

H

Kw

HKa
KaCaH

0)(23 KwKaHKwKaCaHKaH

Para la resolución del problema, es decir, la determinación de la concentración de protones sin ninguna 

aproximación, deberemos resolver la ecuación de 3er grado que hemos obtenido. 
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Para empezar a diseñar la hoja de cálculo podemos introducir las constantes que vamos a necesitar: Kw, que 

siempre conocemos, y la Ka del ácido débil que estemos estudiando. En ambos casos definiremos la celda 

con el valor numérico con el nombre de la constante (en la figura B5 y B6). Después podemos introducir en 

diferentes columnas la concentración de ácido (que gracias a las facilidades del EXCEL  puede comprender 

el intervalo entre 10-1 y 10-14 M), el –logaritmo de la concentración de ácido, pAHi, el pH aproximado sin 

tener en cuenta el producto iónico del agua que antes hemos desarrollado, y por último el pH exacto. Para el 

cálculo de esta última columna necesitaremos aplicar en otra parte de la hoja el método de Newton, como 

hemos visto en el apartado anterior. 

Las fórmulas serían las siguientes: 
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El primer paso para la aplicación del método de Newton consiste, como siempre, en estudiar la función para 

decidir el inicio de las iteraciones. Para ello, diseñamos la hoja de cálculo siguiente, donde representamos el 

polinomio de tercer grado obtenido anteriormente frente a la concentración de protones, desde 0 a 0.0016 M. 

Se supone una concentración inicial de ácido de 0.1 M. La traducción al formato EXCEL®, habiendo 

definido con anterioridad las celdas que contienen la Ka y la Kw, es: 

Las fórmulas serían las siguientes: 
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El polinomio, por ser de tercer grado, tendrá tres raíces. Como se puede observar en la gráfica solo una de 

ellas es positiva, que es la que nos interesa. Con el objeto de que el método de Newton no converja hacia una 

de las soluciones no deseadas (negativas) seleccionamos como punto inicial para las iteraciones un punto que 

este a la derecha de la raíz buscada (por ejemplo 0.0015), ya que, vista la forma de la gráfica, de esta manera 

perseguimos la convergencia hacia esta raíz. 

Para cualquier otro valor de concentración inicial, puesto que será menor a 0.1, la concentración de protones 

será menor, por lo que 0.0015 también constituirá un buen punto de partida, si bien se necesitarán más 

iteraciones para alcanzar la solución. No obstante, como se ha comentado anteriormente, este contratiempo 

se solventa fácilmente en EXCEL® arrastrando unas filas más las fórmulas. 

El diseño de la hoja para ejecutar el método de Newton se ha visto en un apartado anterior. En este caso se 

necesita, en primer lugar, definir una celda como Co con la concentración inicial de ácido (B62), y calcular 

los incrementos –P(x)/P’(x) a partir de las formulas correspondientes: 

Polinomio: =(A114)^3+Ka*(A114)^2-(Kw+Ka*Co)*(A114)-Ka*Kw 

Derivada: =3*(A114)^2+2*Ka*(A114)-(Kw+Ka*Co) 

Como se puede observar en la hoja que se presenta a continuación unas pocas iteraciones son suficientes, en 

este caso para llegar a una solución (concentración de protones). Sin embargo, para concentraciones más 

diluidas serán necesarias más iteraciones. En cuyo caso, para calcular el pH en la celda G66, se toma la 

concentración de protones de la celda A93. 
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Con este diseño, el cálculo del pH real para otras concentraciones consiste en sustituir la concentración 

inicial de ácido en la celda B62 y copiar el resultado en la tabla que hemos diseñado al principio de la hoja. 

Asimismo, para cada ácido que nos planteen en el problema deberemos cambiar el valor de la constante Ka

en la celda B5. El resultado final sería en siguiente, incluyendo una gráfica que representa conjuntamente el 

pH aproximado y el pH real:  
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4.4. Diagramas concentración/pH de un ácido monoprótico débil 

Para ejemplificar la construcción de este tipo de diagramas tomaremos el caso del ácido acético. Imaginemos 

que introducimos c0 moles de ácido acético en un matraz de un litro, una cierta cantidad de otro ácido o base 

y agua hasta enrasar a 1L. Entonces determinamos el pH de la disolución resultante y queremos saber las 

concentraciones de acético y acetato.  

Disponemos de tres datos para resolver un problema de dos incógnitas. Los datos son: la constante Ka de 

acidez del ácido acético, la concentración inicial c0 de acético y el pH. Necesitamos pues dos ecuaciones 

donde aparezcan las dos incógnitas junto con los datos conocidos. Estas ecuaciones son la de la constante de 

equilibrio y el balance de materia: 

][
]][[

AcH
HAcK a  ; ][][0 AcAcHc

De la primera de las ecuaciones podemos despejar la concentración de acético o la de acetato y podemos usar 

la segunda para dejar una sola incógnita. En efecto: 

pKapH
aaaa

c

H
K

c
HK

Hc
AcH

K
HAcHc

K
HAcAcH

101
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1][
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En la figura mostramos el resultado que se obtiene si representamos el logaritmo de la concentración frente 

al pH. La inspección del resultado obtenido nos indica que mientras el medio sea ácido, de manera que el pH 

sea menor que el pKa del ácido, la especie predominante es la forma ácida (AcH), mientras que si el pH es 

mayor que el pKa, entonces domina la forma básica (Ac ). De manera esquemática podemos proponer el 

siguiente diagrama de preponderancias: 

4.5. Cálculo del pH de una disolución de ácido débil diprótico 

A continuación vamos a desarrollar los equilibrios para el ácido diprótico H2Ac:

AcH 2 HHAc

HAc HAc2

2
1 AH

HAcHK

AH
AcHK

2

2

Balance de cargas: [H+]= [HAc-]+2·[A2-]+[OH-]

Balance de masas: Ca = [H2Ac]+ [HAc-]+[Ac2-]

Producto iónico del agua: Kw = [H+]·[OH-]

La ecuación que se deduce del sistema anterior es la siguiente: 

F(x) = Ca·[H+]·K1·([H+]+2·K2)-[H+]4-[H+]-[H+]3K1-[H+]2K1K2+·[H+]2Kw+·[H+]K1Kw+K1K2Kw

La manera de calcular la concentración de protones es similar a la utilizada en el apartado 4.3. La única 

diferencia es que, en este caso, se va a aplicar el método de Newton para la resolución de una ecuación de 4º 

grado. El diseño de la hoja puede ser muy variado, sirvan las hojas presentadas en las figuras como modelo. 

AcH Ac

pHpKa
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Las fórmulas serían: 
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4.6. Diagramas concentración/pH de un ácido poliprótico  

Tomaremos como ejemplo el caso del ácido sulfhídrico, que es un ácido diprótico. En este caso tenemos una 

incógnita más, pero también tenemos una constante de equilibrio más. Por tanto, la resolución del problema 

es idéntica a la del apartado 4.4. Tenemos en este caso: 

][
]][[

2
1 SH

HSHK ;
][

]][[ 2

2 SH
HSK ; ][][][ 2

20 SSHSHc

El álgebra para despejar las concentraciones que buscamos es un poco más complicada que la anterior si se 

realiza a mano, pero, como veremos en el capítulo 6, no comporta esfuerzo adicional se si dispone de un 

programa de cálculo simbólico, aunque las fórmulas resultantes son un tanto complejas. Podemos también 

obtener ecuaciones aproximadas simples pero muy precisas (prácticamente indistinguibles de las exactas a la 

hora de representarlas en una gráfica). El uso de fórmulas aproximadas simples presenta el inconveniente de 

que hay que obtener fórmulas aproximadas diferentes para una misma especie, según la región de pH en que 

queramos calcular su concentración. Ello es debido a que, según las predominancias de una u otra especie, 

hay que aplicar las aproximaciones pertinentes. El detalle de la obtención de las fórmulas viene detallado en 

el apartado 11.9 de los apéndices, y el resumen de las fórmulas que se obtienen para las distintas regiones de 

pH son las siguientes: 

Región 1 de predominancia del sulfhídrico SH2,

1101
][ 0

2 pKpH

c
SH ; pHpK

c
SH

1101
][ 0 ; 0

22 2110][ cS pKpKpH

Región 2 de predominancia del bisulfuro SH ,

1101
][ 0

2 pKpH

c
SH ; pHpK

c
S

2101
][ 02

pHpK

c
SH

1101
][ 0 ;

2101
][ 0

pKpH

c
SH

Región 3 de predominancia del sulfuro S2-,

0
2

2
2110][ cSH pHpKpK ;

2101
][ 0

pKpH

c
SH ; pHpK

c
S

2101
][ 02

En la figura mostramos el resultado que se obtiene si representamos el logaritmo de las distintas 

concentraciones frente al pH: 
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4.7. Cálculo del pH de una disolución de ácido débil triprótico 

En este caso los equilibrios y el sistema de ecuaciones a resolver serán los siguientes, tomando al H3PO4

como modelo: 

43POH HPOH 42

42 POH HHPO2
4

2
4HPO HPO3

4

43

42
1 POH

POHHK

42

2
4

2 POH
HPOHK

2
4

3
4

3 HPO
POHK

Balance de cargas: [H+]=3· [PO4
3-]+2·[HPO4

2-]+[H2PO4
-]+[OH-]

Balance de masas: Ca = [PO4
3-]+[HPO4

2-]+[H2PO4
-]+[H3PO4]

Producto iónico del agua: Kw=[H+]·[OH-]
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La ecuación que se deduce del sistema anterior es la siguiente: 

F(x) = K1K2K3Kw + (3·CaK1K2K3+K1K2Kw)·[H+]+(2·CaK1K2-K1K2K3+K1Kw)[H+]2+(CaK1-
-K1K2+Kw)·[H+]3-K1[H+]4-[H+]5

Al igual que en apartados anteriores, se muestra a continuación el diseño de la hoja de cálculo con las 

fórmulas que puede servir de modelo, como en los apartados anteriores, aunque hay infinidad de maneras de 

llevarlo a cabo. 

A partir de la representación se elige el punto de inicio de las iteraciones y se construye el programa que 

aplica el método de Newton: 

77

La ecuación que se deduce del sistema anterior es la siguiente: 

F(x) = K1K2K3Kw + (3·CaK1K2K3+K1K2Kw)·[H+]+(2·CaK1K2-K1K2K3+K1Kw)[H+]2+(CaK1-
-K1K2+Kw)·[H+]3-K1[H+]4-[H+]5

Al igual que en apartados anteriores, se muestra a continuación el diseño de la hoja de cálculo con las 

fórmulas que puede servir de modelo, como en los apartados anteriores, aunque hay infinidad de maneras de 

llevarlo a cabo. 

A partir de la representación se elige el punto de inicio de las iteraciones y se construye el programa que 

aplica el método de Newton: 



78J. Planelles / R. Serrano / J. L. Mov�lla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la �nformac�ón y la computac�ón - UJI

78

Las fórmulas serían las siguientes: 
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5. Aplicación de programas de cálculo simbólico para la resolución de problemas sencillos

En este capítulo emplearemos el programa de cálculo simbólico MATHEMATICA  para resolver algunos 

de los problemas planteados en los temas 3 y 4. Esta herramienta informática permite, entre otras muchas 

cosas, la resolución de ecuaciones de una manera sencilla y rápida. Su potencia de cálculo resulta muy útil 

(como comprobaremos en este y posteriores capítulos) para abordar problemas en los que es necesaria la 

simplificación de sistemas de ecuaciones o la resolución de ecuaciones complejas. Como podremos 

comprobar, la resolución de determinados problemas con MATHEMATICA® requerirá, en comparación con 

EXCEL®, un esfuerzo considerablemente menor por nuestra parte. Sin embargo, su complejidad en el diseño 

de gráficos, junto a la extrema facilidad de uso de la hoja de cálculo hace que el EXCEL® resulte más 

adecuado en algunas ocasiones.

5.1. Cálculo del pH de una disolución de ácido fuerte 

Tal como se hizo en el apartado 3.2, consideremos los balances de masa y carga en una disolución acuosa de 

un ácido fuerte HA, así como la ecuación que rige la disociación del agua: 

Balance de masas:       ][ACa

Balance de cargas: ][][][ OHAH

Producto iónico del agua:  ][][ OHHK w  = 10-14

Disponemos de tres ecuaciones con tres incógnitas, por lo que el sistema queda perfectamente determinado. 

Bastará con despejar la concentración de protones para obtener el pH a partir de ella. Pese a que esta 

operación es aquí lo suficientemente simple como para llevarla a cabo con lápiz y papel, la manipulación 

algebraica de las ecuaciones puede resultar terriblemente tediosa y complicada en problemas más complejos. 

Así pues, en este apartado resolveremos el sistema mediante MATHEMATICA® a modo de ejemplo 

ilustrativo, lo que nos pondrá en disposición de abordar problemas más complejos en los temas siguientes. 

Antes de iniciar cualquier programa MATHEMATICA® resulta altamente recomendable ejecutar el 

comando ClearAll en primer lugar. Este comando permite eliminar todas las asignaciones de valores, 

atributos, definiciones, etc. que MATHEMATICA® pueda guardar en memoria. Es especialmente útil 

cuando, bien sea por error o por otros motivos, nos vemos obligados a ejecutar de nuevo determinadas partes 

del código que hemos construido. Las asignaciones, definiciones, etc. de la nueva ejecución pueden entrar en 

conflicto con las de la antigua, lo que puede provocar errores. Conviene en ese caso ejecutar de nuevo el 

programa desde el principio, comenzando por eliminar de la memoria todas las definiciones del cálculo 

previo mediante el comando ClearAll. Su sintaxis es como sigue: 
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Conviene apuntar que el editor de código de MATHEMATICA® funciona como un editor de textos común, 

en que la tecla RETURN simplemente actúa como control de carro. Para ejecutar un comando o secuencia de 

comandos, debe pulsarse simultáneamente las teclas SHIFT+RETURN. Cuando esto ocurre, la secuencia de  

código evaluada aparece etiquetada en pantalla como “In[n]:=” (donde n es el número que identifica el 

Input) y, si procede, la respuesta de MATHEMATICA® correspondiente (Output) aparece etiquetada como 

“Out[n]=”. 

El siguiente paso para resolver nuestro problema es definir los parámetros que intervienen. Tomamos una 

concentración inicial de ácido 0.01M, y declaramos el producto iónico del agua: 

A continuación resolvemos el sistema mediante el comando Solve. Este comando puede emplearse siempre 

que pretendamos resolver ecuaciones o sistemas de ecuaciones que impliquen exclusivamente funciones 

lineales o polinomios, como es nuestro caso:  

Es importante fijarse en la sintaxis del argumento del comando Solve: En primer lugar, escribimos entre 

llaves las ecuaciones (separadas por comas y empleando doble signo igual), y después, también entre llaves, 

escribimos las incógnitas del sistema. Como resultado obtenemos dos conjuntos de valores distintos, de los 

que solo el segundo tiene sentido químico (el primero contiene concentraciones negativas). El valor que nos 

interesa es:2

Solo resta obtener el menos logaritmo decimal de h, que se expresa como: 

                                                
2 La siguiente figura permite entender la sintaxis que emplea MATHEMATICA® para identificar las diferentes partes del output, y 
que hemos utilizado para extraer aquella que nos interesa. En el apéndice 11.10 pueden encontrarse ejemplos adicionales. 

     s[[2,1,2]]    s[[1,3]] 

      s[[1]]    s[[2]] 

 s[[2,3,1]] 
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Un modo alternativo de resolver el problema consiste en utilizar el comando Eliminate seguido del comando 

Solve. Aunque no es necesario en este caso, esta secuencia de comandos nos será útil en temas posteriores. 

Mediante el comando Eliminate, lo que hacemos es eliminar aquellas incógnitas cuyo conocimiento no nos 

interesa para resolver el problema, con lo que reducimos el número de ecuaciones (y de incógnitas) que 

Solve debe abordar. En nuestro caso eliminaremos a y oh, con lo que nos quedará una única ecuación en 

que la única incógnita es h. El código completo se muestra a continuación: 

De los ejemplos anteriores es posible extraer ciertas reglas o normas a las que conviene prestar especial 

atención cada vez que nos planteamos la escritura de un código MATHEMATICA®:

1- Todos los comandos MATHEMATICA® se escriben siempre con la primera letra en mayúscula. No 

hacerlo así impide que MATHEMATICA® reconozca el comando. 

2- El argumento de todo comando se escribe siempre entre corchetes (no son válidos ni paréntesis ni 

llaves): ClearAll[argumento], Eliminate[argumento], …

3- Un signo igual significa asignación: ca = 0.01 quiere decir que, en adelante, cuando escribamos 

ca es como escribir 0.01. El doble signo igual significa igualdad en el sentido matemático: el 

miembro de la derecha es igual al de la izquierda: h = = a + oh. El doble signo debe emplearse 

siempre que se desee implementar una ecuación. 

4- La separación entre asignaciones de parámetros o entre comandos dentro de una misma secuencia 

(un mismo input) se realiza mediante un punto y coma: a=1;b=1;c=2; … 

5- El punto y coma tras un comando o asignación evita que MATHEMATICA® explicite el output 

correspondiente. Contrariamente, sin el punto y coma MATHEMATICA® escribe el output en 

pantalla, por obvio que sea: 
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6- Debido al punto 1, es conveniente (aunque no necesario) escribir los parámetros y variables de 

nuestro código empleando letras minúsculas (ca, h, oh, ph…). De este modo evitamos definir 

accidentalmente una variable con el mismo nombre que un comando que desconocemos, con el 

consecuente error: 

7- Ante la duda en lo referente a la sintaxis de un determinado comando, resulta muy útil acudir al 

panel de ayuda implementado en MATHEMATICA®. Podemos acceder a él usando las opciones del 

menú Help/Find Selected Function que hay dentro del menú principal. 

5.2. Cálculo de la presión final en equilibrios en fase gaseosa 

Una vez hemos resuelto el problema del cálculo de la presión final en un equilibrio gaseoso haciendo uso de 

los recursos que ofrece la hoja de cálculo EXCEL® (capítulo 4, apartado 4.2), en este apartado utilizaremos 

MATHEMATICA® para el cálculo de la presión final en el mismo ejemplo. 

Recordemos la expresión que toma la constante del equilibrio gaseoso: 

)()(
)2()( 2

xPxP
xPxP

K
ba

dc
p

Esta expresión entre corchetes y precedida del comando adecuado es suficiente para que MATHEMATICA®

pueda darnos la solución de la ecuación: 
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Como muestra el ejemplo anterior, el comando Solve trata siempre de ofrecer soluciones mediante fórmulas 

explícitas. Para ecuaciones algebraicas de una variable, esto será posible siempre que la mayor potencia de la 

variable sea como máximo cuatro. El resultado en forma numérica puede obtenerse del siguiente modo: 

Obtenemos pues dos soluciones complejas y una solución real, que es la que nos interesa: 

Finalmente, calculamos la presión final como: 

En las situaciones en que Solve no es capaz de ofrecer fórmulas explícitas o cuando simplemente deseemos 

una aproximación (más o menos precisa) a la solución, podemos hacer uso del comando NSolve. Este 

comando ofrece una aproximación numérica a las soluciones de la ecuación utilizando métodos numéricos 

como la Factorización de Gauss o los Productos de Markowitz:

En el ejemplo anterior se puede constatar la potencia de MATHEMATICA® a la hora de realizar algunos 

procesos matemáticos que resultan a menudo mucho más costosos aplicando EXCEL®. Por ejemplo, la 

resolución de problemas con ecuaciones de grado superior a 2 no representa en general ninguna 

complicación adicional cuando trabajamos con MATHEMATICA®. De hecho, en este apartado hemos 

resuelto un problema en que intervenía una ecuación de orden 3 mediante el mismo esquema que utilizamos 

en 5.1 para ecuaciones de grado 2. Comandos como Solve, NSolve o FindRoot tienen ya implementadas 

rutinas de cálculo iterativo que nos facilitan en gran medida la programación. Para obtener información 

acerca de los métodos iterativos que emplean estos y otros comandos puede consultarse el panel de ayuda de 

MATHEMATICA® (Help/Find Selected Function dentro del menú principal). En ciertos casos resulta 

posible escoger el método iterativo particular a emplear, así como manipular a voluntad los parámetros 

relativos a la precisión del resultado, el número máximo de iteraciones, etc. 
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5.3. Perturbaciones del equilibrio químico: El principio de Le Chatelier 

Uno de los fenómenos de mayor interés en relación al equilibrio químico es ver cómo se desplaza el grado de 

avance de una reacción química, inicialmente en equilibrio, al producirse una perturbación externa. El 

principio de Le Chatelier determina dicho desplazamiento. A continuación abordaremos el estudio de este 

principio aplicado a un caso concreto, con ayuda de MATHEMATICA®. Empecemos por recordar el 

enunciado de dicho principio: 

Si tenemos un sistema cerrado en equilibrio químico y externamente producimos una 

perturbación que rompe dicho equilibrio se generan procesos espontáneos en la dirección que 

tiende a restablecer el equilibrio del sistema. 

Para poder ver el desplazamiento, hacia reactivos o productos, de una reacción química que tiene lugar en el 

seno de un reactor cerrado, es útil definir primero el concepto de grado de avance de la reacción. El grado de 

avance es aquel parámetro numérico  cuyo valor nos indica, en el camino de reactivos a productos, el punto 

en que se encuentra nuestra reacción. Hay diversas alternativas para definir el origen, =0, del grado de 

avance. En lo que sigue, tomaremos =0 al principio de la reacción, esto es, cuando mezclamos reactivos y/o 

productos y éstos aun no han empezado a reaccionar. Por ello, según la reacción vaya hacia reactivos o 

productos, el grado de avance será negativo o positivo, respectivamente.3

Consideremos la reacción: 

a A + b B  c C + d D 

La estequiometría obliga a que si una cantidad diferencial dna de moles del reactivo A desaparece, también 

desaparezca una cantidad dnb de moles del reactivo B, a la vez que aparecen cantidades diferenciales dnc y 

dnd de moles de productos C y D, de manera proporcional a los coeficientes estequiométricos: 

d
d

dn
c

dn
b

dn
a

dn dcba

Si integramos la primera de las ecuaciones anteriores,  

d
a

dna ,

entre el valor inicial 0
an , correspondiente a un valor  = 0, y un valor cualquiera na, correspondiente a un 

grado de avance , obtenemos: 

ann aa
0

                                                
3 Alternativamente, podríamos definir el grado de avance como una magnitud positiva, 0 < < M, si tomamos el valor cero como el 
correspondiente al valor máximo que, dada una estequiometría y unos moles iniciales, pueden alcanzar los reactivos.
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Procediendo de manera similar para el resto de reactivos y productos obtenemos: 

0

0

0

dnn

cnn

bnn

dd

cc

bb

Como decíamos, definido de este modo, el grado de avance puede tomar valores tanto positivos como 

negativos y su módulo puede ser mayor que la unidad. 

Una vez tenemos definido el grado de avance procedemos a considerar un ejemplo de reacción química 

sobre la que produciremos perturbaciones externas en la presión, temperatura y volumen, y estudiaremos, 

con ayuda de MATHEMATICA®, cómo responde el grado de avance. Será la reacción en fase gaseosa ideal 

siguiente:

C (g)   A (g)  +  B (g) 

Para trabajar cómodamente con MATHEMATICA® definimos: 

na0 = moles iniciales de producto A  

nb0 = moles iniciales de producto B  

nc0 = moles iniciales del reactivo C  

nin = moles de un gas inerte que pudiera estar presente en el reactor 

nt = número total de moles 

eps (epsv,epsp) = grado de avance (en función del volumen, en función de la presión) 

kp = constante de equilibrio 

t = temperatura Kelvin 

v = volumen 

p = presión total 

r = constante de gases 

Comenzaremos por limpiar la memoria y definir los moles de cada compuesto y número total de moles en 

función del grado de avance: 
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También será conveniente introducir la orden siguiente que evita que el MATHEMATICA® nos escriba una 

advertencia de posible error cada vez que escribamos una variable de grafía similar a otra introducida 

previamente: 

Antes de comenzar con las simulaciones debemos tener en cuenta que la constante de equilibrio depende de 

la temperatura, por lo que deberemos explicitar dicha dependencia: 

tr
GExpkp

0

, donde 0G , la entalpía libre de reacción, es a su vez función de la temperatura. 

Imaginemos una dependencia del tipo tetdtLntctbaG /11][111 20 , con a1=-0.1, b1=0.5, 

c1=-0.001, d1=-0.002, e1=-0.000001, r=0.082. La implementación de estas dependencias en nuestro código 

MATHEMATICA® queda: 

La constante de equilibrio kp la podemos expresar también en términos de número de moles y volumen o 

presión total: 

nt
p

nc
nbna

v
tr

nc
nbna

P
PP

kp
c

ba

Podemos, pues, escribir el grado de avance en términos de la constante de equilibrio y el volumen o la 

presión. Para obtener el grado de avance en función del volumen resolvemos la ecuación de la constante de 

equilibrio escrita en términos del grado de avance:4

De manera similar, en función de la presión el grado de avance se determinaría con la orden: 

                                                
4 Por motivos de presentación, en las dos siguientes secuencias de comandos MATHEMATICA® se ha evitado explicitar las extensas 
expresiones a que da lugar la ejecución del comando Solve. Para ello se ha hecho uso del punto y coma, si bien se recomienda al 
lector ejecutar dichas secuencias en su ausencia. De este modo le resultará más evidente la nomenclatura empleada en la definición
de las expresiones epsv1, epsv2, epsp1, epsp2.
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Las ecuaciones anteriores son de segundo grado y tienen por tanto dos soluciones. Sin embargo, solo una de 

ellas tiene sentido físico, puesto que solo hay una posición de equilibrio, definida por un determinado grado 

de avance. Para saber cuál de las dos soluciones debemos tomar y cuál debemos descartar, particularizamos 

las soluciones para unas condiciones dadas, con objeto de obtener valores numéricos y poder descartar así 

aquella solución que conduzca a un valor numérico sin sentido físico. Elegimos, por ejemplo, una mezcla 

formada por un mol de cada sustancia, que ocupe un volumen unidad a la temperatura de 300 K: 

En este caso, hemos utilizado por conveniencia el signo /. para sustituir datos en la expresión de epsv1. El 

signo /. significa asignación temporal: cuando, ahora, calculo epsv1 el valor de na0 será 1, el de nb0 será 

1, etc., pero la asignación de estos valores no queda almacenada para posteriores operaciones (ver apéndice 

11.10).

El resultado que acabamos de obtener no tiene sentido físico, pues partiendo de 1 mol de cada sustancia, un 

grado de avance -1.6234 da lugar a moles negativos de producto. La cantidad de moles puede ser pequeña o 

grande, pero nunca negativa. Probamos pues con la otra solución: 

Este resultado sí que tiene sentido físico, por lo que tomaremos la segunda solución en adelante. 

Comprobamos ahora la solución que debemos tomar cuando el grado de avance se expresa en términos de la 

presión. Análogamente, calculamos las dos soluciones en unas condiciones dadas: 

Vemos que también en este caso la segunda solución es la buena. Por tanto, escribiendo epsv2 o epsp2

MATHEMATICA® nos proporcionará el grado de avance si le definimos los moles, presión, volumen, 

temperatura, etc.  

Antes de proceder a la simulación de un cambio en las condiciones de equilibrio del sistema necesitamos 

definir dichas condiciones de equilibrio (número de moles de cada componente, presión, temperatura, etc.). 

Para ello tomamos una mezcla inicial de 1 mol de A, 1.2 moles de B, 0.5 moles de C, y 1.5 moles de un gas 

inerte, todo ello a la temperatura de 300K y presión 5 atmósferas, y dejamos evolucionar el sistema a presión 
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y temperatura constantes. Una vez alcanzado el equilibrio, calculamos la nueva configuración del sistema, 

que constituirá el estado de referencia a perturbar: 

Volumen en el equilibrio: 

Moles en el equilibrio: 

Una vez establecido el estado de referencia, provoquemos la perturbación de algunos de los parámetros del 

sistema. Para ello tomaremos los parámetros del equilibrio calculados anteriormente como las nuevas 

condiciones iniciales de nuestro sistema, con lo que el grado de avance que determinaremos representará el 

desplazamiento de la reacción desde el equilibrio de referencia hasta el nuevo equilibrio alcanzado tras la 

perturbación: 

- Disminución de volumen: 

- Aumento de volumen: 

- Aumento de presión: 

- Disminución de presión: 
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- Aumento de temperatura: 

- Disminución de temperatura: 

Vemos cómo al aumentar/disminuir la presión o disminuir/aumentar el volumen, a temperatura constante, el 

sistema evoluciona desplazando el equilibrio hacia reactivos/productos, donde hay menor/mayor número de 

moles. Así mismo vemos variación de  con T. 

CUESTIÓN.- A la vista del resultado obtenido al variar la temperatura entre 250 y 350 K, indica si la 

reacción C (g)    A (g) + B (g) es endotérmica o exotérmica en este intervalo de temperaturas. 

Como puede extraerse de su enunciado, el principio de Le Chatelier atañe exclusivamente a sistemas 

cerrados (aquellos que no intercambian materia con su entorno), por lo que únicamente contempla 

perturbaciones del equilibrio producidas por variaciones de presión, temperatura o volumen. Sin embargo, es 

común extender el principio a sistemas abiertos, y estudiar la respuesta del sistema a pequeñas adiciones o 

sustracciones de reactivos, productos o inertes. Estudiamos a continuación dicha respuesta empleando el 

mismo procedimiento que en los casos anteriores: 

- Aumento de gas A: 

- Aumento de gas B: 

- Aumento de gas C: 

- Aumento de gas inerte a presión constante: 

- Aumento de gas inerte a volumen constante: 
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Es importante señalar que la perturbación del equilibrio químico en sistemas abiertos puede dar lugar, en 

algunos casos, a respuestas a primera vista sorprendentes. Un estudio detallado de la respuesta a 

perturbaciones que rompen el equilibrio químico en sistemas abiertos se propone como ejercicio dirigido en 

el tema 10, apartado 10.3.

EJERCICIO.- Repite la práctica para el equilibrio: 

2 A (g) + B (g)  C (g) + 3 D (g), 

Usa la misma constante de equilibrio en función de la temperatura que se ha utilizado en la práctica 

anterior.
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6. Aplicación de programas de cálculo simbólico para la resolución de problemas con sistemas 

de ecuaciones 

6.1. Cálculo del pH de un ácido débil monoprótico 

En el tema 4, apartados 4.3, 4.5 y 4.7, se abordó el problema de la obtención del pH de disoluciones acuosas 

de distintos ácidos mediante hojas de cálculo EXCEL®. Estos cálculos pueden llevarse a cabo de forma 

rápida mediante el programa MATHEMATICA®, sin necesidad de recurrir a las simplificaciones que se 

emplean comúnmente cuando el problema se resuelve de forma analítica. 

Recordemos el sistema de ecuaciones que intervienen en el cálculo del pH de un ácido débil HA: 

Balance de cargas: ][][][ OHAH

Balance de masas: ][][ HAACa

][
][][

HA
AHK a  ; ][][ OHHK w

Tenemos pues un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incógnitas ( ][],[],[],[ OHAHAH ). A partir 

de este sistema podemos extraer las variables que deseemos, y obtener una expresión solo dependiente de 

][H . Para ello utilizamos el comando Eliminate (véase el apartado 5.1):

La expresión obtenida relaciona la concentración de protones con los parámetros del sistema, y es válida para 

cualquier ácido monoprótico y cualquier valor de su concentración inicial. Obtendremos a continuación el 

pH para un ácido particular (ka = 1.5*10-5) con una concentración inicial ca = 0.1. Para ello, definimos 

dichos parámetros (así como kw) y resolvemos la ecuación obtenida (ecuación a la que hemos llamado p)

mediante el comando Solve:

La solución positiva es la concentración de protones que se obtuvo en el apartado 4.3 mediante el método de 

Newton-Raphson en EXCEL®. Como se ha podido comprobar, mediante MATHEMATICA® es más rápido, 

en este caso, llegar a la solución de un polinomio de grado 3. 
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Para finalizar el problema, solo queda obtener el menos logaritmo decimal de la única solución con sentido 

químico: 

En los siguientes apartados incluimos algunos casos más complejos para mostrar que la resolución de los 

problemas de equilibrio en disolución se limita a resolver un problema de n ecuaciones con n incógnitas. 

Esto no quiere decir que ya no sea preciso aprender a resolver estos problemas con ayuda de aproximaciones. 

La intuición de “qué pasa” en disolución la debe tener el químico sin necesidad de hacer cálculos. Ésta es, de 

hecho, la única ayuda de que dispone para darse cuenta de que un determinado cálculo tiene un error. En 

otras palabras, excepto los decimales, debemos saber el resultado de un problema antes de abordar su 

cálculo.

En particular abordaremos el cálculo del pH de una disolución de un ácido débil diprótico, de otro triprótico 

y de una mezcla que contiene tanto ácidos como bases débiles. Debe subrayarse la sistemática de resolución: 

se escriben todas las constantes de equilibrio (incluyendo, por supuesto, el equilibrio iónico del agua), todos 

los balances de materia y el balance de cargas. Con ello debemos tener tantas ecuaciones como incógnitas. 

Puesto que estamos interesados en el pH, despejamos la concentración de protones y resolvemos el 

polinomio que se obtiene. De entre las soluciones, solo una tiene sentido químico, le calculamos el menos 

logaritmo decimal y obtenemos de este modo el pH de la disolución. 

 6.2. Cálculo del  pH de un ácido débil diprótico 

Supongamos la disolución de una cantidad inicial Ca de un ácido diprótico H2A. Los equilibrios presentes en 

disolución son los siguientes: 

AH 2 HHA
][

][][

2
1 AH

HHAK a

HA HA2

][
][][ 2

2 HA
HAKa

OH 2 OHH ][][ OHHK w

Los balances de masa y carga quedan: 

Balance de masas:  ][][][ 2
2 AHAAHCa

Balance de cargas: ][][2][][ 2 OHAHAH
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Es importante notar la diferente expresión que toman los balances de masa y carga con respecto al caso de 

ácidos monopróticos. Recomendamos aquí la consulta del apéndice 11.8, donde se detalla el modo de 

obtener estas expresiones. 

Una vez establecido el sistema de ecuaciones, empleamos el mismo esquema que en apartado anterior para 

obtener el pH utilizando MATHEMATICA® (comando Eliminate para obtener la ecuación de la 

concentración de protones, definición de parámetros, resolución de la ecuación mediante Solve y cálculo del 

menos logaritmo decimal de la única solución con sentido químico). El código se muestra a continuación: 

6.3. Cálculo del pH de un ácido débil triprótico 

Del mismo modo que en el apartado anterior, escribimos los equilibrios que tienen lugar en disolución y 

obtenemos las ecuaciones del sistema: 

AH 3 HAH 2 ][
][][

3

2
1 AH

HAHKa

AH 2 HHA2

][
][][

2

2

2 AH
HHAK a

2HA HA3              
][

][][
2

3

3 HA
HAK a

OH 2 OHH ][][ OHHK w

Balances:

Balance de masas:  ][][][][ 32
23 AHAAHAHCa

Balance de cargas: ][][3][2][][ 32
2 OHAHAAHH

Así pues, el código MATHEMATICA® queda: 
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6.4. Cálculo del pH en mezclas de ácidos y bases débiles 

En este apartado consideraremos la determinación del pH de una disolución de un ácido débil triprótico H3A

de concentración inicial C0, a la que además incorporamos dos de sus sales sódicas, NaH2A y Na2HA, con 

concentraciones iniciales C1 y C2 respectivamente. Aunque es más complicado en su planteamiento, este 

problema no entraña ninguna dificultad adicional en lo que se refiere a su programación en 

MATHEMATICA®.

Comenzamos, como siempre, planteando las reacciones y equilibrios en disolución. Las sales sódicas se 

disocian completamente, dando lugar a los iones correspondientes: 

AHNaANaH 22

2
2 2 HANaHANa

Es importante fijarse en la presencia del ión Na+ (ausente en los problemas anteriores), pues por tratarse de 

una especie cargada deberá incluirse en el balance de cargas. También debe notarse que este ión no participa 

posteriormente en ningún equilibrio, por lo que su concentración inicial total (C1 + 2C2, suma de la 

concentración de iones Na+ aportados por la disociación de la especie NaH2A y de los aportados por la 

disociación del Na2HA) se conservará cuando el sistema haya alcanzado el equilibrio. Así pues, podemos 

escribir que: 

21 2][ CCNa

El resto de equilibrios en disolución son los mismos que en el apartado anterior: 

AH 3 HAH 2 ][
][][

3

2
1 AH

HAHKa
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AH 2 HHA2

][
][][

2

2

2 AH
HHAK a

2HA HA3              
][

][][
2

3

3 HA
HAK a

OH 2 OHH ][][ OHHK w

Y los balances, teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, quedan: 

Balance de masas:  ][][][][ 32
23210 AHAAHAHCCC

Balance de cargas: ][][3][2][][][ 32
2 OHAHAAHNaH

Hemos obtenido un total de siete ecuaciones con siete incógnitas, que implementamos en 

MATHEMATICA®:

6.5. Diagramas concentración/pH  

En este apartado emplearemos MATHEMATICA® para calcular los diagramas de concentración-pH de 

distintos ácidos. Comencemos con el caso del ácido acético, el cual ya fue planteado en el apartado 4.4.

Como decíamos en dicho apartado, disponemos de tres datos para resolver un problema de dos incógnitas. 

Los datos son: la constante Ka de acidez del ácido acético, la concentración inicial c0 de acético y el pH. 

Necesitamos pues dos ecuaciones donde aparezcan las dos incógnitas junto con los datos conocidos. Estas 

ecuaciones son la de la constante de equilibrio y el balance de materia: 

][
]][[

AcH
HAcK a  ; ][][0 AcAcHc
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De estas ecuaciones debemos despejar las concentraciones de ácido acético y anión acetato en función del 

pH. Después representamos el Logaritmo de estas concentraciones, para lo que utilizamos el comando Plot:5

En el caso del ácido sulfhídrico, que es un ácido diprótico, tenemos una incógnita más, pero también 

tenemos una constante de equilibrio más: 

][
]][[

2
1 SH

HSHK ;
][

]][[ 2

2 SH
HSK ; ][][][ 2

20 SSHSHc

De estas ecuaciones debemos despejar las concentraciones de ácido sulfhídrico, anión bisulfuro y anión 

sulfuro en función del pH. Después representamos el Logaritmo de estas concentraciones en frente del pH, 

como se muestra a continuación: 

                                                
5 Este comando presenta una amplia gama de opciones que permiten variar el aspecto de la gráfica. La sintaxis de las que se muestran 
en los ejemplos así como de otras muchas puede encontrarse en la ayuda de MATHEMATICA®.
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Análogamente, en el caso del ácido fosfórico tenemos: 
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7. Ajuste de datos experimentales a funciones lineales 

7.1. Ajuste lineal por mínimos cuadrados. Ley de Beer 

El ajuste de datos experimentales a funciones lineales es un cálculo de gran utilidad en estudios de ciencias, 

pues gran parte de las leyes físicas y químicas se basan en relaciones lineales entre variables.  

Cualquier experimento lleva consigo un error aleatorio intrínseco, lo que hace que los valores obtenidos 

varíen en cierto grado en sentido positivo o negativo respecto al valor teórico, siguiendo las leyes de la 

probabilidad.

Estudiemos un caso práctico. La Ley de Beer dice que la concentración de un compuesto en disolución tiene 

una relación lineal con la absorbancia. Este último parámetro será estudiado en la asignatura 

correspondiente, pero baste saber en nuestro caso que es un parámetro que podemos medir mediante un 

colorímetro, instrumento óptico que nos sirve para su medición en disoluciones de diferentes 

concentraciones de compuestos coloreados. 

Teóricamente, la medición de la absorbancia de diferentes disoluciones con concentraciones crecientes de 

compuesto coloreado nos daría una recta descrita por la ecuación 

y = B · x + A 

donde B es la pendiente de la recta y A es el corte con ordenadas, tal como se muestra en la siguiente figura: 
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Sin embargo al realizar el experimento en el laboratorio observamos que los diferentes puntos 

experimentales están cerca de lo que sería una recta teórica, pero no coinciden exactamente con ella, como 

consecuencia del error aleatorio experimental comentado anteriormente. 
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Puesto que los valores de la pendiente (B) y de corte con ordenadas (A) no los conocemos a priori, debemos 

calcularlos matemáticamente por medio del Método de los Mínimos Cuadrados (ver detalles del método en 

las secciones 11.5 y 11.6 de los apéndices). Asimismo, será deseable poder calcular un coeficiente de la 

regresión (r) que nos diga el grado de coincidencia entre los valores experimentales y la recta teórica 

calculada a partir de ellos,6 o sea, que nos indique la bondad de nuestro ajuste. Este coeficiente sería 1 en el 

caso de que la coincidencia fuera total, y va bajando su valor a medida que los puntos experimentales se 

separan de la recta ideal. Las fórmulas del Método de los Mínimos Cuadrados se detallan a continuación: 

Para la recta y = B·x + A

xx
yxxyB
22

xByA

2222 )(())((
)()()(

yynxxn
yxyxnr

Ya estamos en condiciones de abordar el ajuste de unos datos experimentales a una recta. En la hoja 

EXCEL® de la siguiente figura se pueden observar los datos obtenidos en el laboratorio al medir la 

absorbancia (y) de patrones de concentraciones crecientes de un analito coloreado (x) con un colorímetro. En 

este caso se conoce que la relación entre ambos parámetros es una recta. 

                                                
6 Este coeficiente es la raíz cuadrada del producto B de las pendientes correspondientes al ajuste y = B x + A, en el que la x se 
toma como la variable independiente, y al ajuste x = y + , donde ahora es la y la que se toma como variable independiente. Este 
coeficiente únicamente tiene sentido para ajustes lineales. Existe otro coeficiente, , llamado de autocorrelación o simplemente de 
correlación, que es más conocido y su uso no se limita a regresiones lineales. Podemos encontrarlo definido en la sección 11.5 de los 
apéndices. EXCEL® suele proporcionar el cuadrado de este coeficiente y lo denomina R2.
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Si representamos los datos anteriores el resultado es el siguiente: 

Como se puede observar en la gráfica los puntos no coinciden exactamente con una recta, por lo que 

debemos aplicar el Método de los Mínimos Cuadrados. Si analizamos con detenimiento las fórmulas 

anteriores nos damos cuenta de que son necesarios sumatorios, sumatorios de productos etc., por lo que el 

diseño de la hoja debe considerar el cálculo de estos parámetros como se presenta en la siguiente figura. Se 
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incluye el número de puntos (n) calculado mediante la nueva función CONTAR(), que detecta el número de 

entradas en un determinado campo. Asimismo se representan los puntos correspondientes a los datos 

experimentales y la recta teórica (ycalc).

Las fórmulas empleadas en la hoja de EXCEL®, incluyendo los nombres de celdas definidos son: 

103

incluye el número de puntos (n) calculado mediante la nueva función CONTAR(), que detecta el número de 
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experimentales y la recta teórica (ycalc).
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Es necesario calcular la incertidumbre de los parámetros calculados y del ajuste, tanto en su conjunto como 

en cada uno de los puntos del intervalo estudiado. Las fórmulas, cuya deducción viene en el apéndice 11.5,

son las siguientes: 

Varianzas de la pendiente B, ordenada en el origen A, regresión y del valor teórico (o calculado) de la y:

)( 22

2
2

xxn

S
S reg

B      22
2

2
B

reg
A Sx

n
S

S

22 )(
2

1 BxAy
n

Sreg    2

22
2

)(
)(

1
xx
xxn

n
S

S ireg
ycalc

Cálculo de incertidumbres de los parámetros calculados: 

I(B)=t·SB

I(A)=t·SA

I(ycalc)=t·Sycalc

donde t es un estadístico que sigue una distribución normal y tiene en cuenta el número de puntos ajustados, 

dándonos una estimación de la incertidumbre con un cierto nivel de probabilidad. Las tablas se incluyen en 

el apéndice 11.5.

Las fórmulas detalladas anteriormente se incluyen en la hoja para el cálculo de las incertidumbres: 
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Se representa la y calculada (ycalc) junto con su cota de error inferior y superior a lo largo del rango de 

concentraciones considerado. Las fórmulas son: 

La hoja completa tendría el siguiente aspecto: 

105

Se representa la y calculada (ycalc) junto con su cota de error inferior y superior a lo largo del rango de 

concentraciones considerado. Las fórmulas son: 

La hoja completa tendría el siguiente aspecto: 
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Cambiando las entradas de x e y por otras nuevas la hoja se recalcularía automáticamente y daría los nuevos 

parámetros del ajuste. Esta es la ventaja de construir una hoja de cálculo: basta introducir los nuevos datos, 

manteniendo el resto el resto de la hoja como está, para obtener los nuevos resultados.  

Existen fórmulas para el cálculo de ajustes en el caso que A o B se consideren parámetros conocidos (por 

ejemplo, que nuestro modelo obligue a que la recta pase por el origen, en cuyo caso A debe ser exactamente 

cero). Estas fórmulas se encuentran detalladas y comentadas en el apéndice 11.6.

Además de poder programar las fórmulas para la realización de ajustes por mínimos cuadrados, EXCEL®

ofrece la posibilidad de utilizar la función ESTIMACION.LINEAL, la cual devuelve a partir de valores de x

e y conocidos, los valores de A (corte con ordenadas), B (pendiente), sus respectivas desviaciones, la 

desviación de la regresión y el coeficiente de correlación R2. Además, ofrece otros parámetros que no son de 

interés para los casos que vamos a resolver en este curso. 

La sintaxis de esta función es la siguiente: 

ESTIMACION.LINEAL(conocido y;conocido x;constante;estadística) 

Conocido x y conocido y son los valores x e y a partir de los cuales se calcula la recta y=Bx+A mediante el 

método de mínimos cuadrados. Constante se refiere al corte con el eje de ordenadas. Estadística devuelve los 

parámetros estadísticos que deseemos (desviaciones de pendiente, corte con ordenadas, coeficiente de 

regresión, etc). En ambos casos debemos teclear “VERDADERO”. La Ayuda de EXCEL® nos indica con 

exactitud la sintaxis de todos los parámetros que podemos obtener y su descripción. 

Concretamente, la matriz de resultados que nos devuelve la función ESTIMACION.LINEAL es de la 

siguiente forma para una recta y=A+Bx y siguiendo la nomenclatura de este texto: 

B A 

SB SA

R2 Sreg

F grados de 

libertad

D2
y D2

reg

Para obtener el resultado en forma matricial es necesario seleccionar una región 2 x 5 celdas en la hoja de 

calculo, insertar función ESTIMACION.LINEAL(RANGO y; RANGO x; VERDADERO; VERDADERO) 

y, una vez rellenados los datos en la ventana de diálogo,  en vez de simplemente aceptar, utilizar las teclas: 

Ctrl + +

Los parámetros (B, A, SB, SA, R2 y Sreg) son los más interesantes a la hora de caracterizar el ajuste realizado. 

Mención especial merece la F, estadístico que nos indica la validez del ajuste. Siempre que el valor de la F
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obtenido con nuestros valores sea mayor que el valor de la F tabulado para los grados de libertad del ajuste 

se puede decir que el modelo utilizado, en este caso una recta, es correcto. Normalmente, siempre 

obtendremos valores de F muy elevados que nos indican la relación lineal de las variables x, y.

Además, el asistente para gráficos de EXCEL® ofrecen la posibilidad, mediante el menú específico que 

aparece asociado a los puntos de la gráfica, de dibujar en cualquier gráfica la recta teórica ajustada mediante 

la opción Agregar línea de tendencia y, entre las opciones, la presentación de la fórmula de la función y el 

coeficiente de regresión, tal como se puede observar en las figuras: 
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Los diferentes menús nos permiten dibujar la recta teórica, modificar su formato, y la inclusión en la gráfica 

de la ecuación de la recta y la R2.

Ajuste por mínimos cuadrados

y = 0,9612x + 1,2533
R2 = 0,9945
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7.2. Calibrados e interpolación 

Como hemos dicho anteriormente, el ajuste de datos experimentales a funciones lineales es un cálculo de 

gran utilidad en estudios de ciencias. Veamos un ejemplo de ello mediante el ejemplo desarrollado en el 

apartado anterior.

A partir de un ajuste lineal de datos experimentales, que como hemos visto anteriormente se construye a 

partir de disoluciones de concentración conocida de un determinado compuesto coloreado, podemos 

determinar la concentración de dicho compuesto en una disolución de concentración desconocida 

interpolando el valor de la absorbancia que nos mide el colorímetro. 

Tenemos el ajuste anterior a partir de disoluciones de concentración conocida: 

Se mide ahora la absorbancia de una disolución de concentración desconocida del compuesto que queremos 

cuantificar. Supongamos que el colorímetro nos indica una Absorbancia de 6.3. Podemos despejar x

(concentración) de la ecuación de la recta y calcularla, puesto que conocemos A, B, y el valor de la 

absorbancia (y).

En la siguiente hoja se muestra el cálculo y su representación gráfica: 
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Esta operación se puede realizar con cualquier disolución problema del compuesto de interés en el intervalo 

de concentraciones estudiado. Fuera de este intervalo el cálculo significaría una extrapolación con un error 

excesivo.

Como se ha visto en el anterior apartado, se pueden calcular los errores cometidos en la determinación de los 

parámetros del ajuste y el intervalo de confianza (error superior e inferior). Se propone al alumno como 

ejercicio que enriquezca la hoja anterior incluyendo el cálculo de las incertidumbres del ajuste. Para ello 

basta aplicar las fórmulas descritas para este fin en el apartado anterior. Una alternativa, quizás más simple 

operativamente, es la siguiente. Partimos del ajuste y=A+Bx, donde y es la variable aleatoria y x la no 

aleatoria que fijamos en ciertos valores xi para los que medimos yij (detalles en apéndices 11.5 y 11.6). A 

partir de la ecuación anterior obtenemos x=(y-A)/B. Cierto es que x no es aleatoria, pero si obtenemos sus 

valores i a partir de la determinación de yi y los parámetros ajustados A y B, tenemos que el valor obtenido 

i sí que es aleatorio y su varianza, de acuerdo con el apéndice 11.5.1, es
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Por tanto, podemos estimar i=(yi-A)/B, así como su imprecisión 2
i

St)i(I  (t es la llamada t de 

Student, cuyo valor es aproximadamente 2 para un amplio rango de ajustes, ver tabla en apéndice 11.5).
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8. Ajuste de datos experimentales a funciones no lineales 

En este capítulo se aplica el programa MS EXCEL al ajuste de funciones no lineales. Para ello se 

utiliza, en primer lugar, el ejemplo de la curva de valoración de un ácido fuerte con una base fuerte, lo que 

permite abordar los diferentes aspectos del proceso de ajuste. A continuación se aplica lo aprendido a 

diferentes problemas del ámbito de la química, en los cuales se deben ajustar datos experimentales a las 

funciones no lineales correspondientes.  

8.1. Simulación de una curva de valoración ácido fuerte-base fuerte 

Estudiemos la curva de valoración de un ácido fuerte con una base fuerte con el objetivo de determinar el 

punto exacto de equivalencia mediante diferentes métodos.  

Consideremos como ejemplo la valoración de HCl con NaOH. En primer lugar debemos plantear las 

ecuaciones químicas que describen el sistema en medio acuoso: 

ClHHCl

OHNaNaOH

H2O  OH  + H+

El balance de cargas es:

[H+] + [Na+] = [Cl-]+ [OH-]

Sea Cb = concentración de base 

Vb = volumen de base 

Ca = concentración de ácido 

Va = volumen de ácido 

Kw = producto iónico del agua 

Entonces,                                    
H
Kw

VbVa
VaCa

VbVa
VbCbH

igualando a 0                                    02 KwHMH                                 (1) 

donde                                                    
VbVa

VbCbVaCaM

8.1.1. Aplicación de la hoja de cálculo MS EXCEL

Consideremos la valoración de 10 mL de HCl 0.1 M con NaOH 0.1 M. En primer lugar debemos definir las 

celdas que contendrán los datos conocidos. La celda B4 se define como Ca, la B5 como Va, la B6 como Cb y 
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la D4 como Kw. En estas celdas colocamos el valor numérico correspondiente, el cual se describe en la celda 

inmediatamente a la izquierda (por ejemplo la B4 tiene su descripción en la A4). 

  Mediante la ecuación:

Cb
CaVaVeq

se puede deducir que el volumen de equivalencia Veq es de 10 mL. Utilizando la ecuación (1) se puede 

diseñar una hoja de cálculo para la obtención del pH exacto de la disolución para volúmenes de base 

adicionada de 0 a 20 mL. Como se puede observar en la figura (columna B, fila 9 y siguientes), el intervalo 

entre volúmenes de base añadidos se ha reducido simétricamente antes y después del volumen de 

equivalencia con el objetivo de tener más datos en la zona del punto de inflexión: 

En la celda C9 se introduce la ecuación (1) y se arrastra hasta la celda C33: 
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El siguiente paso consiste en la representación gráfica de la curva de valoración, tal como se muestra en la 

siguiente figura. Como se puede observar se ha incluido una columna con valores de n desde el 0 al 20, de 

modo que el volumen de la base se calcula a partir de la ecuación: 

10
nVeqVb

Esto se lleva a cabo para obtener automáticamente gráficas centradas en el punto de equivalencia (Vb es 

siempre igual a Veq cuando n=10, en la fila central y, por lo tanto, en el centro del eje de abscisas de la 

gráfica), puesto que en los diferentes problemas a los que nos podemos enfrentar las concentraciones y los 

volúmenes variarán, lo que provocaría la representación de solo el principio o el final de la gráfica o la 

necesidad de hacer una gráfica nueva para cada problema. Asimismo se incluye una columna (columna  D) 

para el cálculo del pH sin tener en cuenta el producto iónico del agua, obtenido a partir de las ecuaciones:  

VbVa
CbVbCaVaH       (pH < 7)   ;     MH 710   (pH = 7) ;   

CaVaCbVb
VbVakw

OH
kwH )(

][
   (pH > 7) 
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A continuación se muestra el detalle de las nuevas ecuaciones introducidas: 
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Es interesante notar que la gráfica construida incluye únicamente la representación de puntos, y no su unión 

mediante líneas. La razón es que, puesto que el cálculo anterior pretende simular la colección de puntos Vb-

pH que podría obtenerse experimentalmente, las líneas que unen los puntos carecen de significado real (sus 

valores no son resultados experimentales) y pueden conducir a interpretaciones erróneas. 

Llegados a este punto nos debemos plantear cómo podemos determinar con suficiente exactitud el volumen 

de equivalencia a partir de datos experimentales de una valoración que, evidentemente, no coinciden 

exactamente con los puntos obtenidos teóricamente. En la práctica se puede calcular la primera y la segunda 

derivada de la curva de valoración a partir de incrementos, con el objetivo de identificar el punto de inflexión 

con un máximo y con el corte en abscisas, respectivamente, así como para la aplicación de diferentes 

métodos de cálculo del punto de equivalencia que hacen uso de derivadas. Sin embargo, la utilización de 

herramientas informáticas nos va a permitir derivar analíticamente la función de la valoración ajustándola a 

una ecuación. En un artículo del Journal of Chemical Education (N.L. Ma y C.W. Tsang, J. Chem. Educ. 75 

(1998) 122) se propone la siguiente función para el ajuste de datos experimentales de una valoración: 

             )))((( dVbcarctgbapH                        (2) 

siendo a, b, c y d parámetros que modifican la función arcotangente hasta conseguir su ajuste a una curva de 

valoración. Es importante el papel de cada parámetro añadido a la ecuación. La inflexión de la curva ocurre 

en Vb=d. El parámetro c controla el grado de inclinación o verticalidad de la curva. Por su parte, el salto de 

pH viene controlado por b. Finalmente, a permite que el pH del punto de equivalencia no sea necesariamente 

cero.

Así pues, el problema que se nos plantea ahora es el ajuste de unos datos experimentales a la función (2). 

Para ello, en primer lugar debemos calcular el cuadrado de la diferencia entre cada valor experimental con el 

valor teórico en la función,  

2)__( teóricopHalexperimentpH ,

que ahora mismo están muy alejados puesto que los valores iniciales de los parámetros a, b, c y d están 

puestos al azar, en este caso 1. En la hoja de cálculo se genera la columna correspondiente a pH teórico, 

donde se introduce la ecuación correspondiente, y la columna del cuadrado de la diferencia, como se observa 

en la siguiente figura. También se han definido las celdas a, b, cc, d correspondientes (celdas F3-F6. El 

programa no acepta c, éste es el motivo de usar cc). La gráfica de pH exacto y aproximado calculada antes se 

ha desplazado debajo de las columnas A, B, C y D. La sintaxis de la función arcotangente puede consultarse 

en la opción del menú principal Insertar>Función.

En esta ocasión, la función del ajuste se ha representado utilizando exclusivamente una línea (sin puntos), 

puesto que, precisamente por tratarse de una función de ajuste, pretendemos que describa el comportamiento 

del sistema más allá de los puntos experimentales que vamos a emplear para calcularla. No hay motivo, pues, 

para otorgar mayor importancia a determinados valores Vb-pH mediante su representación con puntos. 
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El detalle de las ecuaciones es el siguiente: 



117J. Planelles / R. Serrano / J. L. Movilla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la información y la computación - UJI

117

El siguiente paso consiste en encontrar los valores adecuados para los parámetros a, b, c y d para que las dos 

funciones se ajusten a lo largo de todo el rango de mL de base añadida en la valoración. Para ello añadimos 

una celda donde se suman todas las diferencias de cuadrados. Cuando este valor es 0, el ajuste entre ambas 

curvas es perfecto. Nosotros podemos buscar un valor mínimo de la suma de los residuos antes indicados 

(columna G) variando los valores de los cuatro parámetros mediante el comando Solver del programa MS 

EXCEL . En la figura se puede observar el cuadro de dialogo del comando Solver (en 

Herramientas>Solver). Como se puede observar, la celda objetivo es la suma (G34) y las celdas cambiantes 

son F3-F6. Se marca la casilla correspondiente a buscar mínimo. 

En Opciones se puede observar que se aplica el método iterativo de Newton, con un límite de 100 

iteraciones y una tolerancia del 5 % (precisión 0.000001). 

En estas condiciones, mediante la opción Resolver se consigue que la suma de los residuos se reduzca a 

1,26. Si hubiéramos buscado el 0, tendríamos la limitación de la maquina y del propio ajuste entre los datos 

experimentales y la ecuación seleccionada. En la siguiente figura se puede observar el ajuste conseguido. 

Conviene hacer aquí una consideración importante: El punto de inicio de las iteraciones para cada parámetro 

ha sido 1. En estas condiciones el método de Newton converge a un mínimo que permite el ajuste. Puesto 

117

El siguiente paso consiste en encontrar los valores adecuados para los parámetros a, b, c y d para que las dos 

funciones se ajusten a lo largo de todo el rango de mL de base añadida en la valoración. Para ello añadimos 

una celda donde se suman todas las diferencias de cuadrados. Cuando este valor es 0, el ajuste entre ambas 

curvas es perfecto. Nosotros podemos buscar un valor mínimo de la suma de los residuos antes indicados 

(columna G) variando los valores de los cuatro parámetros mediante el comando Solver del programa MS 

EXCEL . En la figura se puede observar el cuadro de dialogo del comando Solver (en 

Herramientas>Solver). Como se puede observar, la celda objetivo es la suma (G34) y las celdas cambiantes 

son F3-F6. Se marca la casilla correspondiente a buscar mínimo. 

En Opciones se puede observar que se aplica el método iterativo de Newton, con un límite de 100 

iteraciones y una tolerancia del 5 % (precisión 0.000001). 

En estas condiciones, mediante la opción Resolver se consigue que la suma de los residuos se reduzca a 

1,26. Si hubiéramos buscado el 0, tendríamos la limitación de la maquina y del propio ajuste entre los datos 

experimentales y la ecuación seleccionada. En la siguiente figura se puede observar el ajuste conseguido. 

Conviene hacer aquí una consideración importante: El punto de inicio de las iteraciones para cada parámetro 

ha sido 1. En estas condiciones el método de Newton converge a un mínimo que permite el ajuste. Puesto 



118J. Planelles / R. Serrano / J. L. Movilla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la información y la computación - UJI

118

que el punto de inicio ha sido seleccionado al azar, en otros problemas puede no converger y deberemos 

probar otros valores de inicio. 

A través del proceso anterior hemos conseguido describir la curva de valoración mediante una función, que 

podemos derivar analíticamente para determinar del punto de equivalencia exacto. Este procedimiento se 

desarrolla en el apartado 8.2.

8.2. Cálculo del punto de equivalencia 

8.2.1. Primera y segunda derivada 

Gracias al ajuste de los datos experimentales a una función, podemos derivarla analíticamente para obtener el 

punto de equivalencia exacto, teniendo en cuenta que la primera derivada en un punto de inflexión de una 

función presenta un máximo y la segunda derivada es igual a 0. En las siguientes figuras se puede observar la 

representación gráfica de ambas derivadas y el detalle de las ecuaciones introducidas. Desafortunadamente, 

cuando tratamos datos experimentales, el error aleatorio intrínseco a cualquier experimento hace que estos 

métodos en ocasiones no nos den resultados suficientemente exactos. 
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8.2.2. Método de la inversa de la primera derivada 

A partir de la primera derivada se puede representar su inversa frente a Vb para la obtención del punto de 

equivalencia, que ahora encontraremos como un mínimo de la función representada: 

8.3. Cromatografía gas-líquido. Ecuación de Van Deemter 

Otro ámbito de la química en que resulta necesario el ajuste de datos experimentales a funciones no lineales 

es el de la cromatografía gas-líquido. El planteamiento de un problema típico sería el siguiente: 

Se dispone de los siguientes datos experimentales de cromatografía gas-líquido: 

X (ml/min) 3.4 7.1 16.1 20.0 23.1 34.4 40.0 44.7 65.9 78.9 96.8 

Y  (mm) 9.59 5.29 3.63 3.42 3.46 3.06 3.25 3.31 3.50 3.86 4.24 

donde X representa la velocidad de flujo del gas, e Y la altura equivalente de plato teórico. Estas magnitudes 

vienen relacionadas mediante la ecuación de Van Deemter: 

Y=AX+B/X+C 

Queremos determinar A, B, y C ajustando los datos experimentales a la ecuación citada y representar los 

puntos experimentales y el ajuste de la ecuación. 
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Planteamiento: 

Detalle de las ecuaciones:                                                                                       

121

Planteamiento: 

Detalle de las ecuaciones:                                                                                       



���J. Planelles / R. Serrano / J. L. Mov�lla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la �nformac�ón y la computac�ón - UJI

122

Solución después de la aplicación del comando Solver:
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9. Aplicación de programas de cálculo simbólico al ajuste de funciones lineales y no lineales 

En este capítulo haremos uso del programa MATHEMATICA  para el ajuste de funciones lineales y no 

lineales. Al igual que en capítulos anteriores, tomaremos como ejemplo de comportamiento lineal la ley de 

Beer, que relaciona la concentración de un compuesto en disolución con su absorbancia. Como ejemplo de 

comportamiento no lineal estudiaremos diferentes curvas de valoración ácido-base, así como otros problemas 

de interés químico en que se deben ajustar datos experimentales a funciones no lineales. 

9.1. Ajuste lineal por mínimos cuadrados. Ley de Beer. 

Como se vio en el apartado 7.1, la absorbancia de una disolución guarda una relación lineal con la 

concentración de la especie absorbente (ley de Beer). Nuestro objetivo en este apartado es determinar la 

expresión particular que toma dicha relación para una especie dada, a partir de un conjunto de medidas de 

absorbancia obtenidas experimentalmente para distintas disoluciones patrón (de concentración conocida) de 

la especie en cuestión. Comencemos introduciendo en MATHEMATICA® el conjunto de puntos 

concentración-absorbancia listados en el apartado 7.1. Para ello generamos una matriz de datos, que 

podemos representar mediante el comando ListPlot:

Una de las formas más simples de obtener mediante MATHEMATICA® la ecuación de la recta que mejor 

describe la relación lineal que se establece entre un conjunto de puntos es hacer uso del comando Fit. Este 

comando ofrece un ajuste por mínimos cuadrados de los puntos listados a la expresión resultante de 

combinar linealmente las funciones que se especifican en su argumento. Puesto que nuestro interés es 

obtener una relación del tipo a·1+b·x, dichas funciones serán la función 1 y la función x. La sintaxis del 

comando se muestra a continuación, junto con la representación de la recta obtenida: 
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Finalmente, para visualizar la bondad del ajuste podemos representar en una misma gráfica los puntos 

experimentales y la recta obtenida, para lo que utilizamos el comando Show:

No cabe duda que la simplicidad del comando Fit representa una gran ventaja, pues no solo es capaz de 

realizar ajustes de datos a rectas, sino a cualquier combinación lineal de funciones. Sin embargo, dicha 

ventaja se pierde cuando estamos interesados en obtener información adicional sobre el ajuste. De hecho, Fit

no ofrece información acerca de los intervalos de confianza de a y b, ni sobre el resto de parámetros 

estadísticos. Si tal es nuestro interés, deberemos recurrir a comandos más potentes, como los que se incluyen 

en el paquete Statistics`LinearRegression`. A continuación se ofrece un ejemplo de código 

MATHEMATICA® para llevar a cabo el ajuste anterior incluyendo el cálculo de algunos de los parámetros 

estadísticos de mayor interés: 
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La columna Estimate muestra los coeficientes del ajuste, y la columna CI sus intervalos de confianza 

correspondientes. En el menú de ayuda de MATHEMATICA® puede encontrarse un listado completo de las 

variables estadísticas que podemos calcular mediante el comando Regress (Help > Help Browser > 

Statistics`LinearRegression`). 

9.2. Simulación de una curva de valoración ácido fuerte – base fuerte 

Como hemos podido comprobar en temas anteriores, la potencia y versatilidad de MATHEMATICA® nos 

permite obtener de modo sencillo la expresión que toma la concentración de protones en un problema dado, 

sin necesidad de recurrir a simplificaciones ni a manipulaciones algebraicas a veces tediosas. Así pues, en 

este caso comenzaremos planteando las ecuaciones de las constantes de equilibrio y balances 

correspondientes a un sistema de valoración ácido-base monoprótico general, es decir, sin considerar si el 

ácido o la base son fuertes o débiles: 

][
][][

AH
HAK a                ;                  

][
][][

BOH
OHBKb                    ;                ][][ OHHK w

Balance de masas (ácido):  ][][ AAHCa

Balance de masas (base):    ][][ BBOHCb

Balance de cargas: ][][][][ OHAHB

(Fijémonos en que, puesto que introducimos dos especies distintas en la disolución, necesitamos establecer 

dos balances de masa, uno para el ácido y otro para la base). 

A continuación, con el comando Eliminate de MATHEMATICA® obtenemos la ecuación de la 

concentración de protones: 
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Definimos seguidamente los parámetros iniciales de nuestro problema, así como las constantes de equilibrio 

correspondientes. Puesto que pretendemos simular una curva de valoración en que tanto el ácido como la 

base son fuertes, bastará con dar valores extremadamente elevados a sus constantes de equilibrio:7

Como se puede observar, se han definido también los parámetros dv (diferencia entre dos valores 

consecutivos de Vb en que calculamos el pH de la disolución resultante) y nf (número de puntos (Vb , pH) 

con que simulamos la curva de valoración)8. Este último parámetro se ha calculado como el doble del 

número de puntos necesarios para alcanzar el punto de equivalencia. De este modo conseguiremos, al igual 

que en el apartado 8.1, que la gráfica obtenida quede centrada de forma automática en el punto de inflexión. 

El paso siguiente consiste en obtener, para cada adición sucesiva de dv mL de base, el pH de la disolución 

resultante. Para ello, tal como hemos hecho en capítulos anteriores, empleamos el comando Solve de 

MATHEMATICA®, eligiendo entre las distintas soluciones la única con sentido químico. Sin embargo, este 

proceso debe repetirse para cada uno de los valores que toma Vb (unos 200 en este caso), lo que hace 

inviable el método. Para superar este escollo haremos uso de una de las herramientas más potentes y usadas 

en programación: el bucle. Un bucle es una estructura de código informático que permite repetir una 

determinada secuencia de operaciones tantas veces como sea necesario. En nuestro caso, dicha secuencia es 

la obtención del pH para un determinado volumen de base Vb añadido a la disolución, y nf es el número de 

veces que debemos completar la secuencia.  

Un comando MATHEMATICA® que permite generar bucles es el comando For (ver apéndice 11.10). Su 

sintaxis consta de dos partes diferenciadas: La segunda de ellas es la secuencia a repetir, mientras que la 

primera establece el número de veces que dicha secuencia va a repetirse. Para ello se define un contador i

mediante el primer valor que éste va a tomar (0 en nuestro caso), seguido de la condición que debe cumplirse 

para que la secuencia se repita una vez más (i nf en nuestro caso) y del incremento que i sufre entre dos 

secuencias consecutivas:  

                                                
7 En tratamientos analíticos suele considerarse la disociación completa de los ácidos o bases fuertes, lo que corresponde a asignar un 
valor infinito a las respectivas constantes de equilibrio. No obstante, puesto que infinito no es un número, MATHEMATICA® no 
puede calcular con él. Así pues, aproximamos el infinito mediante un valor finito muy grande.
8 Para definir nf (que debe ser un número entero) hemos hecho uso del comando Round, que nos proporciona el entero más cercano 
a su argumento (véase el apéndice 11.10). 



��7J. Planelles / R. Serrano / J. L. Mov�lla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la �nformac�ón y la computac�ón - UJI

127

Cuando una determinada secuencia se completa, i aumenta en una unidad (i++ ó i+=1), 

MATHEMATICA® comprueba si  i nf  y, si es así, procede a repetir la secuencia una vez más. El bucle 

finaliza cuando la condición  i nf  deja de cumplirse. 

Así pues, el bucle a emplear en nuestro caso es el siguiente: 

Previamente al comando For hemos definido una matriz vacía llamada lista, en la que vamos 

incorporando los distintos puntos calculados de la gráfica {vb,ph} (uno por secuencia) mediante el 

comando AppendTo (ver apéndice 11.10). Es importante notar que cada vez que i cambia también lo hace 

vb y, por tanto, en cada secuencia se calcula el pH para un valor de Vb distinto. 

Para obtener la curva de valoración correspondiente basta representar los puntos almacenados en la lista. 

Para ello utilizamos el comando ListPlot:

Llegados a este punto nos planteamos, al igual que en el apartado 8.1, el ajuste de los puntos obtenidos a una 

ecuación analítica, en este caso una función arcotangente. El comando FindFit nos ofrece esta opción: 
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Mediante este comando obtenemos los valores a, b, c, d que minimizan la suma de los cuadrados de la 

diferencia entre los puntos de la lista y la función arcotangente (método de mínimos cuadrados), 

procedimiento análogo al empleado en la hoja de cálculo EXCEL® del apartado 8.1. Podemos representar a 

continuación la función ajustada mediante el comando Plot, para lo que definimos previamente dicha 

función:

Es importante fijarse en la sintaxis empleada en la definición de la función fun. Para más detalles acerca de 

la definición de funciones en MATHEMATICA®, consúltese el apéndice 11.10.

Finalmente, la representación conjunta de las dos curvas obtenidas nos da idea de la bondad del ajuste en las 

proximidades del punto de equivalencia: 
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9.3. Cálculo del punto de equivalencia 

Llegados a este punto ya podemos proceder a la determinación de los puntos de equivalencia con mayor 

exactitud haciendo uso de la función analítica fun[x], a través de su derivada primera, su derivada segunda 

y la inversa de su derivada primera. El comando MATHEMATICA® para el cálculo de derivadas analíticas 

es D, y su sintaxis es la que se muestra a continuación: 

Como vemos, la representación en el intervalo {x,0,20} no permite observar con claridad el 

comportamiento de las derivadas, lo que se debe al carácter extraordinariamente abrupto que éstas presentan 

en las cercanías del punto de equivalencia. Sin embargo, vemos que la segunda derivada (línea roja) corta al 

eje de abscisas en Vb  10 mL, por lo que podríamos repetir la representación en un intervalo más estrecho en 

torno a este valor: 

En este punto, la representación de la inversa de la derivada primera resulta trivial: 
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Los métodos gráficos anteriores nos permiten determinar de forma aproximada el punto de equivalencia de la 

valoración. No obstante, podemos obtener el punto de equivalencia con mayor precisión de forma numérica, 

para lo que basta determinar el punto de corte de la derivada segunda con el eje de abscisas:9

9.4. Valoración de ácidos polipróticos 

La obtención de curvas de valoración de ácidos polipróticos puede resultar muy tediosa si queremos hacer 

uso de hojas de cálculo, dada la mayor complejidad de las ecuaciones a implementar. Sin embargo, esto no 

representa un escollo considerable para MATHEMATICA®, que podemos utilizar en este caso con poco 

esfuerzo adicional por nuestra parte. 

En este apartado simularemos la curva experimental de valoración de un ácido triprótico H3A (como puede 

ser el ácido fosfórico) con una base fuerte BOH (por ejemplo NaOH). Para ello comenzaremos planteando, 

al igual que en 9.2, las ecuaciones de las constantes de equilibrio y los balances correspondientes: 

][
][][

3

2
1 AH

HAHK a              ;               
][

][][

2

2

2 AH
HHAK a              ;             

][
][][

2

3

3 HA
HAK a

][
][][

BOH
OHBKb

][][ OHHK w

Balance de masas (ácido):   ][][][][ 32
23 AHAAHAHCa

                                                
9 El estudio analítico del problema permite determinar con facilidad que el volumen de equivalencia es en este caso 10 mL. La 
desviación respecto a este valor es consecuencia del error intrínseco del ajuste. No obstante, a efectos prácticos no existe diferencia 
entre el valor teórico y el calculado a través del ajuste. 
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Balance de masas (base):   ][][ BBOHCb

Balance de cargas: ][][3][2][][][ 32
2 OHAHAAHHB

A continuación obtenemos la ecuación de la concentración de protones, asignamos los valores de los 

parámetros que definen el sistema y calculamos el pH de la disolución resultante para cada una de las nf

adiciones sucesivas de base, utilizando el mismo procedimiento que en el apartado 9.2:

Puesto que tratamos con un ácido triprótico, la curva de valoración debería presentar tres puntos de 

equivalencia. En esta ocasión, el tercero de estos puntos no da lugar a un salto apreciable de pH, debido al 

valor extraordinariamente bajo de Ka3.
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A la vista de la representación observamos que la curva de valoración se asemeja a la superposición de dos 

funciones arcotangente. Por tanto, para obtener el ajuste de los puntos experimentales simulados a una 

función analítica consideraremos la función suma de dos arcotangentes independientes: 

Siguiendo el procedimiento empleado en 9.3 determinamos a continuación gráficamente los puntos de 

equivalencia haciendo uso de la función ajustada y de sus derivadas: 
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Finalmente, para obtener los puntos de equivalencia de forma numérica determinamos los puntos de corte de 

la derivada segunda con el eje de abscisas: 

,

de donde obtenemos, por comparación con la derivada primera, Veq1 = 9.96 mL y Veq2 = 19.98 mL. 

Podemos por último determinar el pH de la disolución resultante para cada uno de los volúmenes de 

equivalencia sin más que sustituir en la función ajustada: 

9.5. Valoraciones de combinaciones de ácidos y bases fuertes y débiles 

Nuestro propósito en este apartado es la simulación de las curvas de valoración correspondientes a los 

sistemas ácido débil – base fuerte, ácido fuerte – base débil y ácido débil – base débil, así como la obtención 

de los respectivos puntos de equivalencia. En el apartado 9.2 se planteó el problema correspondiente a un 

sistema de valoración ácido-base monoprótico general, es decir, sin considerar si el ácido o la base son 

fuertes o débiles. Por tanto, el código MATHEMATICA® allí empleado nos sirve para cualquiera de las 

combinaciones ácido fuerte/débil – base fuerte/débil sin más que adecuar convenientemente el valor de las 

constantes de equilibrio correspondientes.
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9.5.1. Ácido débil – base fuerte 

En este caso asignamos un valor estándar a la constante de equilibrio del ácido (del mismo orden que la del 

ácido acético), mientras que escogemos un valor muy elevado para la constante de la base. Así pues, la curva 

de valoración correspondiente puede obtenerse mediante el siguiente código: 

A la vista de la representación observamos que, al contrario de lo que ocurría en el sistema ácido fuerte – 

base fuerte (apartado 9.2), la curva de valoración a volúmenes bajos se aleja del perfil de un arcotangente. La 

siguiente figura muestra la superposición de la curva de valoración obtenida (en azul) con la correspondiente 

a un sistema ácido fuerte – base fuerte con las mismas concentraciones iniciales de ácido y de base (en rojo): 
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Como puede apreciarse, ambas curvas coinciden más allá del punto de equivalencia, pero son 

considerablemente distintas por debajo de éste. Este fenómeno es debido al efecto tampón generado por la 

coexistencia en disolución de las especies protonada y desprotonada del ácido, que provoca una disminución 

en la amplitud del salto de pH producido en las proximidades del punto de equivalencia. Como 

consecuencia, el punto de inflexión de la curva (coincidente con el punto de equivalencia) se desplaza a pH 

mayores que 7, que es el pH esperable cuando tanto el ácido como la base son fuertes. Comprobaremos a 

continuación este efecto, determinando el volumen de equivalencia y su valor de pH asociado mediante los 

métodos ya conocidos. 

Aunque, como hemos dicho, el perfil de la curva de valoración obtenida se aleja del de un arcotangente a 

valores bajos de Vb, éste se mantiene en el intervalo Vb = [5, 15], por lo que podríamos utilizar para el ajuste 

únicamente los puntos {Vb, pH} de este intervalo. Así pues, a partir de lista generamos una nueva matriz 

(lista2) que contiene exclusivamente los puntos de este intervalo, para lo que podemos hacer uso del 

comando Take:10

La representación de esta nueva lista muestra ya un comportamiento similar a un arcotangente, 

                                                
10 En este comando se especifica entre llaves las posiciones del primer y último elemento de lista que pretendemos extraer. Puesto 
que el número total de puntos en lista es nf, y al último punto le corresponde un volumen Vb=20 mL, la posición correspondiente 
a Vb=5 mL será nf/4, mientras que la de 15 mL será 3*nf/4.
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por lo que a partir de este punto procedemos de igual modo que en apartados anteriores: 
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Finalmente, calculamos numéricamente el volumen de equivalencia y el pH correspondiente empleando la 

función ajustada: 

Comprobamos, pues, que el pH en el punto de equivalencia es mayor que 7, como se esperaba del análisis 

gráfico.

9.5.2. Ácido fuerte – base débil 

En esta ocasión empleamos el mismo código que en apartado anterior, intercambiando las constantes de 

equilibrio del ácido y la base: 
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En este caso, la comparación de la curva obtenida (azul) con la correspondiente al sistema ácido fuerte – base 

fuerte (rojo) nos muestra un efecto similar al del apartado 9.5.1, aunque la desviación de ambas curvas se 

produce ahora más allá del punto de equivalencia, es decir, a valores de pH altos: 

La disminución en la amplitud del salto de pH se produce ahora de tal modo que el pH del punto de 

equivalencia de desplaza a valores ácidos. Comprobémoslo numéricamente:11

                                                
11 En el caso que nos ocupa la curva no se desvía del perfil arcotangente, por lo que no será necesario aplicar la estrategia del 
apartado anterior. Incluimos en el ajuste todos los puntos de lista.
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9.5.3. Ácido débil – base débil  

Simulamos la curva de valoración del mismo modo que en las secciones anteriores, asignando esta vez 

constantes de equilibrio bajas tanto para el ácido como para la base: 

La comparación de esta curva con la correspondiente al sistema ácido fuerte – base fuerte muestra que las 

dos curvas se desvían una de la otra a ambos lados del punto de equivalencia, como resultado de la 

superposición de los efectos evidenciados en los apartados 9.5.1 y 9.5.2:
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En este caso, el pH en el punto de equivalencia dependerá de la fuerza relativa del ácido frente a la base. 

Como en el ejemplo hemos supuesto que Ka > Kb, se espera un desplazamiento del punto de equivalencia 

hacia valores de pH menores que 7. Para comprobarlo procedemos de igual forma que en 9.5.1, 

seleccionando los puntos comprendidos entre Vb = 5 mL y Vb = 15 mL para llevar a buen término el ajuste a 

una función arcotangente: 
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Tal como se predijo, el pH obtenido es menor que 7, como resultado de la mayor constante de disociación 

del ácido frente a la base.

Estos ejemplos ponen de manifiesto que el pH en el punto final de una valoración ácido – base (punto de 

equivalencia) es función de la fortaleza relativa entre el ácido y la base. Únicamente cuando ambos tengan 

idénticas constantes de disociación, el pH del punto final de la valoración será exactamente igual a 7. 

9.6. Cromatografía gas-líquido. Ecuación de Van Deemter 

En el apartado 8.3 se planteó el problema de un ajuste no lineal mediante el comando Solver de EXCEL®.

Por su parte, MATHEMATICA® permite llevar a cabo regresiones no lineales, si bien para ello debe 

cargarse previamente en memoria el paquete adecuado. Se ofrece a continuación un ejemplo de código 

MATHEMATICA® para llevar a cabo el ajuste de los datos experimentales listados en el apartado 8.3 a la 

expresión de Van Deemter. 



�44J. Planelles / R. Serrano / J. L. Mov�lla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la �nformac�ón y la computac�ón - UJI

144

La representación  del ajuste y de los intervalos de imprecisión puede obtenerse como sigue: 

Cabe mencionar que, aunque la expresión empleada para realizar el ajuste es una combinación lineal de 

funciones de base, el comando NonlinearRegress es capaz de ajustar datos experimentales a expresiones no 

lineales en sus parámetros.  
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10. Problemas para trabajo autónomo 

Como se indica en el prólogo, este texto ha sido escrito como material de apoyo de la asignatura 

introductoria al uso de las Nuevas tecnologías de la información y la computación que aparece en primer 

curso del grado en Química. Dicho grado ha sido diseñado en base a créditos ECTS, los cuales incluyen, 

además de trabajo presencial (que se correspondería más o menos con el material desarrollado en los 

capítulos anteriores), trabajo no presencial. Cada tema de la asignatura se debe completar con la resolución 

de ejercicios fuertemente conectados con los desarrollados presencialmente, que deben resolver los 

estudiantes por su cuenta, con el apoyo de tutorías donde podrán comentar con el profesor las dificultades 

encontradas y se realizará la corrección. Además, a lo largo del curso, cada estudiante realizará, en equipo 

con un compañero/a, un trabajo donde resolverá un problema completo, cuyo desarrollo incluirá una primera 

etapa de búsqueda en la web, siguiendo las indicaciones del capítulo 1, que contextualizará el problema y se 

encontrará, si fuese necesaria, información para su resolución práctica. En una segunda etapa se realizará la 

elaboración y diseño del trabajo a desarrollar, incluyendo su resolución mediante la aplicación de los 

programas MS EXCEL  y MATHEMATICA  estudiados a lo largo del curso. En una tercera etapa se 

escribirá una memoria que, eventualmente, podría ser presentada oralmente. En el presente capítulo se 

incluye una lista de problemas enunciados que pueden servir de base para este tipo de trabajo. 

10.1. Cálculo de la capacidad calorífica del aluminio a 298K usando el modelo de Debye 

Hacia 1912 Peter Debye desarrolló un modelo para la estimación de la contribución de las vibraciones de los 

átomos en la red de un sólido a la capacidad calorífica molar de éste. Mediante consideraciones de 

Termodinámica Estadística, obtuvo la siguiente expresión para capacidad calorífica molar, 

0

0
2

4

3
0 1

19
x

x

x

BAv dx
)e(

ex
x

kNc ,

donde cv es la capacidad calorífica molar, NA el número de Avogadro, kB la constante de Boltzmann, x es un 

parámetro adimensional que se integra desde cero hasta T/Tx D0 , siendo T la temperatura absoluta y TD

la llamada temperatura de Debye, que para el caso del aluminio toma un valor de 398K. 

Se propone estimar la capacidad calorífica molar del aluminio mediante integración numérica de la ecuación 

anterior. Se deben realizar la integración usando el método de los trapecios y el de Montecarlo, programando 

tanto con MS EXCEL  como con  MATHEMATICA . A efectos de integración de Montecarlo, el número 

aleatorio se puede obtener con MS EXCEL  mediante la orden ALEATORIO() y, cuando usemos 

MATHEMATICA , mediante el comando Random[].

La imprecisión del cálculo integral con Montecarlo se puede evaluar repitiendo el proceso k veces. Entonces 

se asigna la media de las capacidades calculadas como valor propuesto para dicha capacidad calorífica y se 
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estima la correspondiente imprecisión como el doble de la raíz cuadrada de la desviación cuadrática de la 

muestra formada por los k valores calculados. 

Se debe hacer un estudio del diferente grado de precisión que se consigue al aumentar el numero de 

evaluaciones de la función (número de intervalos más uno en el método de los trapecios y numero de 

evaluaciones en Montecarlo). También se debe comparar uno y otro método cuando el número de 

evaluaciones de la función es reducido o considerable. Finalmente, podemos comparar con mejoras del 

método de Montecarlo, como por ejemplo con el método de QuasiMontecarlo (algoritmo de Halton-

Hammersly-Wozniakowski) que se encuentra implementado en MATHEMATICA , así como con mejoras 

del método de los trapecios, mediante las integraciones de Newton-Cotes, asimismo implementadas en 

MATHEMATICA . En las capturas de imagen siguientes vemos un cálculo Montecarlo simple, sin 

estimación de error, realizado con MS EXCEL  y MATHEMATICA .
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10.2. Raíces de una función. El método de la bisección. 

A veces, el método de Newton puede presentar una convergencia lenta. Incluso puede divergir, por ejemplo 

si la raíz se encuentra cerca de un punto de inflexión. En tales casos, el llamado método de la bisección es 

una alternativa segura, aunque relativamente costosa si se quiere una alta precisión en el resultado. Este 

método hace uso del teorema de Bolzano para funciones continuas. Dicho teorema afirma, como se muestra 

en la figura, que si tenemos una función continua que en los extremos de un intervalo tiene signos distintos, 

entonces debe haber un punto interior del intervalo donde la función se anula. 

Con este teorema en mente, la forma de buscar la raíz de función podría ser la siguiente: en primer lugar 

dibujamos la función para tener una idea de por dónde buscar la raíz. A partir del la gráfica tomamos las 

abscisas )x,x( ba  a la izquierda y derecha de la raíz y calculamos el valor de la función en dichas abscisas, 

las cuales deben tener signo distinto. Sin detrimento de generalidad, supongamos que hemos encontrado que 

0)x(f a , y que por tanto 0)x(f b  (la alternativa contraria se resolvería de modo similar). Llamamos 

2/)xx(x bam  al punto medio del intervalo y calculamos )x(f m . Entonces, si resulta que 

0)x(f m definimos un nuevo intervalo )x,x( ma  de longitud la mitad del inicial y con la misma propiedad 

que la función tiene signos distintos en sus extremos (si 0)x(f m , el intervalo que escogemos es 

)x,x( bm , que tendría esta misma propiedad). A partir de este nuevo intervalo reiteramos el procedimiento 

hasta que la longitud del intervalo se haya reducido por debajo de la precisión que requerimos para el valor 

de la raíz. Finalizado el proceso, tomamos el punto medio del intervalo como valor propuesto para la raíz, y 

la longitud del intervalo como su imprecisión. 

Como ejercicio se propone resolver, usando el método de la bisección, el mismo problema del equilibrio en 

fase gas que en el capítulo 4 fue resuelto con el método de Newton y que corresponde al equilibrio 

DCBA 2 con constante de equilibrio 

x)(Pbx)(Pa
x)(Pdx)(PcKp

22 ,
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donde Pa, Pb, Pc y Pd representan las presiones parciales iniciales y x la extensión en que la reacción ha 

avanzado. Nos encontramos pues ante un polinomio, 

)PPKPP(x)PP(KPPPxK)PP(x)x(P bapdcbapdcdpdc
2223 444 ,

del que debemos encontrar sus raíces. En la figura siguiente se han considerado las siguientes condiciones  

iniciales: Pa=1, Pb=2, Pc=1, Pd=0 at., y se ha tomado una constante Kp = 1. Representamos primero la gráfica: 

Y después el proceso iterativo de la bisección: 
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10.3. Perturbaciones del equilibrio químico mediante pequeñas adiciones másicas 

En el apartado 5.3 analizamos la respuesta de un sistema cerrado en equilibrio químico a perturbaciones 

externas. En particular, estudiamos una mezcla reactiva de gases ideales, fijando nuestra atención en el 

desplazamiento del grado de avance de la reacción química en equilibrio al producirse una perturbación 

externa. Vimos que el comportamiento del sistema quedaba cualitativamente reflejado en el principio de Le 

Chatelier. En el presente apartado se analizará la extensión de este principio a sistemas abiertos, que 

podemos enunciar del siguiente modo: 

Si tenemos un sistema en equilibrio químico y producimos una perturbación que rompe dicho 

equilibrio, se generan procesos espontáneos en la dirección que tiende a restablecer el 

equilibrio del sistema. 

Para abordar este estudio se propone partir de la ecuación termodinámica que rige el cambio de energía libre 

G de reacción cuando mezclamos, a temperatura constante, ciertas cantidades iniciales de gases ideales y 

dejamos que el sistema evolucione hasta alcanzar el equilibrio. Dicha expresión es la siguiente: 

p

p

K
Q

lnRTG ,

donde Kp es la constante de equilibrio y Qp tiene la misma expresión que Kp de cociente de productos de 

presiones parciales elevadas a los correspondientes coeficientes estequiométricos, pero mientras Kp incluye 

las presiones en el punto de equilibrio Qp incluye las presiones iniciales de la mezcla reactiva.  

A pesar de su aparente similitud, estas dos magnitudes son profundamente diferentes. Así, mientras que Kp es 

la constante de equilibrio y por tanto sólo depende de la temperatura, Qp no es más que un cociente de 

productos de presiones parciales iniciales, y depende del valor de cada una de dichas presiones parciales 

iniciales que hemos escogido para provocar la reacción. 

Cuando preparamos una mezcla reactiva de gases ideales, si escogemos las presiones parciales que 

corresponden al equilibrio, entonces Qp coincide con Kp, G es cero y el sistema no evoluciona. Si a 

continuación perturbamos el sistema, sin variar la temperatura, mediante la adición de una pequeña cantidad 

de uno de los reactivos o productos, tenemos que Kp (que sólo depende de la temperatura) permanece 

invariable, mientras que alteramos el valor de Qp y rompemos el equilibrio. Como respuesta a la 

perturbación, el sistema reacciona para variar las presiones parciales hasta reencontrar el equilibrio, que a 

esta temperatura está definido por Kp. Supongamos que adicionamos un reactivo. Si con dicha adición 

hacemos crecer el denominador de Qp resulta que Qp < Kp, por lo que el sistema evolucionará hacia la 

derecha (hacia productos) con objeto de aumentar el valor de Qp hasta hacerlo coincidir con Kp.

Contemplemos este mismo escenario desde el punto de vista de la energía libre. Puesto que tenemos una 
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situación donde  Qp < Kp, la ecuación que rige el cambio de energía libre G de reacción nos indica que G

< 0, por eso el proceso de formación de productos es un proceso espontáneo. 

Si adicionamos un producto y con dicha adición hacemos crecer el numerador de Qp, resulta que Qp > Kp, por 

lo que el sistema evolucionará hacia la izquierda (hacia reactivos) con objeto de disminuir el valor de Qp

hasta hacerlo coincidir con Kp. Desde el punto de vista de la energía libre, puesto que tenemos una situación 

donde  Qp > Kp, la ecuación que rige el cambio de energía libre G de reacción nos indica que G > 0, por 

eso el proceso de formación de productos no es espontáneo, y por esta misma razón la reacción avanza 

espontáneamente en sentido contrario, esto es, en la dirección de formación de reactivos. 

En los párrafos anteriores se ha tenido especial cuidado en no afirmar que la adición de un reactivo/producto 

comporta necesariamente una disminución/aumento de Qp. Ello es cierto si tal adición se realiza a 

temperatura, volumen y número de moles de las otras especies presentes en el reactor constantes, pero no 

necesariamente si en lugar de fijar el volumen fijamos la presión total. 

En efecto, puesto que RTnVp ii , concluimos que: 

V
RTQQ np ,

donde Qn  es una expresión como Qp, donde escribimos moles ni en lugar de presiones parciales pi.

Si ahora fijamos la temperatura T y el volumen V, tenemos que aumentos/disminuciones de Qn implican 

necesariamente aumentos/disminuciones de Qp.

Sin embargo, desde P
N
n

Pxp i
ii , donde N es el número total de moles, tenemos que: 

N
PQQ np .

Si mantenemos la presión total P constante y aumentamos los moles de un producto, Qn aumenta, pues 

hacemos crecer su numerador. No obstante, el término (P/N)  puede llegar a disminuir con tal intensidad 

que haga que Qp disminuya. Veámoslo en un ejemplo numérico: Imaginemos una reacción en la que el 

coeficiente estequiométrico del producto A  es 1A  y en el que la variación de coeficientes de productos 

menos reactivos sea 2 . Supongamos una situación de referencia donde 11 )(
An , 21 )(N , que 

adicionamos una mol de producto A y, por tanto, que pasamos a otra situación definida por 22 )(
An ,

32 )(N . En la primera tenemos )(
nQ 1  y en la segunda )(

nQ 2 .

Veamos que la adición de producto A hace, obviamente, crecer la nQ . En efecto, el cociente: 
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2
1
2 1

1

2

1

2 A
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A
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A
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n

n

n

Q
Q

es mayor que la unidad.  

Calculemos ahora el cociente entre las pQ :

1
9
8

3
22

2

2

1

1

2

1

2

)(

)(

)(
n

)(
n

)(
p

)(
p

N
N

Q
Q

Q

Q

Vemos pues que, para esta estequiometría y condiciones, un aumento de nQ  ha implicado una disminución 

de pQ .

De manera análoga, la adición de un gas inerte a temperatura constante, puede alterar las presiones parciales 

si mantenemos constante la presión, pero no si consideramos constante el volumen, por tanto, en el primer 

caso supone una perturbación del equilibrio y en el segundo no.12

El trabajo completo que se propone en este apartado se debería comenzar mediante una búsqueda de 

información en la web sobre los fundamentos termodinámicos que rigen las reacciones químicas y, en 

particular, de la ecuación termodinámica, mencionada más arriba, que rige el cambio de energía libre G de 

reacción cuando mezclamos cantidades iniciales de gases ideales y dejamos que el sistema evolucione hasta 

alcanzar el equilibrio a temperatura constante. En el estudio concreto que se propone, para conocer el sentido 

del desplazamiento se sugiere calcular el número de moles de cada componente antes y después de la 

perturbación. 

En el ejemplo siguiente fijamos la cantidad de moles de todos los gases añadidos, excepto del producto A, 

cuya cantidad se elige de modo que la reacción avance o retroceda (como nos indica el signo del grado de 

avance de la reacción).   

                                                
12 Si mantenemos la presión total constante y añadimos un inerte, aumentamos el numero total de moles, variamos las fracciones 
molares xi de los gases que intervienen en la reacción y por tanto sus presiones parciales: Pxp ii . Si mantenemos fijo el volumen, 

entonces no afectamos las presiones parciales de los gases reactivos, RTnVp ii , y por tanto no afectamos el equilibrio. 
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Se debe hacer un estudio en que las adiciones de moles a temperatura constante, incluida la adición del 

inerte, se realicen a presión o a volumen constante. Para acabar se propone abordar y discutir el problema 

que se plantea a continuación.

CUESTIÓN.- Demostrar que para una reacción en fase gaseosa ideal: 

j

jj

n,T,Pj

x
n
x

n
Qln

ji

,

donde Qx es el cociente de productos de fracciones molares iniciales. 

Como aplicación de la ecuación anterior, indicar, para la reacción )(3)( 22 gHgN )(2 3 gNH , las 

condiciones en que la adición de una pequeña cantidad de N2(g), a presión total y temperatura constante, 

desplazará el equilibrio para producir más N2(g).
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Daremos algunas indicaciones para la resolución de esta cuestión. En primer lugar se debe comprobar que, 

en condiciones de presión y temperatura constante, tenemos que: 

x

x

p

p

K
Q

K
Q

Esto nos permite reescribir la ecuación termodinámica que rige el cambio de energía libre G de reacción en 

términos de fracciones molares, 

x

x
K
QlnRTG

En segundo lugar se debe comprobar que Kx únicamente depende de la temperatura y la presión total, por lo 

que su derivada parcial respecto el número de moles nj cuando la temperatura, presión y moles del resto de 

compuestos permanecen constantes es cero.   

Como se ha discutido más arriba, no es éste el caso de Qx. Podemos comprobar mediante derivación directa 

de su expresión que: 

j

jj

n,T,Pj

x
n
x

n
Qln

ji

Para ello basta escribir las fracciones molares xi que aparecen en la fórmula de Qj en términos de moles, 

N/nx ii , donde N es el numero de moles total, y derivar teniendo en cuenta que la derivada parcial de N

respecto ni vale la unidad. 

Podría pensarse que esta misma expresión se obtendría para la derivada del logaritmo de Kx. Es cierto, solo 

que las fracciones molares y numero de moles son tales que la hacen cero en equilibrio, esto es, cuando  Qx =

Kx.

El resto de la cuestión requiere un razonamiento similar al llevado a cabo con anterioridad. En equilibrio, Qx

= Kx  y por tanto G = 0. Si la perturbación aumenta Qx, se cumplirá que Qx > Kx  y consiguientemente G > 

0. Por tanto, el equilibrio se desplazará hacia la izquierda disminuyendo Qx hasta que coincida con Kx. En 

cambio, si la perturbación disminuye Qx se cumplirá que Qx < Kx  y G < 0. Por tanto ahora el equilibrio se 

desplazará hacia la derecha haciendo crecer Qx hasta que su valor coincida con Kx.

Es interesante comprobar en la reacción de síntesis de amoniaco mencionada más arriba que, de acuerdo con 

lo que predice la fórmula anterior y mostramos mediante el código siguiente, si la fracción molar de N2(g) es

menor que 0.5, una pequeña adición de nitrógeno, a P y T constante, desplaza el equilibrio a la izquierda, 
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aumentando más aun su fracción molar. Lo comprobamos a la temperatura de 450ºC donde la constante de 

equilibrio vale 5103564.K p atm-2, para una presión total de una atmósfera: 

Debe pues tomarse el principio de Le Chatelier con cierto cuidado. El sentido de una reacción química, a P y 

T constantes, viene determinada por la variación de energía libre. Una vez alcanzado el equilibrio, éste es 

estable. Si lo perturbamos, el sistema responderá intentando minimizar de nuevo su energía libre 

evolucionando hasta alcanzar un nuevo equilibrio. Precisamente esto, y únicamente esto, es lo que dice el 

principio de Le Chatelier. 
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10.4. Simulación de un espectro de bandas Lorentzianas superpuestas 

Los espectros presentan con frecuencia bandas complejas de absorción que resultan del solapamiento de 

varias bandas simples. La razón reside en el hecho de que la anchura de estas bandas simples es mayor que la 

separación entre ellas, lo que impide que sean instrumentalmente separables. Y es que, en el mejor de los 

casos, una transición espectroscópica real dista mucho de ser una línea a una determinada frecuencia, debido 

a la llamada anchura natural de la banda que es consecuencia del principio de indeterminación energía-

tiempo de Heisenberg. La mecánica cuántica nos muestra que en lugar de una línea, la señal espectroscópica 

tiene forma acampanada. Más concretamente, de campana de Lorentz (o curva Lorentziana) centrada en una 

posición de frecuencia, con una anchura y altura dada, y cuya forma concreta viene dada por la expresión, 

2

2
041 )(

AA M

donde MA es la altura máxima, 0 la posición de frecuencia donde se centra la Lorentziana y la anchura 

de banda a mitad de altura. En la figura mostramos diversas Lorentzianas de diferente altura y anchura. 

En el presente apartado simularemos un espectro como superposición de transiciones, cada una de las cuales 

originando una señal Lorentziana de altura y anchura determinada. Concretamente, supondremos que hay 

tres señales, con las características que indica la tabla siguiente, 

 Banda 1 Banda 2 Banda 3

MA 1,12 0,15 0,87 

32 60,3   41,2 

0 392 458 519 

En las capturas de pantalla siguiente vemos la parte alta de la hoja donde están los datos y calculamos la 

suma de señales, el espectro resultante y las Lorentzianas que lo componen. 
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Una vez escrita la hoja de cálculo que reproduce este espectro, se propone la búsqueda en la web de 

información sobre el tema, así como de algún espectro tabulado, por ejemplo de MNR, con objeto de 

proceder a su reconstrucción gráfica.
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10.5. Deconvolución de un espectro como suma de bandas Gaussianas superpuestas 

Comentábamos en el apartado anterior que los espectros presentan bandas complejas de absorción que 

resultan del solapamiento de bandas simples que se superponen, y que cada banda simple, incluso en el caso 

ideal de ausencia de perturbaciones externas, lejos de ser una línea espectroscópica, tiene forma acampanada. 

Concretamente es una curva Lorentziana centrada en una posición de frecuencia, con una anchura  y altura 

dada. A parte de la anchura natural de la banda, que deriva del principio de Heisenberg, hay otros factores 

que pueden contribuir a que la señal espectroscópica se ensanche aún más. Entre otros factores podemos 

nombrar el efecto Doppler, debido al distinto estado de movimiento de las moléculas que absorben, los 

efectos de presión y de saturación, etc. Estos efectos adicionales y perturbaciones pueden llegar a ensanchar 

e incluso deformar la señal. Así, en muestras gaseosas, incluso a baja presión y siendo iluminadas con 

radiaciones poco intensas, la agitación térmica hace que el efecto Doppler ensanche y deforme las bandas 

correspondientes hasta darles un aspecto de bandas tipo Gauss, con un decaimiento más pronunciado que las 

curvas Lorentzianas. La curva de Gauss viene dada por la expresión, 

2

2
0 )(

ExpAA M

donde MA es la altura máxima, 0 la posición de frecuencia donde se centra la curva y 2 la desviación 

cuadrática. En la figura mostramos el diferente decaimiento de dos curvas similares, una de cada tipo. 

Se propone como ejercicio que se tomen los valores que se han obtenido en el apartado anterior como si 

fueran los datos de un espectro experimental y que se deconvolucione dicho espectro como suma de señales 

gaussianas. Para llevar a cabo esta operación, lo primero que tenemos que hacer es observar el espectro y 

determinar visualmente cuantos picos intervienen. Por tanto, procederemos a representar gráficamente el 

espectro.
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El examen de la figura nos indica la existencia de dos picos fuertes, más uno pequeño entre 440-480 nm que 

impide que la señal decaiga hacia un valor nulo de absorbancia en esta región. Utilizaremos la macro Solver

del MS EXCEL  para ajustar este espectro experimental. A la vista de esta figura, podemos tomar los 

siguientes valores iniciales para el ajuste (en realidad se podrían tomar valores mejores. Estos valores ponen 

de relieve el proceso de ajuste de la macro): 

 Banda 1 Banda 2 Banda 3

MA 1 1 1 

30 30   30 

0 390 460 520 

Los valores óptimos a que llega el Solver son los siguientes: 

  Banda 1 Banda 2 Banda 3 
Am 1,056517568 0,305176649 0,833859255

23,80715356 31,37039406 30,83943184
391,5043001 452,1182771 519,2774831
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En la figura mostramos la curva experimental y el ajuste, 

Una vez escrita la hoja de cálculo que reproduce el ajuste de este espectro, se propone la búsqueda en la web 

de información sobre el tema, así como de algún espectro experimental que se debe descomponer como suma 

de curvas de Gauss o de Lorentz, y discutir la bondad del ajuste obtenido con uno u otro tipo de curvas en 

función de las características del espectro ajustado (alta o baja temperatura, estado gas o líquido, y demás 

factores que aconsejen optar por uno u otro tipo de curva para la transición espectroscópica). 

10.6. La orden Solve de MATHEMATICA  en ejemplos de aplicación química 

10.6.1. Ajuste de ecuaciones redox 

Considerad la reacción  ClHFeClKMnO 24 OHClKFeClMnCl 232 . Estableced un balance 

de materia para cada uno de los siete elementos que intervienen y ajustad la reacción anterior, usando Solve.

Tomad valor unidad para el coeficiente de uno de los compuestos. Si las soluciones encontradas no son 

enteras, tomad valor uno como coeficiente del compuesto cuyo coeficiente es el menor y repetid el proceso. 
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10.6.2. Equilibrios simultáneos: quemando carbón con vapor de agua a altas temperaturas 

Consideremos que añadimos un exceso de carbón (grafito) dentro de un cilindro cerrado donde hay un mol 

de vapor de agua, ambos compuestos con una temperatura inicial de 1000K. El cilindro está provisto con 

émbolo y pistón que permiten variar el volumen, y está sumergido en un baño isotermo a la temperatura de 

1000K, de manera que se extrae el calor de reacción y se mantiene constante la temperatura del cilindro. El 

émbolo móvil permite fijar la presión total a 1 atmósfera. Se producen tres reacciones químicas simultáneas: 

)g(OH)s(C 22 )g(H)g(CO 22 2

)g(CO)s(C 2 )g(CO2

)g(H)s(C 22 )g(CH 4

A esta temperatura, las constantes de equilibrio en función de las presiones parciales son respectivamente 

3.31 atm, 1.7 atm y 0.093 atm 1. Se deben calcular las presiones parciales de todos los gases en equilibrio. 

Éste es un típico problema de n ecuaciones con n incógnitas que se resuelve fácilmente con la orden Solve o 

NSolve de MATHEMATICA , una vez establecidas las ecuaciones. Se recomienda, dado que simplifica el 

álgebra, que se expresen los moles de los distintos compuestos en función de los distintos grados de avances 

de cada una de las reacciones. Se advierte que, a pesar que tenemos datos de constantes Kp (constantes en 

términos de presiones parciales) se escriban las presiones parciales en términos de la presión total y el 

número de moles, porque a lo largo de la reacción puede haber variación del volumen, de modo que el 

cambio de presiones parciales no se deba únicamente a la variación de moles, sino también a la del volumen 

que se requiere para fijar la presión total a una atmósfera. Finalmente se debe tener presente que, a la hora de 

escoger la solución con sentido físico, los grados de avance de todas las reacciones han de ser positivos, pues 

en el instante inicial se introducen sólo los reactivos de la primera de las tres reacciones en cadena. También 

debemos despreciar soluciones que den presiones parciales negativas, etc. Debe tenerse presente que sólo 

una de las soluciones puede tener sentido físico. Con los datos del problema, las soluciones son:  

Una vez encontradas las soluciones de este ejercicio académico, seria un buen trabajo adicional la búsqueda, 

en la web, de información sobre un problema real de reacciones complejas, junto con datos y constantes de 

equilibrio que permita resolverlo. 
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10.7. Series espectroscópicas del átomo de hidrógeno 

En 1885, Balmer descubrió, de forma empírica, una ley matemática a la que se ajustan las longitudes de onda 

de las distintas líneas espectrales correspondientes al espectro de emisión del átomo de hidrógeno. Dicha 

fórmula es la siguiente: 

2
2

2
1

11
nn

RH ,

donde  representa el número de ondas y se suele expresar en cm-1 ;  representa la longitud de onda que 

podemos expresar en nm (1 cm = 107 nm) ; -1cm109677,6HR  es la constante de Rydberg ; n1 = 1, 2, 3,... 

es un número cuántico (n1 = 1, para todas las líneas de la serie Lyman; n1 = 2, para todas las líneas de la serie 

Balmer; n1 = 3, para la serie Paschen, etc.) ; finalmente n2 = n1 + 1, para la primera línea de cada serie; n1 + i,

para la i-ésima línea de cada serie. 

Se propone calcular las diez primeras líneas de la serie Lyman, correspondientes a las diez primeras 

transiciones desde una órbita excitada hasta la primera; las diez primeras líneas de la serie Balmer y las 

correspondientes a la serie Parchen. Se debe prestar especial cuidado al formato y obtener un cuadro como el 

que aquí se adjunta: 

i n1 n2  (cm-1)  (nm) 

U
V

Vi
si

bl
e

IR

Finalmente, se debe representar el espectro de emisión del átomo de hidrógeno para la series de Lyman, 

Balmer y Paschen. Para ello, puede crearse una nueva columna en la que se indique una intensidad constante 

para todas las transiciones. Si se realiza una representación XY (dispersión) en la que se representa la 

intensidad frente a , se incluyen barras de error en la Y, se eliminan los puntos y se adapta el formato de 

manera conveniente, se obtiene un gráfico como el siguiente: 

Serie Lyman

90 95 100 105 110 115 120 125

nm
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10.8. Variación del potencial de electrodo con el pH 

Recordemos que una pila o celda electroquímica consta en general de dos semiceldas o electrodos. En uno, 

llamada cátodo, se produce una reacción de reducción y en el otro (ánodo) una de oxidación. Los electrones 

que se liberan en un electrodo se pueden hacer circular por un conductor para que lleguen al otro. Si en el 

conductor se interpone una bombilla, ésta se ilumina. Para que el circuito quede convenientemente cerrado 

hay que comunicar ambos electrodos, normalmente con un puente salino.13

Mediante un voltímetro podemos medir la diferencia de potencial entre los dos electrodos, pero nunca 

podemos medir potenciales absolutos (de hecho, ni siquiera tiene sentido hablar de potenciales absolutos). 

Por este motivo, cuando se habla del potencial de electrodo en realidad uno se refiere a la diferencia de 

potencial entre este electrodo y el electrodo estándar de hidrógeno cuando se unen formando una pila, como  

por ejemplo se muestra en la figura anterior para el caso del electrodo Zn+2/Zn0.

El valor del potencial de electrodo depende de la temperatura, la naturaleza química de las especies que lo 

forman y de su concentración. La ecuación de Nernst  proporciona el potencial en función de estas variables. 

Cuando la concentración (o más propiamente la actividad) de todas las especies electroactivas es la unidad, 

el potencial de la pila se llama potencial normal y se suele representar por la letra E0. Así, en el caso de la 

figura anterior, si la concentración de Zn+2 es 1M, el potencial que se mide respecto del electrodo estándar de 

hidrógeno es el potencial normal de reducción 0
2 Zn/Zn

E . Cuando la concentración es distinta de 1M, la 

ecuación de Nernst  nos proporciona el potencial que se mediría en dicha pila,  

)Zn(Log
nF
RTEE

Zn/ZnZn/Zn
20

22 ,

puesto que la actividad del sólido es la unidad, n es el número de electrones intercambiados en el proceso 

redox y el término RT/F toma un valor de 0.059 a 25ºC. 

                                                
13 Un puente salino es un tubo en forma de U lleno de un gel que contiene una disolución saturada de una sal que no interviene en la 
reacción de la pila y que permite mantener la electro-neutralidad cuando transcurre la reacción redox.



�63J. Planelles / R. Serrano / J. L. Mov�lla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la �nformac�ón y la computac�ón - UJI

163

En la presente sección se propone calcular y representar el potencial del par Fe+3/ Fe+2 en disolución acuosa 

para valores del pH desde pH=0 hasta pH=14. Debe tenerse en cuenta que si el pH se hace básico, tanto el 

Fe+3 como el Fe+2 precipitan sus respectivos hidróxidos, cuyos productos de solubilidad Kps son 10-38 y 10-15,

respectivamente. El potencial normal de reducción del par Fe+3/ Fe+2 es 0.76 V. No es preciso recordar que el 

producto iónico del agua es 10-14. Considérese que a pH=0, en que ninguna de las dos especies del par 

precipita, la concentración de (Fe+2) es 0.667M y la de (Fe+3) 1M. Se usaran ambos programas, el MS 

EXCEL  y el MATHEMATICA .

Con estos datos, el resultado que debería obtenerse puede verse en la figura siguiente.  

Potencial de reducción del par Fe3+/Fe2+
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El trabajo completo que se propone en este apartado se debería comenzar mediante una búsqueda de 

información en la web sobre las reacciones redox, las pilas electroquímicas, el potencial de electrodo, etc. 

que fundamente el procedimiento seguido, así como localizar algún caso de interés práctico en que sean 

útiles diagramas como el construido. 

10.9. Cinética enzimática. Ecuación de Michaelis-Menten 

El mecanismo de Michaelis-Menten se acepta como modelo para la mayoría de reacciones catalizadas por 

enzimas. Aunque, como parte de la tarea asociada a este apartado, se propone la búsqueda de información 

sobre cinética enzimática y el trabajo de Michaelis-Menten, expondremos brevemente este mecanismo. 

Llamemos E al enzima, S al sustrato y P al producto de reacción. Parece inmediato escribir la ecuación 

química en la forma: EPSE . Sin embargo, parece ser que el mecanismo es un poco más complejo:  

SE EP)ES(
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Es decir, hay un primer equilibrio entre reactivos (enzima y sustrato) y un complejo intermedio enzima-

sustrato, inestable y por tanto de pequeña concentración. Éste bien revierte a reactivos, bien rinde productos 

y regenera el catalizador de manera irreversible. Suponemos pues que la pequeña concentración de complejo 

permanece estacionaria a lo largo de la  reacción. Esto es, su concentración no varía con el tiempo,  

ESkESkSEk
dt
ESd

2110 ,

donde las constantes 1k , 2k corresponden a reacción en sentido izquierda-derecha y 1k  a reacción en sentido 

inverso. Con el balance material, ESEE0 , que no dice más que el enzima inicial se reparte entre 

enzima libre y acomplejado, podemos sustituir la concentración E , generalmente desconocida, en términos 

de 0E  y ES  en la ecuación anterior, pudiendo obtener finalmente la concentración desconocida ES  en 

términos de las concentraciones conocidas de sustrato S  y la inicial 0E  de enzima: 

Skkk
SEk

ES
121

01 ,

Puesto que la velocidad de formación de producto es, de acuerdo con este mecanismo, únicamente 

consecuencia de la destrucción irreversible del complejo dando productos, podemos escribir 

SK
SEk

Skkk
SEkk

ESk
dt
SdV

M

02

121

021
2 ,

donde
1

21

k
kk

K M  es la llamada constante de Michaelis-Menten. 

Si la concentración de sustrato es pequeña frente a la constante de Michaelis-Menten, podemos aproximar 

SK M  por MK  en el denominador y, en consecuencia, la reacción parece ser de primer orden respecto 

de la concentración S  de sustrato. En el caso contrario donde SSK M , la reacción muestra orden 

cero respecto dicha concentración. La velocidad de reacción como función de la concentración de sustrato es 

una función creciente que presenta un límite asintótico,

02
0202 Ek

SK
SEk

SK
SEk

LimV
MMS

Max

Por tanto, podemos reescribir la velocidad de reacción en la forma:  

SK
SV

V
M

Max .

Tal y como esta escrita esta ecuación no permite un ajuste lineal. Sin embargo, podemos linealizarla si 

tomamos como variable la inversa de la concentración de sustrato y como función la inversa de la velocidad: 
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SV
K

VV Max

M

Max

111

Se propone la realización de una hoja de cálculo donde se usen ambas ecuaciones para obtener las constantes 

MK y MaxV . Es decir, se realice un ajuste lineal y otro no lineal (por ejemplo usando la macro Solver) y se 

comparen los resultados obtenidos con uno y otro ajuste. 

En el ejercicio propuesto se toman la siguiente tabla de datos supuestamente experimentales:

Datos Experimentales 
[S] V
0,1 3,33
0,2 5
0,5 7,14
0,8 8
1 8,33
2 9,09

Con estos datos se obtiene el siguiente ajuste no lineal:
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y el siguiente ajuste lineal:  

Una vez encontradas las soluciones de este ejercicio académico, se propone como trabajo adicional la 

búsqueda en la web de información sobre un problema real de reacción enzimática y la comparación del 

ajuste encontrado en la bibliografía con el ajuste realizado con la hoja de cálculo construida. 

10.10. Desintegración radiactiva 

Muchos procesos de desintegración nuclear siguen una cinética de reacciones consecutivas de primer orden 

en las que un isótopo original produce un isótopo descendiente radiactivo, que también se desintegra. Un 

ejemplo seria la serie de desintegraciones PbPoBi 206
82

210
84

210
83  que representan los últimos dos pasos 

de la serie de desintegración radiactiva que empieza con el U238
92 y acaba con el isótopo no radiactivo del 

Pb . Las vidas medias de una y otra desintegración son 5.01 y 128.4 días, respectivamente. 

Si esquematizamos el proceso como CkB
k

A 21  y  consideramos cinéticas de primer orden, o sea, 

velocidades directamente proporcionales a las concentraciones de reactante, tenemos las siguientes leyes de 

velocidad:

Ak
dt
Ad

1   ;  BkAk
dt
Bd

21  ;  Bk
dt
dC

2
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La primera ecuación conduce a una ley exponencial, 
tk

eAA 1
0 , que sustituida en la segunda ecuación 

diferencial permite integrarla fácilmente, dando lugar a 

)
tk

e
tk

e(
kk

Ak
B 21

12

01

y como BAAC 0 , es inmediato que  

12

2
1

12

1
2

0 1
kk

tk
ek

kk

tk
ek

AC

Otras reacciones más complejas pueden llegar a no tener solución analítica en términos de funciones 

elementales. 

Se propone el siguiente ejercicio: Considerad el proceso CBA con unas constantes cinéticas 
1

1 1 sk  y 1
2 5.0 sk , unas concentraciones iniciales MA 10 , 000 CB  y proceded a integrar 

numéricamente con MATHEMATICA  (usando la orden NDSolve), desde un tiempo inicial 00t hasta

uno final st f 10 . Se deben representar las concentraciones de los tres compuestos frente al tiempo. Debe 

comprobarse que la solución obtenida coincide con las expresiones analíticas deducidas anteriormente. La 

solución que se debería obtener se muestra en la figura: 

Una vez resuelto este ejercicio académico, se propone abordar la serie PbPoBi 206
82

210
84

210
83 , u otras 

similares, que deben ser encontradas tras la correspondiente búsqueda en la web. 
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10.11. Cambios de estado: calor vs. temperatura 

Se dispone de los siguientes datos para las capacidades caloríficas del agua sólida y líquida, 

cp H2O (s) cp H2O (l) 
T(K) cp (cal /gr K) T(K) cp (cal /gr K) 
270,8 0,5018 273 1,00738 
268,1 0,4932 293 0,99883 
262 0,4861 313 0,99804 

252,2 0,4668 333 0,99943 
242,4 0,4488 353 1,00229 
234,7 0,4346 383 1,00697 

Para el agua gas encontramos en la literatura la siguiente expresión para su capacidad calorífica molar a 

presión constante, 

     Kcal/moldTbTac p
2

donde 2567.a , 0022980.b  y ..d 0000002830 Los calores latentes de fusión y vaporización, a las 

temperaturas de 273K y 373K son, respectivamente, 79.78 y 539.55 cal/gr. 

Se propone la construcción de una hoja de cálculo donde, en primer lugar, se ajusten las capacidades 

caloríficas del agua sólida y liquida a sendos polinomios, como se muestra en las figuras, de donde se han 

eliminado los ajustes obtenidos. 

0,43

0,44

0,45

0,46

0,47

0,48

0,49

0,5

0,51

230 240 250 260 270 280

T(K)

cp
 (s

) c
al

 /g
r 

K

0,996

0,998

1

1,002

1,004

1,006

1,008

250 300 350 400T(K)

cp
 (l

) c
al

 /g
r 

K

A partir de el polinomio del enunciado para el agua gas y los dos polinomios que se han ajustado para el 

agua sólida y líquida, más los datos de calores de fusión y vaporización, se debe calcular el calor (en 

calorías) que absorbe un gramo de agua que está inicialmente sólida a -50ºC, hasta llegar a 200ºC en estado 

de vapor. Debe representarse calor absorbido en función de la temperatura Q(T), por una parte, y variación 

de la temperatura con el calor absorbido T(Q), por otra. Se debe discutir y justificar la potencia refrigerante 

del agua en los diferentes rangos de temperatura. 
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Los resultados que se deben obtener vienen graficados a continuación. 
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Como parte del trabajo propuesto se deberá buscar información sobre el agua coma agente refrigerante y 

comparar su poder refrigerante con el de otras substancias, en distintos rangos de temperatura. Es 

especialmente interesante la respuesta térmica en los cambios de fase. De hecho, uno de los experimentos 

sencillos que se pueden proponer para verlo consiste en tomar una hoja de papel y doblarla formando una 

caja abierta por arriba, en la que se pone un poco de agua. A continuación se pone la caja de papel sobre un 

mechero encendido y vemos que no se prende… hasta que se acaba el agua de dentro de la caja, momento en 

que se produce la combustión súbita de la caja de papel. 

10.12. Ley de Fick 

Las disoluciones en equilibrio presentan una concentración uniforme. Si externamente provocamos un 

gradiente de concentraciones (como por ejemplo añadiendo cierto volumen de disolvente o de soluto sobre la 

superficie de la disolución) creamos un desequilibrio y el sistema responde contra él produciendo un flujo J

de soluto desde zonas de mayor a zonas de menor concentración. Dicho flujo es más grande cuanto más 

grande es el gradiente de concentración provocado externamente. Podemos hacer el siguiente experimento 

sencillo para poder observar la existencia del flujo, e incluso el hecho que este es mayor cuanto mayor es el 

gradiente. Tomamos un vaso de agua. Con un cuentagotas introducimos súbitamente un pequeño chorro de 

una disolución fuertemente coloreada, por ejemplo de disolución violeta de KMnO4, y observamos después 

cómo se difunde el color violeta a través del agua. Dejamos el vaso quieto y, después de un rato, vemos que 

una disolución uniforme de color rosado llena el vaso. Para ver que a mayor gradiente mayor flujo, tomamos 
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dos vasos de agua y dos cuentagotas, uno con disolución concentrada de KMnO4, de color violeta intenso, y 

otra con disolución diluida de este mismo compuesto, de color rosado. Introducimos simultáneamente en 

ambos vasos, con sendos cuentagotas, cantidades similares de una y otra disolución y observamos la 

diferencia de velocidad con que el color morado se difunde en el agua. 

La ley que gobierna esta difusión se conoce como primera ley de Fick. Esta ley es simplemente la 

plasmación matemática de la proporcionalidad entre flujo y gradiente de concentración. En el caso sencillo 

de la difusión en una dirección, que llamamos z, la primera ley de Fick toma la forma, 

dz
dcDJ

donde J es el flujo, en unidades mol/m2s, o sea, moles por unidad de superficie en la unidad de tiempo, D es 

la constante de proporcionalidad que se denomina coeficiente de difusión, y la derivada de la concentración 

respecto de la coordenada z es lo que antes hemos llamado gradiente de concentración. La fórmula incluye 

un signo negativo para indicar que el flujo va contra gradiente, es decir, los moles de soluto se mueven desde 

las zonas de mayor concentración a las zonas de menor concentración, intentando igualar las concentraciones 

en todo el vaso. 

En general, mientras se produce la difusión, las concentraciones en las diferentes regiones van cambiando. 

Esto es, la concentración es también una función del tiempo. La ley que indica la manera en que varía la 

concentración con el tiempo se conoce como segunda ley de Fick. De acuerdo con ella, la derivada de la 

concentración con respecto al tiempo es igual al producto del coeficiente de difusión por la derivada segunda 

de la concentración en la dirección del flujo. 

2

2

z
cD

t
c

La segunda ley de Fick de la difusión es una especie de ecuación de balance para la materia que fluye. No es 

necesario demostrar que Entrada Salida + Generación = Acumulación, pero si darle una forma matemática. 

A tal objeto consideremos, come se ve en la figura, el volumen diferencial dV que hay entre dos áreas A

iguales separadas una distancia diferencial .dz
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Si consideramos que no hay fuentes y sumideros dentro de ,dV  desaparece el término Generación del 

balance y queda sólo Entrada Salida = Acumulación. Identificamos “Acumulación” con la variación 

temporal de concentración y “Salida – Entrada” con la variación espacial de flujo: 

t
c

z
J

Si sustituimos aquí la primera ley de Fick, obtenemos la segunda. En caso de haber fuentes y/o sumideros 

distribuidos en el volumen, la segunda ley de Fick debe incluir un término adicional )z(g  de Generación. 

)z(g
z

cD
t
c

2

2

Finalmente, en régimen estacionario, la concentración no varia con el tiempo y la Generación se compensa 

con la diferencia Entrada Salida. Haciendo cero la derivada temporal de la concentración en la fórmula 

anterior obtenemos: 

)z(g
Dz

c 1
2

2

Se propone como ejercicio la integración numérica de esta última ecuación diferencial en una hoja de 

cálculo. Para proceder a integrar numéricamente las diferenciales éstas se reemplazan por incrementos 

finitos. Así, 

z
)/zz(c)/zz(c

dz
dc 22

Reiterando el proceso obtenemos la aproximación a la segunda derivada, 

22

2 2
22

z
)zz(c)z(c)zz(c

z
dz

)/zz(dc
dz

)/zz(dc

dz
cd

Substituyendo estas aproximaciones en la segunda ley de Fick estacionaria, y llamando )z(ggi ,

)z(cci , )zz(cci 1   y )zz(cci 1 , obtenemos, 

iiii g
D
zccc

2

11 2 iiii g
D
z)cc(c

2

2

112
1

Para integrar necesitamos conocer condiciones de contorno. Consideremos por ejemplo que 100 )z(c  y 

110 )z(c , que hay difusión estacionaria (con D = 1/2) a lo largo de una cañería de longitud 10 en la que 

existe un sumidero en 2z , 3)2(G  (lo que significa que zg /3)2( ),  y una potente fuente en 
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6z , 8)6(G  (i.e., zg /8)6( ).14 Lo que debemos determinar es la concentración en función de la 

posición z en la cañería, sabiendo el valor de concentración en ambos extremos. Establecemos el paso de 

integración z  y construimos tres columnas zi, gi, ci a intervalos z . La primera y segunda columna las 

conocemos. En particular la segunda es cero en todos los puntos excepto los de coordenada 2 y 6, donde 

están el sumidero y la fuente. De la tercera columna sólo conocemos el primer y el último valor, el resto de 

valores ci  los calculamos con la fórmula iterativa que hemos deducido. 

Para evitar que la hoja de cálculo dé error debido a referencias circulares en las fórmulas, desactivaremos el 

cálculo automático en la hoja de cálculo y activaremos el iterativo. Para ello seleccionaremos “Opciones” del 

menú “Herramientas” y allí seleccionamos la pestaña “Cálculo” y, en el cuadro que se descubre al 

seleccionar la pestaña “Calculo”, escogemos “cálculo manual” e “iteración”. Una vez construida la hoja de 

cálculo procedemos a realizar el cálculo (tecla F9) y a representar el perfil de concentraciones frente a la 

coordenada z.

Con los datos del problema el perfil resultante viene dado en la figura adjunta. 
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Una vez resuelto este ejercicio en la hoja de cálculo, podemos resolverlo de nuevo con MATHEMATICA

(usando la orden NDSolve). 

10.13. Simulación de un espectro de microondas 

El espectro electromagnético cubre longitudes de onda muy variadas. Para su estudio, el espectro se divide 

en segmentos o bandas, aunque esta división es inexacta. Se denomina microondas a las ondas 

electromagnéticas definidas en un rango de frecuencias longitudes de onda entre 30 cm y 1 mm, lo que 

corresponde a un rango de frecuencias de entre 1 GHz y 300 GHz. El rango de energía que esto comporta es 

                                                
14 Nótese que )(zg  es en realidad una densidad, )()( 0zzGzg , y que su correcta discretización es 0)( 0zzg ;

zGzzg /)( 0 , donde z es el paso de la discretización.
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del orden de las diferencias energéticas entre niveles rotacionales moleculares, por eso se dice que las 

microondas activan la rotación molecular. 

Una de las aplicaciones más conocidas de las microondas es el horno microondas, que usa un magnetrón 

para producir ondas a una frecuencia de aproximadamente 2,45 GHz. Estas ondas hacen rotar las moléculas 

de agua, lo cual genera calor. Debido a que la mayor parte de los alimentos contienen un importante 

porcentaje de agua, pueden ser fácilmente cocinados de esta manera. Sin embargo, esta radiación no es 

suficientemente energética para activar la vibración de la red cristalina que constituye el plato (la diferencia 

de niveles vibracionales se corresponde con la región infrarroja del espectro, más energética que la región de 

microondas). En consecuencia, conseguimos calentar la comida pero no el plato que la contiene, al que sólo 

le llega energía de modo indirecto, en forma de calor, desde el alimento caliente. 

En telecomunicaciones, las microondas son usadas en programas informativos de televisión para transmitir 

una señal desde una localización remota a una estación de televisión mediante una camioneta especialmente 

equipada. Protocolos inalámbricos LAN, tales como Bluetooth también usan microondas. La televisión por 

cable y el acceso a Internet vía cable coaxial, así como algunas redes de telefonía celular usan algunas de las 

más bajas frecuencias de microondas.  

Volviendo sobre el problema de la rotación molecular, recordaremos que la mecánica cuántica indica que no 

todas las energías son posibles en un sistema sino que, por lo general, sólo existen una serie de niveles de 

energía discretos (cuantización de la energía). En particular, los niveles de energía rotacional de una 

molécula lineal vienen dados en términos de un número cuántico J, que puede tomar el valor cero o cualquier 

valor entero positivo,

)J(JhcB)J(E 1

donde h es la constante de Plank, c la velocidad de la luz y B una constante llamada constante rotacional.  

La radiación electromagnética esta compuesta por partículas de luz, llamadas fotones, que al ser absorbidos 

por las moléculas les transfieren su energía, lo que provoca una transición a un estado energético superior. 

Pero no todos los estados excitados son accesibles cuando se absorbe un fotón. También la mecánica 

cuántica nos proporciona la respuesta, a través de las llamadas reglas de selección, que para el caso de la 

rotación en moléculas lineales indica que sólo son posibles transiciones desde un estado, definido por el 

número cuántico J, a otro cuyo número cuántico difiera de éste en una unidad, o sea, sólo son posibles 

transiciones entre estados energéticamente vecinos. 

Debemos indicar que la transición espectroscópica no es una línea a una determinada frecuencia sino una 

especie de campana. Ello es debido a la existencia de la llamada anchura natural de la banda que es 

consecuencia del principio de indeterminación energía-tiempo de Heisenberg. De nuevo, la mecánica 

cuántica nos da la respuesta sobre la forma que tiene la señal del espectro. Concretamente, es una campana o 
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curva Lorentziana centrada en una posición de frecuencia, con una anchura y altura dada, que viene 

determinada por la expresión 

2

2
041 )(

AA M  , 

donde MA es la altura máxima, 0 la posición de frecuencia donde se centra la Lorentziana y la anchura 

de banda a mitad de altura. 

Finalmente, debemos recordar que cuando realizamos un espectro no tenemos una molécula, sino una 

colectividad de moléculas y que no todas ellas están en el mismo estado energético J, sino que se distribuyen 

entre los distintos niveles, de manera que la población o numero de moléculas )J(n en cada nivel energético 

J viene determinado por una fórmula estadística en la que interviene la temperatura: 

1)/kT-hcBJ(Je)J()J(n 12

donde J es el número cuántico, h es la constante de Plank, c la velocidad de la luz, B la constante rotacional, 

k la constante de Boltzman y T la temperatura absoluta. 

Con toda esta información se pretende que se simule un espectro de microondas de una molécula lineal. Si 

tomamos 23108hcB julios, KT 298 , una anchura 2502 . cm-2, y, para simplificar, se identifica AM

con n(J), el resultado que se debería obtener se muestra en la figura adjunta. 
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10.14. Cálculo del pH de disoluciones de varias concentraciones de cualquier ácido

En este apartado se propone, como trabajo de aprendizaje autónomo, mejorar las hojas diseñadas en el 

capítulo 4 para el cálculo del pH de disoluciones. Rescatemos la hoja diseñada en el apartado 4.3 para el 

cálculo del pH de un ácido débil monoprótico: 

El cálculo del pH exacto se realiza cambiando manualmente el valor de la concentración, y el resultado debe 

copiarse también manualmente en la casilla correspondiente de la columna D. 

Lo primero que vamos a hacer para mejorarla es eliminar todo aquello que resulte superfluo en una hoja que 

vayamos a utilizar en el estudio o en el trabajo a modo de software, que en este caso nos calcula el pH de 

diferentes ácidos a diferentes concentraciones. 

En la figura siguiente se presenta un posible formato, de una infinidad de posibilidades, donde podemos ver 

las constantes que necesitamos para desarrollar las fórmulas necesarias (y que renombramos como ka y kw), 

así como los valores de pH exacto para el rango de concentraciones entre 10-1 y 10-14 M. Es importante notar 

que los nuevos nombres de las constantes mencionadas sirven para todo el libro, y no únicamente para la 

hoja en que están definidos. 

El diseño del libro debe ser capaz de recalcular los valores de pH que se presentan en la hoja al cambiar la 

constante Ka según el ácido del que se trate. 
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Para conseguirlo debemos calcular mediante el método de Newton el valor del pH exacto para la primera 

concentración considerada: 10-1 M. Este cálculo se puede realizar en la misma hoja y después camuflarlo 

(cambiando el color de letra a blanco, ocultando, etc.) o en una hoja diferente, a gusto del programador. En 

este  ejemplo vamos a calcularlo en otras hojas, de manera que no se vea en la hoja principal más que lo que 

le interesa al posible usuario. 
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Como se puede observar en la figura, no se debe nombrar como Co la celda de la concentración (C1), puesto 

que debemos calcular simultáneamente 14 valores de pH para 14 concentraciones iniciales diferentes. 

Usaremos C$1, nomenclatura que fija el numero de la celda cuando arrastramos fórmulas con esa expresión, 

recurso de EXCEL® que es muy útil en estos casos. Puesto que hemos observado que 0.0015 converge a 

todas las soluciones en el problema del apartado 4.3, lo mantendremos en el diseño de esta hoja, aunque 

puede cambiarse si la experiencia nos muestra que para algunas constantes de disociación no converge. En 

todo caso, aunque en este ejemplo sólo se ha arrastrado 26 filas la estructura de cálculo de la solución para 

poder mostrar el diseño en una figura adecuadamente, sería recomendable elevar el número de filas 

arrastradas. 

Para que el pH exacto calculado en la celda H3 correspondiente a la concentración 10-1 aparezca en la celda 

F10 de la Hoja 1, se debe teclear en ella la fórmula  

=Hoja2!H3

que significa que en la celda de destino aparecerá el valor sito en la celda H3 de la Hoja 2. También se puede 

teclear simplemente el signo “=” en la celda F10 de la Hoja 1, hacer clic en la celda H3 de la Hoja 2 y 

oprimir ENTER en el teclado, el efecto es el mismo. 
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A continuación se copia y pega la Hoja 2 en la 3, se sustituye la concentración por 0,01 y se repite la 

operación anterior en la Hoja 1, esta vez en la celda F11, donde aparecerá el valor de la celda H3 de la Hoja 

3.
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La operación se deberá repetir 14 veces, lo cual no es un trabajo demasiado arduo puesto que se trata de 

Copiar/Pegar/Marcar/ENTER, y sólo es necesario hacerlo una vez. Cuando el libro esta acabado ya no es 

necesario repetirlo nunca más. 

Sirva este ejemplo como modelo para diseño de una hoja que, como mínimo, sea capaz de calcular los pHs 

de disoluciones de diferentes concentraciones de cualquier ácido débil. A partir de aquí es posible incluir 

otros cálculos de pH o lo que la imaginación del programador decida. Será necesario mejorar el libro 

utilizando las opciones de bloqueo de celdas, seguridad, contraseñas, etc., lo que elevaría el nivel del trabajo. 

10.15. Cálculo de interpolaciones a partir de cualquier calibrado 

En el capítulo 7 hemos aprendido a programar una hoja para el ajuste por mínimos cuadrados de una recta a 

partir de datos experimentales, y a interpolar concentraciones a partir de absorbancias de disoluciones 

problema. Sin embargo, es una hoja que no se puede presentar para el uso de alguien que no la haya diseñado 

o esté familiarizado con ella. No es “amistosa” con alguien que la vea por primera vez. Además no es capaz 

de interpolar más de un valor, y normalmente nos encontraremos con más de una disolución problema. 

La hoja que vamos a diseñar en este apartado debe acercarse lo más posible a una hoja “profesional” que se 

pudiera ofrecer a cualquier estudiante de ciencias para el cálculo de interpolaciones a partir de ajustes, 

fundamentalmente determinación de concentraciones a partir de calibrados. 

A continuación se presenta un ejemplo que puede servir de modelo y principio para el diseño de una hoja de 

cálculo que pudiera incluirse en un paquete de software comercial. 
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A primera vista se puede observar, en primer lugar, la existencia de una clave que nos indica dónde debemos 

introducir los datos y las celdas que no se pueden modificar (esto es evidentemente mejorable).  

Las fórmulas para el cálculo se han “escondido” fuera del campo principal, ya que no es necesario verlas ni 

modificarlas. Las fórmulas se pueden “esconder” de diferentes formas, bloquearlas, etc.  

En la figura siguiente se presenta el lugar donde están las fórmulas. 

Si vemos las fórmulas introducidas también podemos aprender algunas funciones interesantes: 
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En la columna K no aparecen mensajes de error aunque las casillas a partir de J14 estén vacías, gracias a la 

función ESERROR() asociada a la función SI. Existen muchas funciones de este tipo que nos ayudarán a 

profesionalizar la hoja. 

También debemos tener en cuenta que el archivo o la hoja se pueden proteger mediante contraseña y otros 

detalles que la pueden mejorar. 

Así pues, se propone el diseño de un software lo más profesional posible a través del problema planteado. Un 

reto al alumno donde puede utilizar toda su imaginación, conocimiento y capacidad de aprendizaje 

autónomo. 
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11. Apéndices 

En este capítulo se incluye una serie de introducciones a conceptos básicos que el estudiante puede 

completar, bien acudiendo a textos especializados, bien mediante una adecuada búsqueda en Internet, 

siguiendo las indicaciones del primer capítulo.  

11.1. La serie de Taylor 

Es bien conocido que alterando los coeficientes a,b,c,… del polinomio P(x)=a+bx+cx2+… se pueden 

obtener curvas de cualquier forma deseada. Así podemos comprobar que variando el parámetro a

subimos/bajamos la curva; cambiando el signo de b podemos cambiar la pendiente, esto es, hacemos que la 

curva sea creciente o decreciente; cambiando el signo de c pasamos de curva cóncava a convexa, etc. Resulta 

instructivo constatar estas comprobaciones con ayuda de cualquiera de los dos programas MS EXCEL  y

MATHEMATICA que se han utilizado a lo largo del libro.  

En la figura se ha representado, junto a la función exponencial f(x)=ex (línea gruesa negra), una serie de 

polinomios: 

x)x(P 11  (línea azul) 
2

1
2

2
xx)x(P  (línea verde) 

62
1

32

3
xxx)x(P  (línea roja) , 

que progresivamente se van acercando a la función. Esto nos hace pensar que, mediante una apropiada 

selección del número de monomios y de sus respectivos coeficientes, podremos construir polinomios cuyo 

grafo sea una curva suave que tenga la forma que se desee. Por suave entendemos que sea una curva 

continua, sin picos ni cambios bruscos de pendiente. En lenguaje matemático, las curvas suaves no son más 

que los grafos de funciones que admiten múltiples derivadas, y la serie de Taylor no es más que un 

procedimiento cuantitativo para obtener el polinomio cuyo grafo sea la curva suave deseada. Más 
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concretamente, persigue como objetivo la obtención de un polinomio que se aproxime, tanto como se desee, 

a una cuerva suave dada, esto es, a una función f(x) dada que sea continua y múltiplemente derivable.  

Para lo que sigue será conveniente reescribir el polinomio en la forma P(x)=a+b(x-x0)+c(x-x0)2+…, de 

manera que cuando la variable independiente tome el valor x0 el polinomio tome el valor a. Debemos darnos 

cuenta que la reescritura que hemos hecho del polinomio equivale a escribir el valor del parámetro a de otro 

modo. En efecto, P(x)=(a-bx0+cx0
2+…)+ bx+cx2+…= a’+bx+cx2+…, donde a’=a-bx0+cx0

2+…De manera 

similar, nos convendrá reescribir el resto de parámetros de modo que el polinomio tome la apariencia 

siguiente:

...
!

)xx(
d

!
)xx(

c)xx(ba)x(P
32

3
0

2
0

0

Y queremos que este polinomio sea igual a una función f(x) dada, f(x)=P(x). Queda pues por determinar la 

fórmula de los coeficientes a,b,c,… en términos de la función f(x) que queremos aproximar. Con esta 

finalidad, calculamos el polinomio para el valor x0 de la variable independiente, y puesto que función y 

polinomio debe igualarse tenemos que: 

a...
!

)xx(
d

!
)xx(

c)xx(ba)x(f
32

3
00

2
00

000

Hemos obtenido de este modo la fórmula del parámetro a que, como hemos visto, no es más que el valor de 

la función f(x) en el punto x0.

Para obtener el resto de parámetros debemos darnos cuenta que el procedimiento usado ha funcionado 

porque todos los coeficientes, excepto el parámetro a, van multiplicados por las sucesivas potencias de (x-x0),

términos que se anulan cuando la variable independiente toma el valor x0. Por tanto, para obtener el 

parámetro b nos interesaría una nueva ecuación en la que b tome el rol que antes tomaba a, c el rol de b, y así 

sucesivamente. Esta nueva ecuación puede conseguirse simplemente derivando. En efecto, si derivamos el 

polinomio obtenemos,  

...,
!

)xx(
d)xx(cb)'x(P

2

2
0

0

y, como queremos que función y polinomio sean iguales, deberán, en particular, tener idénticas derivadas en 

x0, lo que nos proporciona directamente la fórmula del parámetro b, esta vez en términos de la derivada de la 

función en x0:

b...
!

)xx(
d)xx(cb)'x(f

2

2
00

000
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Siguiendo con este procedimiento podemos calcular el resto de parámetros. Derivando de nuevo y 

particularizando el valor x = x0 obtenemos la formula para c:

c...)xx(dc')'x(f 000

Repitiendo el procedimiento obtenemos la serie (infinita) de coeficientes y, con ellos, la llamada serie de 

Taylor, que no es más que un polinomio cuyos parámetros son las sucesivas derivadas de una función en un 

punto x0 dado. A este punto x0 se le conoce con el nombre de origen del desarrollo. 

...
!

)xx(
)x('''f

!
)xx(

)x(''f)xx)(x('f)x(f)x(f
32

3
0

0

2
0

0000

11.2. La serie de Taylor truncada: error de truncación 

Es obvio que uno no puede escribir ni calcular infinitos términos, pero no es menos cierto que el 

procedimiento anterior nos ha evidenciado que, en general, para obtener la función exacta hace falta un 

polinomio con infinitos monomios. Ahora bien, como en física y en química la máxima precisión alcanzable 

siempre supone un número finito de decimales, no es necesario obtener un polinomio que sea igual a la 

función, sino que sea igual con una cierta precisión. 

Seria interesante determinar la precisión con que una serie truncada de Taylor nos aproxima la función en un 

punto dado. Tomemos por ejemplo la serie truncada en la primera derivada y llamemos resto R(x) al valor 

que debemos sumarle al polinomio truncado para que nos dé el valor exacto de la función en el punto x.

Escribimos pues 

)x(R)xx)(x('f)x(f)x(f 000 .

Nos preguntamos el valor que toma el resto. Desde la ecuación anterior obtenemos 

)xx)(x('f)x(f)x(f)x(R 000 .

Los dos primeros términos de la parte derecha pueden fundirse en uno solo si consideramos la identidad 

)x(f)x(fdx)x('f
x

x
0

0

.

Más aun, los tres términos pueden fundirse en uno solo si consideremos la identidad análoga siguiente:  

)xx)(x('f)x(f)x(fdx)x('f)x('fdxdx)x(''f
x

x

x

x

x

x
0000

00 0
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Así pues, de manera formal, podemos escribir el resto como una integral que implica derivadas de la función 

a aproximar, 

x

x

x

x
dxdx)x(''f)x(R

0 0

Por otra parte, el teorema del valor medio nos asegura, como visualizamos en la figura siguiente, que existe 

un rectángulo con base idéntica al intervalo de integración que tiene el mismo área que la integral definida 

(área bajo la curva), siendo que la altura de este rectángulo debe coincidir con el valor de la función f( ) en 

algún punto  de dicho intervalo. 

Podemos escribir pues que:  xx;)xx)((fdx)x(f
x

x
00

0

Este resultado llevado a la segunda identidad permite reescribir que, 

2

2
0

00
000 0

)xx()(''fdx)xx()(''fdx)xx()(''fdxdx)x(''f
x

x

x

x

x

x

x

x

Por tanto podemos escribir el resto en la forma 
2

2
0 )xx(

)(''f)x(R , y la serie de Taylor: 

2

2
0

000
)xx()(''f)xx)(x('f)x(f)x(f

De manera análoga, si truncamos la serie de Taylor en la segunda derivada y repetimos un procedimiento 

análogo obtenemos un resto R(x) dado por la fórmula: 

3!

3
0 )xx(

)('''f)x(R ,

y, por tanto, la serie siguiente: 

xx0

f )
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3!2

3
0

2
0

0000
)xx()('''f)xx()x(''f)xx)(x('f)x(f)x(f

Por inducción obtenemos la expresión general: 

xx;
)!(n
)xx()(f

i!
)xx()x(f)x(f )n(

n

i

i
)i(

0

1n
01

0

0
0 1

11.3. Raíces de una función 

Discutiremos brevemente aquí el método iterativo simple y el de Newton-Raphson, dos de los más utilizados 

entre los muchos métodos que existen para encontrar las raíces de una función f (x).

11.3.1. El método iterativo simple  

El método iterativo simple se basa en escribir la ecuación f (x) = 0 como x = g(x). Esto es siempre posible, 

pues podemos sumar x a ambos miembros de la ecuación f (x) = 0 obteniendo la identidad x = x + f (x). Si 

llamamos g(x) = x + f (x) encontramos la ecuación buscada x = g(x). La filosofía del método es que la 

ecuación x = g(x), que sólo se cumple para las raíces  de la función f (x), nos sirva para definir la serie 

xi+1=g(xi), partiendo de un punto inicial x0, que converge a la raíz buscada.

La figura muestra el proceso. Puesto que la raíz viene dada por la condición x = g(x), ésta se encontrará en el 

punto de corte de la función y = x (diagonal) y la función y = g(x). Queremos encontrar este punto de corte 

partiendo de un valor inicial x0 en el eje de abscisas. Para ello trazamos la vertical hasta encontrar la función, 

que allí vale g(x0), puesto que si x0 fuese la solución encontraríamos el punto de corte buscado. En general, 

no se da el caso y g(x0) no coincide con x0, sino que toma otro valor que llamaremos x1 y usaremos como 

nuevo valor inicial. Gráficamente significa trazar una horizontal desde la función hasta la diagonal. El corte 

horizontal – diagonal tiene precisamente abscisa x1. Iterar significa repetir el proceso a partir de la nueva 

abscisa. Esto es, trazamos una vertical hasta encontrar la función, que allí vale g(x1), y que como vemos en la 
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figura, no es la solución. Por este motivo, como hemos hecho antes, trazamos una horizontal hasta 

interceptar la diagonal en un punto de abscisa x2 que, aun no siendo la solución, está más cerca. Continuamos 

la iteración hasta que abscisa xi  y función g(xi) difieran menos que la precisión requerida |xi - g(xi)| < .

Pero el método no siempre funciona. En la figura anterior visualizamos una iteración divergente. Esto es, 

aquella que en lugar de acercarse a la raíz , se aleja de ella. La contemplación de ambas graficas nos da la 

clave para entender el motivo: cuando la raíz se encuentra en una región donde la pendiente de la función 

supera la pendiente de la diagonal (que vale la unidad) el  proceso ha divergido, mientras que en el primer 

caso, donde la pendiente de la función era menor que uno, se ha convergido.  

Podemos fundamentar esta observación mediante un pequeño razonamiento algebraico. Decimos que la serie 

converge si las raíces aproximadas consecutivas se aproximan, esto es si: 

|xx||xx| iiii 112

Puesto que xi+1=g(xi), podemos reescribir esta desigualdad en la forma, 

1
1

1
11 |)x('g|

|xx|
|)x(g)x(g||xx||)x(g)x(g| i

ii

ii
iiii

Donde hemos sustituido el cociente del incremento g de la función y x de la variable por la derivada, que 

no es más que el límite de éste cuando x tiende a cero (de ahí el signo de aproximadamente igual en la 

ecuación anterior). Con todo ello demostramos que la condición de convergencia queda supeditada a que en 

la región de la raíz buscada el módulo de la derivada de g(xi) sea menor que la unidad. Cuando esto no 

suceda el método no será útil y deberemos acudir a un método alternativo como el de Newton-Raphson que 

seguidamente pasamos a describir. 
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11.3.2. El método de Newton-Raphson 

Para realizar la búsqueda de la raíz de una función en el método de Newton-Raphson, en adelante método de 

Newton,  además de valores de la función, se toman valores de la derivada. La derivada nos da una idea de lo 

rápidamente que crece/decrece una función, y es la clave de la mayor rapidez de convergencia de este 

segundo método. La idea básica del método de Newton es la siguiente: se comienza con un valor inicial, 

razonablemente cercano a la raíz buscada, entonces se reemplaza la función por su recta tangente en ese 

punto, se iguala a cero y se despeja (fácilmente, por ser una ecuación lineal). Este cero será, generalmente, 

una aproximación mejor a la raíz de la función. Luego se aplican tantas iteraciones como se deseen. 

En la gráfica superior se ha representado un par de etapas del método: partiendo de x0 trazamos una vertical 

hasta encontrar la función. Allí trazamos la tangente y nos movemos a lo largo de ella hasta llegar al eje de 

abscisas en un punto que etiquetamos como  x1. Repetimos el proceso: partiendo ahora de x1 trazamos una 

vertical hasta encontrar la función. Allí trazamos la tangente y nos movemos a lo largo de ella hasta llegar al 

eje de abscisas en un nuevo punto que etiquetamos como x2. Y así sucesivamente hasta encontrar, con la 

precisión deseada, la raíz  buscada. 

Desde un punto de vista algebraico, el procedimiento se fundamenta en la expansión de la función en serie 

Taylor truncada en el término de primera derivada. En efecto: Llamemos x0 al valor inicial,  a la raíz 

buscada, y  a su diferencia,  = x0. Desarrollamos la función f(x) en serie de Taylor tomando x0 como 

origen del desarrollo y particularizamos la serie para un valor  = x0, punto en el cual la función es cero 

por ser  una de sus raíces. Tenemos pues, 

f(x1)

f(x0)

xx2 x1 x0

f(x) 

tangente 2 

tangente 1 
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)x('f
)x(f)x('f)x(f)x(f)(f

0

0
000

Si tomamos el valor aproximado obtenido para  i lo sumamos a x0, en vez de obtener la raíz exacta 

obtenemos la aproximación )x('f
)x(fxx

0

0
01 . Y, a partir de aquí el método se itera hasta encontrar la 

exactitud deseada. 

A la vista de la figura anterior, la pendiente de la primera recta tangente la podemos calcular como el 

cociente entre la altura f(x0) y la base (x0 x1) del triangulo rectángulo que allí se observa. Dicha pendiente 

es también, por definición, la derivada f’(x0) de la función en x0, o sea, 

,
)x('f
)x(fxx

)xx(
)x(f)x('f

0

0
01

10

0
0

que es precisamente la expresión encontrada anteriormente mediante álgebra. Con esto queda justificado el 

procedimiento de Newton y mostrado gráficamente su proceso iterativo. En resumen, partimos de un valor 

inicial x0 para el que calculamos la función f(x0) y la derivada f’(x0). A partir de estos dos valores calculamos 

el paso  que posteriormente sumamos a x0 para obtener x1, valor en el que de nuevo calculamos la función 

f(x1) y la derivada f’(x1). A partir de estos dos valores obtenemos el nuevo paso que sumado a x1 nos 

proporcionan x2, y así sucesivamente hasta convergencia, esto es, hasta que el paso  obtenido sea menor que 

la precisión requerida. 

Aunque más robusto, al igual que el método iterativo simple, el método de Newton también puede encontrar 

situaciones en que no es posible la convergencia. En efecto, si la función presenta una derivada nula, puesto 

que ésta entra en el denominador del cociente que define el paso , éste se hace infinito, lo que nos aleja de 

cualquier posible raíz.

11.3.3. Rapidez de convergencia del método iterativo simple y del de Newton-Raphson 

Hemos indicado más arriba que el hecho que en el método de Newton se haga uso de las derivadas mientras 

que en el iterativo simple no, nos presagiaba una mejor convergencia para el primero. Con objeto de 

mostrarlo consideramos un punto intermedio en la convergencia del método iterativo simple, que viene 

definido por la ecuación xi+1= xi +f(xi)=g(xi), y en el de Newton que viene dado por )x(gxx i)x('f
)x(f

ii i

i
1 .

Escribamos xi = + i, donde i representa el error que se arrastra en la  i-ésima iteración. Desarrollamos la 

función g en serie de Taylor tomando  como origen, 

...)(''g)('g)(g)x(gx iiiiii
2

2
1

11

Deducimos pues que:    ...)(''g)('g iii
2

2
1

1
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Recordemos que en el método iterativo simple definíamos )x(fx)x(g , por tanto )('f)('g 1

mientras que en Newton )x('f
)x(fx)x(g  y por tanto 22

2

1
)('f

)(f)(''f
)('f

)(f)(''f)('f)('g . Ahora bien, 

puesto que 0)(f  por ser  raíz de )x(f  y también 0)('f  (pues de otra forma no es posible la 

convergencia del método Newton), concluimos que en el caso del método de Newton 0)('g . En otras 

palabras, que mientras en el método iterativo simple )(O)('g
iii
2

1 , en el método de Newton 

)(O)(''g iii
32

2
1

1 . O, dicho de otro modo, que mientras que en el método iterativo simple el error en 

cada etapa es proporcional al error en la etapa previa, en el  método de Newton el error en cada etapa es 

proporcional al cuadrado del error de la etapa previa. Puesto que i les un número pequeño, su cuadrado lo es 

mucho más, cosa que permite entender porqué, en general, el número de etapas necesarias para conseguir 

una precisión con el método de Newton es mucho menor que con el método iterativo simple. 

11.4. Integración numérica: calculando el área bajo una curva

Se sabe que muchas funciones, incluso con aspecto inofensivo tales como ,e)x(f x2
)xsin()x(f 2 ,  no 

admiten una primitiva expresable en términos de funciones elementales. Otras veces sucede que no 

disponemos de una expresión explícita para f(x), sino sólo una tabla de valores. En estos casos es necesario 

recurrir a métodos de cálculo aproximado de su integral definida, esto es, de cálculo aproximado del área que 

hay debajo de la curva que representa dicha función. 

El teorema del valor medio mencionado en 11.2 nos dice que el área bajo la curva puede calcularse, de 

manera exacta, como el área de un rectángulo cuya base es el intervalo de integración (x0, x) y cuya altura 

f( ) es el valor de la función en algún punto interior, (x0, x). Este teorema nos orienta para encontrar el 

más simple entre los métodos de integración: el método de los rectángulos.

El método de los rectángulos consiste en sustituir el área que hay debajo de la curva en el intervalo (x0, x) por 

N subáreas donde cada subárea se asemeja a un rectángulo elemental de base h=(x-x0)/N y altura igual al 

valor de la función en el centro cada uno de los N intervalos. Si en lugar de tomar el centro del intervalo, se 

conociese y, por tanto, se tomase un valor i de acuerdo con el teorema del valor medio, la integración seria 

xx0

f )
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exacta. Como los valores i que determinan las alturas f( i) que hacen que el área de cada rectángulo sea 

exactamente igual a la superficie de las pequeñas subáreas son desconocidos, se toma como altura 

aproximada el valor de la función en el centro del rectángulo. Cuanto más pequeña sea la base h de los 

rectángulos, tanto mejor será la aproximación realizada. 

Desde un punto de vista algebraico, hemos de sumar rectángulos. El i-ésimo rectángulo tiene una altura igual 

al valor de la función en el centro de su base f(x0+(i 1/2) h) y, al igual que todos los demás, una base h. La 

integral, es decir el área, será pues, 

N

i
hixfhI

1
0 ])2/1([

Otro método, uno de los más antiguos junto con el anterior de los rectángulos, que sirvió de base para 

desarrollar las integrales, es el método de los trapecios (ver figura adjunta). Como en el caso anterior, se 

divide el intervalo de integración en subintervalos iguales. Entonces la función se sustituye por una poligonal 

que tiene en común con la función inicial los extremos de los subintervalos. Cuantos más trapecios se 

coloquen más precisa será la aproximación y más pequeña será la base inferior de cada uno de ellos, que 

tenderá a cero.  

Lo que hacemos es sumar el área de los trapecios, todos de la misma base h. El área de cada trapecio (ver la 

inserción de la figura) es la del rectángulo 1yh , más la del triángulo superior 210 /)yy(h , es decir 

210 /)yy(hA . Por tanto, la suma del área de dos trapecios contiguos es 22 210 /)yyy(hA . Si 

hay N trapecios que sumar, puesto que las alturas yi son los valores de la función en xi, obtenemos: 
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)]x(f)x(f)x(f[hA N

N

i

1

1
0 2

2
.

Si reflexionamos sobre los dos métodos presentados nos damos cuenta que ambos dividen el intervalo de 

integración en subintervalos idénticos y, mientras que en la regla del rectángulo la función se sustituye en 

cada  subintervalo por una función constante (polinomio de grado cero), en el de los trapecios se sustituye 

por una función afín (es decir, un polinomio de grado 1). Esto nos sugiere una generalización mediante el 

uso de polinomios de segundo orden (que da lugar a la llamada regla de Simpson) o de orden superior 

(formulas de Newton-Cotes). Si se permite variar los intervalos entre los puntos de interpolación, se 

encuentra otro grupo de fórmulas de integración, llamadas fórmulas de integración gaussianas. Una regla de 

integración gaussiana es típicamente más precisa que una regla de Newton-Cotes que requiera el mismo 

número de evaluaciones del integrando. No vamos en entrar a detallar estos otros métodos, aunque antes de 

acabar queremos mencionar un último tipo de integración a la que se recurre en caso de integrales múltiples 

de más de cuatro o cinco variables, en la que los métodos tradicionales se hacen computacionalmente 

prohibitivos. Es la llamada integración de Montecarlo, que se basa en una aproximación probabilística. En el 

caso de una dimensión, en el método Montecarlo se sustituye el área bajo la función por un rectángulo, de la 

misma base, cuya altura se calcula mediante la siguiente aproximación estadística: 

Llamamos (x0, xf) al intervalo de integración y H a la altura de un rectángulo que contiene la función, esto es, 

cuya altura es mayor que altura máxima fM de la función en dicho intervalo: H > fM. Generamos números 

aleatorios ri en el intervalo (0,1). Por ejemplo, con MATHEMATICA usaríamos la orden Random[]. A 

partir de ri generamos xr = x0+(xf x0) ri que, por su definición, pertenecen al intervalo de integración, xr (x0,

xf); A partir de rj generamos yr = H·rj distribuido entre cero y H. Si resulta que yr < f(xr), entonces 

incrementamos el valor de un contador m que hemos inicializado a cero. En caso contrario, no lo 

incrementamos. Repetimos esta operación N veces y calculamos el factor de probabilidad p=m/N, que indica  

la fracción de veces que ha resultado yr menor que  f(xr). En la grafica superior mostramos los puntos yr

calculados para cada valor aleatorio xr junto a la función f(xr). El factor de probabilidad p representa el 

número de puntos bajo la curva dividido por el número total de puntos. Debido al carácter aleatorio del 
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proceso, si N es suficientemente grande, la densidad de puntos es homogénea y la fracción p de puntos bajo 

la curva coincide con la fracción de área bajo la curva. Por ello, tomamos como altura h del rectángulo cuya 

área es igual al área buscada mediante h=p·H y la integral la aproximamos por: )xx(HpI f 0 .

Otra alternativa más simple consiste generar la muestra de N valores xr = x0+(xf x0) ri, calcular para cada uno 

de ellos el valor de la función f(xr) y considerar que la suma de valores de la función dividido por N es una 

buena aproximación al valor medio de la función en este intervalo y por tanto la integral se calcula 

simplemente como el producto de esta altura media por la base:

N

i
if

f )rx-x(x(f
N

xx
I

1
00

0 .

En este caso, la imprecisión de la integral se calcula a partir de la imprecisión de la media calculada, la cual 

viene a ser el doble de su varianza. 

11.5. Ajustes lineales de dos parámetros 

Uno de los tipos más comunes e interesantes de experimento que involucra la medición de varios valores de 

dos diferentes variables físicas es aquel que tiene la finalidad de investigar la relación matemática entre ellas. 

La graficación de resultados obtenidos nos permite visualizar cualitativamente el ajuste de los datos a una 

función dada, tal como una línea recta. Una vez formulada una teoría que justifique la relación funcional 

debemos deducir el mejor valor de los parámetros que la definen. Por ejemplo, en el caso de un ajuste lineal, 

sería la pendiente y la ordenada en el origen. Existen formas cuantitativas de encontrar el valor de los 

parámetros que mejor representan a un conjunto de datos, y es precisamente este tema el que abordaremos 

aquí. Probablemente, los experimentos más comunes del tipo descrito más arriba son aquellos para los cuales 

la relación esperada entre las variables es lineal. Por ejemplo, cuando representamos la presión de un gas 

frente a la temperatura absoluta, a volumen constante, encontramos que la presión crece linealmente con la 

temperatura: .aTP  Si fijamos el volumen a un litro y disponemos de un mol de gas, el mejor ajuste nos 

conduce a una pendiente igual a la constante de gases R y una ordenada en el origen nula. En un 

planteamiento general consideraremos un par cualquiera de variables físicas x e y de las cuales sospechemos 

que están relacionadas por una relación lineal de la forma y = A + Bx, donde A y B son constantes. Si las dos 

variables y y x están relacionadas de esta manera, entonces un gráfico de y frente x debiera resultar una línea 

recta de pendiente B, que corta al eje de ordenadas en y = A. Si nuestras mediciones no están sujetas a error 

alguno, entonces cada uno de los puntos (xi, yij) caería exactamente sobre la línea y = A + Bx. En la práctica, 

existen errores y debemos buscar la mejor estimación de los parámetros A y B. El método analítico de 

encontrar la mejor recta que se ajusta a una serie de datos experimentales es llamado regresión lineal, o 

ajuste de mínimos cuadrados para una recta. Una vez encontrada la mejor recta, debemos encontrar además

alguna forma de medir cuan bien se ajusta esta línea a los datos y, por tanto, cuanta imprecisión tienen los 

parámetros que hemos ajustado. 
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Supondremos pues que x es la variable que fijamos e y la que medimos en el experimento. Aunque ambas 

variables están sujetas a error, supondremos que controlamos la variable x de manera exacta y que, por tanto, 

no está sujeta a ningún error aleatorio; cosa que equivale a trasladarle a la variable y el pequeño error de 

control que podamos tener sobre la otra variable. La variable y es la que consideramos sujeta al error 

aleatorio del experimento. Consideramos que en nuestro experimento fijamos la variable x a un cierto valor xi

y realizamos una serie mi de medidas de la variable y: .y,,y,y iimi2i1  En la figura mostramos la nube de 

puntos a que da lugar dicho experimento. 

Llamamos c
iy a los valores de la variable aleatoria que vienen dados por la regresión, .BxAy i

c
i

Queremos encontrar los valores A y B que hagan que la recta pase por el medio de la nube de puntos. En 

otras palabras, queremos encontrar los valores A y B que hagan mínima la distancia de los puntos 

experimentales a la recta propuesta, esto es, queremos que la magnitud ,Dreg
2 que definimos como suma de 

las distancias de los puntos a la recta,  

ij ij
iij

c
iijreg ,)BxAy()yy(D 222

sea mínima. Démonos cuenta que tomamos la suma de diferencias elevadas al cuadrado, en lugar de la suma 

de diferencias, con objeto de evitar que diferencias negativas resten en vez de sumar. 

En un experimento dado en el que la nube de puntos viene fijada, la magnitud suma de cuadrados 2
regD sólo

es función de dos variables, A y B. Escogemos A y B de manera que la suma de cuadrados sea mínima, y por 

tanto, sus derivadas respecto de A y B sean nulas, 

002

002

2
2

2

xBNxANyxNx)BxAy(
B

D

xBNANyN)BxAy(
A

D

ij
iiij

reg

ij
iij

reg

donde hemos definido las medias:          
ij

ij ,y
N

y 1

ij
iji ,yx

N
xy 1    etc. 
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Desde estas ecuaciones obtenemos los valores A y B que minimizan la distancia de los puntos experimentales 

a la recta propuesta: 

xByA
xx

yxB ;xy
22

La segunda tarea a abordar es la determinación de la bondad del ajuste y la de los parámetros A y B. Una 

medida de esta bondad nos la da la propia suma de cuadrados, si la normalizamos dividiéndola por el número 

de puntos. Dicha normalización la hacemos para evitar que, al añadir puntos experimentales, aumentemos el 

valor de la suma de cuadrados, lo que daría la impresión de empeorar la bondad del ajuste al hacer más 

medidas, cosa completamente absurda. Del mismo modo, en vez de dividirla por el número de puntos N,

dividiremos por N-2. Esto último lo hacemos para que un experimento en el que sólo hemos hecho dos 

medidas no nos de un error cero (por dos puntos siempre pasa una recta). En realidad, si sólo hemos hecho 

dos medidas no tenemos ni idea de cual es el error de nuestro experimento. En otras palabras, la bondad del 

ajuste es completamente indeterminada. Podemos hacer que las matemáticas nos digan que la bondad es 

indeterminada si definimos el parámetro de bondad como la siguiente dispersión:

ij
iij

ij

c
iij

reg
reg )BxAy(

N
)yy(

NN
D

S 22
2

2
2

1
2

1
2

En efecto, si solo hemos hecho dos medidas, la recta ajustada pasa por los únicos dos puntos 

experimentalmente determinados, por tanto la distancia de los puntos experimentales a la recta es cero y 

también lo es la suma de cuadrados. Ahora bien, el denominador (N-2) del parámetro de bondad también es 

cero puesto que N=2, y, en matemáticas, una fracción cero dividido por cero está indeterminada. 

Tenemos pues un primer parámetro que nos indica la bondad del ajuste, pero necesitamos ser más concretos 

y determinar la imprecisión de los parámetros ajustados. Comencemos por B, que podemos reescribir como: 

ij
iji y)xx(

Nxx
B 11

22

En esta expresión sólo yij es aleatorio y presenta dispersión. Precisamente la que justo antes hemos calculado 

y que denominamos dispersión de la regresión. Como B depende de y, e y tiene un error aleatorio, también B

presentará un error aleatorio. La correspondiente dispersión la podemos calcular a partir de la dispersión de 

la regresión, mediante una relación funcional análoga a la que relaciona B con y (ver sección 11.5.1),

,
D

S

)xx(N

S
)xx(N

Nxx

S
S)xx(

Nxx
S

x

regregreg

ij
regiB 2

2

22

2
22

22
22

2
22

22
22

2 111
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donde hemos introducido la definición de suma de cuadrados de la x: )xx(N)xx(D
i

ix
2222 .

De manera análoga, el parámetro xBy
N

xByA
ij

ij
1 , presenta una dispersión 

2
2

2
22

2
2

reg
x

B
reg

A S
D
xSx

N
S

S ,

donde la última igualdad se obtiene sustituyendo el valor de la dispersión de la B, antes calculada, y 

ordenando la expresión obtenida. Nótese el cambio de signo al pasar de la fórmula de A a la de su dispersión. 

No es ningún error. Las imprecisiones siempre se suman. 

Finalmente nos puede interesar calcular la dispersión de un valor ajustado i
c
i BxAy . Al igual que antes 

tenemos: 

2

22
2222 1

x

ireg
BiAy D

)xx(N
N

S
...SxSS c

i

La imprecisión o error se puede estimar como aproximadamente el doble de la raíz cuadrada de la dispersión 

(recuérdese que elevábamos al cuadrado para evitar números negativos. Ahora debemos pues quitar el 

cuadrado). De manera más exacta, la imprecisión o error se debe calcular como t veces la raíz cuadrada de la 

dispersión, donde el parámetro t, llamado t de Student, tiene en cuenta el número de grados de libertad de 

nuestro experimento (que es igual al número de medidas menos 2, como habíamos comentado 

anteriormente). A continuación incluimos una tabla de dicho parámetro.  

Grados de libertad Probabilidad Grados de libertad Probabilidad 
 0.05 0.01 0.001  0.05 0.01 0.001

1 12.71 63.66 636.62 18 2.10 2.88 3.92 
2 4.30 9.93 31.60 19 2.09 2.86 3.88 
3 3.18 5.84 12.92 20 2.09 2.85 3.85 
4 2.78 4.60 8.61 21 2.08 2.83 3.82 
5 2.57 4.03 6.87 22 2.07 2.82 3.79 
6 2.45 3.71 5.96 23 2.07 2.82 3.77 
7 2.37 3.50 5.41 24 2.06 2.80 3.75 
8 2.31 3.36 5.04 25 2.06 2.79 3.73 
9 2.26 3.25 4.78 26 2.06 2.78 3.71 
10 2.23 3.17 4.59 27 2.05 2.77 3.69 
11 2.20 3.11 4.44 28 2.05 2.76 3.67 
12 2.18 3.06 4.32 29 2.05 2.76 3.66 
13 2.16 3.01 4.22 30 2.04 2.75 3.65 
14 2.14 2.98 4.14 40 2.02 2.70 3.55 
15 2.13 2.95 4.07 60 2.00 2.66 3.46 
16 2.12 2.92 4.02 120 1.98 2.62 3.37 
17 2.11 2.90 3.97 1.96 2.58 3.29 
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Para finalizar, indicaremos que, en lugar de usar 2
regS  para definir la bondad del ajuste, es habitual otro 

parámetro llamado coeficiente de autocorrelación , relacionado con 2
regS , pero que tiene la ventaja de que 

su valor está acotado entre cero y uno. Se define mediante la siguiente expresión: 

2

2

1
y

reg

S

S

11.5.1. Propagación de la dispersión 

Imaginemos una función que depende de una variable aleatoria )x(fy . La generalización a funciones que 

dependen de más de una variable es inmediata. Comprobaremos en primer lugar que el valor medio de y=f(x)

se puede calcular como la función de la media de la variable. Después, calcularemos la dispersión de la y, a 

partir de la suma de sus cuadrados. 

Cuando realizamos un experimento determinamos un valor ix , lo que conduce a un valor para la función 

).x(fy ii  La variable ix siempre se puede expresar como su valor medio más la desviación de dicho valor: 

.dxx ii Sustituimos en la función y desarrollamos en serie de Taylor hasta primer orden: 

...)x('fd)x(f)dx(fy iii

Por su parte, teniendo en cuenta que el valor medio de las desviaciones que la variable aleatoria tiene 

respecto de su propia media es cero, el valor medio de y resulta:

)x(fd
N

)x('f)x(f])x('fd)x(f[
N

y
N

y
i

i
i

i
i

i
111

Calculemos ahora la dispersión de la y a partir de la suma de sus cuadrados: 

i
i

i
i

i
i

i
iy )xx(

N
)x('fd)x('f

N
)]}x('fd)x(f[)x(f{

N
)yy(

N
S 2222222 1111

222
xy S)x('fS

Si la función depende varias variables aleatorias xI, siguiendo un procedimiento análogo llegamos a que, 

2
2

2
Ix

I I
y S

x
fS
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11.6. Otros ajustes lineales  

Puede darse el caso de que tengamos fundamentos teóricos que nos permitan saber de manera exacta el valor 

bien de la pendiente, bien de la ordenada en el origen de una recta, y que los experimentos se hagan para 

determinar el segundo de los parámetros. Por ejemplo, podríamos pensar que la recta que relaciona 

concentración y absorbancia de una disolución diluida coloreada deba pasar por el origen, puesto que en el 

límite de concentración cero sólo tenemos el agua, la cual no absorbe luz visible. En estos casos no podemos 

usar las fórmulas demostradas en el apartado anterior, sino que hay que encontrar fórmulas adecuadas al 

problema.  

Consideremos en primer lugar el caso de ordenada en el origen conocida: ,BxAy 0  siendo que 0A  es 

conocida. Para deducir la fórmula del mejor valor de B, procedemos como antes: escribimos la suma de 

cuadrados de las distancias de los puntos experimentales a la recta teórica y ajustamos B para que sea 

mínima: 

ij ij
iij

c
iijreg .)BxAy()yy(D 2

0
22

En este caso, puesto que 0A es fija y conocida, sólo tenemos la posibilidad de encontrar el valor B que haga 

mínima la distancia de los puntos experimentales a la recta propuesta, esto es, que haga mínimo .Dreg
2 Para

ello, como hicimos antes, procedemos a derivar e igualar a cero: 

02 0

2

ij
iiij

reg )x)(BxAy(
Bd

Dd
2

0xyB
x

xA

En cuanto a las dispersiones de la B y del un valor ajustado c
iy , procediendo de modo análogo al apartado 

anterior, encontramos que: 

2

2
2

xN

S
S reg

B ;
2

2
22

xN

S
xS reg

iyc
i

;
ij

c
iij

reg
reg )yy(

NN
D

S 2
2

2

1
1

1

donde ahora la suma de cuadrados se divide por N-1 y no N-2 porque, conocida la ordenada en el origen, 

basta un experimento para poder construir la curva, y, con un solo experimento tenemos indeterminación en 

la bondad del ajuste. 

En el caso de recta con pendiente conocida, ,xBAy 0 las expresiones a las que se llegan son: 

xByA ;
N

S
S reg

A

2
2 ; 22

Ay SS c
i

,

con la misma salvedad que antes respecto al factor N-1 que divide la suma de cuadrados. 
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11.7. Otros ajustes no lineales  

El método de los mínimos cuadrados puede extenderse a otro tipo de ajustes, como el ajuste a una parábola, 

que no es más que un polinomio de segundo grado con tres parámetros de ajuste A, B y C. El procedimiento 

a seguir es el mismo, aunque la obtención de fórmulas se hace más complicada. En tales casos se puede 

recurrir a la obtención numérica. El procedimiento Solver de MS EXCEL  seria un ejemplo bien conocido. 

11.8. Balances de carga y materia 

La determinación de la concentración de todas las especies en equilibrio de la disolución acuosa diluida de 

ácidos y bases se resume a un problema de N ecuaciones no lineales con N incógnitas, más la condición que 

no puede haber ninguna concentración negativa, lo que permite elegir una, entre todas las posibles 

soluciones.

A la hora de resolver un problema de este tipo, lo primero que debemos hacer es escribir una  lista de todas 

las moléculas e iones en disolución, excepto el disolvente, que es el agua, cuya concentración, 55.55 M, es 

conocida (consideramos que en un litro de disolución diluida hay un kilogramo de agua, de peso molecular 

18, lo que conduce a una concentración 1000/18=55.55 M). El resto de especies están todas en concentración 

muy diluida y constituyen la lista de incógnitas a determinar, empezando por los protones e hidroxilos, más 

todas las especies que se forman en la disolución. 

Pues bien, una vez escrita la lista, contamos las especies cuya concentración desconocemos. El resultado es 

el número de incógnitas. Debemos ahora escribir tantas ecuaciones como incógnitas tenemos. La primera de 

las ecuaciones es el producto iónico del agua: ]OH][H[Kw
1410 . A continuación escribimos todas las 

ecuaciones de equilibrio, cuyas respectivas constantes vendrán dadas en el enunciado del problema o 

debemos buscar en tablas. Seguidamente escribiremos el balance de cargas. Obviamente, sólo existe un 

balance de de cargas que nos dice que, puesto que la disolución es electro-neutra, habrá tantas carga positivas 

como negativas. Volveremos más tarde sobre cómo escribir la ecuación de este balance. Contamos ahora 

cuantas ecuaciones hemos escrito y por tanto cuantas nos quedan hasta llegar al número de incógnitas. El 

número resultante coincide con el número de balances de materia que podemos establecer y que más tarde 

volveremos sobre el detalle de cómo plantearlos.   

Con esto hemos escrito tantas ecuaciones como incógnitas teníamos. Como el sistema de ecuaciones no es 

lineal habrá más de una solución. Ahora bien, entre todas las soluciones sólo habrá una que tendrá sentido y 

es la que debemos escoger. Típicamente sólo encontraremos una en que todas las concentraciones son 

positivas.

Volvamos sobre los balances de materia. Se establece uno por cada ácido y uno por cada base que añadimos 

en disolución, entendiendo que una sal está compuesta de ácidos y bases. Con esto último quiere decirse que 
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si tenemos, por ejemplo, una disolución de acetato amónico CH3COONH4 o simplemente AcNH4, tenemos 

en realidad la base anión acetato Ac  y el ácido catión amonio NH4
+.

Consideremos un primer ejemplo sencillo: la disolución de un ácido débil, por ejemplo de ácido acético 

AcH. Empezamos con la lista de incógnitas. En primer lugar está el agua que genera protones H+ e hidroxilos 

OH  y en segundo y último lugar está el ácido acético que por ser un ácido débil se disocia parcialmente 

dando lugar a acetato, Ac más protones H+. Esto viene esquematizado en la figura siguiente. 

En este caso hay cuatro incógnitas (HAc, Ac , H+, OH ). Entre las ecuaciones tenemos el producto iónico del 
agua: ]OH][H[Kw

1410 , el equilibrio de disociación del ácido acético, 

]HAc[
]H][Ac[Ka ,

y el balance de cargas, esto es, el que la suma de cargas positivas es igual al de negativas. En este caso:  

número de iones H+ =  número de iones Ac + número iones OH .

Si dividimos ambos miembros por el número de Avogadro obtenemos la ecuación equivalente: 

número de moles H+ =  número de moles Ac + número moles OH .

Si finalmente dividimos por el volumen, encontramos concentraciones: ]OH[]Ac[]H[ .

Podremos ahora establecer tantos balances de materia como ecuaciones necesitemos, hasta tener tantas como 

incógnitas. En este caso sólo una, pues tenemos la disolución de una sola especie (en nuestro caso ácida). La 

figura ejemplifica cómo debemos plantear el balance material. Representamos allí por un cuadro grande los 

moles de ácido acético que añadimos inicialmente para preparar un litro de disolución y por un círculo el 

agua. Cuando se alcanza el equilibrio, el acético se disocia, de manera que parte del acético inicial 

desaparece (el cuadro oscuro) dando lugar a sendos cuadros de Ac  y H+. También el agua genera algunos 

protones e hidroxilos, pero no sabemos cuantos. Por ello, el balance material, que equivale a decir que 

H

Ac

HAc

H

OH

H2O

?

?
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debemos restituir el cuadro eliminado, sólo lo podemos establecer sumando las concentraciones de AcH y 

Ac  en equilibrio: ]Ac[]HAc[]HAc[ 0 .

Pasemos a un caso un poco más complicado: la disolución de un ácido diprótico, como por ejemplo el ácido 

sulfhídrico H2S. La lista de especies en disolución es: H+, OH , H2S, HS , S=. Hay pues cinco incógnitas y 

deberá haber cinco ecuaciones. En primer lugar tenemos el producto iónico del agua. A continuación, las dos 

ecuaciones de disociación del ácido sulfhídrico y por último el balance de cargas. Queda pues una incógnita 

por cubrir, que lo haremos con un balance material correspondiente a la única especie que hemos añadido 

para hacer la disolución. 

De nuevo la figura nos da la clave para establecer el balance. Cuando se establece el equilibrio parte del H2S

desaparece (cuadro negro mayor) para formar la correspondiente cantidad de HS  (cuadro blanco mediano) y 

H+. El HS , a su vez, se disocia y parte desaparece (cuadro negro pequeño) para formar la correspondiente 

cantidad de S= (cuadro blanco pequeño) y H+. Como antes, el agua aporta también protones e hidroxilos en 

una cantidad desconocida que no permite tomar estas especies a la hora de hacer balances (restituir el cuadro 

inicial). El balance material queda pues: ]S[]HS[]SH[]SH[ 202 .

Veamos ahora el balance de cargas. Hemos de contar por una parte las cargas positivas, que en este caso sólo 

son protones H , y por otra las negativas, que aparecen en las especies siguientes OH , HS  y S=. Ahora, y 

esto es importante, debemos recordar que estamos contando número de cargas y no número de especies que 

las llevan. Por ello, el número de cargas negativas será ]S[]HS[]OH[ 2 . Es decir contamos dos 

veces el número de especies que llevan dos cargas. Podemos hacer un símil. Supongamos que tenemos A

monocicletas (de una rueda) y B bicicletas (de dos ruedas). El numero total de ruedas será A+2B, ya que 

habrá una rueda por cada monocicleta pero dos por cada bicicleta. Y si hubiese coches, contaríamos cuatro 

veces cada coche, que tiene cuatro ruedas! 

S

H

HS

H2S

H

OH

H2O

H

?

?
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Pasemos a un caso un poco más complicado aún: Hemos preparado la disolución añadiendo un ácido y una 

base. Por ejemplo acético y amoniaco. La lista de especies en disolución es: H+, OH , HAc, Ac , NH4OH, 

NH4
+. Tenemos pues seis incógnitas. Entre las ecuaciones tenemos el producto iónico del agua, a 

continuación una ecuación de disociación del ácido acético y otra del amoniaco y, por último, el balance de 

cargas. Total cuatro ecuaciones y tenemos seis incógnitas. Habrá pues dos balances, que se corresponden a 

las dos especies que hemos añadido al agua para formar la disolución.  

La figura visualiza los dos balances: ]Ac[]HAc[]HAc[ 0 y ][][][ 4404 NHOHNHOHNH . En 

cuanto al balance de carga: ]Ac[]OH[]NH[]H[ 4 .

Pasemos a otro caso, la disolución de una sal. Hemos preparado la disolución de acetato amónico AcNH4. El 

acetato amónico es una sal soluble que se disuelve completamente generando un ácido, el catión amonio 

NH4
+, y una base, el anión acetato Ac . Ambas especies son débiles, en el sentido que reaccionan 

parcialmente con el agua generando protones e hidroxilos, siendo que la mayoría de compuesto queda por 

reaccionar: 

OHNH 24 HOHNH 4

OHAc 2 OHHAc

Vemos pues que las especies que se generan en disolución son las mismas que en el caso anterior, con la 

única diferencia que las concentraciones iniciales de acetato y amonio son iguales entre si e iguales a los 

moles de acetato amónico que hemos disuelto en el litro de disolución, 04004 ]NH[]Ac[]AcNH[ .

Los balances materiales son: ]HAc[]Ac[]Ac[ 0 y ][][][ 4404 OHNHNHNH .

OH

H

Ac

HAc

H OH

H2O

?
?

NH4OH

NH4
+
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El balance de carga es el mismo: ]Ac[]OH[]NH[]H[ 4 .

El grafico siguiente visualiza las ecuaciones de balance.

Para acabar plantearemos un último problema cuyo interés radica en su balance material. Es el caso de la 

disolución de ácido fluorhídrico en cuya disolución suceden los siguientes equilibrios: HF HF ,

cuya constante de equilibrio es ka=0.0007, y FHF 2HF , con una constate k2=5.

La lista de especies en disolución es: H+, OH , HF, F , HF2 . Total cinco incógnitas. En cuanto a ecuaciones, 

tenemos el producto iónico del agua, las dos ecuaciones de equilibrio del fluorhídrico y el balance de cargas. 

Queda pues una incógnita. Habrá pues un balance material, correspondiente a la única especie que hemos 

añadido para hacer la disolución. Para hacer bien este balance debemos recordar el símil del coche y las 

ruedas. El balance es: ]HF[]F[]HF[]HF[ 20 2 , puesto que en el dímero hay dos átomos flúor. 

En la figura se ve que debemos contar dos veces el cuadro pequeño blanco para que, sumado a los otros dos 

cuadros, se obtenga el cuadro blanco original. 

H

F

HF

H

OH

H2O

?

?

HAc

Ac

H2O

?

NH4OH

NH4
+

OH
H

H

?
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11.9. Fórmulas aproximadas para el diagrama concentración/pH de un ácido diprótico  

Al igual que en la sección 4.6, tomaremos como ejemplo el caso del ácido sulfhídrico. Para la resolución del 

problema contamos con las ecuaciones de equilibrio más el balance de materia: 

][
]][[

2
1 SH

HSHK ;
][

]][[ 2

2 SH
HSK ; ][][][ 2

20 SSHSHc

En el presente apartado procederemos a obtener ecuaciones simples (aproximadas) para la concentración de 

las distintas especies en función del pH. Aunque simples, las fórmulas obtenidas conducen a represtaciones 

gráficas indistinguibles de las calculadas con las fórmulas exactas. Para obtener las fórmulas aproximadas 

haremos una serie de aproximaciones razonables, a la vista del diagrama cualitativo de predominancia de 

especies, que detallamos a continuación: 

Así, consideramos que en medio ácido, esto es, cuando predomina el sulfhídrico SH2, la concertación de ión 

sulfuro S2- es tan pequeña que podemos tomarla cero en el balance de materia. Concentración cero de ión 

sulfuro S2- significa que el ácido sulfhídrico se comporta como un ácido monoprótico. Tenemos pues que 

desde pH muy ácido hasta un valor pH = pK1 el problema es idéntico al del ácido acético estudiado en el 

apartado 4.4. Tenemos la ecuación de la primera constante de disociación más el balance de materia 

(aproximado): 

][
]][[

2
1 SH

HSHK ;   ][][ 20 SHSHc

Las mismas fórmulas deducidas en la sección 4.4 valen pues ahora también (excepto que ahora llamamos K1

a la constante de acidez  en vez de llamarla Ka):

1101
][ 0

2 pKpH

c
SH ; pHpK

c
SH

1101
][ 0

Nos queda por determinar la concentración de sulfuro, que aun siendo muy pequeña no es exactamente cero. 

Para ello tomaremos la ecuación producto de las dos constantes de acidez y asumiremos, a la vista del 

resultado obtenido para el ácido acético en la gráfica del apartado 4.4, que la especie predominante 

prácticamente acapara toda la concentración:  

][
]][[

2

22

21 SH
HSKK ; ][ 20 SHc

SH2 SH

pK1 pK2

S
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De aquí obtenemos de inmediato la concentración de sulfuro: 0
22 2110][ cS pKpKpH .

Obviamente, en la región que va más allá de pH = pK2 haremos el mismo tipo de planteamiento. Esto es, 

tomamos un valor cero para la concentración de sulfhídrico SH2 en el balance material. Por tanto tenemos: 

][
]][[ 2

2 SH
HSK ;   ][][ 2

0 SSHc

Ello nos conduce a resultados similares para las fórmulas de las concentraciones: 

2101
][ 0

pKpH

c
SH ; pHpK

c
S

2101
][ 02

Respecto al sulfhídrico tenemos: 

][
]][[

2

22

21 SH
HSKK ; ][ 2

0 Sc

lo que conduce a 0
2

2
2110][ cSH pHpKpK .

Finalmente, en la parte intermedia, donde domina el bisulfuro SH , podemos considerar tanto

][
]][[

2
1 SH

HSHK ;   ][][ 20 SHSHc

como: 

][
]][[ 2

2 SH
HSK ;   ][][ 2

0 SSHc

Del primer par de ecuaciones deduciremos la concentración del sulfhídrico, del segundo par la del sulfuro 

(que ya hemos obtenido más arriba) y de cada uno de los pares la de bisulfuro en las regiones derecha e 

izquierda (fórmulas como las deducidas anteriormente). Resumimos a continuación las formulas encontradas 

para las distintas regiones: 

Región 1 de predominancia del sulfhídrico SH2,

1101
][ 0

2 pKpH

c
SH ; pHpK

c
SH

1101
][ 0 ; 0

22 2110][ cS pKpKpH

Región 2 de predominancia del bisulfuro SH ,

1101
][ 0

2 pKpH

c
SH ; pHpK

c
S

2101
][ 02
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pHpK

c
SH

1101
][ 0 ;

2101
][ 0

pKpH

c
SH

Región 3 de predominancia del sulfuro S2 ,

0
2

2
2110][ cSH pHpKpK ;

2101
][ 0

pKpH

c
SH ; pHpK

c
S

2101
][ 02 .

11.10. Resumen de comandos MATHEMATICA®

Se presenta a continuación un resumen de los comandos MATHEMATICA® más relevantes empleados en 

estos apuntes.

Borrado de memoria: 

Redondeo a números enteros: Round y IntergerPart: 

                                                        

Logaritmos naturales y decimales: 

Logaritmo natural                                                             Logaritmo decimal 

                                                                 

Listas:

                                          

                                                   



�07J. Planelles / R. Serrano / J. L. Mov�lla - ISBN: 978-84-693-0995-7 Nuevas tecnologías de la �nformac�ón y la computac�ón - UJI

207

Añadir términos a una lista: AppendTo: 

Definición de funciones (atención a la diferencia): 

                                           

Derivadas:

                                                       

Asignaciones momentáneas: 

Eliminate: 

Solve y NSolve: 

Ecuaciones simples: 

Sistemas de ecuaciones: 
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FindRoot (Solve funciona bien con polinomios. Para otro tipo de funciones podemos utilizar FindRoot, 

que requiere especificar un valor inicial con que iniciar el método iterativo): 

                                             

Bucles: For: 

Ajustes: Fit y FindFit: 

Fit (ajuste por mínimos cuadrados como combinación lineal de las funciones de base especificadas): 

FindFit (ajuste por mínimos cuadrados de los parámetros de la función especificada): 

Representación: 
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