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Proélogo

El texto que aqui presentamos se corresponde con la asignatura “Nuevas Tecnologias de la Informacion y la
Computacion aplicadas a la Quimica” que se imparte el primer curso del Grado en Quimica. El texto tiene su
origen en otro libro, Informatica Aplicada a la Quimica, que dos de los autores prepararon hace varios afios
como material de soporte a la asignatura que con el mismo nombre se impartia en primer curso de la
Licenciatura en Quimica. Aquel texto era mas bien escueto y permitia obviar la toma de notas en clase, en un
sistema educativo fundamentalmente presencial, donde la tutela del profesor y la continua interaccion
profesor-alumno era la clave del proceso ensefianza-aprendizaje. La reciente reforma de planes de estudio, y
la consiguiente aparicion de los grados, ha comportado un cambio drastico del proceso educativo. Este se
focaliza ahora en el trabajo-aprendizaje del estudiante y conlleva una importante componente de no
presencialidad. En otras palabras, es un plan de estudios para un estudiante mas maduro y responsable. Por
tanto, se deben cambiar las técnicas pedagdgicas del profesor, el cual deja de ser la fuente casi exclusiva de
informacion y formacion, pasando a ser personal de apoyo en un aprendizaje mas autdbnomo por parte del
estudiante. Creemos que, con objeto de sacar el méximo rendimiento a las horas de trabajo del estudiante, se
debe apoyar dicho aprendizaje con un material docente elaborado ad hoc, de manera que se realice un trabajo

auténomo, pero guiado.
Con esta finalidad se ha elaborado el presente texto, que basicamente incluye:

e Busquedas bibliograficas y de informacion en bases de datos (Web of Science, Google).

e Utilizacion de hojas de calculo y software de calculo simbdlico para la resolucion de problemas que
necesiten manipulacion algebraica y/o computacional.

e Representacion grafica, ordenacion y presentacion de resultados en forma de memorias o informes
técnicos con la ayuda del ordenador.

e Uso de herramientas computacionales y conceptos basicos ya conocidos para dar respuesta a
situaciones nuevas y suficientemente complejas que requieran la aplicacion de medios de calculo y
representacion.

e Profundizacion en el entendimiento de conceptos quimicos con ayuda de la informatica como técnica

complementaria de estudio.

Como deciamos, la nueva metodologia docente en los nuevos grados obliga a la reelaboracion del material
docente, tanto del material basico para trabajo presencial, como de toda una extensa serie de propuestas de
trabajo autdbnomo. Este nuevo texto intenta responder a dicho reto. La mayoria del material del libro a que
antes nos hemos referido, ha servido de base a éste, aunque ahora es presentado de manera mucho mas
extensa, detallada y ambiciosa y, ademas, se ha mas que duplicado su contenido con toda una serie de
propuestas para trabajo autdbnomo, mas una coleccion de apéndices que dan una primera e inmediata

respuesta a cuestiones que creemos que surgiran a lo largo del estudio. Intencionadamente el primer capitulo
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esta dedicado a la web. Esta ha de constituir el segundo gran apéndice, enciclopedia, etc. que debe usar el

estudiante, sabiendo distinguir las fuentes fiables de las que no lo son.

Queremos indicar que hemos querido que este trabajo forme parte del Proyecto Sapientia de material abierto
on-line. El punto de vista compartido por los autores a este respecto es que el conocimiento no es patrimonio
de nadie, sino de todos. En esta nueva era de la informacion ponemos nuestro grano de arena colgando este
material a disposicion de todo aquel que lo desee consultar. Ademas, la idea de material abierto on-line,

enriquece una asignatura como esta, que tradicionalmente hace uso amplio del aula virtual.

Para acabar diremos que esperamos que este /ibro virtual sea también de utilidad en asignaturas posteriores
incluidas en los estudios de Quimica o relacionados, debido a su orientacion hacia la resolucion practica de
problemas con el uso del ordenador, sin entrar en los entresijos de la programacion, sino aprovechando las
enormes facilidades que proporcionan al no experto los nuevos codigos y herramientas informaticas.
Confiamos en que quien trabaje con agrado estos contenidos obtenga una formacién que pueda aplicar tanto

en el ambito académico como en el profesional.

Los autores
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1. Uso de Internet para busqueda de informacion

En este capitulo vamos a abordar el tema de la bisqueda de informacion en Internet desde dos posibilidades
muy diferentes que tenemos a nuestro alcance. En primer lugar utilizaremos una base de datos de prestigio

(ISI Web of Knowledge), a la cual podemos tener acceso gracias a los convenios que la Universitat Jaume I,

y todas las Universidades del estado, tienen con el Ministerio de Educacion y Ciencia. Estos convenios nos
permiten tener a nuestro alcance bases de datos que incluyen toda la informacidon que pueda necesitar un
estudiante, investigador o profesor de cualquier area de conocimiento sobre publicaciones de todo tipo,
incluyendo revistas cientificas periodicas, libros, publicaciones virtuales, etc. Estas bases de datos contienen
la informacion de todos los afios de existencia de las publicaciones, aunque el acceso depende del convenio
seleccionado por la universidad. Si alglin afio no esté incluido, se puede obtener la informacion pagando una

cantidad determinada.

Como segunda opcion, estudiaremos la busqueda de informacion mediante el Google™', popular buscador
que, a diferencia de las bases de datos comentadas con anterioridad, ofrecen informacion no sometida a
revision, excepto la que se impone la propia empresa que gestiona el buscador. Aunque la inmensa mayoria
de usuarios conoce la utilidad del Google™', también se habran encontrado en ocasiones con informacién
que no se corresponde con la realidad, o simplemente falsa o distorsionada. En nuestro caso, es evidente que
deberemos siempre comprobar y contrastar la informacion técnica o cientifica que busquemos para nuestros

trabajos o estudios.

1.1. ISI Web of Knowledge

Como se ha indicado anteriormente, entre las facilidades que nos ofrece la Universitat Jaume I en lo que se
refiere a documentacion, la base de datos ISI Web of Science es especialmente 1til para alumnos, profesores
e investigadores en el campo de las Ciencias Experimentales, Ciencias Humanas y Ciencias Sociales. Para
acceder a ella debemos seguir los siguientes pasos, desde una maquina de la universidad o identificindonos

si estamos en una maquina fuera de la universidad. Desde la pagina principal de la Universitat Jaume [

podemos acceder a la opcion Biblioteca situada debajo de la cabecera. De esta manera accedemos a la
pagina de la biblioteca con una infinidad de posibilidades entre las que se encuentra la Biblioteca Digital.
Dentro de las opciones de esta seccion tenemos la posibilidad de acceder desde fuera de la Universidad en la
ultima fila. El siguiente paso para acceder a la base de datos que buscamos es entrar en la opcién Bases de

datos.
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Al entrar en ella nos encontramos, en primer lugar, la hoja principal autentificada con el logo del Ministerio,

como se puede observar en la figura:
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La pagina tiene cuatro pestafias principales: All Databases, Select a Database, Web of Science y
Additional Resources. Para bisquedas por temas, tanto All Databases como Web of Science pueden sernos
utiles, pero esta ultima tiene mas opciones de busqueda, como podemos comprobar entrando en la pestaiia
correspondiente y desplegando el menu que se nos ofrece a al derecha de los campos a rellenar Search for.
La pégina nos ofrece un ejemplo de busqueda bajo los campos para diferentes opciones. Podemos buscar las
palabras clave en la publicacion o solo en el titulo. Ademds, también podemos buscar por autor o grupo de

autores, direccion, etc. Todo ello se puede observar en la siguiente figura:
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En una busqueda determinada podemos limitar la fecha o las bases de datos, aunque si disponemos de una
buena conexion el tiempo de busqueda es muy corto dejando por defecto todas las opciones activadas y sin

limite de fechas.

Veamos un ejemplo: imaginemos que necesitamos articulos sobre el tema Contaminacién en el Mar
Mediterraneo. Para ello buscamos las palabras clave pollution y mediterranean. Puesto que en el campo de la
izquierda hemos seleccionado AND, la busqueda se realizara para articulos que contengan las dos palabras

clave a la vez, pollution y mediterranean.
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Si queremos un resultado mas especifico podemos seleccionar en el menu de la derecha Title, con lo que la
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De este modo, el resultado se ha limitado a 218 articulos. Como se puede observar, en la columna de la
izquierda tenemos varias posibilidades para refinar las busquedas, limitando las areas de conocimiento, el

tipo de documentos, autores, etc.

Veamos otro ejemplo donde vamos a buscar los articulos de uno de los autores de este libro. Ponemos, tal
como nos aconseja el ejemplo J* Planelles OR Planelles J*, con lo que la busqueda tendra en cuenta todos
los articulos independientemente de que los autores se nombren con la inicial o con el nombre completo, y

del orden nombre-apellido.
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Como se puede observar en la figura anterior, obtenemos 113 articulos. Si estudiamos con detenimiento los
resultados, la mayoria de los articulos pertenecen a Josep Planelles Fuster y estan relacionados con la
Quimica Cuantica. Sin embargo, en el puesto 54 y en el puesto 57 nos encontramos con 2 publicaciones de la
revista Diseases of the colon and rectum, que evidentemente no son parte de su curriculum, si no de un

investigador cuyo nombre coincide con la clave “J* Planelles OR Planelles J*”, por lo que debemos depurar

la busqueda.
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Una posibilidad es abrir la ventana Subject Areas, haciendo click en more option values, marcada en la
figura anterior, con lo que se abre la correspondiente ventana con las areas a las que pertenecen todas las
publicaciones listadas. Podemos marcar solo las areas relacionadas con la Quimica Cuantica y usar la opcion
Refine o, al contrario, marcar las que no estan relacionadas y usar la opcion Exclude. Optamos por esta
ultima por ser mas facil de ejecutar en este caso, marcando las tres revistas que claramente se salen del tema.

Obtenemos 108 articulos como resultado de la busqueda, como se puede observar en las siguientes figuras:
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Existen otras opciones, como incluir algiin dato de la direccion en la pagina principal (opcion Address a la

derecha del campo a rellenar) o cualquier otra caracteristica especifica de las publicaciones buscadas.

Llegados a este punto podemos practicar busquedas de diferentes temas y autores y estudiar los resultados
que se obtienen con el objeto de adquirir experiencia en el uso de este tipo de bases de datos tan ttiles para el

estudio y la investigacion.
1.2. Google

En el apartado anterior hemos utilizado una base de datos que solo utiliza fuentes fiables, como revistas
cientificas, publicaciones en congresos, etc. Vamos a practicar ahora con un buscador que no tiene
practicamente limitaciones a la hora de realizar una busqueda en cuanto las fuentes que utiliza: GoogleTM.
En este caso la informacion que obtengamos sera de diferentes tipos, no sélo articulos, sino también paginas

web oficiales, comerciales y particulares, periddicos, etc.

La pagina principal es muy sencilla, y nos ofrece un campo donde debemos introducir el tema que buscamos.
Por defecto buscara informacion escrita en general, pero también se le puede indicar que busque imagenes,

noticias sobre el tema requerido, videos, etc., utilizando el menu que se nos ofrece en la parte superior de la

;.
pagina.
2 Google - Microsoft Internet Explorer 1=
Archiva  Edicién  Wer Favoritos  Herramientas  Ayuda ‘ "
2 A @ s A > _
(D awas ~ () - \j Iﬂ 4l ) Basqueds ¢ Favoritos {‘3‘ - - 33
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e
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Veamos qué resultado obtenemos si introducimos las palabras clave utilizadas anteriormente:

2 Google - osoft Internet Explorer == x|
Archivo  Edicién  Yer Favoritos  Herramientas  Avuda | &
A @ e . =
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Go gl | polution medterranean | *Wbuscar - 57 - - & | 2 Compartir - G- | sidewiki - | " Corrector ortogréfico - &a| Traducr - 5| Autocompletar - . [} pollution > &L - () Acceder ~
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. ™ .. . g . , ;. .
Hacemos clic en Buscar con Google — y no limitamos el idioma ni el pais de las paginas web, opciones que

se nos presentan bajo el campo a rellenar. El resultado es el siguiente:

ion mediterranean - Buscar con Google crosoft Internet Explorer ==l x|
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Pollution in the Mediterranean Sea. Environmental issues - [ Traducir esta paginz |
Mediterranean Sea. Pollution of the Mediterranean, over-fishing and other Environmental
izsues
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de LJ Saliba - Citado por 3 - Articulos relacionados

Microbial pellution of Mediterranean coastal areas and associated health effects: report on
a joint WHO/UNER meeting, Athens, 1987, ...

vy e dbe. cormdannalss. 5/ AnlSn3p1B0.htr - En caché - Similares

Posidonia meadows reflect pollution levels in the Mediterranean - [ Traducir esta pégina |
17 Jun 2010 ... Researchers have caried out a full sample on mare than 50 meadows of the
Mediterranean seagrass Posidonia oceénica in the Balearic islands

wrwe sciencedaily. com/releases/2010/. . A00617075203 htrm - En caché

ror Tackling pollution of the Mediterranean Sea from land-based ... - [ Traducir esta paginz ] =
Formato de archive: POF/Adobe Acrobat - Vista rapida

de A Hildering - Articulos relacionados

The European legal regime for land-based pollution in the Mediterranean ... the

Mediterranean Sea against Pollution from Land-Based Sources and the Protocal ...

ey utrechtlawreview. org/publish/farticle sA00100/article. pdf - Similares

REMPEC: HOME - [ Traducir esta pagina |

The Regional Marine Pellution Emergency Response Centre for the Mediterranean Sea
(REMPEC) assists the Mediterranean coastal States in ratifying, ...

warwe rempec. orgd - En caché - Similares

ror Components of Marine De-pollution in the Mediterranean Redgion - [ Traducir esta paginz |
Formate de archive: POF/Adobe Acrobat - Yista répida

It is also known that 80% of the pollu n the. Mediterranean Sea is land-based. Over

200 petro- ... Mediterranean pollution across the Mediterranean ...

vy ierned. orgfanuarif20097aarticlesfa2s1 pdf - Similares

EURCOPA - Press Releases - Helping protect the Mediterranean Sea ... - [ Traducir esta pagina |
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A diferencia de la base de datos Web of Knowledge, la variedad y la cantidad de los resultados es mucho
mayor. La mayoria son paginas oficiales de organizaciones dedicadas al estudio o a la proteccion del
Mediterraneo, y nos pueden ser utiles para el fin que queramos. Estudiando los resultados podemos constatar

que todos ellos tienen una fuente fiable con informacidn interesante sobre el tema.

Veamos otro ejemplo: supongamos que necesitamos una foto de la microalga del género Pseudonitzchia para

incluir en un péster que estamos haciendo. Ponemos el nombre Pseudonitzchia, y hacemos clik en Imagenes:

L]
frchivo  Edicién  Ver Favoritos  Herramientas  Ayuda | ar
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SafeSearch: Moderado «

La Weh » Imagenes Resultados 1 - 20 de aproximadamente 118 de pseudonitzchia, (0,34 segundos)

Cllizas guiso decir: pseudonitzschia

g

The diatom Pseudonitzchia sp one toxic Pseudonitzchia Diatomns are little tiny plants como |a Pseudonitzchia,
586 = 417 - 38 k - jpg 783 = 554 - B4 k - jpy 480 = 480 - 102 k - jpy 190 = 123 -8 k - jpy
icestories.exploratorium. edu nzfsa.govt. nz doodaddy net elzalvador.com

?
\
de los cuernos rotas y los WVeneno Amnésico de los (a) (b) “olvarnos pues a aquel problema
BEE < BI7 - 411 k - gif 98 x 204 - 3 k - gif 254 = 217 -5 k- jpg 432 = 308 - 36 k - jpg
scielo.sa.cr salud.bioetica.arg imarpe.gob.pe profesores. sanvalero. net
pat” N
Ty F-.;
5 o
Ly =
5 . < [ awsim ==
Toxina amnésica de los s Pseudonitzchia vl s pseudonitzchia, Frésence de Pseudonitzchia en
603 = 554 - 981 k - jog 350 = 233- 48 k- jpg 267 = 299 - 27 k- jpg 720 = 556 - 31 k- jpg
uvm.cl khzshilat.ir envirn2b. com wwz. ifrermer fr
e i e E
) T I s

Obtenemos buenas imagenes de la microalga, pero cuidado, la imagen sefialada en la figura esta titulada en
el pie como Pseudonitzchia y son moluscos. Este resultado nos debe alertar sobre los posibles errores que

podriamos cometer si buscamos informacion de temas totalmente desconocidos para nosotros.

Como en el apartado anterior, podemos practicar buscando temas en GoogleTM y estudiando los resultados
obtenidos. Dada la facilidad de uso de este buscador, lo mas importante serd nuestro criterio a la hora de
seleccionar y usar la informacion que obtengamos. La busqueda de informacion complementaria, con éstos u
otros buscadores (Google Scholar, Scopus, Scirus, etc), es una tarea que se debera realizar en todos y cada

uno de los temas siguientes, con objeto de completar, documentar y contrastar la informacion disponible.
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2. Operaciones basicas y representaciones graficas
2.1. Leyes de los gases ideales. Disoluciones

Con el objetivo de aprender como se llevan a cabo las operaciones mas basicas en la hoja de calculo
EXCEL", en este tema introductorio vamos a abordar las leyes de los gases ideales. En primer lugar
comprobaremos la Ley de Boyle, P-V =cte, a partir de una serie de datos experimentales de presion y

volumen que viene recogida en la figura inferior.

Procedemos en primer lugar a teclear los valores de volumen de un sistema gaseoso a diferentes presiones,

en las celdas correspondientes.

) =l=x]
i | % ®a ;Av% b 2] f;ﬁ,gﬂ Wr¢ Responder con cambios... Terminar revisin...
A B | ¢ | D | E | F | G | e
1 |Ley de Boyle
2
3 P(torr) vy |
4 1 1,366
5 10 0,137
6 20 0,0685
7 30 0,0457 d
8 40 0,0343
9 50 0,0274
10 60 0,0228
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
%1@ (EX] | ﬂ]ﬂ

Listo Circular: Add NUM

Como se puede observar en la figura anterior, las celdas que contienen texto se justifican a la izquierda,
mientras las celdas que contienen ntimeros se justifican a la derecha; son celdas numéricas con las cuales se

pueden efectuar operaciones matematicas.

Veamos el primer ejemplo: si tecleamos el signo = 6 + en una celda, la hoja identifica una férmula
matematica y podemos, por ejemplo, multiplicar el contenido de las celdas A4 y A5 tecleando =A5*BS5. El

asterisco significa multiplicacion, como en cualquier calculadora convencional.
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[Ed Microsoft Excel - Capitulo?EXCEL

] archivo  Edicién  ¥er Insertar Eormato  Herramiertas Datos  Ventana

—I=x=]

Escriba una prequnta - -8 X

DEER &SE Y | & @RBE- oo @ = -iFal 2] e 2% -7 anal -0 | W & =E T € % omwmWggEElan-S-A
) g?‘ Av% ¥a ,?:ﬁxgj W Responder con cambios...  Terminar revisién... _
A | B_ | c | D E F G | H
1 |Ley de Boyle
2
3 P(torr) V(1) P-V
4 1 1,366 1,366 ;
5 10 0,137 T linea de comandos
6 20 0,0685
7 30 0,0457 —
8 40 0,0343
9 S0 0,0274
10 60 0,0228
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
%1@ 1«1 | LIJj

Listo Circular: 44

Como se puede observar en la figura, en la celda C4 aparece el resultado de multiplicar las celdas A4 y B4,

mientras que en la linea de comandos aparece la formula escrita (=A4*B4). En el caso de que debiéramos

escribir cada formula a la derecha de cada fila, para efectuar las correspondientes operaciones matematicas,

realizariamos un trabajo similar al necesario con una calculadora. La hoja EXCEL" sin embargo, nos permite

arrastrar la formula escrita en la celda C4 a las siguientes filas, traduciéndola en cada caso, sin necesidad de

tener que escribir explicitamente dichas formulas una a una. Para conseguirlo debemos poner el cursor en un

vértice de la celda C4 y cuando toma la forma de +, se debe mantener el clic en el boton izquierdo del raton y

moverlo hacia abajo.
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Ed Microsoft Excel - CapituloZEXCEL

] archivo Edicién  er Insertar Formato  Herramientas Datos  Ventana 7

D=EHdHE(SRY L BRBER-F| oo

i3 #a %a 8 T ¥a | (¥ ¥y g2 | e Responder con cambios..

c22 - i

@ = -053 2] 2] @l 43 230% - 7 orial -0 - | W & S
i6n.

A B | c | D | E | F G =
1 Ley de Boyle
2
3  P(torr) V(1) P-V
4 1 1,366 1,366, [clic botén izquierdo |
5 10 0,137
6 20 0,0685
7 30 0,0457 -
8 40 0,0343
9 350 0,0274
10 60 0,0228 v
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
%171\%/ : (K0} | jjﬂ

El resultado es el siguiente:

[ ricrosoftencel capuiozencer i
S GE T L TR oo BT 68|08 B e <A O e e T AT e L e
¥ %2 A LA @ %8| @) % 63 | weResnonder con cambias... Terminar revision...

4 - A =~A47B4

A B | Cc | D | E | F G F=

1 |Ley de Boyle

2

3 | P(torr) V() P-V

4 1 1,366 1,366
5 10 0,137 1,37
6 20 0,0685 1,37
7 30 0,0457 1,371 4
8 40  0,0343 1,372
9 50 0,0274 1,37
10 60 0,0228 1,368
11 =
12
13
14
15
16
17
18
19
20

Las formulas se pueden visualizar mediante el ment Herramientas>Opciones>Ver, y marcando Formulas:
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Ed Microsoft Excel - Capitulo2EXCEL =1 |

Archive  Edicién  Mer Insertar Formato  Herramienktas Datos  Veptana 2 Escriba una prequnta - & X
DEeEHE SRy | fBER-<C o-c- & = -5 2 2|6 45 250% -2 aial -0 - | WK S| EEE=EET € %om g, EE A
{3 #a %A A T 88 | @1 W9 ¢ | ¥eRresponder con cambios... Terminar revisien...

[o7 - A =A4TE4

A | B C D =
Ley de Boyle

P(torr) V() P-V
1 [1.366 |=A4*B4

10 0,137 =A5*B5

20 0,0685 =A6*B6

30 0,0457 =A7*B7 d
40 0,0343 =A8"B8
50 0,0274 =A9*B9
10 |60 0,0228 =A10*B10

O@~NOOAWN-—

> wihGas / 1<l | ﬂr‘

Lisko, Circular: Add Suma=3,587 UM

Como se puede observar, los productos obtenidos no nos proporcionan un valor exactamente constante. Ello
deriva de la imprecision experimental de Py V, y de la falta de idealidad en el comportamiento del gas.
Podemos ajustar el nimero de cifras decimales a dos mediante el menii Formato>Celdas>Numero y

obtener asi la apariencia de constancia que debe tener la ley.

SETE
frchivo  Edicién  Wer Insertar Formato  Herramientas Datos  Weptana 2 Escriba una pregunta - & X
DEHR|SRY |t R o-c- @& = -8 2 5|03 =e -7 0 - W s | === T e % m 8. e - A
ta A A Ll Ta %8 | ) W ¢=) | Y@ Responder con cambios... Terminar revisign... _

c4 hd A =A4"B4
A | B [ ¢ | D | E . F ] G [ H ] -

1 |Ley de Boyle

2

3 | P(torn) V(D PV

4 1 1,366 1,366

5 10 0,137 1,37

G 20 0,0685 1,37

fi 30 0,0457 1,371 21
g 40 0,0343 1,372 nimero | ainescen | Fuerte | Bordes | Tramas | Proteger |

9 50 0,0274 1,37 === [“If;“a—\
10 60 0,0228 1,368)| [onee e —

1 1 I Usar separador de miles (.}

-I 2 Himeros negativas:

= 1234,10 =

13 SN | =t =
14

1 5 Para la presentacion de ndmeros en general. Para dar Formato a valores

.I E monetarios utilice Formatos de moneda v contabilidad.

17

18 _cancelar_|
19

20

21

22
23
24 L

M 4+ M}GAS (KX I LlJ_I

Lista Suma=49,557 UM

@ macio| (3 @ & 5] informatica=w_co... | |3 CapExCEL | & capituiozexceLs | ) capituiozexceis  |[E capitulozexceL | W pzs-z - paint | &7 Universitat 3aum... | €9 Bandejs de entra... | [T 2, sis7

El resultado es el siguiente:
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Ed Microsoft Excel - CapituloZEXCEL — =]
27 Archive Edicion Wer Insertar Formato  Herramiend tas Datos Meptana 2 Escriba una pregunta - & X

NEEHE SR L ER-<t oo @ = -5 4 2|l 4 2500 =25 aal -0 - | W ks |l===8 D€ % om ., %| e A
3 %a %A L4 T ¥a | @ %y g3 | ¥ Rresponder con cambios... Terminar revision...

C4 hd A =~ATE4
A | B C D | E | F G | =
1 |Ley de Boyle
2
3 | P(torr) V() P-V
4 1 1,366 1,37
5 10 0,137 1,37
6 20  0,0685 1,37
7 30 0,0457 1,37 =
8 40  0,0343 1,37
9 50 0,0274 1,37
10 60 0,0228 1,37
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
u?:l»ll\m/ 1«1 | ﬂjﬂ

Lista Circular: Ad4 Suma=3,59 MM

Apliquemos el mismo proceso a datos de volumen y temperatura para la comprobacion de la Ley de Gay-
Lussac. Los datos experimentales utilizados vienen recogidos en la figura que se incluye a continuacion.

Recordemos la Ley de Gay-Lussac:
V
— =cte
T

Analogamente procederemos con datos de presion, volumen, nimero de moles y temperatura, recogidos en

la misma figura, para la comprobacion de la Ley de los Gases ideales:

PV
n-T

=cte

Los signos que necesitamos son los mismos que en las calculadoras convencionales (multiplicar *, sumar +,
restar -, dividir /). Después de teclear los valores, introducir las férmulas y ajustar los decimales de las celdas
correspondientes, el resultado se puede observar en las siguientes figuras, mostrando numeros y férmulas.
Las diferentes columnas se han centrado mediante el comando centrar en el ment de iconos superior ( ),
o en opciones de Formato>Parrafo. En adelante, para encontrar con facilidad las diferentes opciones
ofrecidas en el menu de iconos siempre se puede utilizar la ayuda (2>Ayuda de Microsoft Excel), también

en el menu de iconos superior.
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Ed Microsoft Excel - Capitulo2EXCEL == x|
;-?EI@;I ar v .;g73.0:.(%“.gz:@gg;@uzum.>3 ariel w -[w]x s E=EE T € % w - £F £ - A
12 %2 %a A © ¥ | Y Wy ) | Y@Responder con cambios... Terminar revisian.. .

B35 - Eal

2, \ B | ©c | D E \ F | G | H | \ J H

11
12 |Ley de Gay-Lussac
13
14 V() T(K) (V/T)
15 20 243,9 0,082
16 | 20,2542 247 0,082
17 | 24,6325 300 0,082
18 | 30,0041 365,9 0,082
19 | 33,2431 405,4 0,082
20 | 39,9997 487.,8 0,082
21
272 |Ley de los Gases Ideales
23
24 P \Y4 n T P-V/n-T
25 1 22,4 1 273 0,082
2B 2 11,2 1 273 0,082
27 2,24 10 1 273 0,082
28 1 20 1 243,9 0,082
29 1 30 1 365,9 0,082
3a 1 40 1 487.8 0,082
31 1,5 19,9 1,5 243,9 0,082
32 1,5 26,6 2 243,9 0,082
33 1,5 33,2 2.5 243,9 0,082 -

M 34{‘ »ihGAS (0] | LlJ:I

Ainicio| (5 & & 9 Bandsia de entrada para... | 8] informatica-vf_convincul... | () CapEXCEL | [ Microsoft Excel - Capi.. 1 p24-1 - Paint (@13, 1139

Ed Microsoft Excel - Capitulo?EXCEL = |
[E] archivo Edicisn  Wer Insertar Eormato  Herramientas Datos  Ventana 2 Escriba una pregunta - & x
DEEHAE SRV BE-< oo @ = -2 2@ 200w -2 o w-[Wr s | =E=EEHTE€ xR W. EEL DA
3 #3 %a 24 © 88 | [¥) ¥ g2 | ¥ Responder con cambios... Terminar revisisn...

B35 - #
A, E \ C 5] \ E E

11

12 Ley de Gay-Lussac

13

14 V() T(K) (MIT)

15 |20 243,9 =A15/B15

16 20,2542 247 =A16/B16

17 24,6325 300 =A17/B17

18 30,0041 365,9 =A18/B18

19 33,2431 405,4 =A19/B19

20 39,9997 487,8 =A20/B20

21

22 Ley de los Gases Ic

23

24 P \Y4 n T P-V/n-T

25 1 22.4 1 273 =A25*B25/(C25*D25)

26 2 11,2 1 273 =A26*B26/(C26*D26)

27 2,24 10 1 273 =A27*B27/(C27*D27)

28 1 20 1 2439 =A28*B28/(C28*D28)

29 1 30 1 365,9 =A29*B29/(C29*D29)

30 |1 40 1 487,8 =A30*B30/(C30*D30)

31 (1,5 19,9 1,5 2439 =A31*B31/(C31*D31)

32 1,5 26,6 2 2439 =A32*B32/(C32*D32)

33 1,5 33,2 2.5 243 9 =A33*B33/(C33*D33) Z
" 3443 " GAS 1= | LIJ;I
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Como se puede observar en la celda E25 y siguientes de la fila, es importante utilizar los paréntesis
adecuadamente para obtener el resultado deseado, analogamente a cualquier féormula que podemos introducir

en una calculadora convencional.

La hoja completa tendria el siguiente aspecto:

i
9] archivo Edicin Yer Insertar Eormako  Herramienkas Datos  Wepkana 2 Escriba Una pregunta -8 X
Dedmy SEY & @< o - @ = -5 2 2|43 130 -7 5 A -0 - N XS == EE | £ 26 oo ‘3 ,% | ¢ -2 A
13 *a 2a = T ¥ | ) ¥y g | Y@ Responder con gambios... Terminar revision...

r11 hd P
A [ B T e[ o[ E T F [ & [T H ] [ T T v M [ 8 [ o [3
1 |Ley de Boyle

L2
3 Pitorr) Vil Y
4 1 1.366 1,37
5 10 0,137 1,37
6 20 0.0685 1,37
7 30 0,0457 1,37
8 40 0,0343 1,37
9 50 0,0274 1,37
10 60 0,0228 1,37

Kil —1
12 |Ley de Gay-Lussac
13
14 Rl T (VrT)

15 20 2439 0,082

16 | 20,2542 247 0,082

17 | 24,8325 300 0,082

18 | 20,0041 265,98 0,082

19 33.2431 4054 0,082

20 | 39,9997 487.8 0,082

21

22 |Ley de los Gases Ideales

23

24 P W n T P-vmn-T
26 1 22,4 1 273 0,082
26 2 11.2 1 273 0,082
27 2,24 10 1 273 0,082
28 1 20 1 243.8 0,082
29 1 30 1 365.8 0,082
30 1 40 1 487.,8 0,082
31 1.5 19.9 1.5 243.9 0,082
32 1.5 26,6 2 2438 0,082
33 1.5 33,2 2,5 243.8 0,082
34

36

36 ||
37
M 4 » FNGAS (KN} | LlH

Listo

Una vez hemos practicado el disefo de formulas, podemos abordar ahora la representacion grafica de datos.
Para ello vamos a utilizar como base una tabla donde incluiremos diferentes expresiones de concentracion
(molaridad, molalidad y fraccidon molar) a partir de disoluciones con diferentes porcentajes de HCI en agua,

incluyendo para su célculo la densidad en g/ml.
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Ed Microsoft Excel - CapituloZEXCEL4
(]

N O

d(g/ml)
1,0032
1,0082
1,0181
1,0279
1,0376
1,0474
1,0574
1,0675
1
1
1
1
1
1
1
1

,0776
,0876
,0980
,1083
,1187
,1290
,1382
,1493

Las formulas para el calculo de la Molaridad (M), molalidad (m), fraccion molar (X) y porcentaje de la

diferencia entre molaridad y molalidad son las siguientes:

g g(%) . :
e (4Ms) ) ( oo )42/ mi) 1000 10 g(%)-d
/ PMs PMs

(g (%%MS) 1000

100 — g(%)

(g(%%’MsJ

D J ()

PMs: peso molecular del soluto, PMdv: peso molecular disolvente

T

Las formulas trasladadas a la sintaxis de EXCEL" se presentan en la siguiente figura:
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el
Archivo  Edicién  ¥er Insertar Formato Herramientas Datos  Wentana 2 Escriba una prequnita - -8 x
DEa SRV | & BER-<F oo |8 = -5 2] £ |l 43 50% -2 Al -w -[W]x s | E==EHF € % m W% = - A~
i3 %a %A A T 8| @ Wy @ | weResponder con cambios... Terminar revisién...
A5 - £ Representacion de |a desviacion M-rn
A B [ C [ D [ E [ F [ =
1 %(HCI) d(g/ml) M m X Yedif.
121 1,0032 =10"A2*B2/36,5 =(A2/36,5)*1000/(100-A2) =(A2/36,5)/(A2/36,5+(100-A2)/18) =((D2-C2)/D2)*100
| 8 2 1,0082 =10*A3*B3/36,5 =(A3/36,5)*1000/(100-A3) =(A3/36,5)/(A3/36,5+(100-A3)/18) =((D3-C3)/D3)*100
| 4 |4 1,0181 =10"A4*B4/36,5 =(A4/36,5)*1000/(100-A4) =(A4/36,5)/(A4/36,5+(100-A4)/18) =((D4-C4)/D4)*100
| & |6 1,0279 =10"A5"B5/36,5 =(A5/36,5)"1000/(100-A5) =(A5/36,5)/(A5/36,5+(100-A5)/18) =((D5-C5)/D5)*100
| 8 8 1,0376 =10*A6*B6/36,5 =(A6/36,5)*1000/(100-A6) =(A6/36,5)/(A6/36,5+(100-A6)/18) =((D6-C6)/D6)*100
| 7 10 1,0474 =10*A7*B7/36,5 =(AT7/36,5)*1000/(100-A7) =(A7/36,5)/(A7/36,5+(100-A7)/18) =((D7-C7)/D7)*100
| 8 12 1,0574 =10"A8"B8/36,5 =(A8/36,5)"1000/(100-A8) =(AB/36,5)/(AB/36,5+(100-A8)/18) =((D8-C8)/D8)*100
B RE 1,0675 =10"A9*B9/36,5 =(A9/36,5)"1000/(100-A9) =(A9/36,5)/(A9/36,5+(100-A9)/18) =((D9-C9)/D9)*100
| 10 |16 1,0776 =10*A10*B10/36,5 =(A10/36,5)*1000/(100-A10) =(A10/36,5)/(A10/36,5+(100-A10)/18) =((D10-C10)/D10)*100
|11 |18 1,0876 =10*A11*B11/36,5 =(A11/36,5)*1000/(100-A11) =(A11/36,5)/(A11/36,5+(100-A11)/18) =((D11-C11)/D11)*100
| 12 |20 1,098 =10"A12"B12/36,5 =(A12/36,5)"1000/(100-A12) =(A12/36,5)/(A12/36,5+(100-A12)/18) =((D12-C12)/D12)*100
| 13 |22 1,1083 =10"A13*B13/36,5 =(A13/36,5)*1000/(100-A13) =(A13/36,5)/(A13/36,5+(100-A13)/18) =((D13-C13)/D13)*100 =
| 14 24 1,1187 =10*A14*B14/36,5 =(A14/36,5)*1000/(100-A14) =(A14/36,5)/(A14/36,5+(100-A14)/18) =((D14-C14)/D14)*100
| 15 |26 1,129 =10*A15*B15/36,5 =(A15/36,5)*1000/(100-A15) =(A15/36,5)/(A15/36,5+(100-A15)/18) =((D15-C15)/D15)*100
| 16 |28 1,1392 =10"A16"B16/36.5 =(A16/36,5)*1000/(100-A16) =(A16/36,5)/(A16/36,5+(100-A16)/18) =((D16-C16)/D16)*100
| 17 |30 1,1493 =10"A17*B17/36,5 =(A17/36,5)*1000/(100-A17) =(A17/36,5)/(A17/36,5+(100-A17)/18) =((D17-C17)/D17)*100
18
19
|20
|21 |
22
E3
|24
| 25 |
|26
27
| 28 |
|29
| 30 |
3
ERa ¥, 3Dissoluc (KX | LI]L‘

Lista

Una de las ventajas de la utilizacién de EXCEL® u otras hojas de calculo frente a otros potentes programas

mas dirigidos al calculo es la posibilidad de disefar graficos de una manera muy sencilla.

En este caso, seria interesante visualizar la variacion de la Molaridad frente a la molalidad y al porcentaje de

la diferencia. Para ello, basta seleccionar las columnas que nos interesan. De esta forma, puesto que son

discontinuas, tenemos la posibilidad de copiarlas, simplemente marcando las columnas a copiar con el ratén

manteniendo el boton izquierdo presionado y utilizar la opcién del menu principal Edicion>Copiar. Para

pegarla en otro lugar de la tabla, se debe marcar con el raton la celda donde deseemos que comience la nueva

columna y seleccionar del ment Edicién>Pegar.

Sin embargo, es mas facil la seleccion de las columnas que deseemos manteniendo presionada la tecla Ctrl

mientras marcamos columnas que pueden no ser contiguas, puesto que no se borran las marcas mientras

mantengamos la tecla Ctrl oprimida. En la siguiente figura aparecen en azul las columnas %HCI (x),

molaridad (y1), molalidad (y2) y porcentaje de la diferencia (y3).

@ J. Planelles | R. Serrano [ J. L. Movilla - ISBN: 978-84-693-0995-7
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archivo  Edicién  wer Insertar Formato Herramientas Datos  Wentana 7 Escriba una pregunta - & x
SRR SRAY| BB oo @ = -6 2 E B o -2 ana o - [W]x s | SEEEE D € xow g0 EE] - S A
fladata s S | Bl 63 | v responder con cambios... Terminar revisien. . .

F1 - o

G H I =

a4l -
&
g

N

i

Y

i

=

-

i

i

18
14
20
21
2
23

24 =
[ 4 » ]\ 3Dissoluc [N I LIJ_I

Lista Suma—545,4550412 UM

Una vez tenemos marcadas las columnas que deseemos representar (entre las que puede estar incluida o no la
x) utilizamos la opcion del menu Insertar>Grafico y comienzan a aparecer las ventanas de dialogo para el

disefio de la grafica.

F3 Micrasoft Excel - CapituloZEXCEL4. =1=1
Archiva Edicion Wer Insertar Formato Herramienkas Datos Wenkana 2 Escriba una pregunta - - B X
DS SR Y| BB oo @ =-@ 2 5 e 2o -0 ana B e 5 o W | v
13 ®a %a Ll @ ¥a | 2 B9 62 | weRresponder con cambios... Terminar revisién... -

F1 - o Yodif.

G H | =

-
%(HEN dig/mi)
~1.0032
10082 |
10181 |
10279 |
10376 |
| Asistente para grificos - paso 1 de 4: tipo de grafico.
| TRt || Trrmeaes |
10675 |

10776 |
10876 |
10080 |
11083 |
q1187
11250 |
11302 |

Tipo de gréfica Subtipo de grafica:

rwsperswén. Compara pares de valores.

Presionar para ver muestra |

=) Caneelar | = iras | [Siguiente > || Einalear |

18
19
20
21
2z
23

24 <
W 4 r [\ 3Dissoluc I« I LU_I

Listo, Sume=545,4550412 NUM

& Inicio [GF- ] informatica-vf _conwi... | CapEXCEL | CapituloZEXCELS |[=7 capitulozexceLs Y pz7-1 - Paint | €7 onda Cera - Microsof. . | €9 Bandeia de entrada p... | [@ 7, eus

Para obtener la grafica deseada se deben indicar las siguientes caracteristicas:
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Tipo de grafico: XY (Dispersion). Siempre que queramos representar los valores de y(x) frente a su variable
independiente x debemos usar esta opcion. Rango de datos: elegimos columnas. Series: Se pueden quitar o
afadir series en esta pestafia de la ventana. Titulos/eje/lineas de division/leyendas: se teclean los

correspondientes titulos y se seleccionan las escalas que se deseen, se afiaden leyendas o no, etc.

F6 000 ol

Asistente para graficos - paso Z de 4: datos de origen

i

M HdSH | SEY | % B2R-F| - -8
itin A %a LA @ %a
F1

1,0032
1,0082

1,0474
. ,
Asistente para graficos - paso 3 de 4: opciones de grafico
1,1290
1,1493

is: [ | I
| SumesS#54SSOMZ RUM
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Finalmente se puede seleccionar si la nueva grafica aparece en la misma hoja o en otra contigua. El resultado

se puede observar en la siguiente figura:

25,00

20,00

15,00

10,00

5,00

0,00

0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30
% HCI

——M
+m

%dif.

La hoja de calculo quedaria asi:

= B 130% v

E2

aArial

Escriba una pregunta -

[~

Representacion de la desviacion M-m

%(HCI)

25,00

20,00

15,00

10,00

5,00

0,00

—e— N
m

= Qadif

2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30
%HCI

3Dissoluc

O 1 B |

La grafica presentada se puede mejorar entrando en las diferentes opciones que ofrecen los menus

presentados en las figuras anteriores. También es posible seleccionar (clic con el boton izquierdo) los ejes,

los titulos, o cualquier otra parte de la grafica, de modo que, una vez hecha la seleccion, mediante clic en el

boton derecho del raton aparecera un mentl que nos permitira alterar el aspecto y propiedades del objeto

seleccionado. A lo largo de esta obra se disefiaran multitud de graficas, con las que podremos practicar.
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2.2. Representacion de funciones trigonométricas

En esta seccion vamos a profundizar en la representacion grafica, abordando la representacion de funciones
trigonométricas. En concreto, vamos a representar las funciones seno, coseno y tangente. Una propiedad
comun a todas ellas es su periodicidad. Las funciones seno y coseno tienen un periodo de 360°, mientras que

la funcion tangente tiene un periodo de 180°.

Empecemos con el calculo de la funciéon seno. Para calcular el seno se debe incluir en la férmula la funcion
que EXCEL" tiene disponible para ello, =SENO( ). Esta funcién se puede escribir directamente o insertarla
mediante los comandos del mentl Insertar>Funcion. Como se puede observar en la siguiente figura, nos

aparece el listado, por orden alfabético, de las funciones que EXCEL" tiene disponibles.

FEd Microsoft Excel - Librol == x|

2] archiva Edicién  Wer Insertar  Eormato  Herramientas Datos  Wenkana 2 Escriba una pregunta - ® x
D25 SGRY &BE-< oo @& = -5 20 2| @ 4 150% -2 anal -0 | W &S B |2 € % oo 9§ L.% | S -8 - A -
3 %a %A 4 T ¥a | @ Wy g | Y@ Rresponder con cambios... Terminar revision...

A1 - X =
A ? B [ c [ D | E [ F [ G | H [ 1
1= |

o

T ]

Buscar una f
12 -

14 O seleccionar una gategoria: [Tadas |

15 Seleccionar una funcién

ABS(NGNero)
20 Devuelve el valor absoluto de un ndmere, &5 decir, Un nimera sin signo.

22 Avuda sobre esta funcidn Aceptar Cancelar |

5 B
W < » wl\Hojal {Fojaz £ Hojad 7 RN} | LlH

Madificar NUM

& nicio| (3 & & informaticavf_conwi... | |- CapExcEL | 1 capitulazesxceLs |[&7 Librox 1 p30-1 - Paint | &1 onda cern - Microsof... | ) Bandeja de entradap... | @32, :24

Mediante un doble clic aparece una ventana que nos pide los argumentos necesarios para aplicar la funcion

en la celda correspondiente.
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ft Extcel - Librol

archive

SEMO

Edicién e
Ded@ ESERY|LBEBR- o o
3 a3 %a LA T Ea B =) | @ Responder con cambios. .
- X

Insertar  Eormate  Herramientas Dates  Ventana

@& = -3 2l Z.|gls 4B [1500 -|% i[anal

S o w & s

Terminar revision. ..

=SENOQ

=
B € 3z o0 %8 .%

A

B \ c | D | E [

G

H | 1 J |

=SENO()

Argumentos de funcidn
EN

namero ||

=i -

Devuelve el seno de un dngulo determinado.

Nimero es ol angulo en radisnes del que se desea obtener ol seno, Grados *

PI(3{180 — radianes.

Resultada de la férmula —

Swuds sobre esta Funcian

Cancelar

B informatica-vf_convi... | |3 CspERCEL | 57 capitulozencELs

1«1

P ™

| & cibror 1 p30-1 - Paint

UM

| &1 onda Cero - Micrascf ... | €9 Bandeja de entradap... | [TV R, o:24

La ventana nos informa que el angulo del que vamos a calcular el seno debe estar expresado en radianes.

Para disefiar una hoja de calculo que nos permita representar la funcion seno, en primer lugar vamos a

introducir una columna que incluya grado a grado desde -360 a 360. En la columna contigua introduciremos

la formula para el calculo de los radianes (2*Pi radianes son 360 grados),

. Grados -1t
Radianes = 180

y seguidamente la formula para el calculo del seno a partir de la columna Radianes:

ST
[E] archivo Edicion  Wer Insertar Formato  Herramientas Datos  Ventana 2 Escriba una pregunta ~ @ x
DEHm| SR Y| EER-< oo @ = -5 A B sn -2 <o s[E]x s = = < % o g% = - B-A -
3 #a %A 4 T A | ¥ Wy g2 | veResponder con cambios... Terminar revision...

Ca - A Seno
A I B I C [ D E =
]

| 2| ]
3

| 4 |Grados Radianes [seno |

| 5 |-360 =-2*PI() =SENO(B5)

| 6 |-359 =(A6*PI())/180 =SENO(B6)

| 7 |-358 =(A7*PI())/180 =SENO(B7)

| 8 |-357 =(A8*PI())/180 =SENO(B8)

| @ |-356 =(A9*PI())/180 =SENO(B9)

| 10 |-355 =(A10*PI())/180 =SENO(B10)

|11 |-354 =(A11*PI1()/180 =SENO(B11)

|12 |-353 =(A12"P1(0)/180 =SENO(B12)

| 13 |-362 =(A13*PI())/180 =SENO(B13)

| 14 |-351 =(A14*PI())/180 =SENO(B14)

| 15 |-350 =(A15*PI1()/180 =SENO(B15)

| 16 |-349 =(A16"P1()/180 =SENO(B16)

| 17 |-348 =(A17*PI())/180 =SENO(B17)

| 18 |-347 =(A18*PI1()/180 =SENO(B18)

| 19 |-346 =(A19*P1()/180 =SENO(B19)

| 20 |-345 =(A20*PI())/180 =SENO(B20)

| 21 |-344 =(A21*PI())/180 =SENO(B21)

| 22 |-343 =(A22*P1())/180 =SENO(B22)

| 23 |-342 =(A23*P1())/180 =SENO(B23)

| 24 |-341 =(A24*PI())/180 =SENO(B24)

| 25 |-340 =(A25"P1())/180 =SENO(B25)

| 26 |-339 =(A26"P1()/180 =SENO(B26)

| 27 |-338 =(A27*PI())/180 =SENO(B27)

| 28 |-337 =(A28*PI())/180 =SENO(B28)

| 29 |-336 =(A29"P1())/180 =SENO(B29)

| 30 |-335 =(A30"P1()/180 =SENO(B30)

| 31 |-334 =(A31*PI())/180 =SENO(B31)

| 32 |-333 =(A32"PI1())/180 =SENO(B32)

33 |-332 =(A33*PI())/180 =SENO(B33) J;]

W 4 » M Descripcign 3 Funcién seno . Funcion coseno Funeisn tangente Funcién arcoseno Funcién arcocoseno Funeisn arcotang |« | 1 |

Listo
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A continuacion podemos representar los grados o los radianes en el eje X, y el seno en el eje y. Como hemos
visto anteriormente, basta con marcar las dos columnas correspondientes y entrar en la opcion del menu

Insertar>Grafico o hacer clic en el icono del menu que abre el asistente de graficos. Seleccionando la

opcion XYDispersion y el subtipo indicado en la figura,

=i

Archivo Edicion er Insertar Formato Herramientas Datos wentana 7 Escriba una pregunta - -8 X
DEEdm SR BB oo |a = -Bel il | [[@e s -7 = € % 0w W L% - A
3 ®a %3 A T 88 | ) W8 §2) | Y9 Responder con cambios... Terminar revisidn,.. _

o4 - A Seno

A [ B | C [ D | E [ F [ G I H [ | =

L1
2| |
=
| 4 |Grados Radianes ISeno _|
| 5 | -360 -6,283185307 2,4503E-16
| &6 | -359 -6,265732015 0,017452406
| 7 | -358 -6,248278722 0,034899497
| & | -357  -5,23082543 0,052335956
| o | -356 -6,213372137 0,080756474
10 -355 -6,105916845 0,087155743
| 11| -354 -6, 178465552 0,104528463 Asistente para graficas - paso 1 de 4 EIPOIHEIGEaH 2l x|
| 12 ] -353  -6,16101226 0,121869343 Tipos estandar | Tipos personalizados |
13 -352 -6,143558967 0,139173101
T _351 -6 126105675 0.156434465 Tipo de arafico: Subtipn ds grafica:
| 15 | -350 -6,108652382 0,173648178 "L
| 16 | -349 -6,081199089 0,190808995 P
| 17 | -348 -6,073745797 0,207911691
| 18 | -347 -6,056292504 0,224951054
| 19 | -346 -6,038539212 0,241921896 @ Anillos
| 20 | -345 -6,021385919 0.258819045 by Radial
| 21 | -344 -6,003932627 0,275637356 ? Supertide i
| 22 | -343 -5,986479334 0,292371705
23 -342 -5,969026042 0,309016994 I
| 24 | -341 -5,051572749 0,325568154 FZ?ZSSLEEZ'E;i?”av'z"das“'”
| 25 | -340 -5,034119457 0,342020143
| 26 | ~33¢ 5016660164 035836795 Presionar para ver musstra |
| 27 | -338 -5,589212872 0,374606593
| 28 | -337 -5,881759579 0,290731128 ]| Cancelar || - aira: |[Siguente = | | Einalizar |
| 29 | -336 -5 864306287 0406736643
| 20 | -335 -5,846552994 0,422618262
| 31 | -334 5820300702 0438371147
| 32 | -333 -5,511946409 0,4539905
| 23| -332 -5,794493117 0469471563
| 34 | -331 -5,777039824 0,48480962
| 35 | -330 -5,759586532 0.5
| 36 | -320 5742133239 0,515038075
| 37 | -328 -5,724679947 0,520919264
M 4 » [ Descripeien )\Furfcing;e?loc P e A;unmﬁntangente Funeisn arcoseno Funcién arcocosena Funcicn arcotang | < | I ;l]_‘
Lisko UM
& Inicio| (G & & #8] informatica-vf_convineul... | |- CapERCEL | (= nuewascar |[&7 capitulozexceLs 1 p31-2 - Paint | €9 Bandeia de entrada para.. | R %33

eliminando la leyenda, ya que en este caso es innecesaria, y ajustando la escala de los ejes (yde -1 a 1, x de -

360 a 360 en el caso de grados), el resultado es el siguiente:

=& =]
] archive Edicién  Wer Insertar  Eormato  Herramientas  Datos  Wembama 2 Escriba una pregunta -8 x
DEEH®R SRY | 2 ER-T oo |8 -5 2 Z |4 100% -7 Al ~ 10 -| W & S 5 € v oom L% - A

%3 ®3 %A 4 T 8 | 2 W 63 | ¥@ Responder con cambios... Terminar revision...

B2 - A
A | B I C 5] | E | F G | H | 1 | | K | L | ¥ | =

{1
| 2 | —
EN
| 2 |Grados Radianes  Seno Eje x Radianes
{5 | 360 -6,2831685307 2 4503E-16 1
| 6 | 359 -6, 265732015 0017452406
[ 7 | -355| -B,248278722 0,034322497
EN| 357 -6,23082543 0,057335966
EN| 356 -6,213372137 0069756474
| 10] 355 -6,195918845 0057155743
| 11 354 -B,178465552 0,104528463
[ 12 | -353 -6,18101226 0,121869343 -8 -5 -4 2 2 a B, ]
| 13] 352 -B,143558967 0,139173101
| 14| 351 -6,126105675 0,156434465
|15 ] 350, -6,108652382 0,173648178
| 16| 349 -6,091199089 0,190808995
[ 17 | -345| -6 073745757 0,207911691 -1
| 18] -347 | -B,056252504 0224951054 T
|19 346 -6,038839212 0241921896 P

20 345 -6,021385919 0,258519045
[ 21 -344 | -B 003932627 0275637356
|22 343 -5,986479334 0290371705
23] -342| -5,969026042 0,309016994

24 341 5951572749 0,325568154
{55 | 340 -5,934119457 0342020143 Eje x Grados
| 26 | -339| -5,916666164 0,35536795 1
{27 | -338 | -5,899212872 0,374506593
|28 | -337 | -5,881759579 0,390731128
{29 | 336 -5,864306287 0,406736643

30 -335| -5 548552004 0422613262
[ 31| -334| -5,529399702 0435371147
{32 -333 -5,811946409 0,4539905

33 332 -5,794493117 0,46947 1563
| 34| -331) -5,777039824 0,48450962 -380 -260 6o -en 40 140 240 24
| 35 | -330) -5,759556532 05
EE 329 5,742133239 0,515038075
|37 | -328 | -5,724679947 0,529913264
|38 | 327 | -5,707226654 0544533035
EE 326 -5 FE9773362 0,559192903 -1
[ 40 | -325| -5 572320068 0573576436
| a1 324 -5 554866776 0587785252
{42 | 323 -5/537413484 0601515023
EE]| 322 5519960181 0615661475
[ 44 -321| -5 502505389 0529320391
| a5 | 320 -5,585053606 064278761
| 45 | -319 -5,567600314 0656053029
| 47 | 318 -5,550147021 0669130606
| 48| -317 | -5,532683729 068199836

el 316 - 5240436 0 59465 J;[
M 4 » w5 Descripoidn Funcién seno ¢ Funcidn coseno Funcién tangents Funcién arcoseno Funcién arcocosena Funcién arcotang | < | ] |
Lista HUM

' tnicio| [ & & 887 informatica-vF_convineul.., | |=3 CapERCEL | (= nuEvascap |[E7 CapitulozexcerLs 1 p32-1 - Paint | €9 Bandeia de entrada para.. | =% 99
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Puesto que en el eje de las x el muestreo ha sido de grado en grado, la figura describe perfectamente la curva
sinusoidal. En el caso de que hubiéramos llevado a cabo un muestreo menos frecuente (de 20 en 20 grados,
por ejemplo) el dibujo de la curva seria mas pobre. La columna de los grados no se ha introducido tecleando
cada celda, EXCEL" permite arrastrar una serie determinada (en este caso celda anterior +1), a partir de las

dos primeras celdas definiendo la serie. Se marcan y se arrastran hasta el nimero deseado, en este caso 360.

E3 Microsoft Excel - Libro2 =1=1
Escriba una pregunta -8 x

B archive  Edicidn  ¥er Insertar Formate Herramientas Dates  Ventana 7

DEHE SRY| & BRE-<F|o- - @& = -2 2 M8 200% -2 an

S - m xS B | & 2 ot | £E £

i3 ta Pa L @ | 7 ¥ ¢ | ¥ Rresponder con canbios... Terminar revisien. .
A5

A -360

B

C

D

F

G

BWN =

Grados

-360

7 +
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

(K| | ;IJ;I

Suma=-719 NUM

M 4 » Hl\Hojal {Hojaz £ Hoias
Listo

E3 Microsoft Excel - Libro2

Escriba una pregunta - - X

|§€%nnn‘us.“3|‘; ;l &AL

B Archivo  Edicidn  ¥er  Insertar  Formato  Herramientas  Datos  Ventana 2
DelHa SRy iEe- o o @ = -2l 2|l 8o -2 A

i{3 A A LA © ¥a | 2] B9 ¢ | ¥ Responder can cambios. . Terminar revisidn...
A5 - A -360

AT B c D E F G H=

o o- | W &S

HWN =

Grados
-360

(K| | s

Suma=-6669 NUM

e« » wP\Hoja1 {Hojaz A Hejas
Listo
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El coseno (Funcion COS()) y la tangente (Funcion TAN()) se pueden representar de manera similar como se

puede ver en las siguientes figuras con las formulas y el resultado final. En cada caso las escalas se

seleccionan para obtener las graficas mas explicativas posibles, dependiendo de la funcidn a representar.

Coseno:
Ed Microsoft Excel apitulo2EXCELS o F= |
=7 archiva Edicién  Wer Inserkar  Eormato  Herramientas Datos  Wenkana Escriba una pregunta - ® x
DEHR SR Y & BRER-< v-c- @ s -2 2] 40 -2 aa - W xS 5 & 2 om Yf L% - A
3 %a %a 4 T ¥a | () Wy g2 | ¥ Rresponder con cambios... Terminar revisién...
cs - A =COS(B5)
A | B © [ D | E | G H | 1 | J K | L | ] | I’Z]
1|
|2
EN
| 4 |Grados Radianes  Coseno Eje x Radianes
5 | 360/ -B.253185307|
|6 | 359 -B, 265732015 0999847695,
17 | 358/ -B,248275722 0,999390827|
IER 357| B 23082543 0998629535,
IEN 356 -B,213372137| 0,99756405|
|10 | -355/ -B,195918845| 0996194698,
11| 354/ -B.1784B5552] 0994521895,
EH 353 -B,16101226| 0992546152, E 5 -4 2 2 E s
13| 352/ -B,143558967| 0,990268069)
|14 | 351 -B,126105675] 0957688341
115 | 350/ -B,108652352] 0984807753
|16 | 349/ -6,091199089)| 0981627183
[17 | 348 -B,07 3745797 | 0978147601 El
EEX 347 -B,056292504] 0974370065
19| 346/ -6,035839212 0970295726
| 20 | 345 -6,021385219) 0965925526,
21 344/ -B,003932627| 0951261696,
|22 | 343/ -5, 986479334 0956304756
|23 | 342/ -5,969026042] 0951056516
|24 | 341| -5 951572749 0945518576
|25 | 340/ -5,934119457| 0939692621 |Eje x Grados
| 26 | 339 -5,916666164] 0933580426
127 | -338| -5,899212572] 0927153855,
|25 | 337 -5,881759579) 0920504853
|29 | 336/ -5,564306267 | 0913545458,
|30 | 336 -5 545852994 0908307757
El 334 -5,529399702] 0895794046
|32 | -333| -5,811946409) 0591006524,
33 332| -5.794493117] 0552947593
|34 | 331 5777039824 0,874619707 -380 - -180 -6d 4 140 248 340
|35 | 330/ -5,759586532] 0566025404,
|36 | 329 -5.742133239) 0857167301
Ed 328 -5,724679947| 0,848048096
| 38 | 327 -5,707 226654 0538670568,
EE] 326 -5 BA9773362] 0529037573 El
|40 | 325 -5 572320069 0819152044,
41| 324/ -5 E548667 76| 0509016994,
4z | 323| -5 537413484 0,79863551
|43 | 322/ -5,519960191 0788010754,
|44 | 321/ -5 602506899 0,777 145961
| 45 | 320/ -5 585053606 0.7B6044443)
|46 | 319/ -5,567600314] 0,75470958|
|47 | 318/ -5,550147021 0743144825
| 46 | 317/ -5.532693729) 0731353702,
49 316/ -5 5152404361 0719339 J;l
14+ » »[% Descripcién 3 Funcién seno ¢ Funcion coseno Funcién tangente Funcién arcosena Funcién arcocosena Funcién arcotang | 4 | | |
Listo Suma=40,55965239 U
r . .
y las féormulas correspondientes:
icrosoft Excel - CapituloZEXCELS =2 x|
] archivo Edicién  Wer Insertar FEormato  Herramienkas Datos  Veptana 2 Escriba una pregunts & X
HESRAY| BB oo = -2 Wl 00 -7 Ak <10 | N X 8 & € % o w3 Lo - - A

i3 %2 %a =4 © ¥ | ¥ Wy g2 | veResponder con cambios... Terminar revision.

Listo

cs - & =COS(E5)
A | B C D E F =

L1 =
12|
N
| 4 |Grados Radianes Coseno Eje » Radianes
I'5 |-360 EZFIn I=COS(EE) 1
|6 |-359 =(ABPIN)}1560 =COS(B6)
| 7 |-358 =(A7FIN)180 =COS(E7)
'8 |-357 =(AS"PIN)AE0 =COS(ES)
|9 |356 =(A9"PIN)150 =COS(B9)
| 10-355 =(A10°PIN}180 =COS(B10)
| 11-354 =(A11TPI)AE0 =COS(EIN
|12 |-353 =(A127PIN)180 =COS(B12) E 5 -4
[15]-352 =(A13°PIN)}180 =COS(B13)
| 14 |-351 =(A147FIN)180 =COS(E14)
|15 |-350 =(AT5*PIN}AE0 =COS(B15)
|16 |-349 =(A16°PIN)}180 =COS(B16)
| 17 |-3a8 =(A17FI)180 =COS(E17) —
18 {347 =(AT8PIN)AE0 =COS(B18)
|15 |-345 =(A19°PIN)}180 =COS(B19)
| 20-3a5 =(A20°FIN)180 =COS(E20)
[ 21344 =(A2TPI)AE0 =COS(E2N)
| 22343 =(A22°PIN)}180 =COS(E22)
| 25]-342 =(A23°PIN)180 =COS(E23)
| 24 |-341 =(A24PIN)1E0 =COS(E24)
| 25 |-3a0 =(A25"PIN)180 =COS(E25) Eje x Grados
| 26 |-332 =(A26°PIN)}150 =COS(E26)
|27 |-338 =(A27FIN)180 =COS(E27)
26337 =(A25*PIN}AE0 =COS(E28)
|25 -335 =(A29°PIN)}180 =COS(E29)
| 30335 =(A30°FIN)180 =COS(E30)
[51-334 =(A31TPI)AE0 =COS(E3N
|52 |-333 =(A327PIN)}180 =COS(E32)
|33 |332 =(A33FIN)}150 =COS(E3T)
|34 -331 =(A34*PI)AE0 =COS(B34) -360 -160
|55 |-330 =(A35"PIN)180 =COS(E35)
|56 |-329 =(A36"PIN)}150 =COS(E36)
|57 |-328 =(A37PINNE0 =COS(EIT)
|58 |-327 =(A35"PIN)}150 =COS(E38)
|59 -325 =(A39°PIN)150 =COS(E39)
| 40-325 =(Ad0FIN)180 =COS(B40)
[ 41324 =(AdTPINMAE0 =COS(B41)
|42 ]-323 =(A427PIN)150 =COS(B42)
| 43 |-322 =(Ad3FIN)150 =COS(B43)
|44 |-321 =(Ad4PIN)AE0 =COS(B44)
| 45 |-320 =(A45"PIN)150 =COS(B45)
| 48 |-318 =(AdEFIN)150 =COS(B46)
47318 =(Ad7PINYAE0 =COS(B4T)
|48 |-317 =(A48"PIN)150 =COS(B48)

316 =(8497PIM/ 150 =COS(849) J;l
M 4 » M[% Descripoién ) Funcién seno { Funcién coseno { Funcion kangente ¢ Funcidn arcoseno . Funcion arcocosena 4 Funcien arcokana | < | | |
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Tangente:

Ed Micrasoft Exc Ca ZEXCELS o = |
[E] archivo Edicisn  Wer Insertar Eormato  Herramientas Datos  Ventana 2 Escriba una pregunta -8 x
DEEHR SRy | PBEE-T oo @ > -0 2] 2| [l 48 00 -2 akl -0 - N &S =€ % oo %3 L% ~ - A -
13 #a a =4 T | ¥ W ¢ | Y Responder con gambios... Terminar revisian. ..
c3 - ~
A I B I c I D I E I F G I H I I Jd I K I L I [ I i=
|1
12|
= i
| 4 |Grados Radianes  Tangente Eje x Radianes
= 360/ -6,283185307 2 4503E-16 1
| 6 | -359/ -6.265732015 0017455065
|7 | -368| -B.248278722 0034920769
& | -357| -5,23082543 0,052407779
| 9 | 356 -B.213372137 0,089926812
| 10| 355 -B,195918845 0,057 488664
|11 | 354/ -B,178465552 0105104235
12| 353 -6,16101226 0,122784561 & 5 -4 2 2 “ 5, &
| 13 | -352| -B,143550967 0140540835
|14 | 351| -B,126105675 015835444
|15 | -350/ -B,108652382 0,176326981
|16 | -349| -6,091199089 0,194350309
|17 | 348/ -B,073745797 0,212556562 Bl
| 16 | 347 | -B.056292504 0,230868191
|19 | 346/ -6,039839212 0,249328003
| 20 | 345 -5,021385812 0267949192
[ 21| 344 -6,003932627 0286745356
| 22 | -343| -5,986479334 0,305730681
[ 23] 342 -5 965026042 0324919696
| 22 | -341| .5,951572749 0,344327613
| 25 | 340/ -5.934119457 0363970234 Eje x Grados
| 26 | 339 -5 916666164 0,383864035 1
| 27 | -338| -5,899212872 0404026226
| 25 | -337| -5,881759579 0,424474816
| 29 | 336/ -5,864306287 0,445228685
| 0| -335| -5,546352934 0456307658
| 31 | 334/ -5,529399702 0487732589
2 -333| -5,511948409 0509525449
| 33 | -332| .5,794493117 0,531709432 ! T T j T T T T
| 34 | -331| -5.777039824 0,554309051 -360 260 -160 -60 40 140 240 34
| 35 | 330 -5,759586532 0577350269
| 36 | -329| -5,742133232 0600860612
Ed 328/ -5,724679947 0624869352
| 36 | 327 -5,707226654 0649407593
| 39 | 326/ -5,589773362 0574508517 -1
| 40 | -325| -5,672320069 0,700207538
| 41 | 324/ -5 B54866776 0726542528
| 42 | -323| .5,637413484 0,75355405
| 43 | -322| -5)519960191 0761285627
| 44 | 321 -5,602506839 0,509784033
| 45 | -320/ -5,585053608 0,539099631
| 45 | 318 -5,567600314 0,569286738
| 47 | 318/ -5,550147021 0,900404044
| 45 | 317 | -5532693729 0932515086
49 316/ 5515240436 09655 J;I
1 4 b Py Descripcien 3 Funcién seno { Funcion coseno # Funcion tangente £ Funcion arcoseno 4 Funcion arcocoseno 4 Funcion arcotang | 4 | | |
Listo MNUM
r . .
y las formulas correspondientes:
E3 Microsoft Exc Capi ZEXCELS =7 x|
] archive Edicién  ¥er Insertar Formate Herramientas Datos  Yemtana 7 Escriba una pregunts I
D = S A Y| EBEET| oo - =R Rl e 10w -2 Al -0 - S AT -& - A -
13 #a a2 T ¥ | ¥ W g | e Responder con gambios... Terminar revision...
c3 'A e I Responder con cambios | 5 ‘ & B = =
B T =
|1 =
12|
L= | 1
| 4 |Grados Radianes Tangente Eje % Radianes
| 5 |60 =2°FI) =TAMN(ES)
| & |-359 AE"PIN)180 AMN(EB)
| 7 |-358 =(A7*PI()180 AMN(ET)
| & |357 (AE"PI0)N 180 AMN(EE)
ERE AS*PINN1E0 AMN(E2)
| 10|-355 (A10°PIO)180 ANE10)
|11 |-354 =(&117PIQ)180 AMIBT1)
|12 |-353 (&1 2*PI0) 180 AMN(B12) 8 5 -4
| 13 |-352 (A1 3PION 180 AN(B13)
| 14 |-351 (A1 47PI0) 180 AN(E14)
|15 |-350 A1E*PIN1E0 AN(B15)
| 16 |34 (A1E"PI) 180 AM(B1E)
|17 | 348 (A1 7 PI)180 AMB1T)
| 18 |-347 (A18*PIO) 180 AMN(B18)
| 19 |-345 (A197PIN 180 AN(E19)
| 20|-345 A20°PIN150 AMN(E20)
| 21 |-344 A21*PIN180 AN(E21)
| 22 | 343 A2Z"PIO) 180 AMNE22)
| 23 |-342 A23PION180 AMN{EZ3)
| 24 |-341 (A247PI0)180 AM(E24)
| 25 |-340 (A25"PI0) 180 AN(E25) Eje x Grados
| 26 |-332 (A2E*PINN150 AMN(E26)
| 27 |-338 (A27 PION180 ANIE27)
| 28 | 337 =(A28"PIQ)180 AM(E28)
| 29 |-335 (A25"PI0) 180 AM{E29)
| 30 |-335 (A307PI0N 180 AN(EI0)
|51 |-334 (A317PI0N180 AN(ES1)
| 32333 =(A32*PIO)150 =TAN(E32)
33 | 332 (A33PIN180 AM(E33)
| 34331 A34TPINN 180 AN(ES4) -360 -280 180
| 35 |-330 (A35"PIO) 180 AM{E35)
| 36 |-329 =(A36"FI)180 =TAN(EIE)
|37 |-325 (A37*PION1E0 AMN(EST)
| 38 |-327 (A38*PION150 AMN(E35)
| 39 | 326 (A39"PIO) 180 AM(E39)
| 40|-325 =(A40°PIQ) 180 =TAMN(B40)
| 41 |-324 (A417PI) 180 AM(BAT)
| 42 |-323 (A4Z"PI0N 180 AN(BAZ)
| 43 |-322 (A4ZPION1E0 AMN(BA3)
| 24 |321 =(4447PIQ)180 =TAMN(B44)
| 45 |-320 (A457PIO) 180 AM(B45)
| 46 |-319 (A4E"PIO) 150 AMN{BAB)
| 47 |-318 (A47"PI0N 180 AN(BAT)
|26 |-317 =(A4E"FI0) 180 =TAN(B48)
491316 =(A4Z*PINY150 =TAN(EAS) J;I
M 4 » M Descripcién % Funcién seno { Funcién cossno /4 Funcién tangente 4 Funcién arcosena 4 Funcién srcacosenc Funcign arcotang | 4 | | 3|
Lista UM
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2.3. Representacion de orbitales atomicos

En este apartado vamos a aplicar los conocimientos adquiridos hasta ahora en representacion de funciones

para representar la funcion radial de los orbitales 1s, 2s y 2p, siendo

2 zZ-r
n- A
-0
z 3 -
Pls=2-(Z)?)-e 2
AO
-c
Pos = \/_ (—)2 (2-0)-e?
2 2
Y2p=( \/—)( ) (0)6

con Ay=0.529, z=1, n(1s) = 1, n(2s) = 2 y n(2p) = 2.

En primer lugar vamos a representar el orbital 1s:

Ed Microsoft Excel - CapituloZEXCELT =2 x|
] Archiva Edicién  Ver Insertar Formato  Herramientas  Datos  Ventans 7 Escriba una pregunta - - & X
ODEEmsE S@Y LB - c- |8 = -5 2] Z) Ml 45 130% -2 aal -1 -|H X 8 == B = € %% m %3, iE iE -3 A -
i3 ta %A 4 © B | F W g2 | weresponder con cambios... Terminar revisisn...

A41 - B nZs =

A I B | [4 D E =

1 |orbitales
2
3 (Ao 0,629
4 |z 1
5 |[nhls = 1
6
7 |1s r o [1T]
8 0 =((2*z*B8)/(n1s*Ao)) =2*((z/Ac)"(3/2))*EXP(-C8/2)
9 =B8+Ao =((2'z*B9)/(n1s*A0)) =2*((z/Ac)(3/2))* EXP(-C9/2)

10 =B9+A0 =((2'z'B10)/(n1s*A0)) | =2*((Z/A0)3/2))*EXP(-C10/2)

11 =B10+Ao =((2*z'B11)/{(n1s*Aa))  =2*((Z/A0)(3/2))'EXP(-C11/2)

12 =B11+Ao =((2'z'B12)/{(n1s*Ac))  =2*((z/A0)3/2))' EXP(-C12/2)

13 =B12+Ao =((2'z'B13)/(n1s*A0))  =2*((Z/A0)(3/2))'EXP(-C13/2)

14 =B13+Ao =((2'z'B14)/(n1s*Ac)) | =2*((z/A0)3/2))* EXP(-C14/2)

15 =B14+Ao =((2'z'B15)/((n1s*A0)) | =2*((Z/A0)*(3/2))*EXP(-C15/2) | |
16 =B15+Ao =((2'z'B16)/(n1s*Aa))  =2*((z/A0)*(3/2))' EXP(-C16/2)

17 =B16+Ao =((2'z'B17)/(n1s*A0)) | =2*((Z/A0)YN3/2))'EXP(-C17/2)

18 =B17+A0 =((2'z*'B18)/(n1s*Aa))  =2*((z/A0)*(3/2))' EXP(-C18/2)

19 =B18+Ao =((2'z'B19)/(n1s*Ac))  =2*((z/A0)3/2))' EXP(-C19/2)

20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32

I‘a';; » »i[\Hojal ¢ Fojaz £ Hojas £ Hojad 7 J N} 1 AJL‘

Listo Suma=z03, 3955076 HUM

Puesto que tenemos varios valores constantes, hemos utilizado un recurso de EXCEL® que nos permite
cambiar la denominacion cartesiana de las celdas por el nombre que a nosotros nos convenga. De esta
manera, la celda B3 ha sido renombrada como Ao. Para ello debemos seleccionar del menu
Insertar>Nombre>Definir:
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SETEY
D] archivo Edicion  Yer Insertar Eormato  Herramientas Datos  Ventana 2 Escriba una pregunta - - & x

ODEeE®E SRy 4 EBElE- oo @ s -0 48 5] [g@lau% =7 Arial -1t | WK 8 | EEEESE € %m0 EE - A -

3 %3 %a LA Ts %8 | ) W8 §2) | Y@ Responder con cambios... Terminar revisisn... _

Ao = A 0,529
A I B | C I D E =

| 1 |Orbitales

2 L —S
| 3 |Ao IO 529 1
EaE 1

5 |n1s = 1

6
7 1s Definir nombre I 1]
| 8 | mombres en el libra: =2*((z/A0)(3/2))* EXP(-C8/2)
. Ao = s*Ae =2"((z/A0)3/2)) EXP(-C9/2)
| 10 | e s*Ao)) =2"((z/A0)N3/2))'EXP(-C10/2)
| 11 | o= 1s*A0)) =2 ((z/A0)3/2))"EXP(-C11/2)
| 12 | e 1s*Ao0)) =2*((=/A0)3/2))'EXP(-C12/2)
| 13 | = 1s*A0)) =2"((z/A0)N(3/2))"EXP(-C13/2)
| 14 | 1s*Ao)) =2*((=/A0)3/2))"EXP(-C14/2) =
| 15 | ?:;:::";Z;z =] 1s*Ao)) =2*((z/Ac)N3/2))*EXP(-C15/2)
| 16 | 1s*A0)) =2*"((z/A0)N(3/2))"EXP(-C16/2)
| 17 | =B16+Ao =((2*2*B17)/(n1s*Ao)) =2*((z/A0)3/2))*EXP(-C17/2)
| 18 | =B17+Ao =((2*z"B18)/(n1s*A0)) =2"((Z/A0)N(3/2))"EXP(-C18/2)
| 19 | =B18+Ao =((2*z*B19)/(n1s*Ao)) =2*((2/A0)N3/2))"EXP(-C19/2)

20
|21 |
| 22 |
| 23 |
| 24 |
| 25 |
| 26 |
| 27 |
| 28 |
| 29 |
| 30 |
|31 |

ul? » »[yHojal { Hojaz £ Hoja3 £ Hojat / I EN] Llj;‘
bibujo - [ | Autoformes = . w 1 © B 4l r [@ D-d-A-E=E0w.

Lista tUM

i nicio| (2 & & B8] informatica-vf_convincul... | 3 CapEXCEL | o muevascap |[E] capitutozexcers | 14 pas-1 - Paink | &9 Bandeia de entrada para... | [ 1o:18

En la ventana se teclea el nuevo nombre de la celda (Ao en este caso) y se elige Agregar y a continuacion

Aceptar. A partir de este momento la celda ya no se denomina B3 sino Ao, y se puede usar el nuevo nombre

en las formulas, como se puede observar en la figura. De la misma manera, en esta hoja se han renombrado T,

nls, nlp y n2p. Asimismo, en la columna r se ha introducido una féormula que calcula la suma de la celda

anterior mas Ao para definir el eje de las x de una manera rapida. La grafica a partir de r(x) y ¥(y) para s,

aplicando el proceso aprendido en el apartado anterior y siguiendo el camino que marca el asistente para el

disefio de graficos, es el siguiente:
il

archivo  Edicidn  Wer Insertar Formato  Herramientas Datos  Ventana 7 Escriba una pregunta - & X
DS SRY| L @< oo @ =525 S 0% -7 A W x s == T o€ % owy L EEEE |- By A -
2 ®a %a LA T ¥a | ) Wy ¢ | w¥Responder con cambios. .. Terminar revision... |
F27 - e
A B S D | E F G H ] J [ K =
1 |Orbitales
2
| 3 Ao 0,529
| 4 =z 1
5 nis= 1
6 |
| 7 1s r o 1]
| 8 | o] (o] 5,198122233 Orbital 1s
| 9 | 0,529 2 1,912282302
|10 1,058 4 0,703489345 61
|11 1,587 6 0,258799267 57 |
|12 | 2,116 8 0,09520693 _ 4
|13 2,645 10 0,035024672 € 3
|14 3,174 12 0,012884857 2
15 3,703 14 0,004740074 1
| 16 | 4,232 16 0,001743776 o . ' -
|17 | 4,761 18 0,000641499 Y 1 2 3 4 5 6
| 18 | 5,29 20 0,000235994 r
| 19 | 5,819 22 8.68175E-05
| 20|
|21
| 22|
| 23 |
| 24 |
| 25 |
| 26 |
| 27 | —1
| 28 |
| 29 |
30
W 4 r d[NHojal (Hajaz f Holas £ Hajat (KN} | LlJ:I
Lista UM
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Repetimos el proceso para la representacion de los orbitales 2s y 2p, utilizando las férmulas

correspondientes. El resultado es el siguiente:

Fd Microsoft Excel - CapituloZEXCELT 1= %]
Archiva  Edicién  ¥er Insertar Formato  Herramientas Datos  Yenfana ¢ Escriba una pregunta o8 %
DEE=R SRV ¥BR-<T o-oc- |8 >3 2[4 -2 aal 11 | N K S & € % o Gf L% DAL
Z¥a 5 %A A T %A | (¥ W §2) | ¥ Responder con cambios... Terminar revisidn...
03 - ~
A B | c | D [ Barra de formulas [¢ G H [ K L ™ N o 3 [ a
| 1 |Orbitales =
Ao 0528
z 1
nls= 1
1s r o w
] o 5,198122233 Orbital 1s
0528 2 1912282302 I 1
1,058 4 0,703489345 61
1,587 5 0,256799267 5
2,116 E] 009520693 _ e
2645 10 0,035024672 £ 3
3174 12 0,012884857 2
3,703 14 0,004740074 1
4232 18 0,001743776 0 = . T a
4,761 18 0,000541499 o 1 2 3 a s 5
528 20 0,000235994 .
5,518 22 8E8175E06
n2s = 2|
|22 2s r ° v Orbital 25
0 0 183781374
0,529 1 055734519 2
1,058 2 ]
1,587 3] -0/205035837 15
2,116 4] 0248721043
2645 5| -0,236285407 B
3,174 5 182998717 os
3,703 7 -0,136742915
4232 8/ -0,100982198 o
2761 9 0071456933 4 L e R
528 10 -0,049532366 05
5819 11 -0, 033798261
n2p = 2] f
|22 2p I v, Orbital 2p
0,528 1 0,321763396
1,058 2 0,39034299 05
1,587 3 0,355132487 04
2,116 4 0,287198322
2,645 5 0217743235 0.3
3,174 5 0,156461537 02
3,703 7 0,112144563 o1
4232 ] 0077736133
4,761 3 0,053043016 o
529 10 0,0357 46906 0 1 2 3 a s 5
5819 11 0023849754
M 4« » »MHojal ¢ Hojaz £ Hoja3 £ Hojat [EX] | L”_‘

liskn

(T

Como se puede observar, se han seleccionado diferentes colores para cada orbital marcando la linea del

grafico y haciendo clic con el boton derecho del raton, con lo que aparece la ventana del menu para cambiar

el formato del grafico, como se observa en la figura:

=] rosoft Excel apitulo2EXCEL7 =] |
archive  Edicién  ver Insertar Formato Herramientss Grafico  Ventana 2 Escriba una pregunta - & x
DS HE|SRY|4B2E-|(v-0-|@ = -F2 | im S Mkt A -lw x = &€ %o L% T B-A -
At ada =¥ B @3 | Y Responder con cambios... Terminar revisidn...
Serie 1 - £ =SERIES(;Hoja11$B%5: 88819, Hojal 150%8: 0§12, 1)
A B | C | D | E F [ G H 1 K L M [ [ P a |
| 1 |Orbitales =
2
| 3 ("0 0529
ENE 1
5 |nis= 1
|5 |
EALE R v 21
E 1] 0 5198122233 Orbital 1s
o 0529 2 1912282302 Rétulos de datos | Orden de las series | Opciones |
10| 1.058 4 0703489345 64 Tramas Eie | Barras de error X | Barras de error ¥
|11 | 1,587 5 0,258799267 s " o arca
EE) 2,116 ] 009520653 !  automatica " Autométicn
13 2545 10 0,035024672 £ 3 - -
| 1a | 3174 12 0012854857 2 = tinguna Minguno
i 3903 14 0'004740074 1 - = personalizada ' personalizado
| 15 | 4232 16 0,001743776 o LES B SR I I ] - Estilo: I—L' Estio: I—L[
| 17 | 4,761 18 0,000641459 o 1 2 E 4 6
| 18| 523 20 0,000235934 . Color [—3 ermerplane:  [[ |~
; - 5 EWg 22 8E8175E-05, e || — (|
21 |25 r a y i I~ Linea suavizada -
| 22 i] ] 1,83781374 Orbital 23 BRI =]| pto
| 23 | 0,529 1 055734519 2 I sombreada
| 24 | 1,058 2 0
| 25 | 1,587 3 -0 205035837 15
| 26 | 2,116 4 -0,248721043
| 27 | 2545 5 -0 226285407 :
| 25 | 3,174 5 -0,182998717 os
| 25 | 3,703 7 -0,138742915 § Cancelar
| 30| 4,232 8 -0,100982198 o
E 4761 3 .0071456933 4 P SR s
| 32 | 5,29 10 -0,049532366 05
33 5819 11 -0,033798261
34 [n2p = 2| =
%ZP r S * o Orbital 2p
| 37| 0,529 1 0,3217833%6
| 38 | 1,058 2 0,39034282 05
| 39| 1,587 3 0,355132487 0a
| a0 2,116 4 0,287198322
|a| 2545 5 0,217743235 0.3
|az | 3,174 5 0,158481537 02
|az | 3,703 7 0,112144563 o1
| aa | 4,232 8 0077736133 iy
| as | 4,761 El 0,053043016 o#
| a6 | 5,29 10 0,035746906 o 1 2 3 4 5 &
| a7 | 5819 11 0,023849754
| a8 | =
14 4 v w]\Hojal { Hoja2 £ Hojaa £ Hojat [N} | LI_I_‘
Listo MU
i 1nicio| (2 & & B informatica-vF_convincul... | I3 CapERCEL |- NUEYASCAP |[E7 CapitulozexceLz 14 p3s-1 - Paint | €9 Bandeia de entrada para. . | 2933 10:34
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Las formulas para los orbitales 2s y 2p son las siguientes:

ST
[E] archive Edicién  Yer Insertar  FEormato  Herramienkas  Grafico  Veptana 2 Escriba una pregunta -8 X
DB (SGEBY|LBR-S | o-c- @& = -2 5 B[ ]2 celn -w -|® xS € % oom % L8| EE - A -
¥atata @ ® B =) | ¥ Responder con cambios. .. Terminar revisién... _

Area del grafico = 5

A [ B C [ D E =

20 n2s = 2 \

121 2s r ] (11}

| 22 | o] =(2*z*B22)/(n2s*Ao) | =(1/(2*RAIZ(2)))*((z/Ac)(3/2))*(2-C22)*EXP(-C22/2)

|23 =B22+Ao =(2*2*B23)/(n2s*Ao) | =(1/(2*RAIZ(2)))*((2/Ac)3/2))*(2-C23)*EXP(-C23/2) 2

| 24 | =B23+Ao =(2*z*B24)/(n2s*Ao) |=(1/(2*RAIZ(2)))*((z/Ac)"(3/2))*(2-C24)*EXP(-C24/2)

| 25 | =B24+Ao =(2*z*B25)/(n2s*Ao) | =(1/(2*RAIZ(2)))*((z/Ac)*(3/2))*(2-C25)*EXP(-C25/2) L5

| 26 | =B25+Ao =(2*z*B26)/(n2s*A0o)  =(1/(2*RAIZ(2))*((2/A0)*(3/2))*(2-C26)*EXP(-C26/2)

| 27 | =B26+Ao =(2*z*B27)/(n2s*Ao) | =(1/(2*RAIZ(2)))*((z/Ac)"(3/2))*(2-C27)*EXP(-C27/2) 1

| 28 | =B27+Ao =(2*z*B28)/(n2s*Ao) | =(1/(2*RAIZ(2)))*((z/Ac)(3/2))*(2-C28)*EXP(-C28/2) 0.5

|29 =B28+Ao =(2*z*B29)/(n2s*A0)  =(1/(2*RAIZ(2))*((2/A0)(3/2))*(2-C29)*EXP(-C29/2)

| 30 | =B29+Ao =(2*z*B30)/(n2s*Ao) | =(1/(2*RAIZ(2)))*((z/Ac)"(3/2))*(2-C30)*EXP(-C30/2) 0

| 31 | =B30+Ao =(2*z*B31)/(n2s*Ao) | =(1/(2*RAIZ(2)))*((z/Ac)*(3/2))*(2-C31)*EXP(-C31/2)

|32 =B31+Ao =(2*z'B32)/(n2s*A0)  =(1/(2*RAIZ(2)))*((z/A0)"(3/2))*(2-C32)*EXP(-C32/2) 0,5

33 =B32+Ao =(2*z*B33)/(n2s*Ao) |=(1/(2*RAIZ(2)))*((z/Ac)"(3/2))*(2-C33)*EXP(-C33/2)

34 n2p = 2

135 2p r c g

|36 0 =(2*z*B36)/(n2p*Ac)  =(1/(2*RAIZ(6)))*((2/A0)*(3/2))* C36*EXP(-C36/2)

| 37 | =B36+Ao =(2*z*B37)/(n2p*Ao) |=(1/(2*RAIZ(6)))*((z/Ac)"(3/2))*C3T*EXP(-C37/2)

| 38 | =B37+Ao =(2*z*B38)/(n2p*Aoc) |=(1/(2*RAIZ(6)))*((z/A0)*(3/2))*C38*EXP(-C38/2) 0.5

|39 =B38+Ao =(2*z*B39)/(n2p*Ac)  =(1/(2*RAIZ(6)))*((2/A0)*(3/2))*C39*EXP(-C39/2) 0.4

| 40 | =B39+Ao =(2*z*'B40)/(n2p*A0c) |=(1/(2*RAIZ(6)))*((z/Ac)(3/2))*C40*EXP(-C40/2)

| 41 | =B40+Ao =(2*z*'B41)/(n2p*Aoc) |=(1/(2*RAIZ(6)))*((z/Ac)(3/2))*C41*EXP(-C41/2) 0.3 2

|42 | =B41+Ao =(2*z*B42)/(n2p*Ao)  =(1/(2*RAIZ(6)))*((=/A0)(3/2))* C42*EXP(-C42/2) 02

| 43 | =B42+Ao =(2*z*'B43)/(n2p*A0c) | =(1/(2*RAIZ(6)))*((z/Ac)"(3/2))*C43*EXP(-C43/2) 01

| 44 | =B43+Ao =(2*z'B44)/(n2p*Ao) |=(1/(2*RAIZ(6)))*((z/A0) (3/2))*C44*EXP(-C44/2)

| a5 | =B44+Ao =(2*z*B45)/(n2p*Ac)  =(1/(2*RAIZ(6)))*((z/A0)"(3/2))* C45*EXP(-C45/2) o

| 46 | =B45+Ao =(2*z*'B46)/(n2p*Ac) |=(1/(2*RAIZ(6)))*((z/Ac)"(3/2))*C46*EXP(-C46/2) 0

| 47 | =B46+Ao =(2*2'B47)/(n2p*Ao) |=(1/(2*RAIZ(6)))*((2/A0) (3/2))*C4T*EXP(-C47/2)
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Finalmente se pueden representar los tres orbitales en la misma grafica seleccionando r como eje de abscisas

y ¥ para 1s, 2s y 2p como yl1, y2 e y3. El resultado es el siguiente:
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3. Resolucion de problemas sencillos
3.1. Resolucion grafica de ecuaciones

La potencia de EXCEL" en la representacion de funciones se puede utilizar también para el calculo de las
soluciones de ecuaciones graficamente. El fundamento es simplemente representar las funciones y conseguir
visualizar los cortes con las x, de manera que se pueda determinar la solucion con la precision deseada.
Pongamos como ejemplo el estudio del polinomio de segundo grado

3-x*=20-x+5=0.
Para la resolucion de ecuaciones graficamente debemos elegir siempre el tipo de grafico XY (Dispersion),
en el primer paso del Asistente para graficos. Esta opcion, recordemos, permite disefiar graficos con ambos
ejes numéricos (abscisas y ordenadas), es decir, representan coordenadas en abscisas y no categorias. Para
representar frente a categorias (que pueden ser nimeros o texto y que son equidistantes, independientemente
de su significado) podemos usar el tipo de grafico Lineas.
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Después de los conocimientos adquiridos en anteriores apartados podemos representar la ecuacion
introduciendo una columna con valores de x al azar (ya que pretendemos resolverla graficamente y no a
posteriori de una determinacion analitica de las soluciones), y otra columna con la ecuacion, como se puede

ver en la figura.
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A continuacion, representamos x ¢ y mediante el Asistente de graficos:
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Como era de esperar, no se pueden observar las soluciones de la ecuacioén con la suficiente precision, por lo
que deberiamos modificar la x, la escala, etc. Esto seria un proceso largo y tedioso que no utilizaria todos los
recursos de la hoja de célculo. Siempre podemos ingeniar algoritmos que permitan aprovecharnos de los
recursos del EXCEL® al maximo, y utilizar las diferentes opciones a nuestra disposicion.

Para ello, vamos a disefiar la columna de las x utilizando la formula que se muestra en la figura (celda

anterior mas un valor d), junto con la representacion grafica de x vs. f(x).
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| 10 |=A9+d =3"A10"2-20*A10+5 12000 -
11 [=A10+d =3"A11/2-20"A11+5
|12 |=A11+d =3"A12/2-20"A12+5 10000 -
| 13 [=A12+d =3"A13"2-20*A13+5 8000 4
| 14 [=A13+d =3"A14"2-20*A14+5
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| 22 |=A21+d =3*A2202_20*A22+5
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Se ha renombrado la celda B5 como d, con lo que cambiando el valor numérico de esa celda se puede
modificar toda la columna de las x, consiguiendo asi mas o menos espacio entre las marcas del eje de
abscisas y, como consecuencia, la representacion de diferentes intervalos mas o menos amplios, lo que
funciona como si fuera un zoom que enfoca la grafica como mejor nos convenga. Para el valor d=5, no

aparece nada en la grafica. Si “enfocamos” introduciendo d=0.5, el resultado es el siguiente:
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A partir de aqui debemos mejorar la precision, ya que solo podemos deducir que las soluciones estan entre 0
y 1,y entre 6 y 7. Disminuimos la diferencia d para lograr mayor precision. En la figura siguiente se muestra
el mismo grafico para una diferencia h=0.05 y €=0.005. Obtenemos una solucion x=0.260, para e=0.005.
Como se puede observar en la figura, se ha cambiado también el valor del primer punto (celda A44=0.250).

Esta maniobra nos permite “centrar la foto” de la grafica en la zona deseada.
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Ademas, llegados a este punto es necesario modificar la escala para obtener mas decimales (marcar el eje x,

clic con el boton derecho y aparece el menu que se muestra en la figura).
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En la opcién Formato de ejes nos encontramos con el siguiente menu dentro de Numero, en el que

podemos modificar el nimero de decimales en las marcas del eje.
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En Escala podemos modificar el valor maximo, el minimo y las distancias entre marcas, y en Fuente

tenemos la posibilidad de modificar el tamafio y otras caracteristicas.
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La otra solucién se obtendria operando de la misma forma, variando el valor de la diferencia (en este caso m)

y el valor del primer punto de la x.

ST
Archivo  Edicién  Wer  Insertar Eormato  Herramientas — Grafico  Ventana 2 Escriba una pregunta - -8 %
DEH® SEY LR oo &> - il il =] g A w xrs|===E|Fe€%m gl sn A,
atatald @& B g3 | Y@ Responder con cambios... Terminar revision...

Serie "f ()" = £ =SERIES(Hojal $E$63;Hojal 1$A$E4: 54569, Hojal $ES64: 55559, 1)
2 B [ | D | E | F G | H | J | K | L | ¥ | N | (] | 3
| 46 | 0,260 0,003 ‘ Rl |

|47 | 0,265 -0,083

a8 ] 0,270 -0,181

las] 0275 0,273

|50] 0,280 -0,365

|51] 0,285 -0,456

E ozo0f 054

|53] 0,295 -0,633
54 0,300 0,730

155

|55 |

|57 |

|58

159
50
5] m=] 0.0005] 10
52
53 x [A) 0,030

|64 | ,4050 Oo2E| «—

|65 | 6,4055 0019 0,020

| 66 | 64060 -0,009] -

| 67 | 6 4065 0,000 oM -

|63 | 6.4070 0,009

| 63 & 4075, 0,018] +— 0,000 =
70 5,4080] 0,027 65,4050 65,4055 z 64055 54070 54075

|71 6,40 0,037 0,010 =

72] #0390 0,045

73] 6,4095 0,055 -0.020
74 64100 0,064
75 -0,030
76

7 -0,040

|78 |

| 72 |

£

|81

|82

|83 |

|54 |

185

|86

187 |

|88 |

|89

|90 |

191 |

192
93 -
4 4 % ¥il\Haja1 { Fojez £ Hajas 141 gr‘

Lista,

En este caso, ademas, hemos utilizado la opcion de representar el rango que mas nos convenga para mejorar

la grafica, arrastrando la caja azul que nos muestra el intervalo representado cuando marcamos la linea de la

grafica mediante un clic. Hemos obtenido la soluciéon con 4 decimales.

En resumen, los recursos que tenemos para conseguir una optima resolucion grafica de una ecuacion serian:

e El algoritmo utilizado en la columna de las x, variando el valor de la diferencia (“enfoque de

la zona de la solucion™).

e Variar el primer punto de las x (“encuadre de la zona de la solucion™).

e Modificar el formato de los ejes, para obtener la maxima precision.

e Modificar el intervalo que se representa (“mejora del encuadre”).

3.2. Calculo del pH de una disolucion de acido fuerte

Los problemas de calculo del pH de disoluciones nos brindan la oportunidad de resolver ecuaciones de mas

sencillas a mas complicadas. Concretamente, el calculo del pH de un acido fuerte nos permite practicar el

uso de funciones como logaritmos, raices o exponentes, aplicando lo que ya hemos aprendido sobre el uso de

funciones con EXCEL® en el Capitulo 2.

@ J. Planelles | R. Serrano | J. L. Movilla - ISBN: 978-84-693-0995-7 45

Nuevas tecnologias de la informacion y la computacion - UJI



El problema que vamos a resolver en este apartado es el calculo del pH de disoluciones con diferentes

concentraciones de un acido fuerte. Mediante la hoja que vamos a disefiar calcularemos el pH exacto y el pH

. . . . -1 14
aproximado, que no tiene en cuenta el producto ionico del agua, para concentraciones entre 10” y 107" M.

Ademas, gracias a los recursos que nos ofrece el EXCEL® que siempre debemos intentar aprovechar al

maximo, los compararemos con un minimo esfuerzo mediante su representacion en una grafica pH vs.

concentracion de acido.

Como ejemplo se toma el HCI, que en disolucion acuosa se disocia totalmente:

HCl—>H" +CI”

Empezamos el disefio de la hoja introduciendo las concentraciones, arrastrando la formula que se observa en

la columna A desde la segunda concentracion (celda A7):
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Calculo del pH de un acido

0.1
=AB/10
=A7/10
=A8/10
=A9/10
=A10/10
=A11/10
=A12/10
=A13/10
=A14/10
=A15/10
=A16/10
=A17/10
=A18/10
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Al observar los resultados nos damos cuenta que el formato de las concentraciones cambia a partir de la

celda Al4, cuando ya hay 9 decimales. El programa cambia automaticamente a la notacion Cientifica

(exponentes de 10) puesto que el nimero de ceros es demasiado grande para poder mostrarlos.
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EA Microsoft Excel - Capitulo3EXCELZ
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D= 8 = -G i 5o -

Escriba una pregunts -

Ca

0,1

0,01

0,001

0,0001

0,00001

0,000001

0,0000001

0,00000001

0,000000001

1E-10

1E-11

1E-12

1E-13

1E-14

Para homogeneizar la notacion de las concentraciones, marcamos las celdas correspondientes y vamos a

Formato>Numero>Cientifica.
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Escriba una pregunta B

Ca

0.1
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El resultado es el siguiente:
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La aproximacion que habitualmente se lleva a cabo para el calculo del pH de disoluciones de acidos fuertes

consiste en no tener en cuenta el producto i6nico del agua, con lo que:

donde Ca es la concentracion inicial de acido.

|+ |=|cr-|=[Hcl), = ca,

El calculo del pH se convierte en una sencilla operacion, ya que basta con obtener el —logaritmo decimal de

la concentracion molar inicial de acido. Esta aproximacion es valida a concentraciones altas de acido, ya que

entonces los protones cedidos por el agua son despreciables. En la hoja se calcula el —logaritmo decimal de

dicha concentracion, o lo que es lo mismo pCa, puesto que el operador “p” realiza este calculo del argumento

correspondiente.

Sin aproximaciones, se tiene en cuenta también el equilibrio:

y se incluye en los balances de cargas y masas

HO = OH +H'

Balance de cargas: [H']=[ CI']+[ OH]

Balance de masas: [ C/]

Kw=[OH[H']

Ca

A partir de este sistema de ecuaciones es posible calcular la concentracidon exacta de protones mediante una

ecuacion de segundo grado:

los~]=

Kw

(7]
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[H*]:Ca+[%
] =[] ca-Kkw=0

]_ Ca+~Cd* +4-Kw
2

|1

que se puede traducir facilmente al formato EXCEL®, incluyendo el calculo del —logaritmo de la

concentracion de protones (H") para obtener el pH:
=-LOG((B7+(B7"2+4*Kw)"(1/2))/2).

También se puede utilizar la funcion RAIZ():
=-LOG((B7T+RAIZ(B7/2+4*Kw))/2).

Puesto que necesitamos utilizar la constante del producto ionico del agua, se ha definido la celda B3 como

Kw con el objeto de facilitar la traduccion de la féormula. En las figuras se pueden ver las formulas utilizadas:

18l
[E] Archiva Edicin Yer Insertar Formato Herramientas Datos Veokana 2 Escriba una pregunta - & X
DEEH® &SRBV | &BBR-| oo @ = -5 el 81| [l 42 150% -2 adal -0 - Wk s |[SEEE|D e %m0 e B A
i3 ¥a Pa A © ¥a | ¥ Wy ¢ | ¥¥Responder con cambios.., Terminar revisién..,

D5 - £ pH exacto
A [ B [ c D E =
| 1 |Calculo del pH de un acido
2
3 [Kw= =107(-14) |

| 4 |
5 Ca pCa pH aprox | pH exacto |
| 6 |01 =-LOG(AS) =-LOG(A6) =-LOG((AB+(AG"2+4 Kw)*(1/2))/2)
| 7 |=A6/10 =-LOG(AT) =-LOG(A7) =-LOG((A7+HAT"2+4*Kw)(1/2))/2)
| 8 [=A7/10 =-LOG(A8) =-LOG(A8) =-LOG((AB+(AB"2+4 Kw)*(1/2))/2)
| 9 |=As8/10 =-LOG(A9) =-LOG(A9) =-LOG((A9+(AI"2+4*Kw)"(1/2))/2)
10 |=A9/10 =-LOG(A10) =-LOG(A10) =-LOG((A10+(A10"2+4" Kw)*(1/2))/2)
11 |=A10/10 =-LOG(A11) =-LOG(A11) =-LOG((A11+{A11"2+4"Kw)*(1/2))/2)
12 |=A11/10 =-LOG(A12) =-LOG(A12) =-LOG((A12+(A12/2+4" Kw)M(1/2))/2)
| 13 |=A12/10 =-LOG(A13) =-LOG(A13) =-LOG((A13+(A13"2+4"Kw)*(1/2))/2)
14 |=A13/10 =-LOG(A14) =-LOG(A14) =-LOG((A14+(A14"2+4"Kw)*(1/2))/2)
15 |=A14/10 =-LOG(A15) =-LOG(A15) =-LOG((A15+(A15"2+4"Kw)*(1/2))/2)
16 |=A15/10 =-LOG(A16) =-LOG(A16) =-LOG((A16+(A16"2+4"Kw)*(1/2))/2)
17 |=A16/10 =-LOG(A17) =-LOG(A17) =-LOG((A17+{A17"2+4"Kw)*(1/2))/2)
18 [=A17/10 =-LOG(A18) =-LOG(A18) =-LOG((A18+(A18"2+4"Kw)*(1/2))/2)
19 |=A18/10 =-LOG(A19) =-LOG(A19) =-LOG((A19+(A19"2+4"Kw)*(1/2))/2)
20

|21
22
|23
24
|25 |
26
| 27 |
28
| 29|
30 |
31
uq:) » [y Hojal { Hoja2 £ Hoja3 i KN L”;‘

Listo MU

y el resultado es el siguiente:
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E3 Microsoft Excel - Capitulo3EXCELZ

Escriba una pregunta -

pH exacto
1,00000000
2,00000000
3,00000000
3,99999957
4,99995658
5,99572079
6,79101236
6,97829431
6,99782854
6,99978285
6,99997829
6,99999783
6,99999978
6,99999998

1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6
7 7
8 8
9 9

Por 1ultimo, vamos a representar el pH exacto y aproximado a lo largo del intervalo de concentraciones
estudiado (columnas C y D) frente a la concentracion inicial de acido, lo que nos permite constatar

claramente la diferencia entre la aproximacion y el pH exacto. Utilizamos el Asistente para graficos:

Escriba una pregunta -

Asistente para graficos - paso 2 de 4: datos de origen
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Como se puede observar en la figura, se ha seleccionado la columna correspondiente al pCa (-logaritmo de la
concentracion inicial de acido) como eje de abscisas. El resultado final, ajustando los diferentes parametros
estudiados en diferentes apartados anteriores del asistente de graficos (titulos x e y, maximo 14 en escala y,
tamafio fuente y alineacion etiquetas eje x), es el que se muestra en la figura siguiente. Ademas, se ha
ajustado el numero de decimales en cada columna y, como hemos visto anteriormente, se ha homogeneizado

la notacion de las concentraciones.

ST
E2] Archive Edicién  Yer Insertar Formato  Herramienkas Datos  Weptana 2 Escriba una pregunta - & X
Dz S @AY LEBER-< oo @ = -0 2] 2] Wl 45 150% -2 aal -0 -| W X 8 = =B & € % m %0 - S A
3 Ba A LA T ¥a | 2 By ¢ | ¥eresponder con cambios... Terminar revision...

27 hd B
A [ B \ c [ D [ E [ F [ G [ H [ 1 [ J =
| 1 |Calculo del pH de un acido fuerte
2
3 [Kw= 1E-14] 47

L4 43
5 Ca pCa pPH aprox pH exacto

| B | 1,E-01 1 1 1,00000000 10 4

| 7| 1,E-02 2 2 2,00000000

| 8 | 1,E-03 3 3 3,00000000 3 |

| 9 1,E-04 4 4 3,99999957 :IQ:_

10 1,E-05 5 5 4,99995658 & ——PH =xacto
11 1,E-06 6 6 5,99572079

112 1,E-07 7 7 6,79101236 4

|13 1,E-08 8 8 6,97829431
14 1,E-09 9 9 6,99782854 21
15 1,E-10 10 10 6,99978285
16 1,E-11 11 11 6,99997829 o ! J
17 1.E-12 12 12 6.99999783 e 5 1
18 1,E-13 13 13 6,99999978 pCa

|19 1,E-14 14 14 6,99999998
20

| 21|

22
23
24
25
26
27 | |
28
29

|30 |
31

uq? » »[%Hojal {Hojaz £ Hoja3 7 (KN} 1 L]JLI

Listo UM

Se debe tener en cuenta que en el laboratorio rara vez se trabaja a concentraciones menores a 10 M, por lo
que la aproximaciéon es perfectamente valida en el trabajo rutinario de laboratorio. Sin embargo, la
utilizacion de una hoja de calculo como EXCEL® minimiza el trabajo necesario para el cilculo del pH

exacto, cuando ello sea necesario.

3.3. Trabajo de expansion de gases reales. Calculo numérico del trabajo reversible.

En condiciones de baja presion y temperatura no excesivamente baja, el comportamiento de un mol de gas
encerrado en un recipiente de volumen v, en condiciones de presion Py temperatura absoluta 7, viene bien
descrito mediante la ecuacion de estado ideal, Pv=RT. Por ello, en procesos isotermos, o sea de
temperatura constante, el trabajo de expansidn reversible se calcula de manera muy sencilla, mediante una

expresion analitica. En efecto, recordemos que el trabajo de compresion o expansion de un gas, desde un
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volumen inicial v, hasta un volumen final v,, se calcula mediante la suma de los trabajos diferenciales

P -dv alo largo del proceso. O sea, el trabajo viene dado por,

w=]2P~dv.

Vi

Puesto que el proceso es isotermo y la presion P puede expresarse, con ayuda de la ecuacion de estado, en

términos del volumen molar v, que es variable, y la temperatura T que es constante, tenemos que,

v, v, V,

w=[P-dv= J'EaleTJ'ﬂ:RTlnv—2

" w7 Y V|

Sin embargo, a presiones moderadamente elevadas y temperatura ambiente, o incluso temperatura mas alta,
el comportamiento del gas real no se ajusta bien a la ecuacion ideal de estado. Por este motivo, se han
propuesto diversas ecuaciones empiricas con pardmetros ajustables, que permiten una correcta descripcion
del comportamiento real. La primera, y sin duda la méas conocida, es la ecuacion de Van der Waals. Esta
constituye el primer intento de modificar la ecuacion del gas ideal mediante la introduccién de parametros.
Una primera correccion implica el volumen, argumentandose que el volumen libre por donde se mueven las
moléculas del gas es menor que el volumen total, puesto que las propias moléculas de gas ocupan un
volumen por donde el resto de moléculas no pueden transitar. Por ello, el volumen molar v de la ecuacion del
gas ideal es sustituido por un volumen molar menor v —». La segunda correccion implica la presion y es
consecuencia de la atraccién que unas moléculas ejercen sobre otras, que hace que la presion que marca el
mandmetro, debida al impacto de las moléculas contra la membrana, se vea disminuida por la atraccion de

las moléculas que tienen detras. Por ello, la presién P en la ecuacion ideal se incrementa mediante un factor

proporcional al cuadrado de la concentracién del gas.' Con todo ello la ecuacion de Van der Waals queda,
a
(P+—)(v—-b)=RT
%

Las constantes a y b se deben obtener mediante ajuste a datos experimentales de cada gas. Existen otras
ecuaciones similares a ésta como la de Clausius o la de Berthelot, asi como otras con una apariencia mas

diferente, como por ejemplo la ecuacidon de Dieterici,

a

P(v-b)=RT e AT

La tabla siguiente incluye los parametros a y bde tres gases con un grado distinto de aproximacion al

comportamiento ideal.

Cada molécula que choca ve disminuida su contribucion a la presion de manera proporcional al nimero de moléculas por unidad de
volumen que la estan atrayendo cuando ésta efectua la colision. Por otra parte, el nimero de colisiones contra la membrana, que
determina la presion total, es proporcional al nimero de moléculas por unidad de volumen.
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a (atL*mol®) | b (L/mol)

CO, 3,59 0,0427
H, 0,244 0,0266
Eter 17,4 0,1344

En general, aun cuando podamos despejar la presion como funcion del volumen, la temperatura y los
parametros ajustables en la ecuacion de estado del gas real, el calculo del trabajo isotermo deja, en general,
de tener una expresion analitica y debemos recurrir a la integracion numérica. En el presente apartado
calcularemos el trabajo de expansion de un mol de éter a la temperatura de 298K que inicialmente ocupa un
volumen de 1L y se expande hasta un volumen final de 2L. Para ello, usaremos las ecuaciones de estado
ideal, de Van der Waals y de Dieterici. En primer lugar, procederemos a representar la grafica de la presion

como funcion del volumen P(v), a la temperatura constante de 298K. Posteriormente, calcularemos el

trabajo suponiendo comportamiento ideal, en cuyo caso el trabajo se puede expresar mediante la formula
analitica anteriormente comentada. También supondremos que el éter sigue la ecuacion de Van der Waals.
En este caso calcularemos el trabajo numéricamente usando la féormula de integracion de los trapecios, que
viene explicada en el apéndice 11.4. Finalmente asumiremos la ecuacion de Dieterici y calcularemos el
trabajo, también numéricamente, esta vez usando la formula los rectangulos, que viene explicada en el
mismo apéndice. Se pretende que se realice la comparacion de los resultados del trabajo de expansion
reversible del gas, calculado con las distintas ecuaciones de estado antes mencionadas, asi como la precision
que se alcanza, para un paso de integracion dado, con una u otra técnica de integracion numérica.
Finalmente, que se estudie la convergencia de la integral numérica, a medida que se disminuye el paso de
integracion. Se puede repetir el problema empleando las constantes de los otros dos gases, comparando asi

sus discrepancias relativas respecto del comportamiento ideal.

A la hora de construir la hoja de calculo, introducimos en primer lugar los datos del problema: ecuaciones de
estado que vamos a emplear, constantes de gases R, a y b, temperatura absoluta T’y paso de integracion A#,
que definiremos, una vez seleccionada la celda donde esta cada valor numérico, usando las opciones del
ment Insertar>Nombre>Definir que hay dentro del ment principal. Alternativamente, esta misma
operacion puede realizarse acudiendo al cuadro de nombres que esta situado a la izquierda de la linea de
comandos, encima del encabezamiento de columnas, escribiendo alli el nombre de la constante. La

apariencia del inicio de la hoja de célculo seria mas o menos como se muestra a continuacion.
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_Calculo del trabajo en gases reales |

= i Ecuaciones térmicas de gases. =
0,0427 Gas ideal
00266 — .
01344 VanderWaals (P )(v-b)-RT
w
— ' o
Dieterici p=TT  oer
. . . =
R 0082  |a (av(L'mol) 17,4
T 208 b (Limol) 0,1344

Ahora procederemos a la representacion grafica de la presion como funcion del volumen P(v), a la

temperatura constante de 298K.

Al
Lansi A ppaEly - _ Ff x

LCEN AW ET L EEREW IS -LLIY |

i e

R e

:

Vemos en el esquema anterior que mientras que la representacion de la ecuacion de Van der Waals incluye
los valores extremos de volumen inicial y final, la representacion que hemos hecho de la ecuacion de
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Dieterici empieza medio paso A//2 después y acaba medio paso antes de los valores extremos de volumen
(en las formulas de la hoja de célculo, llamamos “hh” a dicho paso, que tomamos de 0.1 L). Ello se ha hecho
asi con objeto de preparar los datos para las posteriores integraciones, que se discutiran después. Como
consecuencia de esta disparidad en la lista de los valores de la variable independiente nos encontramos con el
pequefio inconveniente, a la hora de representar, de tener que introducir los datos como series distintas, tal y

como viene mostrado en el esquema anterior. Mostramos, a continuacion, el detalle interno de las formulas.

sl
4] prchivo  Edicién  Yer Insertar Formato  Herramientas Datos  Yeptana 2 Escriba una pregurta o8 X
DEHRS SAPE @S-8 -4k @@ -af)
Brial <10 <N &S E=H"% m RSB FEF DA
HES hd b3
B I C | D | E I F G H 3‘
Representacion del diagrama Pw a T=238K para las diversas ecuaciones
ideal X Wan der Waals ¥ Dieterici
1 =RT/(DZ6-b) /0262 =1+hhi2 (R TAG26-b) AP (& T G26))
=D25+hh =RT/(D27-b) a/D2F "2 =G2G6+hh (R TG -b) AP (Al T G27))
=027 +hh =RFT/(D25 b a/D26°2 =G27+hh =(RTAG26-b) " EXP (AT T G26))
=028 +hh =RT/(D29-bj #0292 =GZahh =(RTAG25-b) EXP (e T G29))
=029+hh =RT/(D30-b)-a/030°2 =G29+hh =(R™TAG30-b)"EXP-aAR" T G30))
[=D30+hh =RETHD3-b)-a/D3 12 =G30+H =(R*TAG3T-h)"EXPaiR TG
[=D31+hh =R*T/(D32-b)-a/D32+2 =G31H =(RHTAGI2- b EXPCaiR T G32))
[=D32+hh =R*TH(D33-b)-a/D332 =G24 =(R*TAGI3-b) I EXP-adR T 333)
[=D33+hh =RT/(D34-b)-2/D34%2 =G+ =(R"TAGI4-b)"EXP- 2R T"534))
=034+hh =RFT/(D35 b a/D35"2 =G3d+hh =(RTAGI5-b) EXP (AT T GI5))
36 |=R"T/A36 =D35+hh =RT/(D36-b}-a/D36*2
Ed
El 7
E 30
40 e .
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|43 20 4 :
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Vemos en el grafico que, a pesar de la distinta apariencia de las ecuaciones de Van der Waals y Dieterici, su
comportamiento es muy similar, siendo mucho mas parecidos entre si que lo que cada uno de ellos se parece
al comportamiento ideal. Esto también se refleja en el valor del trabajo de expansion, que calculamos a
continuacion. Este, como era de esperar, resulta muy similar si se calcula con una u otra ecuacion de gas real,

no resultando tan parecido a lo que se obtiene con la formula del gas ideal.

Las formulas de integracion de los rectangulos y los trapecios, que vienen deducidas en el apéndice 11.4, y

que emplearemos en este problema son, respectivamente,

n—1 n—1
I=AR-" f[x) +(i+1/2)Ah] 1:%}’ FOx))+2-" f(xy +ibh)+ f(x;) |-

i=0 i=1

donde x; y x, son los limites de integracion y A/ el paso. Mostramos el resultado de la integracion:
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B3 Microsoft Excel - Int.Numerica.xls

0] fechivo  Edicién  Ver Insertar Formato  Heramientas Dafos  Venfana 2
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Escribauna pregunta - .8 %

A | B c | o | E | F G H

| 60
| 61
| 62 | Fomulas del trabajo de expansion para las diversas ecuaciones
| 63
| 64 B V; vy ¢

Wigegr = RTIn—= RT a _[RT __“ ]
% M WindertWaals = J.[ V—b B V_z e ;/':Vbew[ RTV}’V
67 "
| 68
| 69 Fomulas de los rectangulos y trapecios para la integracion de las diversas ecuaciones
70
|71
|72 | rectangulos trapecios
73

| 74 -1
|74 | IZ&{
2

75| |[T=ARY. fIx+(i+1/2)AR]
| 76 | i=0
|77 |
78
79 IDEAL Van der Waals Dieterici
80 16937745 at.L 10,061 at.L 11,2599 at.L
|81
182
183 |
| 84

-1
f(xl)+22f(x1+iM)+f(X2)}

i=1

85
4 4 » M[\Gasos Reals (Kl

Dbor [k |auofomas N\ N OO E A EHE &-L-A-S=2@ 33
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El detalle interno del calculo de las tres integraciones viene dado en el cuadro siguiente:

(B3 Microsoft Excel - Int.Numerica.xls

B prchiva  Edidon  Yer Insertar Formato  Herramientas Datos  Ventana 2
DEHREGR VEIRB-F9-0-18 -3 e -ef
arial -0 <N K S =5|M% m BB EEF-H-AH

=lElx

Escrba una prequnta -.8 X%

C71 - A
B | c \ D [ E

ol

| 78|
| 79|
| 80 |
| 81
| 82
| 83
| 84 | IDEAL
| 85 =R*T*LN(2) at.L

| 86 |
| 87 |
| 88 | Van der Waals
| 89| =(hh/2)*(E26+E36+2*Slat.L

| 90 |
| 91|
| 92 | Dieterici
| 93| =hh*SUMA(H26:H35) at.L

| 94 |
| 95|
| 96 |
| 97 |
| 98 |
| 99 |
1100
1101]
1102

|! D<3> [ Gasos Reals Izl

Do~ [y [sucfamas- \ x DOH A @A S-Z-A-S==adf

Listo

r

Como problema complementario, el estudiante podria documentarse en la web sobre otras ecuaciones de

estado para el gas real, asi como otras férmulas de integracion numérica y extender el estudio presentado en

este apartado.
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4. Aplicacion de métodos iterativos en la resolucion de problemas

El objetivo del presente capitulo es la aplicacion de la hoja de calculo MS EXCEL® en la determinacion del
pH de disoluciones de acidos débiles mono y polipréticos, asi como la construccion de los correspondientes
diagramas que muestran la concentracion de las distintas especies en disolucion frente al pH. Como veremos,
a la hora de determinar el pH de manera exacta, incluso en el caso mas sencillo del acido débil monoprético,
las ecuaciones de balance y equilibrio dan lugar a una polinomio de grado mayor que dos igualado a cero,
polinomio cuya variable independiente es la concentracién de protones, [H']. El valor del pH es el menos
logaritmo de una de las raices de este polinomio (la unica real, positiva y con sentido quimico). Las raices de
este polinomio de grado mayor que dos no pueden determinarse por formula, como en el caso de polinomios
de orden uno y dos, sino que se requiere del uso de técnicas de calculo numérico para poder encontrarlas.
Antes pues de entrar al detalle de los problemas de interés quimico (que es nuestro objetivo primordial)
incluimos dos apartados breves en los que mostraremos coémo implementar en una hoja de célculo un par de
métodos de calculo numérico de las raices de una ecuacion. El fundamento matematico de ambos métodos se
recoge en el apartado 11.3 de los apéndices. Nos referimos al método iterativo simple y al de Newton. En el
apartado 10.2 se incluye un tercer método para esta misma finalidad, el llamado método de la biseccion. Este
ultimo método requiere mas esfuerzo de calculo que los que presentamos aqui, pero nunca falla. Por eso debe
emplearse cuando los otros métodos no aciertan a encontrar las soluciones, cosa que en la practica rara vez
sucede (y cuando es el caso, como se detalla en el apartado 11.3, lo podemos prever). Es decir, sabemos a
priori en qué condiciones estos métodos mas rapidos pueden fallar y, por tanto, cuando debemos buscar una
alternativa en la biseccion. Para mas detalles al respecto, el lector debe acudir a la seccidon 11.3. Ahora nos
limitaremos a mostrar como podemos plasmar el método iterativo simple y el de Newton en una hoja de

célculo.
4.1. El método iterativo simple

En el capitulo 2 hemos estudiado las posibilidades del EXCEL® para encontrar las raices de una funcién
graficamente. El procedimiento no era el mejor para obtener soluciones con una alta precision, pero si era
extremadamente util para encontrar, sin demasiado esfuerzo, todas soluciones aproximadas en que podamos

estar interesados.

Los métodos iterativos, tanto el iterativo simple que presentamos en esta seccion como el de Newton que
desarrollaremos en la siguiente, hacen lo contrario: si tenemos una idea aproximada de por donde se
encuentra la raiz (o sea, si disponemos de una raiz con escasa precision) son capaces de mejorar la precision
sin demasiado esfuerzo adicional. Por este motivo, la combinacion de la resolucion grafica (como método
para obtener aproximaciones groseras a las soluciones) con los métodos iterativos (que a partir de estas

aproximaciones groseras logran unas soluciones muy precisas) es practica habitual.

Vamos a explicar como trabajar con este método en un ejemplo. Supongamos que queremos encontrar las

raices de la funcion seno(x). En este caso, podemos obviar la etapa inicial de representar la funcion para ver
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por donde aparecen las raices, puesto que por tratarse de un ejercicio académico ya sabemos de antemano

que una solucion se encuentra alrededor de x = 3.

Como se expone en la seccion 11.3, para encontrar las raices de una funcion y, en particular, de la funcion
seno(x), el método iterativo simple construye una nueva funcion f{x)= seno(x)+x. Puesto que cuando x, es
una raiz de seno(x) sucede que seno(xy)=0, también debera suceder que f(xy)= x,. Por tanto, en lugar de
buscar el valor de la variable que anula la funcion, buscamos aquel valor de la variable para el que la funcion
es igual al mismo. Esto es, buscamos el punto de corte entre la funcion y la diagonal del primer cuadrante
(ver grafica en seccion 11.3). Y esto lo traducimos ahora a un procedimiento numérico iterativo: Partimos de
un valor x, y calculamos f{x,). Si x, fuese la raiz entonces f{xy)= x,. Pero como no lo es, lo que sucede es que
obtenemos otro valor distinto: f{x,)= x;. Pero no desesperamos. Lo que hacemos ahora es tomar x; como
punto de partida, haciendo la hipotesis que es mejor que el punto de partida anterior y calculamos f{x;), con
la esperanza que coincida con x;. Este no suele ser el caso, sino que obtenemos un nuevo valor al que
llamamos x, y calculamos f{x,) esperando la coincidencia de valores, que de nuevo no sucede. Sin embargo,
si el método converge, vemos que cuando hacemos iteraciones los sucesivos valores x; y f{x;) estan mas y

mas cercanos. Repitiendo el proceso varias veces logramos que sean iguales, dentro de la precision deseada.

Antes de proceder a implementar este procedimiento en la hoja de calculo mostramos en una misma grafica
la diagonal del primer cuadrante g(x) = x y la funcion f(x) = seno(x)+x, con objeto de mostrar el punto de
corte entre ambas para el valor de la raiz x = 7z = 3.14159... Para ello utilizamos la técnica que aprendimos
en el apartado 3.1 de resolucion grafica de ecuaciones, y representamos ambas funciones en el intervalo

adecuado. Podemos ver que el punto de corte que buscamos esta entre 3 y 3.5, tal como marca la flecha.
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6 1,0 1.841471 1.0 4,5 —
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9 2,5 3.098472 2,5 3.0 4
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12 4,0 3.243198 4,0 15 L
13 :
1.0 +
12 oo
16 0.0 | | | | | | | | |
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18 —1 )
19
20
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22
23
24
25
26
27
28
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Las formulas implicadas en la figura anterior las podemos visualizar si acudimos al menu

Herramientas>Opciones>Ver y marcamos Férmulas:
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14 1.0 /_
15 05 +

16 0.0 t t
17 0.0 0.5 1.0
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ER i i

Para implementar el proceso iterativo simple en la hoja de calculo escribimos el valor de partida x, en una
celda y calculamos x,-g(xy) en la celda contigua. En el grafico siguiente esto se hace en las celdas A2 y B2.
A continuacion, debajo de x, escribimos x;, esto es, en la celda A3 escribimos “=B2”. Después, arrastramos
la celda B2 en la B3. Finalmente, seleccionando A3 y B3 arrastramos hacia abajo tantas celdas como

queramos:

Ed Microsoft Excel - Capitulo3EXCELS

frchivo  Edicion  Yer  Insertar Formato  Herramientas Dabos  Yeptana 2

Dedn &R Y & RS RECRL RS = N | TR 0 - N K S
3 ®3 %3 LA T ¥a | ) B9 ¢ | YeResponder con cambios... Terminar revisién... |

518 - fx

A | B | C

1
2 d = 0,5
3
4 X f(x)= x+sen(x) g(x)=x
5 0,5 =SENO(A5)+A =A5
6 |=A5+d =SENO(A6)+A6 =A6
7 |=A6+d =SENO(A7)+A7 =A7
8 [=A7+d =SENO(A8)+A8 =A8
9 [=A8+d =SENO(A9)+A9 =A9
10 |=A9+d =SENO(A10)+A10 =A10
11 |=A10+d =SENO(A11)+A11 =A11
12 |=A11+d =SENO(A12)+A12 =A12

En este caso el método converge muy rapido. Si partimos de un valor 3.0 s6lo hacen falta tres iteraciones

para conseguir una precision de nueve decimales, como mostramos en la figura:
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A B
1 X f(x) = x+seno(x)
2 3 3,141120008
3  3,141120008 3,141592654
4 | 3,141592654 3,141592654
5
6

Para ver mejor como trabaja el método iterativo podemos empezar el proceso con un valor inicial mas
grosero, por ejemplo x = /. Como se muestra de manera esquematica en la figura siguiente, con tres
iteraciones nos plantamos con un valor muy cercano a 3, que es el punto de partida usado antes. En cuanto al
proceso, vemos que se parte de una abscisa xy = / y se busca la funcion, siguiendo la linea que arranca de x,
= [ y sube verticalmente hasta cortar la funcion. El valor encontrado para la funcion se reasigna a la variable,
cosa que en el dibujo vemos como una flecha horizontal que va de la funcion a la diagonal. Tenemos pues la
nueva abscisa (bajando verticalmente al eje horizontal). Repetimos el proceso calculando de nuevo la
funcidon, que supone subir verticalmente desde la diagonal hasta la funcion, para luego movernos

horizontalmente hasta encontrar la diagonal y obtener la nueva abscisa, etc.

507 & f(x)=x+sen (x)

40+ " g(x)=x
3,0 |
2,0 +
1,0 +

0,0 S SR
0,00,51,01,52,0253,03,54,04,5

Podemos preguntarnos el motivo por el cual no encontramos la raiz x=0 partiendo de x=1/, sino que

encontramos la raiz x=7, siendo que x=0 estd mucho mas cerca de x=1/ que de x=z Como ya habiamos
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anunciado, a veces al método diverge, o sea, se aleja de la solucion en vez de acercarse. En la seccion 11.3
mostramos graficamente y demostramos algebraicamente que siempre que la pendiente de la funcién en la
zona de la raiz sea mayor que la pendiente de la diagonal, el proceso sera divergente. O sea, ird mal. La
pendiente de la diagonal es la derivada de la funcion g(x) = x, que vale la unidad para cualquier valor de la
coordenada. La pendiente de la funcion f(x) = seno(x)+x es su derivada f(x) ' = cos(x)+1, cuyo valor para la
raiz x=0 es 2. Por eso aun cuando nos pongamos en un valor inicial muy cercano al cero (e.g. 0.0001) el
proceso iterativo nos llevara a la raiz x=x, huyendo de la raiz x=0. En estos casos, para encontrar la raiz,
debemos acudir a otro método iterativo mas robusto, como pueda ser el de Newton que explicamos a

continuacion o el de la biseccion que se discute en la seccion 10.2.

4.2. El método iterativo de Newton-Raphson

Los fundamentos matematicos del método de Newton se recogen en el apartado 11.3 de los apéndices.
Nuestro objetivo ahora es ver como podemos implementarlo en una hoja de calculo. Dicha implementacion
la llevaremos a cabo en el contexto de un problema concreto de interés quimico: el calculo de la presion total

de un equilibrio gaseoso. Consideremos pues el equilibrio en fase gaseosa:

A+B = C+2D
Si llamamos Pa, Pb, Pc y Pd a las presiones iniciales de los gases antes de reaccionar y llamamos x al
incremento de presion que sufre el gas C cuando se alcanza el equilibrio, la siguiente tabla nos resume las

presiones en el equilibrio de todas las especies en funcion de la incognita x:

A + B c + 2D
inicio Pa Pb Pc Pd
reaccionan -X -X X 2x
equilibrio Pa-x Pb-x Pc+x Pd+2x

La constante de equilibrio Ke en términos de presiones parciales es pues:

oz (Pc+x)-(Pd +2x)°
"~ (Pa-x)-(Pb-x)

La presion total del sistema sera: Pf'= Pa+Pb+Pc+Pd+x. El valor de la incdgnita x lo deducimos a partir de

la formula de la constante de equilibrio, que se nos convierte en un polinomio igualado a cero:
P(x) = 4-x’+(4-(Pc+Pd)-Ke)-x’+(4-Pd-Pc+Pd’+Ke(Pa+Pb)) x+(Pc-Pd’*-Ke:Pa-Pb)=0

La resolucion de esta ecuacion de grado tres la llevaremos a cabo con el método de Newton. Aunque, como
veremos, este método es bastante potente, pues utiliza no solo la funcidn, sino también su derivada para
buscar las raices, también tiene alguna limitacién a tener en cuenta. En efecto, puede ser ineficiente si el

valor de la derivada en las cercanias de la solucién presenta un valor cercano a cero. En estos casos no
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convergerd, y deberemos acudir a algin método alternativo, como por ejemplo el de la biseccion, que resulta

seguro pero mucho mas prolijo si se quiere obtener la solucién con muchos decimales.

El método de Newton se fundamenta en la expansion de la funcion en serie de Taylor truncada en el término
de primera derivada. Si llamamos x, al valor inicial, que podemos encontrar mediante un método grafico, y o
a la raiz buscada, llamaremos / a su diferencia, # = o — xo. Entonces, desarrollamos la funcién f{x) cuyas
raices deseamos conocer en serie de Taylor tomando x, como origen del desarrollo. Si particularizamos la

serie para un valor o =/ + x,, punto en el cual la funcion es cero por ser oL una de sus raices, tenemos que:

Sf(xy)

fla)=0=f(xo+h)=f(xq)+ f'(xg)h = h=—=—
I'(x0)

Si tomamos el valor aproximado obtenido para /# y lo sumamos a x,, en vez de obtener la raiz exacta o
obtenemos la aproximacion x; =x, + /. Entonces, nos encontramos en una situacion similar a la que nos
habiamos encontrado antes con el método iterativo simple: x; no es la raiz buscada, pero estd mas cerca de la
soluciéon que xy. Entonces, repetimos el proceso tomando x; en vez de x, como origen del desarrollo.
Calculamos con ello un nuevo valor para / y se lo sumamos a x; con la esperanza de obtener ya la solucion
o.. Pero lo que sucede es que encontramos un valor x, que estd mas cerca de la solucion, pero que aun no es
la solucion buscada con los decimales que queremos. Y el método se itera hasta encontrar la exactitud

deseada.

Para poder implementar el método de Newton sera necesario el calculo de la primera derivada, que es este

caso es la derivada del polinomio P(x) anterior:
Px)’ = ]2-x2+(8-(Pc+Pd)—2-Ke)-x+(4'Pd'Pc+Pd2+Ke'(Pa+Pb))
Asimismo, debemos especificar unas condiciones iniciales para el sistema gaseoso y el valor de la constante
de equilibrio. Por ejemplo:
Pa=1; Pb=2; Pc=1; Pd=0; Ke=1,

Disefiamos la hoja EXCEL® para efectuar un estudio preliminar de la funcién, con el objeto de visualizarla y
poder seleccionar un buen punto de partida para las iteraciones. Los pardmetros adecuados para visualizar la
zona de la solucion se han determinado utilizando la técnica de resolucion grafica de ecuaciones, como viene

detalladamente explicado en la seccion 3.1. No entramos ahora pues en mas detalles al respecto. El resultado

lo mostramos en la figura:
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Las formulas utilizadas en la representacion grafica anterior se muestran en la siguiente figura:
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| 34

El siguiente paso sera ya programar la hoja de célculo para aplicar el método de Newton. Utilizaremos como
inicio de las iteraciones un valor cercano a la solucion, deducido por inspeccion visual de la representacion
grafica antes realizada. Aunque podriamos hacer una mejor propuesta, tomaremos el valor 0.25 para ver

mejor la convergencia del proceso.
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La siguiente figura muestra como se ha disefiado la hoja para la aplicacion del método de Newton: En una
primera linea escribimos el punto de inicio, el valor de la funcion y el de la derivada en dicho punto, y
finalmente el valor del incremento /4. En la grafica anterior esto se ha escrito en las celdas B41-E41. Debajo

del punto de inicio x, escribimos la nueva propuesta x; =x, + /4, que plasmamos en la celda B42 como

=B41+E41. Seleccionamos las celdas C41-E41 y arrastramos una fila. Después seleccionamos B42-E42 y
arrastramos tantas filas como iteraciones deseamos realizar:
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2 Ea %a A4 © 8| @ W g3 | wéresponder con cambios. .. Terminar revisian...
ES4 ~ i3
B I c D | E -
22 P() = a0
23 [=4"A23"3+(4 60

24 |=4*A24"3+(4
25 [=4"A25"3+(4

26 |=4"A26"3+(4 2.0 1 /
27 [=4*A2743+(4 :
28 |=4"A28"3+(4 15 1.0 05 / 0.5

29 |=4"A29"3+(4 an
30 |=4"A3073+(4 G‘U |

31 [=4"A31°3+(4

33 (0,25

35 punto de inicio de las iteraciones
36 | CALCULO [

37 funcion derivada
38 incremento

40 X PO P (0 h=-POO/P (%)
41 (0,25 * [=4'BA173+(4"(1+0)-1)'BA172+(4" 0" 1+0°2+1-(1+2)) BA1+(1°0°2-1"1"2)| =12"BA172+(8" (1+0)-2" 1)*BA1+(4 0" 1+0°2+1*(1+2)) =-C41/D41
42 [=B414E41 |=4"B42*3+(4*(140)-1)"B42*2+(4*0" 14+0°2+17(1+2)) " B42+(1"0*2-1*1"2)| =12"B42*24+(8"(1+0)-2" 1) B42-+(4 0" 14+0°2+1*(1+2)) =-C42/D4 2
43 [=B424E42 |=4"B43/3+(4"(140)-1)"B43°2+(4"0" 14+0°2+17(1+2)) B43+(17072-171"2)| =12"B43*24+(8"(1+0)-2" 1) "B43+(4"0" 14+0°2+1"(1+2)) =-C43/D43
44 [=B43+E43 |=4'B443+(4*(1+0)- 1) B4442+(4"0* 1+0°2+1*(1+2))* B44+(1"042-1*1"2)| =12°B44+2+(8* (1+0)-2" 1) B44+(4 0" 1+0°2+1" (1+2)) =-C44/D44
45 |=B44+E44 |=4°B45*3+(4"(1+0)-1)"B45*2+(4*0" 1+0°2+17(1+2))*B45+(1"0*2-1*1"2)| =12"B45*24+(8"(1+0)-2" 1) B45+(4*0" 1+0°2+1*(1+2)) =-C45/D45
46 |=B45+E45 |=4"B463-+(4"(140)-1)"B46"2+(4"0" 1+0°2+17(1+2)) B46+(17072-1"1"2)| =12"B46*24+(8"(1+0)-2"1)"B46-+(4"0" 14+0°2+1"(1+2)) =-C46/D46
47 |=B46+E46 |=4 B4T3+(4"(1+0)-1)"B4T2+(4"0" 1+0°2+17(1+2))" B4T+(17072-1712)| =12"B4742+(8"(1+0)-2" 1) B47+(4 0" 1+0°2+1" (1+2))=-C47/D47
48 |=B47+E47 |=4°B48*3+(4"(1+0)-1)"B48*2+(4"0" 14+0°2+17(1+2)) " B48+(170*2-1"1"2)| =12"B48*2-4+(8" (1+0)-2"1)"B4B+(4"0"14+0°2+1"(1+2)) =G 18

54 | solucicn ———

55 |
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A partir de la solucion encontrada, que reconocemos porque se ha hecho constante el valor de la columna

B41-B48, podemos determinar la presion final aplicando la formula

Pf=Pa+Pb+ Pc+Pd+x

en la celda G18. La hoja final tendria este aspecto:

E= Microsoft Excel - Capitulo4EXCEL L == <]
] archive Edicién  er Insertar Formato  Herramientas Datos  ventama 2 Escriba una pregunta - -8 x
DEeHm SRy L BER- < o- - |a = -2 8| i 57 - 10 - | H X S B e 9% W38 EE Oy DA
{2 #a 28 44 © ¥ | 2 B ¢ | Yo Responder con cambios. .. Terminar revision. . _ Zaor
15 hd ~
A [ 8 [T e T o T e TR T e W PR e M TN e e e
3 =)
z (Fe*Fd*2)
3 |REACCION: A+B = C+2D Ke= (At
0 (ParPh)
15| I:I
&
7
B |FUNCION: 4503+ (45(P e+ P)-IKe) )3+ (4 P d*P e+ P ir3+Ke (Pa+ PRy (P *P 04 3-Ie*Pa* Ph)
a
| 10 [DERIVADA, 1272+ (3" (Fc +Pd)-2"Ke) ™+ (4" d"P c+P d"2+Ke™(Fa+Pb))
1
[z
3
4 [CONDICIONES IMICIALES
5
5]
7 Pa(Oy Phd) Peily Pdil) Ke P{TOTAL)
18] 1 | 2 | 1 T ] T 1 1.408663
[ zo | Aproximacién a la raiz
[ 21| = 0o
&) T,
| 23| -7,000 -6,000 o
24| -07s0 -4,250 '
[35| -0500 -3,350 e
26| -0350 -2,635 20
27| 0000 -2,000 2
0,250 1,000 15 10 05 05 10 15
28| 0500 0,750 Yo
30| 0750 3,625 oo
1,000 8,000 .
=R 80
[33] d 0,25
G CALCULD DE LA RAZ POR EL METODO DE NEWTON RAPSOR
[ 37|
| 20 | PO PG h=-P{ofP (o
a1 | 0,250000 | -1,000000 | 5250000 | 0,190476
EE] 0,440476 | 0,345330 | 7,971088 | -0,030777
23] 0,400699 | 0,007733 | 7,473439 | -0,001035
[aq] 0,408664 | 0,000006 | 7,456058 | -0,000001
25 0,408663 | 0,000000 | 7456041 | 0,000000
46 | 0,408663 | 0,000000 | 7,456041 | 0,000000
Exd 0408663 | 0,000000 | 7456041 | 0,000000
EL] 0,408663 | 0,000000 | 7,456041 | 4,408663
52 —
(K -
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4.3. Calculo del pH de una disolucion de acido débil monoprético

Siguiendo con la aplicacion de métodos iterativos para la resolucion de problemas, en este apartado
programaremos una hoja para el calculo del pH de un acido débil monoprético, lo que nos servira también
para recordar el tratamiento de equilibrios en disolucion (es muy recomendable consultar la bibliografia

sobre Quimica General recomendada en el capitulo 12. Bibliografia recomendada).

A diferencia de los acidos fuertes que se disocian en su totalidad, para el calculo del pH de disoluciones de
un acido débil debemos tener en cuenta la constante de acidez, que nos va a indicar el grado de disociacion

del acido en disoluciodn.

HAc = H +Ac

7" }ac]
Ka= H[HAf]
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Como en el caso del acido fuerte, habitualmente se utilizan aproximaciones con el objeto de hacer los

calculos mas sencillos, y que son utiles dentro de ciertos margenes de concentracion de acido.

e [“Aproximacion: sin tener en cuenta el producto ionico del agua

ler Hae ]

Ka=""C0 -
T [Hac]
2
Ka = X
Ca—x

donde Ca es la concentracion inicial de acido. Trabajando la expresion anterior e igualando a 0 obtenemos

una ecuacion de 2° grado de facil resolucion:

x*+Ka-x—Ka-Ca=0
o 2%Aproximacion: ademas, x es despreciable frente a Ca (Ca>>>>x)

[H+]=VKa'Ca

e Sin aproximaciones:
Balance de cargas: [H']=[Ac]+[OH]
Balance de masas: Ca=[HAc]+ [Ac]

Producto iénico del agua: Kw=[H']-[OH]

[ }Hac™]
Ra= H[HAf]

Sustituyendo en el balance de cargas:

il CoKa ]

Ka+ [H*]

+]= Ca Ka + Kw
b Katlg'] [u']

|2 ] +Ka-[H' [ —(Ca-Ka+ Kw)-[H* |- Ka- Kw=0

Para la resolucion del problema, es decir, la determinacion de la concentracion de protones sin ninguna

aproximacion, deberemos resolver la ecuacion de 3* grado que hemos obtenido.
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Para empezar a disefiar la hoja de calculo podemos introducir las constantes que vamos a necesitar: Kw, que
siempre conocemos, y la Ka del acido débil que estemos estudiando. En ambos casos definiremos la celda
con el valor numérico con el nombre de la constante (en la figura BS y B6). Después podemos introducir en
diferentes columnas la concentracién de acido (que gracias a las facilidades del EXCEL® puede comprender
el intervalo entre 10™ y 107 M), el —logaritmo de la concentracién de acido, pAHi, el pH aproximado sin
tener en cuenta el producto idnico del agua que antes hemos desarrollado, y por ltimo el pH exacto. Para el
calculo de esta tltima columna necesitaremos aplicar en otra parte de la hoja el método de Newton, como

hemos visto en el apartado anterior.

Datos  ven 2
Sl = -5 2L Bl e [EB] s -7 anal ~ 10 -| W & s

%] Wy =) | Y@ Responder con cambios... Terminar revision...

ta €a ®a LA T ¥

=31 - b
A | B | C I D I E | F [ G I H 1 =
1
2
3 |Calculeo del pH de una disclucion de un acido debil
4
5 Ka = 1,5E-05
6 Kw = 1E-14
7
8
9
10 Co pAHiI pH(aprox) pH(exacto)
11 1,E-01 1 2,9146139
12 1,E-02 2 3,4203639
13 1,E-03 3 3,9385328
14 1,E-04 4 4,4955382
15 1,E-05 5 5,1635868
16 1,E-06 6 6,0264235 I _|
17 1,E-07 7 7,0028668
18 1,E-08 8 8,0002892
19 1,E-09 9 9,0000290
20 1,E-10 10 10,0000029
21 1,E-11 11 11,0000003
22 1,E-12 12 12,0000000
23 1,E-13 13 13,0000000
24 1,E-14 14 14,0000000
25
26
27
28
29
30
o4 i\ Hoja1 £ FoEs £ FioEs el gjﬂ

pibgie - [p |Autoformas - . W [J T E 4l 3 Bl - Z-A-=S=5 B @ -

Las formulas serian las siguientes:

&) Edicion  ver o
DEEH®R SR Y| BER-F| oo = -0

Insertar Formata

i3 #a %a LA @ ¥
=16 -~

Herramientas  Datos

ventana

21zl pm[aB] 150 « 2 anal N & S =

¥ Wy 3 | W@ Responder con cambios. .. Terminar revisidn...

B & € % mm Wl

A
A |

B [ [} I D =
1
2
3 |Calculo del pH de una dis:
4
5 Ka = =1.5"10"(-5)
6 Kw = =107(-14)
7
8
9
10 Co pAHi pH(aprox) pH(exacto)
11 (0,1 = LOG(A11) — LOG((-Ka+(Ka"2+4"Ka*A11)"(1/2))/2)
12 [=A11/10 = LOG(A12) = LOG((-Ka+(Kar2+4*Ka*A12)"(1/2))/2)
13 |=A12/10 = LOG(A13) = LOG((-Ka+(Kar2+4*Ka*A13)M(1/2))/2)
14 |=A13/10 = LOG(A14) = LOG((-Ka+(Kar2+4*Ka*A14)"(1/2))/2)
15 |[=A14/10 = LOG(A15) = LOG((-Ka+(Kar2+4*Ka*A15)(1/2))/2)
16 |=A15/10 = LOG(A16) = LOG((-Ka+(Ka"2+4*Ka*A16)1/2))/2)
17 |=A16/10 =-LOG(A17) = LOG((-Ka+(Ka*2+4*Ka*A17)Y(1/2))/2)
18 [=A17/10 = LOG(A18) = LOG((-Ka+(Kar2+4*Ka*A18)"(1/2))/2)
19 [=A18/10 = LOG(A19) = LOG((-Ka+(Kar2+4*Ka*A19)"(1/2))/2)
20 [=A19/10 =_LOG(A20) = LOG((-Ka+(Kar2+4*Ka*A20)(1/2))/2)
21 |=A20/10 = LOG(A21) = LOG((-Ka+(Kar2+4*Ka*A21)"(1/2))/2)
22 [=A21/10 = LOG(A22) = LOG((-Ka+(KarZ+4*Ka*A22)~(1/2))/2)
23 |=A22/10 = LOG(A23) = LOG((-Ka+(Ka"2+4*Ka*A23)N1/2)}/2)
24 |=A23/10 =-LOG(A24) = LOG((-Ka+(Ka*2+4*Ka*AZ24)Y(1/2))/2)
25
26
27
28
29
30
oA Wi Hoja1 (Tioaz A TeEs 7 SN | Jjﬂ
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El primer paso para la aplicacion del método de Newton consiste, como siempre, en estudiar la funcion para
decidir el inicio de las iteraciones. Para ello, disefiamos la hoja de calculo siguiente, donde representamos el
polinomio de tercer grado obtenido anteriormente frente a la concentracion de protones, desde 0 a 0.0016 M.
Se supone una concentracién inicial de 4cido de 0.1 M. La traduccion al formato EXCEL®, habiendo

definido con anterioridad las celdas que contienen la Ka y la Kw, es:
ST

Aarchive  EdiciSn  Yer  Insertar Eormato  Herramientas Dates  Wentama 2 Escriba una pregunta - -8 X
D E®| &SR Y| f A< oo & -2 28w -2 am -0 - W & s & & 96 0w Wl LW O-&-A-.
i3 ®a 2a =8 © B | ) Wy g2 | Y'Y Responder con cambios. .. Terminar revision...
a5 - &

A [ B [ c [ D [ E F [ G [ H [ 1 J | < [ L [ [ [ ™ IN=|
28
25 | NEWTON RAPSON
50
31
52
33 POLINOMIO [HHFS + Ka [H+2 - (K + KaCa)[H+] - Kakur
34
35 DERIVADA: SIH+M2 + 20a[H+] - (K + KaCo)
ES
A
|38
EEH
|40
41 H+] P([H+])
42 D%UUU 4.5%0519 PUH+T
43| 00001 -1,489E-10
44| 00002 2914E-10 2E-03
45| 00003 -4 217E-10 . [ 1
46 | 0,0004 -5,336E-10 !
47 | 0,0005 -6213E-10
48 | 0,0006 -6.7BEE-10 1E-03
49| 00007 -6,997E-10
50 0,0008 -6, 7BAE-10 SE-10
51| 00009 -6,089E-10
52| 00010 -4,850E-10 000
55| 00011 3 009E-10 0.0005 0,00 oams 040z
54| 00012 -5,040E-11 S E-10
55| 00013 2,723E-10
56| 00014 6.734E-10 108
57 | 00015 1.159E-09
58| 00016 1,734E-09 J
59
(] =
51
52
53
54
55
BB
57
58
59
70
71
72
7
z -
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Las formulas serian las siguientes:

Ed Microsoft Excel - Capitulo4EXCELS

frchivo  Edicidn  Wer Insertar Formato  Herramientas Datos  Wentana 7

DEEy SRy sEE-<F o- -8 = -8 2 8| i@ -2 aa -0 - H X S
‘D ®a%aid S| P W Epla;raspnndar £On CAMBios. ., Terminar pevision.,.
K45 - A
~ | B | = D E F =

| 28 | =
| 29 | NEWTON RAPSON
| =0 |
|31 |
|32 |
|33 | POLINOMIC! [H+]3 + Ka [H+]2 - (kw + KaCGo)[H+

34
| 35 | DERIMADA, S[H+H2 + 2Ka[H+ - (K + KaCo)
| 36 |
|37 |
|38 |
| =2 |
| 40 |

41 [H+] P(H+])
|42 [0 = (A 2)" T+ (Ad 21 2- (Ko HKa ™ C o) (A 2)-Ka Ko PaHD
| 43 |=A42+0,0001 =( AT T+ (A T2 (KH<a™C 0) T (AA3)-KaT K seos
| 44 |=A43+0,0001 (A4 T e (Ad )2 (KH<a ™ C o) (Ad4)-IKa K !
| 45 |=A44+0,0001 = (4513 -+ (AIEY2- (Kv-HKa"C 0)* [A45)-Ka K .
| 46 |[=A45+0,0001 = (4B 3+ (AIE P2 (Kin-HKa™C D) [AA6)-Ka™ ki !

47 |=A46+0,0001 = (AATPIHKET (AT P2 (K- HEa™C D) [AA7 ) Ka™ ki
| 48 |=247+0,0001 = (A" T3+ (AB)2- (K HKa™C o) (AdB)-Ka ™k 1.E-08
| 49 |=A45+0,0001 =(AAD) T+ (AAD)Y2- (Kn-H<a™C 0) T [(AAD)-Ka™ K
| 50 |=243+0,0001 =(AS0)*3+Ka  (AS0Y2- (K +Ka™C o) (A50)- Ka K SE-10
| 51 |[=A50+0,0001 = (A1 13 HKa (A5 1 P2 (Kv-HKa"C o) (A5 1)-Ka K

52 |=A51+0,0001 = (AS2)3HKE (ASZY2- (Kin-HKa™C D) (A5 2)-Ka™ ki 0,E+00
| 53 |=A52+0,0001 = [AGT)PT +HE (AS T2 (Kw-HKE"C o) [AS3)-Ka K 002 0,0004 0,0008 0,0008 0,001 0012 00014 0,006
| 54 |=A53+0,0001 = (A543 H<E (BB Y2 (Kin-Ha"C o) (A5 4)-Ka™ ko -5 E-10
| 55 |=A54+0,0001 = (AS513 -+ (AEEY2- (Kn-Ha"C o) [A55)-Ka™kn
| 56 |=A55+0,0001 =(AGE) 3+ (ASE)2- (Kin-H<a™C o) (ASE)-Ka™ K 108
| 57 |[=A58+0,0001 = (ASTP3+HKa (ABT P2 (Kv-HKa"C 0) (457 )-Ka K
| 58 |[=A57+0,0001 (A3 HKa (ASEY2- (Kw-HKE"C 0) [(A58)-Ka™ K

59
| B0 | i
| E1 |
|52 |
| &3 |
| 64 |
| E5 |
| EE |
| E7 |
| & |
|62 |
|70 |
|71 |
|72 |
| 73|

74 &
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El polinomio, por ser de tercer grado, tendra tres raices. Como se puede observar en la grafica solo una de
ellas es positiva, que es la que nos interesa. Con el objeto de que el método de Newton no converja hacia una
de las soluciones no deseadas (negativas) seleccionamos como punto inicial para las iteraciones un punto que
este a la derecha de la raiz buscada (por ejemplo 0.0015), ya que, vista la forma de la grafica, de esta manera

perseguimos la convergencia hacia esta raiz.

Para cualquier otro valor de concentracion inicial, puesto que serd menor a 0.1, la concentracion de protones
sera menor, por lo que 0.0015 también constituird un buen punto de partida, si bien se necesitaran mas
iteraciones para alcanzar la solucion. No obstante, como se ha comentado anteriormente, este contratiempo

se solventa facilmente en EXCEL® arrastrando unas filas mas las formulas.

El disefio de la hoja para ejecutar el método de Newton se ha visto en un apartado anterior. En este caso se
necesita, en primer lugar, definir una celda como Co con la concentracién inicial de acido (B62), y calcular

los incrementos —P(x)/P’(x) a partir de las formulas correspondientes:
Polinomio: =(A114)"3+Ka*(4114)"2-(Kw+Ka*Co)*(A114)-Ka*Kw
Derivada: =3*(4114)"2+2*Ka*(4114)-(Kw+Ka*Co)

Como se puede observar en la hoja que se presenta a continuacion unas pocas iteraciones son suficientes, en
este caso para llegar a una solucidon (concentracién de protones). Sin embargo, para concentraciones mas
diluidas seran necesarias mas iteraciones. En cuyo caso, para calcular el pH en la celda G66, se toma la

concentracion de protones de la celda A93.

ST
frchiva Edicin  Wer Insertar Formato  Herramientas Datos  Wentana 7 Escriba una pregunta -8 x
DEHa ERY L EE-| w-o- @ = -2 2 @ owes -2 e w0 LW ox s == BE| 2 € 2 oo *§ .| € O-&-A-.
32 ®a Ta 8 @ ¥ | @ W g3 | weResponder con cambios... Terminar revision...

K45 - ~
A | B | C D E F G —

(73] B

|74

175

175 | Co= o1 Pto. inicial 00015

il

178

179
80 x P(x) P(x) h="P(x)/P"(x) ph= =LOG(A107)

| 61 [0,0015 =(AB 1) +HE (AR 2- K+ a™ Co) " [AST)-Ka Ko =37 (AB1 ) 2+27Ka" (ABT - (Kn+Ka Co) =-B81/C81

| B2 |=AB1+D81 =(AB2)YS-HKa (ABZ)2- (K- e Cop (ABZ)-Ka K =3 (AB2) 2+ 2 Ka  (AB2)-(Kw+ka Co) =BE2/C82

| 83 |=Ap2+Da2 =(ABT) TN (AT 2- (Kw-Ha C o) [AE3)- Kar ki (MBI 2+T7Ka"(A0T)- (Kin+<a=Co) =BE3/a3

| 84 |=A83+D83 = (ABA)T+Ka (AR 2- K+ a™ Cal [AB - Ka Ko =37 (ABAY2+2 7K [ABA)- (K +HKa"Co) =-B84/C84

| B8 |=AB4+DB4 =(AB5)3-HKa (ABS)2- (Ku-HKa C o) (ABE)-Ka K [AB5)2+2*Ka* (ABS)-(Kw+kKa"Co) =BE5/CE5

| 88 |=AB5+DBS =(ABE) 3+ A [ABE)2- (IKw-+<a™ C o) [ABE)- Kalw [(AEE)2+27 K" (ADE)- (Kin+<a™Co) = BE6/CEE

| 87 |=ABE+DE6 = (AB7 3 +KET (ABT ) 2- (W a T o) (AST J-Ka ko (ABT "2 +2" K a" [AS7 )-(Kw-+H<a"Co) =-BB7/C87

| 88 |=487+D57 =(ABE)E-Ha (ABE)2- (Kw-HKa C o) (ABE)-Kakw (ABB)2+2*Ka  (ABE)- (Kw+ka"Co) =BE6/C83

| 89 |=Ag8+DE8 =(ABE) T (ABD)2- (Kw-H<a™ C o) [AEE)-Ka™ K =3 (AE9)2+2 KA (A09)- (Kn+HKa"Co) =BE9/TEs

| 90 [=AB3+D83 =( A0S+ A (ADO)2- (W a C o) (ASD)-Ka™ ko (A90)"2+2" K [AS0)- (Kw-+H<a"Co) =-B90/C90

| 51 |=490+D50 =(AD113Ha (A1 )2 (Kw-HKar Cop (A1 )-Kakw (A5 12427 Ka (A0 )- (Kw+ka"Co) =B91/C81
92 |=AB1+D91 =(AD2) 3T ADZ)2- (Ki-H<a™ C o) [ABZ)-Ka™ K (A92)/2+77Ka (A92)- (Kw+Ka"Co) =B92/C82

| 93 [=A92+D52 =(AIE)PT+KaT(ATE)2- (Ku+Ka" Co) (AT 3)-Ka K (A93)°2+27Ka"[(A93)- (Kw-+H<a"Co) =-B93/C93

| 94 |=A93+D53 =(ADAYB-HKET (A2 (Kw-HKa Coj [ASA)-Kakw =3 (A94V2+27Ka (A9 (Kw+Ka™Co) =B94/084

| 95 |=A94+D34 =(AD5)T-HCAT[ADS)2- (Ki-HCa™ C o) (A5 )-Ka™ K [A95)12+Z KA (ADS)- (Kn+H<a"Co) =-B95/035
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Con este diseno, el calculo del pH real para otras concentraciones consiste en sustituir la concentracion
inicial de acido en la celda B62 y copiar el resultado en la tabla que hemos disefiado al principio de la hoja.
Asimismo, para cada acido que nos planteen en el problema deberemos cambiar el valor de la constante Ka
en la celda BS. El resultado final seria en siguiente, incluyendo una grafica que representa conjuntamente el
pH aproximado y el pH real:
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4.4. Diagramas concentracion/pH de un acido monoproético débil

Para ejemplificar la construccion de este tipo de diagramas tomaremos el caso del acido acético. Imaginemos
que introducimos ¢, moles de acido acético en un matraz de un litro, una cierta cantidad de otro acido o base
y agua hasta enrasar a 1L. Entonces determinamos el pH de la disolucion resultante y queremos saber las

concentraciones de acético y acetato.

Disponemos de tres datos para resolver un problema de dos incognitas. Los datos son: la constante K, de
acidez del acido acético, la concentracion inicial ¢y de acético y el pH. Necesitamos pues dos ecuaciones
donde aparezcan las dos incognitas junto con los datos conocidos. Estas ecuaciones son la de la constante de

equilibrio y el balance de materia:

_[Ae)[H"]

a (AcH] ; ¢, =[AcH]+[A4c™]

De la primera de las ecuaciones podemos despejar la concentracion de acético o la de acetato y podemos usar

la segunda para dejar una sola incdgnita. En efecto:

[Ac”[H'] (¢, —[AcH)[H "] c,[H"] c c
[AcH] = =0 = [AeH]=— == o
K, K, K, +[H'] |, K. 1+10
[H7]
- K, [AcH] K, (c,—[Ac™]) - K, o Co
[de”] =—F—— = n = [dc]= i e Kapil
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1+——
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En la figura mostramos el resultado que se obtiene si representamos el logaritmo de la concentracion frente
al pH. La inspeccion del resultado obtenido nos indica que mientras el medio sea acido, de manera que el pH

sea menor que el pKa del 4cido, la especie predominante es la forma acida (4cH), mientras que si el pH es
mayor que el pKa, entonces domina la forma basica (A¢ ). De manera esquematica podemos proponer el

siguiente diagrama de preponderancias:

pKa

v

AcH Ac”

4.5. Célculo del pH de una disolucion de acido débil diprdtico

A continuacioén vamos a desarrollar los equilibrios para el acido diprotico H»Ac:
H,Ac = HAc +H"
HAc™ = Ac” +H*
[}

1 [4H,]

_ L acr ]
2 AH-
Balance de cargas: [H']= [HAc]+2-[A”]+[OH]
Balance de masas: Ca = [HrAc]+ [HAc]+[Ac”]

Producto iénico del agua: Kw = [H']-[OH]

La ecuacion que se deduce del sistema anterior es la siguiente:
F(x) = Ca:[H ]-K;([H']+2-K,)-[H']*-[H ]-[H 'K -[H ]’K K>+ [H ]’ Kw+-[H ]K,Kw+K K, Kw

La manera de calcular la concentracion de protones es similar a la utilizada en el apartado 4.3. La unica
diferencia es que, en este caso, se va a aplicar el método de Newton para la resolucion de una ecuacion de 4°

grado. El disefio de la hoja puede ser muy variado, sirvan las hojas presentadas en las figuras como modelo.
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4.6. Diagramas concentracion/pH de un acido poliprotico

Tomaremos como ejemplo el caso del acido sulfhidrico, que es un acido diprotico. En este caso tenemos una
incognita mas, pero también tenemos una constante de equilibrio mas. Por tanto, la resolucion del problema

es idéntica a la del apartado 4.4. Tenemos en este caso:

_ISHHY, o _[STIH'],

i AR T s ¢, =[SH,]+[SH™]+[S™]

El algebra para despejar las concentraciones que buscamos es un poco mas complicada que la anterior si se
realiza a mano, pero, como veremos en el capitulo 6, no comporta esfuerzo adicional se si dispone de un
programa de calculo simbolico, aunque las féormulas resultantes son un tanto complejas. Podemos también
obtener ecuaciones aproximadas simples pero muy precisas (practicamente indistinguibles de las exactas a la
hora de representarlas en una grafica). El uso de formulas aproximadas simples presenta el inconveniente de
que hay que obtener formulas aproximadas diferentes para una misma especie, segun la region de pH en que
queramos calcular su concentracion. Ello es debido a que, seglin las predominancias de una u otra especie,
hay que aplicar las aproximaciones pertinentes. El detalle de la obtencion de las féormulas viene detallado en
el apartado 11.9 de los apéndices, y el resumen de las formulas que se obtienen para las distintas regiones de

pH son las siguientes:

Region 1 de predominancia del sulfhidrico SH,

c 3 c ~ o
SHI= g SIS g 1=

Region 2 de predominancia del bisulfuro SH

- S . o P
T S =g
L Co . L Co
= g = o
Region 3 de predominancia del sulfuro s,
1\ PK+pKa=2pH -1_ ¢ . 2-1_ ¢
SIIZI0T s B =g 1= g

En la figura mostramos el resultado que se obtiene si representamos el logaritmo de las distintas

concentraciones frente al pH:
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4.7. Calculo del pH de una disolucion de acido débil triprotico

En este caso los equilibrios y el sistema de ecuaciones a resolver seran los siguientes, tomando al H;PO,

como modelo:
H,PO, = H,PO, +H"
H,PO; = HPO; +H"

HPO; = PO; +H"

_|a] |1, Po;]
' [H,PO,]

[t |- |rPo; |

K. =
’ [1,PO; ]

K. =
>~ upor]

Balance de cargas: [H']=3- [PO; ]+2-[HPO/ ] +[H:PO;]+[OH]
Balance de masas: Ca = [PO;]+[HPO/ ]+[H,PO, ] +[H;PO,]
Producto iénico del agua: Kw=[H ]-[OH]
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La ecuacion que se deduce del sistema anterior es la siguiente:

F(X) :K1K2K3KW + (3'CGK1K2K3+K]K2KW)‘[H+]+(2‘C(,IKIKQ—K]KZK3+K]KW)[H72+(CGKI—

KK +Kw)-[H'J-K,[H']*-[H']’

Al igual que en apartados anteriores, se muestra a continuacion el disefio de la hoja de céalculo con las

formulas que puede servir de modelo, como en los apartados anteriores, aunque hay infinidad de maneras de

llevarlo a cabo.
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P

A partir de la representacion se elige el punto de inicio de las iteraciones y se construye el programa que

aplica el método de Newton:
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FA Microsoft Excel - Capitulo4EXCELPOLT
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5. Aplicacion de programas de calculo simbdlico para la resolucion de problemas sencillos

En este capitulo emplearemos el programa de calculo simbolico MATHEMATICA® para resolver algunos
de los problemas planteados en los temas 3 y 4. Esta herramienta informatica permite, entre otras muchas
cosas, la resolucion de ecuaciones de una manera sencilla y rapida. Su potencia de calculo resulta muy util
(como comprobaremos en este y posteriores capitulos) para abordar problemas en los que es necesaria la
simplificacion de sistemas de ecuaciones o la resolucion de ecuaciones complejas. Como podremos
comprobar, la resolucion de determinados problemas con MATHEMATICA® requerira, en comparacion con
EXCEL", un esfuerzo considerablemente menor por nuestra parte. Sin embargo, su complejidad en el disefio
de graficos, junto a la extrema facilidad de uso de la hoja de calculo hace que el EXCEL® resulte mas

adecuado en algunas ocasiones.
5.1. Calculo del pH de una disolucion de acido fuerte

Tal como se hizo en el apartado 3.2, consideremos los balances de masa y carga en una disolucioén acuosa de

un acido fuerte HA, asi como la ecuacion que rige la disociacion del agua:

Balance de masas: C,=[47]
Balance de cargas: [H"]=[A ]+[OH ]

Producto i6nico del agua: K, =[H"]-[OH ] =10"

Disponemos de tres ecuaciones con tres incdgnitas, por lo que el sistema queda perfectamente determinado.
Bastara con despejar la concentracion de protones para obtener el pH a partir de ella. Pese a que esta
operacion es aqui lo suficientemente simple como para llevarla a cabo con lapiz y papel, la manipulacion
algebraica de las ecuaciones puede resultar terriblemente tediosa y complicada en problemas mas complejos.
Asi pues, en este apartado resolveremos el sistema mediante MATHEMATICA® a modo de ejemplo

ilustrativo, lo que nos pondra en disposicion de abordar problemas mas complejos en los temas siguientes.

Antes de iniciar cualquier programa MATHEMATICA® resulta altamente recomendable ejecutar el
comando ClearAll en primer lugar. Este comando permite eliminar todas las asignaciones de valores,
atributos, definiciones, etc. que MATHEMATICA® pueda guardar en memoria. Es especialmente til
cuando, bien sea por error o por otros motivos, nos vemos obligados a ejecutar de nuevo determinadas partes
del codigo que hemos construido. Las asignaciones, definiciones, etc. de la nueva ejecucion pueden entrar en
conflicto con las de la antigua, lo que puede provocar errores. Conviene en ese caso ejecutar de nuevo el
programa desde el principio, comenzando por eliminar de la memoria todas las definiciones del calculo

previo mediante el comando ClearAll. Su sintaxis es como sigue:

In[i]:= ClearAll["Global "]
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Conviene apuntar que el editor de codigo de MATHEMATICA® funciona como un editor de textos comun,
en que la tecla RETURN simplemente actia como control de carro. Para ejecutar un comando o secuencia de
comandos, debe pulsarse simultaneamente las teclas SHIFT+-RETURN. Cuando esto ocurre, la secuencia de
codigo evaluada aparece etiquetada en pantalla como “In[n] :=" (donde n es el numero que identifica el
Input) y, si procede, la respuesta d¢ MATHEMATICA® correspondiente (Output) aparece etiquetada como

“Out[n]=".

El siguiente paso para resolver nuestro problema es definir los parametros que intervienen. Tomamos una

concentracion inicial de acido 0.01M, y declaramos el producto iénico del agua:
Inf2]= ca=0.01; kw =10*-14;

A continuacion resolvemos el sistema mediante el comando Solve. Este comando puede emplearse siempre
que pretendamos resolver ecuaciones o sistemas de ecuaciones que impliquen exclusivamente funciones

lineales o polinomios, como es nuestro caso:

In(}]= 8 =5olve[{ca==a, h=a+0h, hxoh == kw}, [a, oh, h}]

-1i
r

oupl= {{a— 0.01, ch— -0.01, h= -1.x 107}, [a =0.01, ch=1. %107, h = 0.01]}

Es importante fijarse en la sintaxis del argumento del comando Solve: En primer lugar, escribimos entre
llaves las ecuaciones (separadas por comas y empleando doble signo igual), y después, también entre llaves,
escribimos las incognitas del sistema. Como resultado obtenemos dos conjuntos de valores distintos, de los
que solo el segundo tiene sentido quimico (el primero contiene concentraciones negativas). El valor que nos

interesa es:’

In[4]= h=s[[2, 3, 2]]

Out[4= 0.01
Solo resta obtener el menos logaritmo decimal de h, que se expresa como:

Inf5]= ph= -Log[10, h]

out[El= 2.

% La siguiente figura permite entender la sintaxis que emplea MATHEMATICA® para identificar las diferentes partes del output, y
que hemos utilizado para extraer aquella que nos interesa. En el apéndice 11.10 pueden encontrarse ejemplos adicionales.

-1t

outpl= [{a-0.01, ch— -0.01, h= -1.x10"%), [a =0.01, ch=1. %107, h = 0.01]}
H_J
SI1.3]] s[[2.1.2]] S[[2.3.17]
— _ — _
——— ——

s[[17] s[[21]
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Un modo alternativo de resolver el problema consiste en utilizar el comando Eliminate seguido del comando
Solve. Aunque no es necesario en este caso, esta secuencia de comandos nos serd util en temas posteriores.
Mediante el comando Eliminate, lo que hacemos es eliminar aquellas incognitas cuyo conocimiento no nos
interesa para resolver el problema, con lo que reducimos el numero de ecuaciones (y de incognitas) que
Solve debe abordar. En nuestro caso eliminaremos a y oh, con lo que nos quedard una tinica ecuacion en

que la tinica incégnita es h. El cédigo completo se muestra a continuacion:

In[1]= ClearAll["Global "]

Infz]= ca=0.01; kw =10~ -14;

Infzl:= p=Eliminate[{ca=-a, h==a+oh, hwoh == Ew}, {a, oh}]
o= -1. 210 h+1. w10™Rf = 1.

In4:= 8= Sclve[p, h]

o= {{h= -1.=10"%1, [h=0.01)}
Infi]= ph= -Log[l10, s[[2, 1, 2]]]

outfsl= 2.

De los ejemplos anteriores es posible extraer ciertas reglas o normas a las que conviene prestar especial

atencion cada vez que nos planteamos la escritura de un co6digo MATHEMATICA®:

1- Todos los comandos MATHEMATICA" se escriben siempre con la primera letra en mayuscula. No

hacerlo asi impide que MATHEMATICA® reconozca el comando.

2- El argumento de todo comando se escribe siempre entre corchetes (no son validos ni paréntesis ni

llaves): ClearAll [argumento], Eliminate [argumento], ...

3- Un signo igual significa asignacion: ca = 0.01 quiere decir que, en adelante, cuando escribamos
ca es como escribir 0.01. El doble signo igual significa igualdad en el sentido matematico: el
miembro de la derecha es igual al de la izquierda: h = = a + oh. El doble signo debe emplearse

siempre que se desee implementar una ecuacion.

4- La separacion entre asignaciones de parametros o entre comandos dentro de una misma secuencia

(un mismo input) se realiza mediante un punto y coma: a=1;b=1;c=2; ...

5- El punto y coma tras un comando o asignacion evita que MATHEMATICA® explicite el output
correspondiente. Contrariamente, sin el punto y coma MATHEMATICA® escribe el output en

pantalla, por obvio que sea:

In(ll= a=1+1;
InZl= b=1+2
outfzl= 3
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6- Debido al punto 1, es conveniente (aunque no necesario) escribir los parametros y variables de
nuestro codigo empleando letras mintsculas (ca, h, oh, ph...). De este modo evitamos definir

accidentalmente una variable con el mismo nombre que un comando que desconocemos, con el

consecuente error:

Infl]= d=1;4d
out[i]= 1
Infz]= D=1;D
Set::wrsym : Symbol D is Protected. More.
outE= D

7- Ante la duda en lo referente a la sintaxis de un determinado comando, resulta muy util acudir al
panel de ayuda implementado en MATHEMATICA®. Podemos acceder a ¢l usando las opciones del

menu Help/Find Selected Function que hay dentro del menu principal.

5.2. Calculo de la presion final en equilibrios en fase gaseosa

Una vez hemos resuelto el problema del calculo de la presion final en un equilibrio gaseoso haciendo uso de
los recursos que ofrece la hoja de calculo EXCEL" (capitulo 4, apartado 4.2), en este apartado utilizaremos

MATHEMATICA® para el calculo de la presion final en el mismo ejemplo.

Recordemos la expresion que toma la constante del equilibrio gaseoso:

3 (P.+x)-(P, +2x)2
? (P, —x)-(PB,-x)

Esta expresion entre corchetes y precedida del comando adecuado es suficiente para que MATHEMATICA®

pueda darnos la solucion de la ecuacion:

In[1]:= ClearAll["Global ™ +"]
nEl= Ep=1l:pa=1:pb=2;pc=1; pd =0;

In(Zl= 8l =Solve[Ep=(pc+X) »(pd+2xX)*2/ ((pa-x) » (pb-x)), x]

3t/e —..13~;~
out[3]= {{H—r— -1- + |3 |T+2 3::I -
7+2413 | S
1 3 (1.443) 1 — — ;
k= -2 (1-13) (3 (7424 3111,
4 og(7.2413)7 8 ’
g R
1 I 1-143) 1 —_ — 14
[ro-2 - o - (1+343) (3 (7+2413))Y
1 og(71+2413) 8 .
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Como muestra el ejemplo anterior, el comando Solve trata siempre de ofrecer soluciones mediante formulas
explicitas. Para ecuaciones algebraicas de una variable, esto sera posible siempre que la mayor potencia de la

variable sea como maximo cuatro. El resultado en forma numérica puede obtenerse del siguiente modo:

In[4]:= 2] = =1 _.'r_.'r H

Out[#)= {{x—= 0.408663}, [{Xx—= -0.579331 +0.942273 1}, {x = -0.579331 - 0.9422734}}
Obtenemos pues dos soluciones complejas y una solucion real, que es la que nos interesa:

nEl= x=s1[[1, 1, 2]]

OwtE= 0. 403663
Finalmente, calculamos la presion final como:

Infl= pf=pa+ph+pc+pd + X

outfE]= 4.40866

En las situaciones en que Solve no es capaz de ofrecer formulas explicitas o cuando simplemente deseemos
una aproximacion (mas o menos precisa) a la solucion, podemos hacer uso del comando NSolve. Este
comando ofrece una aproximacion numérica a las soluciones de la ecuacion utilizando métodos numéricos

como la Factorizacion de Gauss o los Productos de Markowitz:

In[1]:= ClearAll["Global »"]
Ep=1:pa=1;pb=2;pc=1; pd=0;
22 =HSolvel[kp==(pc+X) » (pd+2x)*2/((pa-X) = (pb-x)), x]

outfz= [[x - -0.579331 + 0.9422731), [x »-0.579331 -0.9422731), [x— 0.408663]]

En el ejemplo anterior se puede constatar la potencia d¢ MATHEMATICA® a la hora de realizar algunos
procesos matematicos que resultan a menudo mucho mas costosos aplicando EXCEL®. Por ejemplo, la
resolucion de problemas con ecuaciones de grado superior a 2 no representa en general ninguna
complicacién adicional cuando trabajamos con MATHEMATICA®. De hecho, en este apartado hemos
resuelto un problema en que intervenia una ecuacion de orden 3 mediante el mismo esquema que utilizamos
en 5.1 para ecuaciones de grado 2. Comandos como Solve, NSolve o FindRoot tienen ya implementadas
rutinas de calculo iterativo que nos facilitan en gran medida la programacion. Para obtener informacion
acerca de los métodos iterativos que emplean estos y otros comandos puede consultarse el panel de ayuda de
MATHEMATICA® (Help/Find Selected Function dentro del ment principal). En ciertos casos resulta
posible escoger el método iterativo particular a emplear, asi como manipular a voluntad los parametros

relativos a la precision del resultado, el nimero maximo de iteraciones, etc.
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5.3. Perturbaciones del equilibrio quimico: El principio de Le Chatelier

Uno de los fendémenos de mayor interés en relacion al equilibrio quimico es ver como se desplaza el grado de
avance de una reaccion quimica, inicialmente en equilibrio, al producirse una perturbacion externa. El
principio de Le Chatelier determina dicho desplazamiento. A continuacién abordaremos el estudio de este
principio aplicado a un caso concreto, con ayuda de MATHEMATICA®. Empecemos por recordar el

enunciado de dicho principio:

Si tenemos un sistema cerrado en equilibrio quimico y externamente producimos una
perturbacion que rompe dicho equilibrio se generan procesos espontaneos en la direccion que

tiende a restablecer el equilibrio del sistema.

Para poder ver el desplazamiento, hacia reactivos o productos, de una reacciéon quimica que tiene lugar en el
seno de un reactor cerrado, es util definir primero el concepto de grado de avance de la reaccion. El grado de
avance es aquel parametro numérico & cuyo valor nos indica, en el camino de reactivos a productos, el punto
en que se encuentra nuestra reaccion. Hay diversas alternativas para definir el origen, £=0, del grado de
avance. En lo que sigue, tomaremos £=0 al principio de la reaccion, esto es, cuando mezclamos reactivos y/o
productos y éstos aun no han empezado a reaccionar. Por ello, segiin la reaccion vaya hacia reactivos o

productos, el grado de avance sera negativo o positivo, respectivamente.’

Consideremos la reaccion:
aA+bB —=cC+dD

La estequiometria obliga a que si una cantidad diferencial dn, de moles del reactivo A desaparece, también
desaparezca una cantidad dn, de moles del reactivo B, a la vez que aparecen cantidades diferenciales dn. y

dng de moles de productos C y D, de manera proporcional a los coeficientes estequiométricos:

dn dn, dn, dn,

C

a b c d

= dé

Si integramos la primera de las ecuaciones anteriores,

_dn, _dE,
a

entre el valor inicial ng , correspondiente a un valor § = 0, y un valor cualquiera n,, correspondiente a un

grado de avance &, obtenemos:

Alternativamente, podriamos definir el grado de avance como una magnitud positiva, 0 < & < &y, si tomamos el valor cero como el
correspondiente al valor maximo que, dada una estequiometria y unos moles iniciales, pueden alcanzar los reactivos.
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Procediendo de manera similar para el resto de reactivos y productos obtenemos:

n,=n, -b&
n,=nl+cé&
n,=ny+d¢&

Como deciamos, definido de este modo, el grado de avance puede tomar valores tanto positivos como

negativos y su modulo puede ser mayor que la unidad.

Una vez tenemos definido el grado de avance procedemos a considerar un ejemplo de reacciéon quimica
sobre la que produciremos perturbaciones externas en la presion, temperatura y volumen, y estudiaremos,
con ayuda de MATHEMATICA®, como responde el grado de avance. Seré la reaccion en fase gaseosa ideal

siguiente:

C(® = A(®) + B(»)
Para trabajar comodamente con MATHEMATICA® definimos:

na0 = moles iniciales de producto A

nb0 = moles iniciales de producto B

nc0 = moles iniciales del reactivo C

nin =moles de un gas inerte que pudiera estar presente en el reactor

nt = namero total de moles

eps (epsv,epsp) = grado de avance (en funcién del volumen, en funcién de la presion)
kp = constante de equilibrio

t = temperatura Kelvin

v = volumen

P = presion total

r = constante de gases

Comenzaremos por limpiar la memoria y definir los moles de cada compuesto y nimero total de moles en

funcion del grado de avance:

In[1]:= ClearAll ["Global " ="] :

In[2]= na = nal + eps;
nb = nbi + eps ;
nc = ncl - eps ;

nt=na+nb+nc+nin;
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También sera conveniente introducir la orden siguiente que evita que el MATHEMATICA® nos escriba una
advertencia de posible error cada vez que escribamos una variable de grafia similar a otra introducida

previamente:
In[6]:= Off [zeneral::spell, General::spelll]:

Antes de comenzar con las simulaciones debemos tener en cuenta que la constante de equilibrio depende de

la temperatura, por lo que deberemos explicitar dicha dependencia:

0

kp = Exp — , donde AG", la entalpia libre de reaccion, es a su vez funcion de la temperatura.
r-t

Imaginemos una dependencia del tipo AG" = al+bl-t+cl-t-Ln[t]+d1-t* +el/t, con al=-0.1, b1=0.5,

¢1=-0.001, d1=-0.002, e1=-0.000001, r=0.082. La implementacion de estas dependencias en nuestro coédigo
MATHEMATICA® queda:

nfl= al=-0.1; b1 =0.5;cl =-0.001;dl =-0.002; el =-0.000001; r=10.082;
deltaGl = al + bl«t + clxtx Log[t] + dlet® + el/t;
Ep = Bxp[-deltaGld/ (rxt)]:

La constante de equilibrio kp la podemos expresar también en términos de numero de moles y volumen o

presion total:

PP na-nb r-t na-nb p
kp: = —_—
P nc v nc  nt

c

Podemos, pues, escribir el grado de avance en términos de la constante de equilibrio y el volumen o la
presion. Para obtener el grado de avance en funcién del volumen resolvemos la ecuacion de la constante de

equilibrio escrita en términos del grado de avance:*

na = nb r=t
In[10]:= &ux = Sn:rlve[kp = —
ne

, eps];

epsvl=aux[[1l, 1, 2]]:epsv2 =aux[[2, 1, 2]]:

De manera similar, en funcién de la presion el grado de avance se determinaria con la orden:

naxnbk p

n[12]= aux? = Solve [kp == = eps] :

nc
epspl = aux2[[1, 1, 2]]:;epsp2 —aux2[[2, 1, 2]]:

®

* Por motivos de presentacion, en las dos siguientes secuencias de comandos MATHEMATICA™ se ha evitado explicitar las extensas
expresiones a que da lugar la ejecucion del comando Solve. Para ello se ha hecho uso del punto y coma, si bien se recomienda al
lector ejecutar dichas secuencias en su ausencia. De este modo le resultara mas evidente la nomenclatura empleada en la definicion
de las expresiones epsvl, epsv2, epspl, epsp2.
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Las ecuaciones anteriores son de segundo grado y tienen por tanto dos soluciones. Sin embargo, solo una de
ellas tiene sentido fisico, puesto que solo hay una posicion de equilibrio, definida por un determinado grado
de avance. Para saber cual de las dos soluciones debemos tomar y cual debemos descartar, particularizamos
las soluciones para unas condiciones dadas, con objeto de obtener valores numéricos y poder descartar asi
aquella solucion que conduzca a un valor numérico sin sentido fisico. Elegimos, por ejemplo, una mezcla

formada por un mol de cada sustancia, que ocupe un volumen unidad a la temperatura de 300 K:

Infi4:= epsvl /. {nal -=1, nb0 -+ 1, nc0—+ 1, nin -»1, £ -> 300, w <1}

out[4= -1.6234

En este caso, hemos utilizado por conveniencia el signo /. para sustituir datos en la expresion de epsvl. El
signo /. significa asignacion temporal: cuando, ahora, calculo epsv1l el valor de na0 serd 1, el de nb0 sera

1, etc., pero la asignacion de estos valores no queda almacenada para posteriores operaciones (ver apéndice
11.10).

El resultado que acabamos de obtener no tiene sentido fisico, pues partiendo de 1 mol de cada sustancia, un
grado de avance -1.6234 da lugar a moles negativos de producto. La cantidad de moles puede ser pequefia o

grande, pero nunca negativa. Probamos pues con la otra solucion:

In(is]:= epsv2 /. {nal -» 1, nb0—+ 1, nc0—=+ 1, nin -=1, £ -=300, v =1}

O[5} —0.52474

Este resultado si que tiene sentido fisico, por lo que tomaremos la segunda solucion en adelante.
Comprobamos ahora la soluciéon que debemos tomar cuando el grado de avance se expresa en términos de la

presion. Analogamente, calculamos las dos soluciones en unas condiciones dadas:

In(ig]:= epspl /. {(nal -» 1, nb0+ 1, nc0—+ 1, nin -=»1, € -= 300, p—=+ 1}
Out[16]= -3.99733
In(17]:= epsp2 /. {(nal -» 1, nb0+ 1, nc0—+ 1, nin -=»1, £ -= 300, p—=+ 1}

ou[i7= 0.812654

Vemos que también en este caso la segunda solucion es la buena. Por tanto, escribiendo epsv2 o epsp2
MATHEMATICA® nos proporcionara el grado de avance si le definimos los moles, presion, volumen,

temperatura, etc.

Antes de proceder a la simulacion de un cambio en las condiciones de equilibrio del sistema necesitamos
definir dichas condiciones de equilibrio (niimero de moles de cada componente, presion, temperatura, etc.).
Para ello tomamos una mezcla inicial de 1 mol de A, 1.2 moles de B, 0.5 moles de C, y 1.5 moles de un gas

inerte, todo ello a la temperatura de 300K y presion 5 atmosferas, y dejamos evolucionar el sistema a presion
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y temperatura constantes. Una vez alcanzado el equilibrio, calculamos la nueva configuracion del sistema,

que constituira el estado de referencia a perturbar:

In[12]:= ref =epsp2 /. nal -= 1, nb0+ 1.2, ncl -» 0.5, nin -» 1.5, ©t -= 300, p—=+ 5]

ou[i#]= 0.0659705

Volumen en el equilibrio:
In[19]= wref =ntxrxt/p /.

out[igl= 20.9886

Moles en el equilibrio:

In[zi]:= naref =na /. {eps—+ ref, nal—+ 1}

outpzol= 1.06597

Inz1]:= nbref =nk /. {eps—+ ref, nbl—+ 1.2}

outfzl}= 1.26597

In[zz]:= ncref =nc /. {eps =+ ref, nc0- 0.5}

oufz= 0.43403

{nal -»1, nb0 +1.2, ncl -= 0.5, nin-» 1.5, £t —» 300, p—=+5, eps - ref}

Una vez establecido el estado de referencia, provoquemos la perturbacion de algunos de los parametros del

sistema. Para ello tomaremos los parametros del equilibrio calculados anteriormente como las nuevas

condiciones iniciales de nuestro sistema, con lo que el grado de avance que determinaremos representara el

desplazamiento de la reaccion desde el equilibrio de referencia hasta el nuevo equilibrio alcanzado tras la

perturbacion:

- Disminucioén de volumen:

In[23]:= epsv? /. {nal -+ naref, nb0 + nbref, ncl + ncref,

Out[zi]= -0.0694189

- Aumento de volumen:

In[zd]:= epsv2 /. {nal + naref, nbl -+ nbref, ncl -+ ncref,

Out[z4]= 0.0515739

- Aumento de presion:

In[z5]:= epsp2 /. {nal -+ naref, nb0 -+ nbref, ncl + ncref,

out[zsl= -0.130158

- Disminucién de presion:

In[z6]:= epsp2 /. {nal -+ naref, nb0 -+ nbref, ncl »+ ncref,

Outpzel= 0.204641
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- Aumento de temperatura:
In27]:= epsp2 /. {nal -+ naref, nb0 + nbref, ncl —+ ncref, nin -=1.5, £ -= 350, p—+ 5}

ouEr= 0.254308

- Disminucién de temperatura:
In[z5]:= epsp2 /. {nal -+ naref, nkl + nbref, ncl + ncref, nin -»1.5, t -+ 250, p -+ 5}

outels -0.34817

Vemos como al aumentar/disminuir la presion o disminuir/aumentar el volumen, a temperatura constante, el
sistema evoluciona desplazando el equilibrio hacia reactivos/productos, donde hay menor/mayor ntimero de

moles. Asi mismo vemos variacion de & con T.

CUESTION.- A la vista del resultado obtenido al variar la temperatura entre 250 y 350 K, indica si la

reaccion C (g) = A (g) + B (g) es endotérmica o exotérmica en este intervalo de temperaturas.

Como puede extraerse de su enunciado, el principio de Le Chatelier atafie exclusivamente a sistemas
cerrados (aquellos que no intercambian materia con su entorno), por lo que uUnicamente contempla
perturbaciones del equilibrio producidas por variaciones de presion, temperatura o volumen. Sin embargo, es
comun extender el principio a sistemas abiertos, y estudiar la respuesta del sistema a pequefas adiciones o
sustracciones de reactivos, productos o inertes. Estudiamos a continuacion dicha respuesta empleando el

mismo procedimiento que en los casos anteriores:

- Aumento de gas A:
In[29]:= epsp2 /. {nal -+ naref + 1, nb0 + nbref, ncl -+ ncref, nin-» 1.5, t -> 300, p -+ 5}

outpe -0.143773

- Aumento de gas B:
Infz0]:= epsp2 /. {nal -+ naref, nbl -+ nbref +1, ncl -+ ncref, nin-» 1.5, £t -» 300, p—+ 5}

ool -0.112574

- Aumento de gas C:
Infz1]:= epsp2 /. {nal -+ naref, nb0 + nbref, ncl-+ ncref +1, nin-= 1.3, £ -> 300, p -+ 3}

ou[E]= 0.662554

- Aumento de gas inerte a presion constante:
In[z2]:= epsp2 /. {nal -+ naref, nb0 -+ nbref, ncl—- ncref, nin -»1.5+2, £ -> 300, p -3}

oufz= 0.0938039

Aumento de gas inerte a volumen constante:
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In[z2]:= epsv2 /. {nal -+ naref, nb0 + nbref, ncl + ncref, nin -»1.5+2, £ -» 300, v » vref]}

out[33]= 0.

Es importante sefalar que la perturbacion del equilibrio quimico en sistemas abiertos puede dar lugar, en
algunos casos, a respuestas a primera vista sorprendentes. Un estudio detallado de la respuesta a
perturbaciones que rompen el equilibrio quimico en sistemas abiertos se propone como ejercicio dirigido en

el tema 10, apartado 10.3.

EJERCICIO.- Repite la practica para el equilibrio:

2A(g)+B(e) = C(2)+3D (),

Usa la misma constante de equilibrio en funcion de la temperatura que se ha utilizado en la practica

anterior.

@ J. Planelles | R. Serrano / J. L. Movilla - ISBN: 978-84-693-0995-7 91 Nuevas tecnologias de la informacion y la computacion - UJI



6. Aplicacion de programas de calculo simbdlico para la resolucion de problemas con sistemas

de ecuaciones
6.1. Calculo del pH de un acido débil monoprético

En el tema 4, apartados 4.3, 4.5 y 4.7, se abordd el problema de la obtencion del pH de disoluciones acuosas
de distintos acidos mediante hojas de calculo EXCEL®. Estos célculos pueden llevarse a cabo de forma
rapida mediante el programa MATHEMATICA®, sin necesidad de recurrir a las simplificaciones que se

emplean comunmente cuando el problema se resuelve de forma analitica.

Recordemos el sistema de ecuaciones que intervienen en el calculo del pH de un acido débil HA:

Balance de cargas: [H "] =[A4"]+[OH ]
Balance de masas: C, =[A" | +[HA]

WA —pa)on]

’ [HA]

Tenemos pues un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas ([H " ],[HA],[A”],[OH "]). A partir
de este sistema podemos extraer las variables que deseemos, y obtener una expresion solo dependiente de

[H"]. Para ello utilizamos el comando Eliminate (véase el apartado 5.1):

n[]= ClearAll["Global "]

InZl:= p=Eliminate[{h==a+0oh, ca==a+ha, ka==hwa /ha, haoh ==kw}, {ha, a, oh}]

o= hPshfka —hlw-kalkw=rcahka

La expresion obtenida relaciona la concentracion de protones con los parametros del sistema, y es valida para
cualquier acido monoproético y cualquier valor de su concentracion inicial. Obtendremos a continuacion el
pH para un 4cido particular (ka = 1.5%¥10”) con una concentracion inicial ca = 0.1. Para ello, definimos
dichos parametros (asi como kw) y resolvemos la ecuacion obtenida (ecuacion a la que hemos llamado p)

mediante el comando Solve:

nFl= ca=0.1;ka=1.3»10*-53; kw =10*-14;
In[4]= = = Solve[p, h]

outi= {{h- -0.00123227}, {h=-1.%10""}, {h=0.00121727}}

La solucion positiva es la concentracion de protones que se obtuvo en el apartado 4.3 mediante el método de
Newton-Raphson en EXCEL®™. Como se ha podido comprobar, mediante MATHEMATICA® es mas rapido,

en este caso, llegar a la solucion de un polinomio de grado 3.
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Para finalizar el problema, solo queda obtener el menos logaritmo decimal de la tnica solucioén con sentido

quimico:

Inf]:= ph = -Log[10, s[[3, 1, 2]1]]

oup= 2.91461

En los siguientes apartados incluimos algunos casos mas complejos para mostrar que la resolucion de los
problemas de equilibrio en disolucion se limita a resolver un problema de n ecuaciones con n incognitas.
Esto no quiere decir que ya no sea preciso aprender a resolver estos problemas con ayuda de aproximaciones.
La intuicién de “qué pasa” en disolucion la debe tener el quimico sin necesidad de hacer calculos. Esta es, de
hecho, la unica ayuda de que dispone para darse cuenta de que un determinado calculo tiene un error. En
otras palabras, excepto los decimales, debemos saber el resultado de un problema antes de abordar su

calculo.

En particular abordaremos el calculo del pH de una disolucion de un acido débil diprotico, de otro triprotico
y de una mezcla que contiene tanto dcidos como bases débiles. Debe subrayarse la sistematica de resolucion:
se escriben todas las constantes de equilibrio (incluyendo, por supuesto, el equilibrio i6nico del agua), todos
los balances de materia y el balance de cargas. Con ello debemos tener tantas ecuaciones como incognitas.
Puesto que estamos interesados en el pH, despejamos la concentracion de protones y resolvemos el
polinomio que se obtiene. De entre las soluciones, solo una tiene sentido quimico, le calculamos el menos

logaritmo decimal y obtenemos de este modo el pH de la disolucion.

6.2. Calculo del pH de un acido débil diprético

Supongamos la disolucion de una cantidad inicial C, de un acido diprético H,A. Los equilibrios presentes en

disolucion son los siguientes:

H,A = HA +H" al:m
[H,4]
2— +
A = 4 vm k=AU
[HA"]

H,O = H"+OH K, =[H"]-[OH]
Los balances de masa y carga quedan:

Balance de masas: C, =[H,A]+[HA |+[4°"]

Balance de cargas: [H*]=[HA ]+2-[4° ]+[OH ]
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Es importante notar la diferente expresion que toman los balances de masa y carga con respecto al caso de
acidos monoproticos. Recomendamos aqui la consulta del apéndice 11.8, donde se detalla el modo de

obtener estas expresiones.

Una vez establecido el sistema de ecuaciones, empleamos el mismo esquema que en apartado anterior para
obtener el pH utilizando MATHEMATICA® (comando Eliminate para obtener la ecuacion de la
concentracion de protones, definicion de parametros, resolucion de la ecuacion mediante Solve y célculo del

menos logaritmo decimal de la Ginica solucion con sentido quimico). El codigo se muestra a continuacion:

n[]= ClearAll["Global "]

In[2]= p=Eliminate[{kal -- havh/h2a, ka2 -caxh /ha, Ew=-hxoh, ca ==h?a +ha + a,
h=ha+2«a+0ch}, {h2a, ha, a, oh}]

o h+hfkal +h'kal ka2 -hikw-hkal kw-kal ka2 kw= cahkal (h+ 2 ka2?)

= ca=0.1;kal =10*-4; ka2 = 10~ -5; kw = 10~ -14;

In4:= 8= Sclve[p, h]

outf= {{h- -0.00320263}, {h - -0.0000199988}, [h--5.%10"*}, [h> 0.00312262}}
Inf3]= ph=-Log[10, s[[4, 1, 2]]]

Outfsl= 2.50548
6.3. Calculo del pH de un acido débil triproético

Del mismo modo que en el apartado anterior, escribimos los equilibrios que tienen lugar en disoluciéon y

obtenemos las ecuaciones del sistema:

I H A ]-[H*
HA = HA+H A VA
[H;A]
2- +
Hoa~ 2 Ha* +H K, =LA TIH]
[H,47]
3- +
HA® = A" +H* o UL
[HA™]
H,0 = H*+OH K, =[H']-[0H ]

Balances:

Balance de masas: C, =[H,A]+[H, A [+[HA* 1+[4>]

Balance de cargas: [H*]=[H,A ]+2-[HA* |+3-[A ]+[OH ]
Asi pues, el codigo MATHEMATICA® queda:
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In[i]= ClearAll["Global "]

In[2]= p=Eliminate[{kal -- h?a«h/h3a, ka2 —ha«h /h2a, ka3 =-awxh /ha, Ew == h«och,
ca==h3a+h?a+ha+a, h==h?a+2«ha+ 3xa+oh}, {h3a, h2a, ha, a, oh}]

ouplE h' +hikal +h® kel ka2 + h' kal ke? ka3 - h¥ kw-h? kal kw-h kal ka? kw - kal ka2 ka3 kw=
cahkal -jh2 +2hka?+ 3 ka kald)

= ca=0.1;kal =7.4x104-4;ka2 =1.8x104-5; ka3 =4.0x10~-7; kw = 10~-14;
In[4]= 8 = Solve[p, h]
o= {{h- -0.00896223}, [h - -0.00003538349},
[h— —6.10347:10771, [h—-3.33333:107%%), [h- 0.008258221)
Inf5]:= ph = -Log[10, 2[[3, 1, 2]]]

o= 2.08311
6.4. Calculo del pH en mezclas de acidos y bases débiles

En este apartado consideraremos la determinacion del pH de una disolucion de un acido débil triprético HzA
de concentracion inicial Cy, a la que ademas incorporamos dos de sus sales sodicas, NaH,A y Na,HA, con
concentraciones iniciales C; y C, respectivamente. Aunque es mas complicado en su planteamiento, este
problema no entrafia ninguna dificultad adicional en lo que se refiere a su programacion en

MATHEMATICA®.

Comenzamos, como siempre, planteando las reacciones y equilibrios en disolucién. Las sales sodicas se

disocian completamente, dando lugar a los iones correspondientes:

NaH,A— Na* + H,A”
Na,HA — 2Na* + HA*

Es importante fijarse en la presencia del i6n Na” (ausente en los problemas anteriores), pues por tratarse de
una especie cargada debera incluirse en el balance de cargas. También debe notarse que este i6n no participa
posteriormente en ningun equilibrio, por lo que su concentracion inicial total (C; + 2C,, suma de la
concentracion de iones Na' aportados por la disociacion de la especie NaH,A y de los aportados por la
disociacion del Na,HA) se conservard cuando el sistema haya alcanzado el equilibrio. Asi pues, podemos

escribir que:
[Na"1=C,+2-C,
El resto de equilibrios en disolucion son los mismos que en el apartado anterior:

_[H, A7) [H]

HA = HA +H" K, i
3
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2— +
H,A~ — HA” +H* Kﬂ:—[HA I'H]

[H,4"]

3- +
HAY = 4% +H* Kk, = T

[HA™ ]
H,O = H'+OH K, =[H']-[OH ]

Y los balances, teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente, quedan:

Balance de masas: C, +C, + C, =[H,A|+[H,A | +[HA* |+[4°"]

Balance de cargas: [H']+[Na"]=[H,A ]+2- [HA* ]+3-[47]+[0OH ]

Hemos obtenido un total de siete ecuaciones con siete incognitas, que implementamos en

MATHEMATICA®:

n[]= ClearAll["Global "]

InZl:= p=Eliminate[{kal == h2axh /h3a, ka2 ==haxh /h2a, ka3 ==axh/ha, Ew=hxoh,
cl+cl+c2=-h3a+h?a+ha+a, h+ha==h2a+2+ha+3xa+0h, na ==cl + 2xc2},
{h3a, h2a, ha, a, oh, na}]

o= elhte2e02nt i h s e2h¥kal +htkal - o1k kal ka2
h®kalka? - 2clhkal ka2 ka3 - c2h kal ka2 ka3 + h’ kal ka2 ka3 - b’ kw-
h? kal lw - h kal ka? kw- kal ka? ka3 kw = cO h kal -jh2 +2h ka2 + 3 ka2 ka3)

(3= c0=0.1;c1=0.3;c2=0.2Eal =7.4x10"*-4:E532 =1.8+x10*-5: ka3 =4.0+10*-7;
Ew=10"-14;

In[4= == Solve[p, h]

Outf= [[h- —0.700634), [h _0.0001634831,
[h— -8.71627x10""), [h = -9.09091=10""%], [h— 0.0000587033)]

nfE]= ph=-Log[10, =[[5, 1, 2]]]

Outfsl= 4.23134
6.5. Diagramas concentracion/pH

En este apartado emplearemos MATHEMATICA® para calcular los diagramas de concentracion-pH de
distintos acidos. Comencemos con el caso del acido acético, el cual ya fue planteado en el apartado 4.4.
Como deciamos en dicho apartado, disponemos de tres datos para resolver un problema de dos incognitas.
Los datos son: la constante K, de acidez del acido acético, la concentracidn inicial ¢y de acético y el pH.
Necesitamos pues dos ecuaciones donde aparezcan las dos incdgnitas junto con los datos conocidos. Estas

ecuaciones son la de la constante de equilibrio y el balance de materia:

_[Ae)[H"]

= AcH] ; ¢, =[AcH]+[A4c™]
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De estas ecuaciones debemos despejar las concentraciones de acido acético y anion acetato en funcidon del

pH. Después representamos el Logaritmo de estas concentraciones, para lo que utilizamos el comando Plot:’
n[]:= ClearAll["Global™«"]

hn[= ka=10"; c0=0.1;
s0l = Solve[Eliminate[{kawach -- ac«h,
cl == ach+ ac}, {ach}], ac]: so0ll = Log[10, s0l[[1, 1, 2]] /. h—+ 10*-pH] ;
s0l = Solve[Eliminate[{kawach -- ac«h,
cl == ach + ac}, {acl], ach]:
5012 = Log[10, sel[[1, 1, 2]] /. h—+ 10~ -pH]:

Inf5]:= =< Graphics Legend”

Inffi]:= Plu:rt[{su:rllI g0l12}, {pH, 0, 14}, PlotStyle - [RGBColor[0, 0, 1], RGBColor[1l, O, 0]},
PlotRange -+ {-12, 0}, Frame -+ True, Framelabel -+ {"pH", "Log(conc.) "},
Plotlegend —+ {"Ac-", "AcH"}, LegendSize + [{0.5, 0.4}, LegendShadow + Hone,
LegendPosition—+ {-0.3, -0.3}, PlotLabel -» "Acide acético"

fcido acético

-z
—~ 8
5o
= £ Ao
o
o
= -8
AcH
-10
0 2 4 £ 8 10 1z 14
pH
Out[i]= = Graphics -

En el caso del acido sulthidrico, que es un &cido diprotico, tenemos una incognita mas, pero también

tenemos una constante de equilibrio mas:

_ISHOHTY e STIHC oy psm 4[5 ]
[SH, ] [SH"™]

1

De estas ecuaciones debemos despejar las concentraciones de acido sulfhidrico, anion bisulfuro y anién
sulfuro en funcidn del pH. Después representamos el Logaritmo de estas concentraciones en frente del pH,

como se muestra a continuacion:

n[]= ClearAll["Global "]

> Este comando presenta una amplia gama de opciones que permiten variar el aspecto de la grafica. La sintaxis de las que se muestran
en los ejemplos asi como de otras muchas puede encontrarse en la ayuda d¢ MATHEMATICA®.
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ni= k1=107; k2= 10"; c0=0.1;
20l = Solve[Elininate [ {El »3h2 == sh«h,
E2xsh=5xh,
cl = 3h? + sh + 8}, {sh2, =h}l], 2] s0ll = Log[10, 2cl[[1, 1, 2]] /. h =+ 10*-pH]:
30l = Solve[Eliminate [ {El »3h2 = shxh,
E2xsh=8xh,
cl = sh2+s3h+s3}, {sh2, 3}], sh]; s0l2 = Log[1l0, scl[[1, 1, 2]] /. h -+ 10"-pH]:
20l = Solve[Elininate [ {El »3h2 == sh«h,
E2xsh=5xh,
Cl = sh2? + sh + 8}, {sh, 8}], sh2]:
3013 = Log[10, s0l[[1, 1, 2]] /. h =10~ -pH]:

In[i]:= == Graphics” Legend”

In[F]:= P'lu:rt[{su:rllI s0l2, s0l3}, {pH, 0, 14},
PlotStyle -+ [RGBColor[0, 0, 1], RGBColor[0, 1, 0], RGBColor([1l, O, O]},
PlotRange -+ {-12, 0}, Frame -+ True, Framelabel -+ {"pH", "Log({conc.)"},
PlotLegend - ["5", "SH", "SH2"}, LegendSize -+ [0.5, 0.4}, LegendShadow -+ Hone,
LegendPosition—» {0.2, -0.4}, PlotlLabel -» "Acide sulfhidrice"

fcido =ulfhidrico

Log(ocone.)

1
(=1

]
(&
(=]

Out[f]= - Graphica -
Analogamente, en el caso del acido fosfdrico tenemos:

In[i]= ClearAll["Global "]
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mzl= E1=107; k2 =107; k3=10""; c0=0.1;

20l = Solve[Eliminate [ {El»ph3 == ph2«h, E2 v ph2 ==ph«h, E3xph =pxh,
cl == ph3 + ph2 + ph+p}, {ph3, ph2, ph}], p]l:

s0ll = Log[10, sol[[1, 1, 2]] /. h - 10*-pH]:

s0l = 53o0lve [Eliminate[{Elwph3 = ph2 wh, E2xph2 ==ph «h, E3wph =p«h,
cl == ph3 + ph2 + ph +p}, {ph3, ph2, p}], phl:

5012 = Log[10, sel[[1, 1, 2]] /. h—+ 10~ -pH]:

20l = Solve[Eliminate [ {El»ph3 == ph2«h, E2 v ph2 ==ph«h, E3xph =pxh,
cl == ph3 + ph2 + ph+p}, {ph3, ph, p}], ph2];

2013 = Log[10, sol[[1, 1, 2]] /. h - 10 -pH]:

s0l = 53o0lve [Eliminate[{Elwph3 = ph2 wh, E2xph2 ==ph «h, E3wph =p«h,
cl == ph3 + ph2 + ph+p}, {ph2, ph, p}], ph3]:

z0l14 = Log[1l0, s0l[[1, 1, 2]] /. h=+10~-pH]:

In[f]:= == Graphics™ Legend”

Plu:rt[{s-:rll, 2012, 3013, 3014}, {pH, 0, 14},
PlotStyle + {RGEColor[0, O, 1], RGBColor([0, 1, 1], RGBColor[0, 1, O],
RGBColor([l, 0O, 0]}, PlotRange —+ {-12, 0}, Frame + True,
Framelabel -+ {"pH", "Log({conc.)"}, PlotLegend —» {"PO4"™, "PO4H", "PO4H2", "PO4H3I"],

LegendSize + {0.5, 0.4}, LegendShadow -+ None, LegendPosition —» {0.9, -0.4},
PlotLabel —» "Acido fos Eﬁricu:r"]

Acido fosforico

tat

et

o —  pD4

2

= PO4H
— FO2HZ
1—— Eo2HZ

- Graphics -
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7. Ajuste de datos experimentales a funciones lineales
7.1. Ajuste lineal por minimos cuadrados. Ley de Beer

El ajuste de datos experimentales a funciones lineales es un calculo de gran utilidad en estudios de ciencias,

pues gran parte de las leyes fisicas y quimicas se basan en relaciones lineales entre variables.

Cualquier experimento lleva consigo un error aleatorio intrinseco, lo que hace que los valores obtenidos
varien en cierto grado en sentido positivo o negativo respecto al valor teodrico, siguiendo las leyes de la

probabilidad.

Estudiemos un caso practico. La Ley de Beer dice que la concentracion de un compuesto en disolucion tiene
una relacion lineal con la absorbancia. Este ultimo parametro serd estudiado en la asignatura
correspondiente, pero baste saber en nuestro caso que es un parametro que podemos medir mediante un
colorimetro, instrumento Optico que nos sirve para su medicion en disoluciones de diferentes

concentraciones de compuestos coloreados.

Teoéricamente, la medicion de la absorbancia de diferentes disoluciones con concentraciones crecientes de

compuesto coloreado nos daria una recta descrita por la ecuacion
y= B-x+ A

donde B es la pendiente de la recta y 4 es el corte con ordenadas, tal como se muestra en la siguiente figura:

°/  y=bx+a

Absorbancia
[$,]

‘0w 2 4 6 8 10 12

Concentracion

Sin embargo al realizar el experimento en el laboratorio observamos que los diferentes puntos
experimentales estan cerca de lo que seria una recta teorica, pero no coinciden exactamente con ella, como

consecuencia del error aleatorio experimental comentado anteriormente.
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Absorbancia

Concentracion

Puesto que los valores de la pendiente (B) y de corte con ordenadas (4) no los conocemos a priori, debemos
calcularlos matematicamente por medio del Método de los Minimos Cuadrados (ver detalles del método en
las secciones 11.5 y 11.6 de los apéndices). Asimismo, serd deseable poder calcular un coeficiente de la
regresion (r) que nos diga el grado de coincidencia entre los valores experimentales y la recta tedrica
calculada a partir de ellos,’ o sea, que nos indique la bondad de nuestro ajuste. Este coeficiente seria 1 en el
caso de que la coincidencia fuera total, y va bajando su valor a medida que los puntos experimentales se

separan de la recta ideal. Las formulas del Método de los Minimos Cuadrados se detallan a continuacion:

Paralarecta @y=Bx+A4

poM XY
x* =X’
A=y-B X

. n-Y(x-y)~(Zx)-(Zy)
Vo 25 =(Zx)7)-(n- 2y = (Zy)’

Ya estamos en condiciones de abordar el ajuste de unos datos experimentales a una recta. En la hoja
EXCEL® de la siguiente figura se pueden observar los datos obtenidos en el laboratorio al medir la
absorbancia (y) de patrones de concentraciones crecientes de un analito coloreado (x) con un colorimetro. En

este caso se conoce que la relacion entre ambos parametros es una recta.

% Este cocficiente es la raiz cuadrada del producto B ﬂ de las pendientes correspondientes al ajuste y = B x + 4, en el que la x se

toma como la variable independiente, y al ajuste x = fy + @, donde ahora es la y la que se toma como variable independiente. Este
coeficiente tnicamente tiene sentido para ajustes lineales. Existe otro coeficiente, o, llamado de autocorrelacion o simplemente de
correlacion, que es mas conocido y su uso no se limita a regresiones lineales. Podemos encontrarlo definido en la seccion 11.5 de los
apéndices. EXCEL® suele proporcionar el cuadrado de este coeficiente y lo denomina R”.
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Si representamos los datos anteriores el resultado es el siguiente:
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Como se puede observar en la grafica los puntos no coinciden exactamente con una recta, por lo que
debemos aplicar el Método de los Minimos Cuadrados. Si analizamos con detenimiento las férmulas
anteriores nos damos cuenta de que son necesarios sumatorios, sumatorios de productos etc., por lo que el

disefio de la hoja debe considerar el calculo de estos pardmetros como se presenta en la siguiente figura. Se
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incluye el numero de puntos (7) calculado mediante la nueva funcion CONTAR(), que detecta el numero de
entradas en un determinado campo. Asimismo se representan los puntos correspondientes a los datos

experimentales y la recta tedrica (ycalc).
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Las formulas empleadas en la hoja de EXCEL®, incluyendo los nombres de celdas definidos son:
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Es necesario calcular la incertidumbre de los parametros calculados y del ajuste, tanto en su conjunto como
en cada uno de los puntos del intervalo estudiado. Las formulas, cuya deduccion viene en el apéndice 11.5,

son las siguientes:

Varianzas de la pendiente B, ordenada en el origen 4, regresion y del valor teérico (o calculado) de la y:

2 2
Sl=— "¢ §?=-"%+x°S;
’ n(x* —x%) n
2 —\2
1 re n-(x;, —Xx)
Sne =5 2 (y=A= B’ Shoe == |1

Y(x—Xx)
Célculo de incertidumbres de los parametros calculados:

I(B)=t-Sg

I(4)=tS,

I(ycale)=t-Sycqc

donde ¢ es un estadistico que sigue una distribucion normal y tiene en cuenta el nimero de puntos ajustados,
dandonos una estimacion de la incertidumbre con un cierto nivel de probabilidad. Las tablas se incluyen en

el apéndice 11.5.

Las formulas detalladas anteriormente se incluyen en la hoja para el calculo de las incertidumbres:
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0,188471
0,221479
0,263346
0,510507

2525053
3439103
4358448
5286653
6,228968
7190180
8,1702838
9,164510
1016759
1117596

1,904038
2912412
3515480
4909711
5,889820
B6.851032

7793347
8,721551
S 640857
1055495

Absorbancia

\

Error del ajuste

yeale
error sup
error int

=

El
N

concentracién

Lista

Prob8 Hoja2 Hoja3 Hojat HojaS Hojab Hoja? Hojad Hoja9 HojalO
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Se representa la y calculada (ycalc) junto con su cota de error inferior y superior a lo larg

concentraciones considerado. Las formulas son:

o del rango de

SEI
Archivo  Edicién  Yer Insertar Formato  Herramientas Datos  Veptana 2 Escriba una pregunta -8 x
B SRy L BER-S oo @ E -G e L W] -7 ana -0 | W & s = € 25 om0 5§ L% - A
3 *a %A 24 © ¥ | ¥ W g2 | Y Responder con cambios... Terminar revisian...
D31 - 3
A [ E] [ c D [ E [ F [ G =
|16 | =BUMAFS:F14) =SUMA(GE:G14)
[ 17 | suma(x) SUMAAS:ATd) media x =
18 sumaly) SUMAES E14) media v
[ 19| sumalx"2) SUMA(CEC14) media x"2 =
[20] surnaly*2) SUMADS:D14) media y2 12
21 sumalxy) =SUMA(ES:E14) media x- =B21A10
=2 10
23 . &
24 B A 3
| 25 |=(E21-E17“E18)/(E19-E1742) =E18-B*E17 F-
26 r 2
| 27 |—(E21-E17“E18)/((E19-(E17)~ 2)*(E20-(E18)~ 2))~ (1/2) 2 4
28
29 Shra Sar2 2 —
| 30 |=SrDxx =E19*Smm/Dux A
El Sr2 I 1 M
| 32 |=(Dyy-B2 Dxx)A(n-2)
|22 .
|24
|25
E3 1(8) — I e
| 37 |=t*(Sbb)~(1/2) =t*(Saa)* (1/2)
38
38 12
40 % calc Sycalc? liycalc) error sup. error inf.
411 =Srin (1 Hn (A5 5P 2D =t (Ca1)4(172) =B41+Dd1 =B41-D41 10
422 Sr/n*(1 +H{n"(A42-5 51 2)/Dxx) FCA2)M1/2) 42-D42 -
433 S+ (A5 52)Dxx) =(CA3)4(1/2) 43-D43 ]
44 |4 N N (ALA-5 5p2)/Dxx) =(CAAM1/2) 44-044 -
455 =S (1 Hn(ALS-5 512 Dxx) =(CA5)(1/2) =B45+D45 145-D45 ]
LN Sriin (1 +H{n"(A4E-5 5p2)/Dxx) =(CAB)1/2) B4E+D45 45-D45 2,
a7 |7 N Hn AT -5 52 D) CATIN/2) 47 +DA7 47-D47
48 |5 =Srmin*(1 Hn"(A4E-5 5y 2)Dxx) (CAB)1/2) =B43+D438 45-D48 2
|42 |9 N1 Hn (A9-5 51 2)/Dxx) CA9IM1/2) B49+D49 49-D49
50 10 =St Hn (ASD-5 Sy 2WDxx) | =t (CE0)4(1/2) =B50+D50 =B50-D50 Uﬂ
51
|52 | N
|83
|52
|55
| g8
|57
| g8
|59 |
| B0
L1 |
62 =
W 4 » ¥[yProbs { Hojaz £ Hoja3 £ Hojat £ HojeS /£ Hojab £ Hoja? £ Holag £ Hojad £ Hojald £ Hojall £ Hojalz f Hojal3 f Hojald £ Hojais | 4| | e
Cibujo - [y | Autoformas - . w [] O Al < @ B A =ma.
Lista MUM
. , . . .
La hoja completa tendria el siguiente aspecto:
icrosoft Excel - Capitulo 7ZEXCE — =]
E9] Archivo Edicin Wer Imsertar Formako  Herramientas Datos  Ventana 2 Escriba una pregunta - & X
0= B SAY| LER-<T oo & - R s -2 anal -0 | N & s = € % o 98 L% - B A
3 ®a %a & T ¥ | ) W g | e Responder con gambios... Terminar revisian. .
031 - A
A | B | [ F = H J 3 L I [ [=] P Q@
3 =
2|
[ 3|
4 | Concentrac v = Absorbancia 2 2 = (mx= )2 (y-=y=1"2 calc
[5 | 1 22 T 454 22 20,25 18,8356 2214545
| & | 2 33 4 10,89 =1 12,25 10,4976 3175758
= = 38 a 14,44 11,4 6,25 75078 4,138970
[5 | 4 52 16 27,04 208 2,25 1,7356 5095182
9 | 5 B2 25 38,44 M0 0,25 01156 5,053334
1o | 6 B8 36 46,24 408 0,25 0,0676 7020606
11| 7 81 49 65,61 56,7 225 24336 7981818
12| & a3 4 6,43 T 6,25 TEITE 843030
13 | 3 a3 &l 38,01 aa1 12,25 11,2896 9,904242
14 | 10 106 100 112,36 108,0 20,25 16,4836 10,86545
15 | Suma Suma
16 | 82,5 7E,644
17 | sumana 55 media % = 55
15 | sumaty) 654 media y: 6,54 Ajuste por minimos cuadrados
19 | sumatx"2) 385 meclia x2 385
20 | sumacy*2) 504,36 mectia "2 50,436 2 .
12_ SUMSCxy) 439 media x-y= 433 . Area del gréfico
5 =
j2| & A g
[25 | 0,961212 1,253333 P
25| r B
27 | 09973 24
& + u= Absorbancia
| s San2 2 el
30 | 0,000636 0,024493 o4
1| s2 —— : . . 5 0 @
2 | 0052485 o
= | concentracidn
[32 |
35 |
B) - 1A) =
0,058163 0,360894 Error del ajuste
©
x calc Sycalc"2 Ityeale) error sup. errorinf.
1 2214545 0018131 0,310507 2,525053 1,904038 0
2 3175758 0013042 0263346 3439103 2912412 -
El 4,136570 0,009225 0,221478 4,350443 3915450 H
4 5,008182 0,006680 0188471 5,286653 4909711 -
E) B5,059394 0,005408 0163574 B,2289658 5,889820 2 yesle
6 7,020606 0,005408 0163574 7,190180 6,851032 2 .
7 7881818 0006620 0188471 8170289 7793347 errersup.
5 #,543030 0,009225 0,221479 9.464510 721551 2 erorin.
) 9,804242 0,013042 0,263346 10,16758 9,640897
10 10,86545 0,018131 0,310507 1117596 10,55495 0+
o 2 + 5 s o ©°
concentracion
M 4 » b[\Probs {Hojaz £ Hojad £ Hojat A Hojas 4 Hojse £ Hojar 4 Hojas A Hojad 4 Hojald f Hoiall /£ Hojalz £ Hojals 4 Hojald £ Hojals |4 ] | LIJ_I
pbuo~ [ | Auoformas = . [ O E] 4l 2 DA f=4 = =il
Lista RUM
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Cambiando las entradas de x e y por otras nuevas la hoja se recalcularia automaticamente y daria los nuevos
parametros del ajuste. Esta es la ventaja de construir una hoja de calculo: basta introducir los nuevos datos,

manteniendo el resto el resto de la hoja como esta, para obtener los nuevos resultados.

Existen formulas para el calculo de ajustes en el caso que A o B se consideren parametros conocidos (por
ejemplo, que nuestro modelo obligue a que la recta pase por el origen, en cuyo caso A debe ser exactamente

cero). Estas formulas se encuentran detalladas y comentadas en el apéndice 11.6.

Ademas de poder programar las formulas para la realizacion de ajustes por minimos cuadrados, EXCEL®
ofrece la posibilidad de utilizar la funcion ESTIMACION.LINEAL, la cual devuelve a partir de valores de x
e y conocidos, los valores de 4 (corte con ordenadas), B (pendiente), sus respectivas desviaciones, la
desviacion de la regresion y el coeficiente de correlacion R”. Ademas, ofrece otros parametros que no son de

interés para los casos que vamos a resolver en este curso.
La sintaxis de esta funcién es la siguiente:
ESTIMACION.LINEAL(conocido y;conocido x;constante;estadistica)

Conocido x y conocido y son los valores x e y a partir de los cuales se calcula la recta y=Bx+A4 mediante el
método de minimos cuadrados. Constante se refiere al corte con el eje de ordenadas. Estadistica devuelve los
parametros estadisticos que deseemos (desviaciones de pendiente, corte con ordenadas, coeficiente de
regresion, etc). En ambos casos debemos teclear “VERDADERO”. La Ayuda de EXCEL® nos indica con

exactitud la sintaxis de todos los parametros que podemos obtener y su descripcion.

Concretamente, la matriz de resultados que nos devuelve la funcion ESTIMACION.LINEAL es de la

siguiente forma para una recta y=A4+Bx y siguiendo la nomenclatura de este texto:

B A
S Sy
R’ See
F grados de
libertad
D’ D’y

Para obtener el resultado en forma matricial es necesario seleccionar una region 2 x 5 celdas en la hoja de
calculo, insertar funcion ESTIMACION.LINEAL(RANGO y; RANGO x; VERDADERO; VERDADERO)

y, una vez rellenados los datos en la ventana de dialogo, en vez de simplemente aceptar, utilizar las teclas:

Los parametros (B, 4, S; S, R’ y S.¢) son los mas interesantes a la hora de caracterizar el ajuste realizado.

Mencion especial merece la F, estadistico que nos indica la validez del ajuste. Siempre que el valor de la F
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obtenido con nuestros valores sea mayor que el valor de la /" tabulado para los grados de libertad del ajuste
se puede decir que el modelo utilizado, en este caso una recta, es correcto. Normalmente, siempre

obtendremos valores de /' muy elevados que nos indican la relacion lineal de las variables x, y.

Ademas, el asistente para graficos de EXCEL®™ ofrecen la posibilidad, mediante el menu especifico que
aparece asociado a los puntos de la grafica, de dibujar en cualquier grafica la recta tedrica ajustada mediante
la opcion Agregar linea de tendencia y, entre las opciones, la presentacion de la formula de la funcion y el

coeficiente de regresion, tal como se puede observar en las figuras:

Capitulo7EXCEL 1 — &1 x|

= Edicién  wer Insertar Formato  Herramientas  Grifico  Yenfana % Ezcriba una pregunta -8 x
DEeH®R SRy | &E@E-s| oo & =-6E2 20 | s3] “EH |l -l wm x o= & € o¢ o0 %R L7 - A~
¥a ®a 2a LA T = B g2 | @ Responder con cambios... Terminar revisidn... .

Serie "ycale" |+ A =SERIES(ProbSISHE4; ProbSISASS: 54514, ProbBl§HES: SHE14,2)

A ] G T c T =) T E T = T Gl T T T T 3 T ] o T =) T 2 T B _—
| o= 10 =l
| 4 | Concentrac v = sbsorbancia x72 "] 3 (x-=x=)"2
s 1 22 [ 4,54 22 25

z 33 a 10,83 55 1225

El 38 3 14,44 e 625

a 52 16 2704 2058 225

s 62 25 3aa4 E D25

& sa 36 4824 ans 025

7 81 as 65151 se7 235

& a3 64 649 Faa 525

a a3 &1 @501 83,1 12,25

10 106 100 112,386 108,0 20,25

Suina
825
sumag< 55 55
Sumay) 554 5,54 Ajuste por minimos cuadrados
Sumagx"2) s 365
Sumagy"2) 504,36 50,436
sumagxy) a3 meddia xy= 433 /_/r‘/J

B A H .

QEIGERE 1253333 H Formata de serie de datos.

0,9973 2 Tipo de arafico. ..

S Datos de grigen.

0,000636 0024493 0

e Agregar linea de tendendia. ..
0052485 =

18) = 1A) -
0,053163 0,360894 Error del ajuste

2

B Syosierz Igyosic) rror sup. error int

1 2,214545 0018131 0,310507 2,525053 1,804035 o

z Savsrss 0013042 0263345 3439103 2912412 2 .

5 aa3sa70 0,009225 0221473 4358449 S.915450 g

a EXE=E 0008650 0188471 5286653 4505711 I-B

s 6,059334 0,005408 016957+ 5,228968 5,889520 2 yoslo

& 7020606 0,005408 0169574 7180180 6.551032 s, A

7 7981818 0006680 0188471 8,170289 7,793347 P

8 8,943030 0,009225 0,221473 8,164510 B8,721551 z Errorint.

a 9.304242 0,013042 0263345 10,16753 9,640897

10 1086545 0,018131 0,310507 1117596 10,55495 o

o = s e 3 o =

4 » silnProbs { Hojaz £ Hojas £ Hoiad £ Hoias £ Hoias A Hoiar £ Hoias £ Hoiss £ Hoiald £ Aoiall £ Aojalz £ Aoials £ Aoiais £ Aoisis | < | I 3|

oibujo - 3 | Astoformas = . e [ O Al = [E D - A= =ma .

Lista

i
@nicio| (3 © & informatica-vF_canwi... | | CapEXCEL | o muEvascar | €9 Bandeia de entrada ... | &7 onda cera - Micrasof. .. | Microsoft Excel - C... 1 p106-1 - Paint (Y 52, 1428

[l -osoft Excel - Capitulo 7TEXCEL L == =]

[E] archive Edicién  Wer Insertar Eormato  Herramientas — Grafico  Yembana 2 Escriba una pregunta - -8 x

Dedn EGRY & BER- o-c-|a > -5G2l il me] -1z -l -lw & s B € 2% oo 98 L% - & - A -
mtata T ¥ Bk =) | ¥ Responder con cambios... Terminar revisidn... _
Seris "ycalc” = £ =SERIES(ProbSI3HE4, ProbBIAS5: 54814, ProbBIFHES: $HS14,2)
A ] B | c T D I E T F I [ I H | | J | K I L I M I ] | [S] I B} I ER=
1 10 | —
2
El
4 | Concentrac y = Absorbancia e = = (=) (yzy=)2 calc
s 22 1 4,84 2.2 20,25 155356 | 2,214545
& 2 33 a 10,89 56 12,25 104976 | 3175758
Ed 3 38 El 1444 11,4 525 7 5076 4136970
& 4 52 16 Z7,04 205 225 1,7956 5,098182
[a | 5 62 25 38,44 310 025 01156 5,053394
[0 | & 68 6 46,24 403 025 0,0676 7,020606
[11 | 4 8.1 a2 65,61 56,7 225 24336 7981818
[12 | 8 a3 64 86,49 744 525 7176 8,943030
EEN a aa &1 a5,01 5a,1 12,25 11,2896 | 9,904242
[1a 10 105 100 112,36 108,0 20,25 164836 | 10,85545
<] i £
7| sumatx) 55 55 7
M8 sumagy) 654 6,54 Tige 73| opeiones |
[49 | sumagez) Ere 36,5 Tipo de tendencia o regresion
| 20 | sumary~2) 504,36 50,435 © -
|21 | sumac=y) 439 439 " n //-* f\,/ orden:
22 =
=3 2 s | uneal Logarimica Polinamial
[24] B A H - - -
By oo 1,253333 HE P o | Ferisne:
[27 | w0,9973 3 _,/] _F/j f 2 =
:3: — — > | Potencial Exponencial  Media mévil
|20 0000838 0024493 o Apartir de las series
B ooens
|32 npszdss
[33]
[34 ]
|35 |
26| 1my- 1A) =
|37 | 0.058163 0,360894
38|
2
0 % calc Syeaienz Ityosic) error sup error int
[41] 1 2214545 0018131 0,310507 2,525053 1,904038 [
[ 2 3175758 0,013042 0,263345 3439103 2912412
[ 3 4138970 0,009225 0221479 4358449 3,915490 T
[a 4 5098152 0,006650 0,158471 5266653 4,909711 -
[ s 5059334 0,005408 0,169574 & 228988 5,889520 & yosic
[ & 7020608 0,005405 0,169574 7190150 £,851032 2
[4 7 7981818 0,006680 0,188471 8,170289 7.793347 Srersup
[ 8 8,943030 0,009225 0221479 9164510 8721551 H errar int
[a3 ] a 5,304242 0,013042 0263345 10,16753 9,640597
0 10 10,88545 0018131 0,310507 1117598 10,55495 o
&1 o z 1 e e ] 2
52| concentracién
(23|
=
|55 |
| 58 | =
57 =
W 4 » r\Probs {Hojaz £ Hojas £ Hojad £ Hojas A Hojas [ Hoja? £ Hojas f Hoja® £ Hajald £ Hojall £ Hojalz £ Hojals £ Hojals A Hojais |« | ;IJ_I
Dibujo = [ | Autoformas= . w [ (0 B o < (B ] B - - A - = na.

Lista

R
& icio| (53 & & infarmatica-vF_convi... | | CapEXCEL | [ ) MUEYASCAP | P Bandeja de entrada ... | # 7 onda Cero - MicrasaF .. | Microsoft Exccel - C... 1 p107-1 - Paint Y43 1429
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Ed Microsoft Excel FEXCEL1 == =]
[E] archivo Edicién  ¥er Insertar Formato  Herramientas  Grafico  Ventana 7 Escriba una pregunta - & x
0O = BBy | r@mza-s oo - @ = -5 2] 2] ms" -|’_" v” -|]l)l'§ B € 2¢ oo W3 L% - A .
o e I Bk =) | W@ Respander con cambios... Terminar revision...
Serie "ycalc” = A =SERIES({ProbBI§H$4;ProbBI$ASS: 4514, Prob8ISHES: §HE14.2)
B | [ | 5] | E T F | [ | H ] T J] | K | L | [ | N T (=) T F | a —
1 10 =
2|
| 2|
4| Concentrac v = Absorbancia 12 2 % Cro=x=)2 Cy-=y=173 calc
2 1 ¥ 1 484 22 20,25 18,8356 | 2214545
2 33 4 10,59 65 12,25 104976 | 3175758
3 38 a 1444 14 6,25 7,5076 4136970
E] 52 16 27 04 208 2,25 1,7956 5098162
5 52 25 36,44 3,0 025 01156 6059354
5 55 36 46,24 408 025 0,0676 7 020606
7 X 49 5551 8,7 225 2,4336 7981818
El 2.3 54 26,49 744 6,25 76176 5,943030
E] 99 51 98,01 89,1 12,25 112896 | 9904242
10 108 100 112,36 106,0 20,25 16,4536 | 1086545
SB‘;'”: Agregar linea de tendencia I |
suma(x) 55 55 7 5
sumaiy) 854 B4 e | Spciones]|
Suma(x2) e . iombre de la linea de tendenci
| 20 | sumacy2) 504,36 50,436 2 € Automdtica: Lineal (ycalc)
sumalxy) 439 media xy= 433
=1 10 " personalizada: |
| s | 2
B A ] xtrapolar———————————————
[25 | 0.961212 1,253333 2 Hacia delante 0 =] Unidades
r 2 5 =
27| o013 K Hacia atrés: 0 = Unidades
[23| sbe2 Sa2 & . | C—
0000838 0,0m4a03 I Sefialar interseccidn
31| ‘srez ™ Presentar scuacién en el arfico
0052485 I Presentar el valor R cuadrade en el gréfica
36| wuB)= WA =
[37 | 0,058163 0,360894
[a0 | x calc Sycalc*? Ifycalc) error sup. errorinf
1 2214545 0018131 0,310507 2525053 1904035 Cancelar
2 3175755 0,013042 0,2533498 3439103 2912412
3 4136970 0,009225 0221479 4,358449 3,315490 H
4 5098162 0,006680 0158471 5286653 4909711 -
s 6059384 D,005408 01659574 5228958 5889820 H Joste
5 7020606 0,005408 0169574 7190180 6851032 I I
[a7 | 7 Tasats 0,006680 0158471 8170289 7793347 P
[a | 5 5343030 0,009225 0221475 3,164510 5721551 2 error ink
[ aa | ) 9004242 D,013042 0253348 1016759 a s408a7
|[so| 1o 10,6545 0018131 0,310507 11,17598 1055495 o
o H + 5 H 0 [
[5z | concentracién
|=
55
56 =
57 =
147« > wil\Probs { Fojaz { Haiss £ Foiad Hiajae A Hoja7 A Hojas / Hojas / Hejalo £ Hejsil £ Hojaiz £ Hojais £ Hojaid A Hojais | < [ gl—‘
Dibuia = [+ | Autoformas = . w [ ] OO A BE D LA = =m el

Listo

#inicio| [ & &

] informatica-wF_corw... | (-3 CapEXCEL

| i uevascar

o
| © Banceia de ertrada ... | &3 onda cero - Microsck... |[[=] Microsort Excel - €. 1 p10s-1 - Paint | (&3 1320

Los diferentes menus nos permiten dibujar la recta tedrica, modificar su formato, y la inclusion en la grafica

de la ecuacion de la recta y la R’

Ajuste por minimos cuadrados

y =0,9612x + 1,2533

10 + R?=0,9945

& y =Absorbancia

Lineal (y = A/

Absorbancia)

Absorbancia
D

0 f f f f ! !
10 12

concentracion

Generado por
Linea de Tendencia
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7.2. Calibrados e interpolacion

Como hemos dicho anteriormente, el ajuste de datos experimentales a funciones lineales es un calculo de
gran utilidad en estudios de ciencias. Veamos un ejemplo de ello mediante el ejemplo desarrollado en el

apartado anterior.

A partir de un ajuste lineal de datos experimentales, que como hemos visto anteriormente se construye a
partir de disoluciones de concentracion conocida de un determinado compuesto coloreado, podemos
determinar la concentracion de dicho compuesto en una disoluciéon de concentracion desconocida

interpolando el valor de la absorbancia que nos mide el colorimetro.

Tenemos el ajuste anterior a partir de disoluciones de concentracion conocida:

=il
] archiva Edicin  Yer Insertar FEormato  Herramientss Datos  Ventana 2 Escriba una pregunta -8 x
DeEeER SRY & BR-T o-c- @ = -3 2 2l u@lau% - 2 aal -0 - WX S| E = BEH| @ € s o 8 ,% | &= -5 A -
32 ®a Ta &8 T ¥a | (¥ W ¢ | weResponder con cambios... Terminar revisian...
D23 he F
A I B I C I D [ E [ F | @ | H | 1 | J | =]
1 | n= 10 |
2|
3
4 | Concentrac vy = Absorbancia W2 Wz b (<=2 (y-<y= 2 yeale
| 5 | 1 2,2 1 4,84 2,2 20,25 18,8356 2,214545
| 6 | 2 3.3 4 10,89 6.6 12.25 10,4976 3.175758
| 7 | 3 3.8 el 14,44 11.4 6,25 7.5076 4,136970
| &8 | 4 52 16 27,04 20,8 2,25 1,7956 5,098182
|9 | 5 6,2 25 38,44 31,0 0,25 0,1156 B5,059394
| 10 | 6 6,8 36 46,24 40,8 0,25 0,0676 7,020606
| 11 | 7 8.1 49 65,61 56,7 2.25 24336 7.981818
| 12 | 3 9.3 54 86,49 4.4 6,25 78176 $,943030
| 13| 9 9,9 81 98,01 89,1 12,25 11,2896 9,904242
| 14 | 10 10,6 100 112,36 108,0 20,25 16,4836 10,86545
| 15 | Suma Suma
| 18| 82,5 76,644
| 17 | suma(x) 55 media x = 5.5
| 18 | sumaiy) 65 4 media y= 6,54 Ajuste por minimos cuadrados
| 19 | suma(x"2) 385 media x"2 = 38,5
| 20 | sumaly"2) 504 36 media y"2 = 50,436 12
| 21 | sumalxy) 439 media x y= 43,9
22 10
| 23 | =
[ = 8
| 24 | B A s
| 25 | 0,961212 1,263333 E &
25| r 3
| 27| o0,9973 E
28 R d W = Absarbancia
|28 sbr2 San2 | _I 2 yeals
| 30 | 0,000636 0,024493 o
31 Srh2
32| 0.052485 0 2 4 6 ) ] 10 12
? concentracion
== w
| 24
| 2%
26 =
H 4 » »[%Prob8 { HojaZ £ Hoja3 £ Hoja4 £ HojaS £ Hojab £ Hoja? £ HojaB £ Hojad £ HojslD f Hojall 4 Hojal2 & Hojal3 & Hojalt £ Hojals 4] I Llj_l
Dibujo v [z | Autcformas~ ~ W [ OE 4l 2@ | 2-Z-A -=E=5 B @ .
Lista UM

Se mide ahora la absorbancia de una disolucion de concentracion desconocida del compuesto que queremos
cuantificar. Supongamos que el colorimetro nos indica una Absorbancia de 6.3. Podemos despejar x
(concentracion) de la ecuacion de la recta y calcularla, puesto que conocemos A, B, y el valor de la

absorbancia ().

En la siguiente hoja se muestra el calculo y su representacion grafica:
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A Microsoft Excel - CapituloTEXCEL2 I

"] archivo Edicidn  Wer [nsertar Formato  Herramientas Datos  Wepbana 2

DEEHm SRY | DE-| oo @ > -2 2| @8 -2 e
E{Q 3 %a ) T Ba | ¥ W9 ¢ | »eresponder con cambios... Terminar revisign...

138 hd A

=l =]
Escriba una pregunta & x

-1 - W &S B © € %o g, | & - A

c \ D |

E

G | K=

I
(.

15

media x =

media y=
media x"2 =
media y*2 =
media xy=

5,5
6,54
38,5

50,436
43,9

Suma

82,5

Suma
76,644

Ajuste por minimos cuadrados

—] ] — ]
Disolucion Problema

Absorbancia
[
'
1
'
'
]
]
1
1
'
1
1
'
I
'
|

Interpolacion
® v = Absorbancia

vealc

‘concentracion de la disolucion problema . N T
concentracion

Q
=== e mmma

1

Ac | | =
4 4 » M NProb8  Hojaz £ Hoja3 & Hoja4 & HoiaS f Hojad £ Hoja7 A HojaS 4 Hoja® & Hojald Hojall Hojalz LI
iDbuor [y |Autcformas= . w [0 O B 4l 2 [@ D-L-A-==E 8.

Listo

Hojala A Hojais A Hojeis | 4 | I

Esta operacion se puede realizar con cualquier disolucion problema del compuesto de interés en el intervalo
de concentraciones estudiado. Fuera de este intervalo el calculo significaria una extrapolacién con un error

excesivo.

Como se ha visto en el anterior apartado, se pueden calcular los errores cometidos en la determinacion de los
parametros del ajuste y el intervalo de confianza (error superior e inferior). Se propone al alumno como
gjercicio que enriquezca la hoja anterior incluyendo el célculo de las incertidumbres del ajuste. Para ello
basta aplicar las formulas descritas para este fin en el apartado anterior. Una alternativa, quizas mas simple
operativamente, es la siguiente. Partimos del ajuste y=A+Bx, donde y es la variable aleatoria y x la no
aleatoria que fijamos en ciertos valores x; para los que medimos y; (detalles en apéndices 11.5 y 11.6). A
partir de la ecuacién anterior obtenemos x=(y-4)/B. Cierto es que x no es aleatoria, pero si obtenemos sus
valores j; a partir de la determinacion de y; y los parametros ajustados 4 y B, tenemos que el valor obtenido

X si que es aleatorio y su varianza, de acuerdo con el apéndice 11.5.1, es

2 2 2
A=y Y g SitSh,
dy

8;52 8;(2
St ~\aa) S *\as) S5 B )T

2
dy §2 =
04 0B 8

Por tanto, podemos estimar y=(y-A)/B, asi como su imprecision /(x )=t S72(- (¢ es la llamada ¢ de
]

Student, cuyo valor es aproximadamente 2 para un amplio rango de ajustes, ver tabla en apéndice 11.5).
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8. Ajuste de datos experimentales a funciones no lineales

En este capitulo se aplica el programa MS EXCEL® al ajuste de funciones no lineales. Para ello se
utiliza, en primer lugar, el ejemplo de la curva de valoracion de un acido fuerte con una base fuerte, lo que
permite abordar los diferentes aspectos del proceso de ajuste. A continuacién se aplica lo aprendido a
diferentes problemas del ambito de la quimica, en los cuales se deben ajustar datos experimentales a las

funciones no lineales correspondientes.
8.1. Simulacion de una curva de valoracion acido fuerte-base fuerte

Estudiemos la curva de valoracion de un 4cido fuerte con una base fuerte con el objetivo de determinar el

punto exacto de equivalencia mediante diferentes métodos.

Consideremos como ejemplo la valoracion de HCl con NaOH. En primer lugar debemos plantear las

ecuaciones quimicas que describen el sistema en medio acuoso:

HCl—-H"+CI”
NaOH — Na™ + OH~
H>O = 0]‘1_-i-1‘]+

El balance de cargas es:
[H']+[Na"]=[CI']+ [OH]

Sea Cbh = concentracion de base
Vb = volumen de base
Ca = concentracion de acido
Va = volumen de 4cido

Kw = producto idnico del agua

[H+]+ Cb-Vb _ Ca-Va N Kw

Entonces, =
Va+Vb Va+Vb lH+J
. + 2 +
igualando a 0 [H ] —M-[H ]—Kw=0 (1)
donde M=Ca-Va—Cb-Vb
Va+Vb

8.1.1. Aplicacion de la hoja de calculo MS EXCEL®

Consideremos la valoracion de 10 mL de HCl 0.1 M con NaOH 0.1 M. En primer lugar debemos definir las

celdas que contendran los datos conocidos. La celda B4 se define como Ca, la BS como Va, la B6 como Cb y
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la D4 como Kw. En estas celdas colocamos el valor numérico correspondiente, el cual se describe en la celda

inmediatamente a la izquierda (por ejemplo la B4 tiene su descripcion en la A4).

Mediante la ecuacion:

Veq =

Va-Ca

Ch

se puede deducir que el volumen de equivalencia Veg es de 10 mL. Utilizando la ecuacion (1) se puede

disenar una hoja de célculo para la obtencién del pH exacto de la disolucion para volumenes de base

adicionada de 0 a 20 mL. Como se puede observar en la figura (columna B, fila 9 y siguientes), el intervalo

entre volumenes de base afiadidos se ha reducido simétricamente antes y después del volumen de

equivalencia con el objetivo de tener mas datos en la zona del punto de inflexion:

SE
archivo  Edicisn  Yer  Insertar Formato  Herramientas Datos  Ventans 2 Escriba una pregunta -8 X
DEER ESRAY L BEBR-<F v-o- & = -2 4] @135% - prial -10 - H ¥ 8 =E= B @ e %m0 EiE -Bd-A -
{2 %3 %A 2 © %3 | ) 9 62 | W@ Responder con cambios... Terminar revisién...

F5 A 3
A | B | C | D E | F | G | H | I \ J=
1 Valoracidn acido fuerte - base fuerte
2

| 3 Definicion de variables y constantes

|4 Ca =01 Kw = 1E-14

15| Vva =10 | _I

|6  Ch =01

|7
8 Vb pH(exacto)

1 9 | 0,000 1,000000

110 | 1,000 1,087150

111 2,000 1,176091

112 | 3,000 1,268845

113 | 4,000 1,367977

| 14 | 5,000 1477121

115 | 6,000 1,602060

116 | 7,000 1,753328

117 | 8,000 1,954243

118 | 9,000 2,278754

119 | 9,500 2,591065

120 9,750 2,897627

121 10,00 7,000000 |

122 | 10,25 11,091515

123 | 10,50 11,387216

| 24 | 11,00 11,677781

125 12,00 11,958607

| 26 | 13,00 12,115393

| 27 | 14,00 12,221848

|28 | 15,00 12,301031

129 | 16,00 12,363177

130 17,00 12,413735

131 18,00 12,455933

132 | 19,00 12,491843
33 20,00 12,522879
M 4 v ¥[\ACBAS { Hojaz £ Hoja3 £ Haja4 / HojaS A Hajas £ Hoja? A Hojed £ Hojad £ Hojald £ Hojall A Hejal2 / Hojald f Hojal4 £ Hojalt | 4] | HJJ

Lista

UM

En la celda C9 se introduce la ecuacion (1) y se arrastra hasta la celda C33:
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E3 Microsoft Excel - EXCELCAPGwD - ll

@ Archiva  Edicidn  Ver  Insertar Formato  Herramientas Datos  Wentana 2 Escriba una pregunta - & X
DEdx LY BRI v-o-| @ = -2 % [u_],@ms%v? frial -0 - N XS EEEZE T L % om L EE - AL

{2 % %A & T ¥ | ¥ B ¢ | weResponder con cambios... Terminar revisicn...

F5 A I3
A | B | c | D =

1 |Valoracion ¢
| 2 |
| 3 |Definicion de vari:
| 4 | Ca =0,1 Kw = =10%(-14)
1 5 | Va =10
| 6 | Ch =0/1
7]

8 Vb pH(exacto)
| 9 | 0 =-LOG((((Va"Ca-B9"Ch)/(Va+B9))+((((Va"Ca-B9"Ch)/(Va+B9))"2-+4 "Kw)"(1/2)))/2)
| 10 | 1 =-LOG((((Va*Ca-B10"Ch)/(Va+B10))+((((Va*Ca-B10"Ch)/(Va+B10))"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)
111 =B10+1 =-LOG((((Va*Ca-B11"Ch)/(Va+B11))+((((Va*Ca-B11*Ch)/(Va+B11))"2+4"Kw)*(1/2)))/2)
|12 | =B11+1 =-LOG((((Va"Ca-B12"Ch)/(Va+B12))+((((Va"Ca-B12"Ch)/(Va+B12))"2+4"Kw)"(1/2)))/2)
|13 | =B12+1 =-LOG((((Va*Ca-B13"Ch)/(Va+B13))+((((Va'Ca-B13"Ch)/(Va+B13))"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)
| 14 | =B13+1 =-LOG((((Va*Ca-B14"Ch)/(Va+B14))+((((Va*Ca-B14"Ch)/(Va+B14))"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)
| 15 | =B14+1 =-LOG((((va"Ca-B15"Ch)/(VVa+B15))+((((Va"Ca-B15"Ch)/(\Va+B15))"2+4"Kw)"(1/2)))/2)
| 16 | =B15+1 =-LOG((((Va*Ca-B16"Ch)/(Va+B16))+((((Va"'Ca-B16"Ch)/(Va+B16))"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)
|17 | =B16+1 =-LOG((((Va*Ca-B17"Ch)/(Va+B17))+((((Va*Ca-B17"Ch)/(Va+B17))"2+4"Kw)*(1/2)))/2)
| 18 | =B17+1 =-LOG((((va"Ca-B18"Ch)/(Va+B18))+((((Va"Ca-B18"Ch)/(Va+B18))"2+4"Kw)"(1/2)))/2)
| 19 | 9,5 =-LOG((((Va"Ca-B19"Ch)/(Va+B19))+((((Va"Ca-B19"Ch)/(Va+B19))"2+4"Kw)*(1/2)))/2)
120 | 9,75 =-LOG((((Va*Ca-B20*Ch)/(Va+B20))+((((Va*Ca-B20"*Ch)/(Va+B20))"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)
121 | 10 =-LOG((((va"Ca-B21"Ch)/(Va+B21))+((((Va"Ca-B21"Ch)/(Va+B21))"2+4"Kw)"(1/2)))/2) —
| 22 | 10,25 =-LOG((((Va"Ca-B22"Ch)/(\Va+B22))+((((Va"Ca-B22"Ch)/(Va+B22))"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)
123 | 10,5 =-LOG((((Va*Ca-B23"Ch)/(Va+B23))+((((Va"Ca-B23"Ch)/(Va+B23))"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)
| 24 | 11 =-LOG((((Va*Ca-B24"Ch)/(Va+B24))+((((Va*Ca-B24*Ch)/(Va+B24)y"2+4 " Kw)*(1/2)))/2)
| 25 | =B24+1 =-LOG((((Va"Ca-B25"Ch)/(\Va+B25))+((((Va"Ca-B25"Ch)/(Va+B25))"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)
| 26 | =B25+1 =-LOG((((Va*Ca-B26"Ch)/(Va+B26))+((((Va"Ca-B26"Ch)/(Va+B26))"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)
127 | =B26+1 =-LOG((((Va*Ca-B27"Ch)/(Va+B27))+((((Va*Ca-B27"Ch)/(Va+B27)y"2+4 " Kw)*(1/2)))/2)
| 28 | =B27+1 =-LOG((((Va"Ca-B28"Ch)/(\Va+B28))+((((Va"Ca-B28"Ch)/(Va+B28))"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)
129 | =B28+1 =-LOG((((Va*Ca-B29"Ch)/(Va+B29))+((((Va"Ca-B29"Ch)/(Va+B29))y"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)
130 | =B29+1 =-LOG((((Va*Ca-B30"Ch)/(Va+B30))+((((Va*Ca-B30*Ch)/(Va+B30))*2+4"Kw)*(1/2)))/2)
| 31| =B30+1 =-LOG((((Va"Ca-B31"Ch)/(Va+B31))+((((Va"Ca-B31"Ch)/(Va+B31))"2+4 "Kw)"(1/2)))/2)
| 32 | =B31+1 =-LOG((((Va*Ca-B32"Ch)/(Va+B32))+((((Va'Ca-B32"Ch)/(Va+B32))"2+4 "Kw)*(1/2)))/2)

33 =B32+1 =-LOG((((Va"Ca-B33"Ch)/(Va+B33))+((((Va"Ca-B33"Ch)/(Va+B33))"2+4"Kw)*(1/2)))/2)

\411 » M[}ACBAS 4 Hojs2 J Hojad f Hojad £ Hoja5 £ Hojat  Hoja? £ Hojss £ Hojad f Hojald f Hojall £ Hojsl2 £ Hojals f Hojale f Hojalt |4 | LUJ
Dbujn~r [z | dutcformas~ . w CJ O E 4l 2 E S-2-A-SE=50 a7 .

Lista MUM

El siguiente paso consiste en la representacion grafica de la curva de valoracion, tal como se muestra en la
siguiente figura. Como se puede observar se ha incluido una columna con valores de n desde el 0 al 20, de

modo que el volumen de la base se calcula a partir de la ecuacion:

n
Vb=Veqg-| —
1 (10)

Esto se lleva a cabo para obtener automaticamente graficas centradas en el punto de equivalencia (Vb es
siempre igual a Veq cuando n=10, en la fila central y, por lo tanto, en el centro del eje de abscisas de la
grafica), puesto que en los diferentes problemas a los que nos podemos enfrentar las concentraciones y los
volimenes variaran, lo que provocaria la representacion de solo el principio o el final de la gréfica o la
necesidad de hacer una grafica nueva para cada problema. Asimismo se incluye una columna (columna D)

para el calculo del pH sin tener en cuenta el producto i6nico del agua, obtenido a partir de las ecuaciones:

+]=Va~Ca—Vb-Cb

1
Va+Vb

(pH<7) ; lH+J=lO_7M (pH=17);

[H*]— kw  kw-(Va+Vb)

= — = (pH>17)
[OH"] Vb-Chb—Va-Ca
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SIS
] Archivo  Edicién  Ver Insertar Formato Herramientas Datos  Ventana 7 Escriba una pregunta & %
NEEs SR | fBlE-<d oo & -5 22 @ -2 aa -0 - N & 8§ &€ % w8 L0 - A L

i3 #a %3 L T %A | ) Wy §=2) | weResponder con cambios... Terminar revision...

H23 - 5
A B C D E I F | G I H [ 1 | J | [ I L | ™ =

il VValoracion acido fuerte - base fuerte wl
| 2 | ™

3 |Definicidn de variables y constantes Acido fuerte - Base fuerte

| 4 | Ca =0/ K = 1E-14

5 | va =10 14

% Cb =0/ [_vb = (n"vaTcaichy10 | . gmampmmEzER
8 n b (ml) pH(exacto) pH (aprox) 10

|9 [ opooo 0,0000 1,000000 1,000000

(10| 1000 10000 1087150 1087150 =

11| =000 20000 1,176091 1,176091 s, "

12| 3000 3,0000 1,268845 1,268845

|15 4000 4,0000 1367977 1367977 4 = pH(exacta)

14| 5000 5,0000 1477121 1477121 & pH (aprox)

15| 6000 65,0000 1602060 1602060 2 anmn®

16| 7000 7 0000 1,753328 1,753328 smER
17 | 8000 §,0000 1954243 1954243 o=

| 16| 5000 9,0000 2 276754 2 276754 0 s 10 ibase 20 2

18| 9500 35,5000 25910865 2591085 w,

|20| 9750 97500 2897627 2897627

21| 1000 10,0000 7 000000 7 000000

|22| 1025 10,2500 11,0915 11,0915

23| 1050 10,5000 11,3872 11,3872 [ 1

24| 1100 11,0000 11,6778 11,6778

25| 1200 12,0000 11,9586 11,9586

|26| 1300 13,0000 12,1154 12,1154

|27 | 1400 14,0000 12,2218 12,2218

|28| 1500 15,0000 12,3010 12,3010

29| 1800 15,0000 12,3632 12,3632

30| 1700 17,0000 12,4137 12,4137

31| 1800 18,0000 12,4559 12,4559

32| 1900 13,0000 12,4918 12,4918
33| 2000 20,0000 12,5229 12,5229

1341

135 |

R

|37

138

1391

|40

|41

|42

|43

| 44 |

|45 |
45 -
M 1 » M[LACBAS { Hojaz { Hoja3 £ Hojad /4 HojaB f Hojaé £ Hoja? # HojaB f Hoja® £ Hojald Jf Hojall f Hojalz £ Hojal3 f Hojal4 £ Hojaif| 4| | LlJ_‘
Dhuer [5 [Agcfomas- . W [ OB 42 F & H-Z-A-==cB0 @ .

Lista HUM

. ., . . . .

A continuacion se muestra el detalle de las nuevas ecuaciones introducidas:

SIS
Archivo  Edicin  Ver Insertar Formato  Herramientas  Grafico  Ventana 7 Escriba una pregunta - -8 x
DA gRY &0l o-c- &= -BLi @ |2 SC € % ow %L A
o e B e By ¢ | ¥ Respander con cambios... Terminar revisién...

Area del grafico ~

E =
" ]
| 3 |Definicidn de variables y Acido fuerte -
Ca =01 K = =104(-14)
Va =10 14
cb =01 [ b = (n*vacalch)/ 10 1o -~ ol
n b (ml) pHiexacto) pH (aprox)
= (a9"va"Ca/Ch)10 [~-LOG((([Wa"Ca-BI*Ch)i(va+BI0+H(((va"Ca-BI"Ch)/ (v a+B3))12+4 "k {112)))/2) = LOG([wa"Ca-BI=Ch)i{va+B3))
= (A 10™a"Ca/Ch)i10 LOG({i(va"Ca-BI0"CE)(va+B10)+H({((Va"Ca-B107Ch)(va+B10P2+4 Ka) (1/2)1)2)  [=-LOG([va"Ca-B107Ch)/{va+B10])
= (A11*a*Ca/Ch) 0 LOG(({{Wa*Ca-B11*Ch)(va+B1 1)1 +{([(Wa*Ca-B11Chl(Wa+B1 112 +4* Kw)n(1/2)))/2)  |=-LOG((Va*Ca-B11*Ch)/(va+B11))
A2V CalCh)0 OG({i(va"Ca-B1Z Coy(va+B12)+({((Va Ca-B127Ch)/(va+B1 2P 2+ Ke) (1/2)]12)  [=-LOG((va Ca-B12-"Ch)iiva+B12])
= (213" Ca/Ch)0 LOG[(((Wa*Ca-B13*Ch)/(va+B13))+({([(Wa*Ca-B13°ChY/(Va+B13N2 +4*Kw)n(1/2)))2)  |=-LOG((Va*Ca-B13*Ch)/(va+B13))
= (A 14™vaCa/C)10  F-LOG(([((Wa™Ca-B14 Ch)/(vVa+B14)+H(([Wa Ca-B147Ch) (Wa+B 1412+ Kw) (1/2))172)  |=-LOG([va Ca-B147Ch)/iva+B14))
= (A15"/a"Ca/Ch)0 OG((([Wa*Ca-B15*Ch)/(Wa+B15)+H((Wa*Ca-B15*Ch) Wa+B 1512+ K (1/2)))/2)  |=-LOG((Wa*Ca-B15*Ch)iva+B15))
A1E™a Ca/Chy10 OG(({["a"Ca-B16-Ch)/(Wa+B1E)H(([Wa"Ca B Ch)/[Wa+B B2+ K (1/2)))2) |=-LOG((Wa"Ca-B16 Ch)/iva+B16))
= (217" Ca/Ch)0 OG((([Wa"Ca-BI7*Ch)(VatBI7)H((Wa*Ca-B17Ch) Wa+B1TI 2+ Kw) (1/2)))/2)  |=-LOG((Wa*Ca-B17*Ch)va+B17))
= (A15™a Ca/Chy10 OG(({[Wa"Ca-B18-Ch)(va+B18)+H(([Va Ca-B18-Ch) (Wa+B 1812+ K (1/2)))2) |=-LOG{(Wa"Ca-B168-Ch)iva+B18)) L—
A19™VECa/Ch)0 OG({i(va"Ca-BI9Ch)(va+B1 D) H({((Va"Ca-B1S Ch)(Va+B19P2+1 K (1/2)1)/2)  [=-LOG([va™Ca-B197Ch)/(va+B19]) [ 2
= (A20"a*Ca/Ch) 0 LOG(({{Wa*Ca-B20*Ch)i(va+B20))+{([(Wa*Ca-B20*Chyi (v a-+B20) 2 +4* K (1/2)))2)  |=-LOG((Va*Ca-B20*Ch)/(va+B20))
= (A2 ™A Ca/Ch)10 LOG({i(va"Ca-B21"Co)(va+B21)+({((Va Ca-B21 "Ch)/(va+B2 TP+ Ku) (12))12) |7
AZTVarCa/Ch) 0 OG(({Wa*Ca-B22*Ch)/(Wa+B22N+H(([Va*Ca-B22ChY/(Wa+B22)1 2+ K (1/2)))/2)  [=14-+LOG((B22*Cb-Va*Ca)/(Va+B22))
= (A2 a Ca/Ch)10 LOG{({((va™Ca-B23 Ch)/(va+B23))+({{[Wa Ca-B23"Ch)/(Wa-+B2I) 2+ K (1/2)))2)  |=14-+LOG((B23"Cb-VaCa)/(va+B23))
= (A24"a"Ca/Ch)10  |=-LOG(([([Wa Ca- B24*Ch)/(Wa+B24])+H([[Va*Ca-B24 Ch)/(Wa+B24) 2+ K (1/2)))/2)  |=14-+LOG((B24*Cb-Va*Ca)(Va+B24))
= (A28 Ca/Ch)i10 OG((([(va"Ca-B25"Co)/(Va+B25])H(([Va Ca-B25 Ch)/(Wa+B25)y2 +H K™ (1/2))1/2)  [=14-+LOG((B25"Cb-Va Ca)/(va+B25))
= (AZE"/a"Ca/Ch)10 OG((([Wa*Ca-B26*Ch)/(Va+B26])H([[Wa*Ca- B2 Ch)/ (Wa+B2B)12 +*Kw) (1/201)/2)  |=14-+LOG((B26*Cb-Ya*Ca)/(vVa+B26))
= (227 "va Ca/Ch)10  |=-LOG((([Wa™Ca-B27-Ch)/(Wa+B27)) H{([Wa"Ca-B27 "Ch)/(Wa+B27 )2+ K (1/2)))/2)  |=14-+LOG((B27*Cb-Va*Ca)/(va+B27))
= (A25™ 2" C a/Ch)A0 LOG[({[wa™Ca-B28"Ch)/(va+B28])+H({[[Wa"Ca-B287Ch)/ (Wa-+B28) 2+ Kw) (1/200)/2)  |=14-+LOG((B26"Cb-Va Ca)/(va+B28))
(AZ9™a CaiCh10 OG(({[Wa"Ca-B29"Ch)i(va+B29))+H(([Va"Ca-B28 Ch)/ (Wa-+B28))2+4 " Kn)(1/2)))/2) 4+LOG([B29"Cb-Va*Ca)(Va+B29))
= (A30™a Ca/Ch)10 OG((([wa"Ca-B30"Co)/(Va+B30])+{({[Wa"Ca-BI0Ch)/(va+B30I2+ K (1/211)2)  [=14-+LOG((B30°Cb-YaCa)/(va+B30))
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Es interesante notar que la grafica construida incluye inicamente la representacion de puntos, y no su union
mediante lineas. La razon es que, puesto que el calculo anterior pretende simular la coleccion de puntos Vb-
pH que podria obtenerse experimentalmente, las lineas que unen los puntos carecen de significado real (sus

valores no son resultados experimentales) y pueden conducir a interpretaciones erroneas.

Llegados a este punto nos debemos plantear como podemos determinar con suficiente exactitud el volumen
de equivalencia a partir de datos experimentales de una valoracién que, evidentemente, no coinciden
exactamente con los puntos obtenidos teéricamente. En la practica se puede calcular la primera y la segunda
derivada de la curva de valoracion a partir de incrementos, con el objetivo de identificar el punto de inflexién
con un maximo y con el corte en abscisas, respectivamente, asi como para la aplicaciéon de diferentes
métodos de calculo del punto de equivalencia que hacen uso de derivadas. Sin embargo, la utilizacion de
herramientas informaticas nos va a permitir derivar analiticamente la funcién de la valoracion ajustandola a
una ecuacion. En un articulo del Journal of Chemical Education (N.L. Ma y C.W. Tsang, J. Chem. Educ. 75

(1998) 122) se propone la siguiente funcion para el ajuste de datos experimentales de una valoracion:
pH =a+b-(arctg(c-(Vb—d))) )

siendo a, b, ¢ y d parametros que modifican la funcion arcotangente hasta conseguir su ajuste a una curva de
valoracion. Es importante el papel de cada parametro afiadido a la ecuacion. La inflexion de la curva ocurre
en Vb=d. El parametro c controla el grado de inclinacion o verticalidad de la curva. Por su parte, el salto de
pH viene controlado por . Finalmente, a permite que el pH del punto de equivalencia no sea necesariamente

C€ro.

Asi pues, el problema que se nos plantea ahora es el ajuste de unos datos experimentales a la funcion (2).
Para ello, en primer lugar debemos calcular el cuadrado de la diferencia entre cada valor experimental con el

valor teodrico en la funcion,
(pH _experimental — pH _tedrico)’,

que ahora mismo estdn muy alejados puesto que los valores iniciales de los parametros a, b, ¢ y d estan
puestos al azar, en este caso 1. En la hoja de calculo se genera la columna correspondiente a pH tedrico,
donde se introduce la ecuacion correspondiente, y la columna del cuadrado de la diferencia, como se observa
en la siguiente figura. También se han definido las celdas a, b, cc, d correspondientes (celdas F3-F6. El
programa no acepta c, éste es el motivo de usar cc). La grafica de pH exacto y aproximado calculada antes se
ha desplazado debajo de las columnas A, B, C y D. La sintaxis de la funcion arcotangente puede consultarse

en la opcion del ment principal Insertar>Funcion.

En esta ocasion, la funcion del ajuste se ha representado utilizando exclusivamente una linea (sin puntos),
puesto que, precisamente por tratarse de una funcion de ajuste, pretendemos que describa el comportamiento
del sistema mas alla de los puntos experimentales que vamos a emplear para calcularla. No hay motivo, pues,

para otorgar mayor importancia a determinados valores Vb-pH mediante su representacion con puntos.
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7
8 n Wh(ml) | pHiexacto) pH (aprox) pH (tedrica) (pHexp-pHteor)*2
| 8 | 0,000 0,0000 1,000000 1.000000 0,214601837 0,616850275 14 4
| 10| 1,000 1,0000 1,087150 1.087150 1 0,0075585153 o« b s s>
|11 2,000 2,0000 1,178081 1.176091 1,785398163 0371254904 12 4 R M
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|24 | 11,00 11,0000 116778 116778 2471127674 84, 76246056
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El detalle de las ecuaciones es el siguiente:
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| 5 | c=1
| B | d=1
7|
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| 14 | =a+b* [ATAN(CC™ (B 14-d))) =(C14-F 142
115 | =athT(ATAN(CC™(B15-0))) =(C15-F15)°2 a
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18 | =at+b*(ATAN(cC(B18-d))) =[C16.F18)*2 R d
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| 26 | =a+b* [ATAN(CC™(B26-d))) =(C26-F26)2 ml base
[27 | =athT(ATAN(CCT(B27-0))) =(C27-F27)2
| 28 | =a+th*(ATAN(cc™(B26-d))) =(C28-F28)"2 + pH{exacto) —— pH (tedrico)
| 29 | =at+hT(ATAN(CC™(529-0))) =(C20-F28)"2 =
| a0 | =a+h*(ATAN(cc (B30-d))) =[C30-F30)*2
EN =a+b* [ATAN(CC™(B31-d))) =(C31-F31)'2
(32| =athT(ATAN(CC™(B32-0))) =(C32-F32)2
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El siguiente paso consiste en encontrar los valores adecuados para los parametros a, b, ¢ y d para que las dos
funciones se ajusten a lo largo de todo el rango de mL de base afiadida en la valoracion. Para ello afiadimos
una celda donde se suman todas las diferencias de cuadrados. Cuando este valor es 0, el ajuste entre ambas
curvas es perfecto. Nosotros podemos buscar un valor minimo de la suma de los residuos antes indicados
(columna G) variando los valores de los cuatro parametros mediante el comando Solver del programa MS
EXCEL®. En la figura se puede observar el cuadro de dialogo del comando Solver (en
Herramientas>Solver). Como se puede observar, la celda objetivo es la suma (G34) y las celdas cambiantes

son F3-F6. Se marca la casilla correspondiente a buscar minimo.
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En Opciones se puede observar que se aplica el método iterativo de Newton, con un limite de 100

iteraciones y una tolerancia del 5 % (precision 0.000001).

En estas condiciones, mediante la opcion Resolver se consigue que la suma de los residuos se reduzca a
1,26. Si hubiéramos buscado el 0, tendriamos la limitacion de la maquina y del propio ajuste entre los datos

experimentales y la ecuacion seleccionada. En la siguiente figura se puede observar el ajuste conseguido.

Conviene hacer aqui una consideracion importante: El punto de inicio de las iteraciones para cada parametro

ha sido 1. En estas condiciones el método de Newton converge a un minimo que permite el ajuste. Puesto
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que el punto de inicio ha sido seleccionado al azar, en otros problemas puede

probar otros valores de inicio.

no converger y deberemos
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A través del proceso anterior hemos conseguido describir la curva de valoracion mediante una funcion, que

podemos derivar analiticamente para determinar del punto de equivalencia exacto. Este procedimiento se

desarrolla en el apartado 8.2.

8.2. Calculo del punto de equivalencia

8.2.1. Primera y segunda derivada

Gracias al ajuste de los datos experimentales a una funcidon, podemos derivarla analiticamente para obtener el

punto de equivalencia exacto, teniendo en cuenta que la primera derivada en un punto de inflexiéon de una

funcidn presenta un maximo y la segunda derivada es igual a 0. En las siguientes figuras se puede observar la

representacion grafica de ambas derivadas y el detalle de las ecuaciones introducidas. Desafortunadamente,

cuando tratamos datos experimentales, el error aleatorio intrinseco a cualquier experimento hace que estos

métodos en ocasiones no nos den resultados suficientemente exactos.
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25 0,047253332 12,0000 0845378 -0,114207
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| 167 =breci1+[cc(116-d)12)) = [2b e 31 B- ) 1+ (116-d) 22 0 5 & N 1
1178 =b*ccf{1+{cc{(117-d)"2)) =-{2*b*cc3 (1 7-d)){ 1 +{cc (N 7-d) 22
118 19 =b*cc/{1+{cc{118-d)*2) =-{2*b*cc3%(18-d)){ 1 +{cc (1 8-d)y 2y 2 20 4
119 195 =b* ek 1 +{ccm{119-d)"2)) =[2"b*cc3m{119-d)M 1 +{ccT NSy 30 A
| 20 975 =b* ek 1 +{ccm{120-d)"2)) =[2"b*cc3m{120-d)M{ 1+ 20-d)r 22 a0 J
2110 =b*ccf{1+{cc{(121-d)*2)) =-({2*b*cct3{121-d)y( 1 +{cc* {12 1-d)y 22
221025 =biccf(1+(cct(22-d)°2)) | =(2"bF e’ 3M(I22-d))i{ 1+{cc*(122-d) 212 Vb(mi)
23 10,5 =b* ek 1 +{ccm{123-d)"2)) =[2"b*cc3m{123-d)W 1+ 12322
| 24 11 =brcc{1+H{ecT(124-d1"2) = {27bR et AT 24- )i +HecT(124- )2y 2 — 1" derivada —
|25 12 =breci1+[ec(125-d12)) = [2b e 3T(125- ) 1+ (125-d) 22
126 |13 =b*ccf{1+{cc*(126-d)"2)) =-({2*b*cc3%{126-d))( 1 +{cc*{126-d)y 22
| 27 |14 =b* /{1 +{cc™(127-d)2)) = {2 A 2T-d) W1+ 27 -d) 22 Maximo primera derivada =
| 28 |15 =b* e/ +H{ec™(128-d)2)) = {2 o AT(28-d) 0 HocT28-d) 22 Corte con abcisas segunds
12916 =b* ok 1 +{ccm{129-d)"2)) =[2"b*cc3T{129-d) I 1+ 29-d)r 22
| 30 17 =b*ccf{1+{cc{130-d)*2)) =-{2*b*cc*3%{130-d))( 1 +{cc*{130-d)y 22
| 3118 =b*ccf{1+{cc(131-d)*2)) =-({2*b*cct3%{131-d))( 1 +{cc* (13 1-d) 22
13219 =b* ek 1 +{ccm{132-d)"2)) =[2"b* 313 2-d) 1+ I32-d)r 22
33 |20 =b*cc/{1+{cc{133-d)"2) =-{2*b*cc*3%{133-d)){ 1 +{cc*{133-d) 22
E
(35 ]
26|
| 37
| 38 |
[39]
40|
El
42|
|42
44 .
I1A4 PoH Informe de respuestas 1 ACBAS . Hojs2 [ Hoja3 f Hoja4 4 HojaS 4 Hoja6 4 Hoja? £ HojaG f Hoja® 4 Hojal0 4 Hojall 4 Ho: alZJiI LIJ_I
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8.2.2. Método de la inversa de la primera derivada

A partir de la primera derivada se puede representar su inversa frente a Vb para la obtencion del punto de

equivalencia, que ahora encontraremos como un minimo de la funcién representada:

=B
Archivo  Edicidn  Wer  Insertar  Formato Herramientas  Dabos  Weptana 2 Escriba una pregunta - -8 X
DEEHE @RY | ERR- < v o |8 = -2 5 Mmehew -2 aa -1 LN x| = EH| 3 € %o 4.4 == B AL
i3 &a % A T ¥a | @ Wy ¢ | Y¥Responder con cambios. .. Terminar revisian..
P32 hd F3
N [ &) \ P [ Q [ R [ s [ T [ u [ Y [ w [ X =
| 6 | Método de la inversa de la 12 derivada
7
8 Vb (ml) 1/12 derivada 1412 derivada
|9 0,0000 = 28,4665329
| 10 1,0000  23,0620211
|11 2,0000 18,2267596
|12 3,0000 13,9607482
|13 4,0000 10,2639869
|14 5,0000 @ 7,13647586
15 & w 6,0000  4,57821497 0 5 1n 15 20
|16 M a0 7,0000 = 2,58920424 ml base
|17 8,0000 1,16944368
|18 | 9,0000  0,31893329
119 9,5000 0,1071469
| 20 9,7500  0,05462092 1712 derivada
| 21 10,0000  0,03767306
|22 | vb(ml) 10,2500  0,05630334 1
23 10,5000 0,11051176
[ 24 [ada —=— 2 derivada 11,0000 0,22566301 | °°
| 25 12,0000  1,18290312 | og
26 13,0000 2,6093934
|27 =10 ‘ 14,0000  4,60513384 | U4 . .
28 |a derivada = 10 15,0000  7,17012446 | g
|29 16,0000  10,3043652 e £
| 30 17,0000  14,0078562 0 i T " ‘
| 31 | 18,0000  18,2805973 g 10 " 2
| 32| [ | 19,0000 231225836 ml base
|33 20,0000 28,53383
| 34
| 356 | [Volumen de equivalencia = 10
| 36
| 37
38 =
1« » M[LACBAS { Hojaz £ Hoja3 £ Hoja4 £ HojaS £ Hojad £ Hoja? £ HojaB { Hoja { Hojald £ Hojail £ Hojalz £ Hojal3 £ Hojald £ Hu'alEJLI L”_‘

Dibujo - [ | Agtoformas . w [ O
Listo

TFIER S

=E=58a.

8.3. Cromatografia gas-liquido. Ecuacion de Van Deemter

Otro ambito de la quimica en que resulta necesario el ajuste de datos experimentales a funciones no lineales

es el de la cromatografia gas-liquido. El planteamiento de un problema tipico seria el siguiente:

Se dispone de los siguientes datos experimentales de cromatografia gas-liquido:

X (ml/min)
Y (mm)

34
9.59

7.1
5.29

16.1
3.63

20.0
342

23.1
3.46

34.4
3.06

40.0
3.25

447
331

65.9
3.50

78.9
3.86

96.8
4.24

donde X representa la velocidad de flujo del gas, e Y la altura equivalente de plato tedrico. Estas magnitudes

vienen relacionadas mediante la ecuacion de Van Deemter:
Y=AX+B/X+C

Queremos determinar A, B, y C ajustando los datos experimentales a la ecuacidn citada y representar los

puntos experimentales y el ajuste de la ecuacion.
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Solucion después de la aplicacion del comando Selver:

icrosoft Excel - Capitulo8EXCELnuevo =] x|

archivo  Edicién ¥er  Insertar Eormato  Herramientas  Datos  Yeorana 7 Escriba una pregunta - F X
SHE SRY L B2B-T| oo ) s @A @] -2 SECHEIE 2 - =€ %o 3.9 DAL
£ia ¥ A LA @ ¥a | () By D) | Yo Responder con cambios... Termnar revision..,
F22 - 5
B [ c \ D [ E [ F [ G H J \ K L =
11
| 2|
| 3 |Ecuacion de Yam Deemter 129
|4 |
| 5| a= 002480862 | . |
| 6 | valores experimentales b= 26,80492121
7 o= 1,546664505
o P ]
9 X (ml/min} Yo {mly Y tedrico (Yteor-Yexp )2
| 10| 3.4 3,58 9,516814558 0,005355109 s
| 11 ] 7.1 5,29 5,500147112 0,044161809
| 12| 16,1 3,63 3,612985616 0,000289489
| 13 | 20 3,43 3,385083356 0,001219172 49
| 14 231 3,48 3,282130217 0,03163766
| 15 | 34.4 3,08 3,181294249 0,010260525 ]
| 16 | 40 3,25 3.211132725 0,001510665
| 17 | 447 3,31 3,257272876 0,00278015
| 18 | 65.9 3.5 3.500304413 0.008154887 o T T T T T i
19| 789 3,86 3.8457976855  0,000201701 o 20 40 60 a0 o0 120
20 96,8 4.24 4,227049654 0.00M67711 P R—
| 21| SUMA 0,105739878
|22 I
23|
| 24
25|
| 25|
| 27 |
| 25 |
| 29|
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9. Aplicacion de programas de calculo simbolico al ajuste de funciones lineales y no lineales

En este capitulo haremos uso del programa MATHEMATICA® para el ajuste de funciones lineales y no
lineales. Al igual que en capitulos anteriores, tomaremos como ejemplo de comportamiento lineal la ley de
Beer, que relaciona la concentracién de un compuesto en disolucion con su absorbancia. Como ejemplo de
comportamiento no lineal estudiaremos diferentes curvas de valoracion acido-base, asi como otros problemas

de interés quimico en que se deben ajustar datos experimentales a funciones no lineales.
9.1. Ajuste lineal por minimos cuadrados. Ley de Beer.

Como se vio en el apartado 7.1, la absorbancia de una disolucién guarda una relacion lineal con la

concentracion de la especie absorbente (ley de Beer). Nuestro objetivo en este apartado es determinar la
expresion particular que toma dicha relacidon para una especie dada, a partir de un conjunto de medidas de
absorbancia obtenidas experimentalmente para distintas disoluciones patron (de concentracion conocida) de
la especie en cuestion. Comencemos introduciendo en MATHEMATICA® el conjunto de puntos
concentracion-absorbancia listados en el apartado 7.1. Para ello generamos una matriz de datos, que

podemos representar mediante el comando ListPlot:

n[]:= ClearAll["Global™ "]
Inz]= datos = {{1, 2.2}, {2, 3.3}, {3, 3.8}, {4,5.2}, {5, 6.2}, {6, 6.8}, {7, 8.1},

{g, 9.5}, {9, 9.5}, {10, 10.6}};

In[3]:= pl = ListPlot[datos, PlotStyle + PointSize[0.02],

Axeslabel + {"Concentracion”, "Absorbancia"}]

Abh=orbancia

.
10 -
»
B -
-
& -
-
2 .
4
* Concentracion
L = B 10
Out[}]= = Graphics -

Una de las formas més simples de obtener mediante MATHEMATICA® la ecuacion de la recta que mejor
describe la relacion lineal que se establece entre un conjunto de puntos es hacer uso del comando Fit. Este
comando ofrece un ajuste por minimos cuadrados de los puntos listados a la expresion resultante de
combinar linealmente las funciones que se especifican en su argumento. Puesto que nuestro interés es
obtener una relacion del tipo a - 1+b - x, dichas funciones seran la funcion 1 y la funcidén x. La sintaxis del

comando se muestra a continuacion, junto con la representacion de la recta obtenida:
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In4:= 20l = Fit[datos, {1, x}, x]

out[#]= 1.25333+ 0.961212 x

nfEl= p2? = Plot[scl, {x, 0, 10}, Axeslabel -+ {"Concentracion", "Absorbancia"l]

Abh=sorbancia

10

Lx]

Concentracion

5]
s
mF
(=]

s}

Out[f]= = Graphics -

Finalmente, para visualizar la bondad del ajuste podemos representar en una misma grafica los puntos

experimentales y la recta obtenida, para lo que utilizamos el comando Show:

In[é]:= Show[pl, p2]

Abh=sorbancia

10

5]

Concentracion

2 4 € g 10

Out[E]= = Graphics =

No cabe duda que la simplicidad del comando Fit representa una gran ventaja, pues no solo es capaz de
realizar ajustes de datos a rectas, sino a cualquier combinacidn lineal de funciones. Sin embargo, dicha
ventaja se pierde cuando estamos interesados en obtener informacion adicional sobre el ajuste. De hecho, Fit
no ofrece informacion acerca de los intervalos de confianza de a y b, ni sobre el resto de parametros
estadisticos. Si tal es nuestro interés, deberemos recurrir a comandos mas potentes, como los que se incluyen
en el paquete Statistics’'LinearRegression’. A continuacién se ofrece un ejemplo de codigo
MATHEMATICA® para llevar a cabo el ajuste anterior incluyendo el calculo de algunos de los parametros

estadisticos de mayor interés:

In[i]= ClearAll["Global "]
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Inz]= dates = {{1, 2.2}, {2, 3.3}, {3, 3.8}, {4, 3.2}, {5, 6.2}, {6, 6.8}, {7, 8.1},
{&, 9.3}, {9, 9.5}, {10, 10.6}};

Infz:= == Statistics” LinearRegression”

In[4:= ajuste = Regress [datos, {1, x}, x,
RegressionReport - {ParameterCITable, RSquared] ]

Eatimate SE CI
Out[4]= {ParameterEIIable-e 1 1.25333 0.156502 [0.892439, 1.614231,
X 0.981212 0.025222 [0.903049, 1.01938]

RSquared — 0.994522)

La columna Estimate muestra los coeficientes del ajuste, y la columna CTI sus intervalos de confianza
correspondientes. En el ment de ayuda de MATHEMATICA® puede encontrarse un listado completo de las
variables estadisticas que podemos calcular mediante el comando Regress (Help > Help Browser >

Statistics' LinearRegression").

9.2. Simulacion de una curva de valoracion acido fuerte — base fuerte

Como hemos podido comprobar en temas anteriores, la potencia y versatilidlad de MATHEMATICA® nos
permite obtener de modo sencillo la expresion que toma la concentracion de protones en un problema dado,
sin necesidad de recurrir a simplificaciones ni a manipulaciones algebraicas a veces tediosas. Asi pues, en
este caso comenzaremos planteando las ecuaciones de las constantes de equilibrio y balances
correspondientes a un sistema de valoracion dcido-base monoprotico general, es decir, sin considerar si el

acido o la base son fuertes o débiles:

a:w : Kﬁm : K, =[H"]-[OH ]
[AH] [BOH]

Balance de masas (4acido): C, =[AH]+[A4"]
Balance de masas (base): C, =[BOH]+[B"]

Balance de cargas: [B']+[H ]=[4A"]+[OH ]

(Fijémonos en que, puesto que introducimos dos especies distintas en la disolucion, necesitamos establecer

dos balances de masa, uno para el acido y otro para la base).

A continuacién, con el comando Eliminate de MATHEMATICA® obtenemos la ecuacion de la

concentracion de protones:
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In[1]:= ClearAll ["Global »"]
Infz]:= &gl = Eliminate[{ka=axh/ah, Eb ==bxch /boh, Ew=-hxoh, ca ==ah+a, cb==boh + by,
b+h=a+0oh}, {ah, a, boh, b, oh}]

o= cbh’ kb +hib+cbhikab+hP kakb+ P v+h' kalw-h' kb lw-hkakblw-h kv’ - ka lw' =
cahka (hkb+ kw)

Definimos seguidamente los parametros iniciales de nuestro problema, asi como las constantes de equilibrio
correspondientes. Puesto que pretendemos simular una curva de valoracion en que tanto el acido como la

7 oy . 7
base son fuertes, bastara con dar valores extremadamente elevados a sus constantes de equilibrio:

nfZl= cal=0.1;va=10: cb0=0.1;ka =107 Eb=10"8; Ew=10*-14;

In@:= wveq=vasrcal /cbl; dv=0.1; nf =2 «Round [veq / dv]

Como se puede observar, se han definido también los parametros dv (diferencia entre dos valores
consecutivos de Vy, en que calculamos el pH de la disolucion resultante) y nf (nimero de puntos (V, , pH)
con que simulamos la curva de valoracion)®. Este Gltimo parametro se ha calculado como el doble del
numero de puntos necesarios para alcanzar el punto de equivalencia. De este modo conseguiremos, al igual

que en el apartado 8.1, que la grafica obtenida quede centrada de forma automatica en el punto de inflexion.

El paso siguiente consiste en obtener, para cada adicion sucesiva de dv mL de base, el pH de la disolucion
resultante. Para ello, tal como hemos hecho en capitulos anteriores, empleamos el comando Solve de
MATHEMATICA®, eligiendo entre las distintas soluciones la tnica con sentido quimico. Sin embargo, este
proceso debe repetirse para cada uno de los valores que toma Vj (unos 200 en este caso), lo que hace
inviable el método. Para superar este escollo haremos uso de una de las herramientas mas potentes y usadas
en programacion: el bucle. Un bucle es una estructura de codigo informatico que permite repetir una
determinada secuencia de operaciones tantas veces como sea necesario. En nuestro caso, dicha secuencia es
la obtencion del pH para un determinado volumen de base V,, afiadido a la disolucion, y nf es el nimero de

veces que debemos completar la secuencia.

Un comando MATHEMATICA® que permite generar bucles es el comando For (ver apéndice 11.10). Su
sintaxis consta de dos partes diferenciadas: La segunda de ellas es la secuencia a repetir, mientras que la
primera establece el nimero de veces que dicha secuencia va a repetirse. Para ello se define un contador 1
mediante el primer valor que éste va a tomar (0 en nuestro caso), seguido de la condicidon que debe cumplirse
para que la secuencia se repita una vez mas (1 <nf en nuestro caso) y del incremento que i sufre entre dos

secuencias consecutivas:

" En tratamientos analiticos suele considerarse la disociacién completa de los acidos o bases fuertes, lo que corresponde a asignar un
valor infinito a las respectivas constantes de equilibrio. No obstante, puesto que infinito no es un niimero, MATHEMATICA® no
puede calcular con él. Asi pues, aproximamos el infinito mediante un valor finito muy grande.

¥ Para definir nf (que debe ser un numero entero) hemos hecho uso del comando Round, que nos proporciona el entero mas cercano
a su argumento (véase el apéndice 11.10).
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For[i=0, iznf, i++, secuenciaa repetir]

Cuando una determinada secuencia se completa, i aumenta en una unidad (i++ 06 i+=1),
MATHEMATICA®™ comprueba si i <nf vy, si es asi, procede a repetir la secuencia una vez mas. El bucle

finaliza cuando la condicion i <nf deja de cumplirse.

Asi pues, el bucle a emplear en nuestro caso es el siguiente:

In[El:= lista= {}:

Inf6]:= For[i
vb=dvxirca=-caleva,/(va+vh); ch=vb«chl/ (va + vh) ;
s0l = Solveleql, h]:
ph=-Log[1l0, sol[[4, 1, 2111
lista = AppendTo[lista, {vb, phl}]:]:

O,iznf, 1++,

Previamente al comando For hemos definido una matriz vacia llamada lista, en la que vamos
incorporando los distintos puntos calculados de la grafica {vb,ph} (uno por secuencia) mediante el
comando AppendTo (ver apéndice 11.10). Es importante notar que cada vez que i cambia también lo hace

vb y, por tanto, en cada secuencia se calcula el pH para un valor de V, distinto.

Para obtener la curva de valoracion correspondiente basta representar los puntos almacenados en la lista.

Para ello utilizamos el comando ListPlot:

In[F]= pl= ListPlot[lista, Axeslabel » {"Vb (mL)", "pH"}]

5]

1
(]
]

out[f]= - Graphics -

Llegados a este punto nos planteamos, al igual que en el apartado 8.1, el ajuste de los puntos obtenidos a una

ecuacion analitica, en este caso una funcion arcotangente. El comando FindFit nos ofrece esta opcion:

InE]= ajuste = FindFit[lista, a+bx ArcTan[cx (x-4)], {&a, b, c, d}, x]

Outfl= [& - 6.88262, b— 3.49374, c— 8.84331, d - 9.99423)
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Mediante este comando obtenemos los valores a, b, ¢, d que minimizan la suma de los cuadrados de la
diferencia entre los puntos de la lista y la funciéon arcotangente (método de minimos cuadrados),
procedimiento analogo al empleado en la hoja de calculo EXCEL® del apartado 8.1. Podemos representar a
continuacioén la funciéon ajustada mediante el comando Plot, para lo que definimos previamente dicha

funcion:

n@= a=ajuste[[1l, 2]]: b =ajuste[[2, 2]]: c=ajuste[[3, 2]]: d=ajuste[[4, 2]]:

in[10]:= fun[x ] =a+bxArcTan[c« (x-d)]:
Infi1]:= p2 = Plot[fun[x], {x, 0, 20}, Axeslabel - {"Vb (mL}", "pH"}]
FH
izt
10
af
el
af
. Vb [ml]
5 10 15 20

Out[11]= = Graphics =

Es importante fijarse en la sintaxis empleada en la definicion de la funcion fun. Para mas detalles acerca de

la definicién de funciones en MATHEMATICA®, consultese el apéndice 11.10.

Finalmente, la representacion conjunta de las dos curvas obtenidas nos da idea de la bondad del ajuste en las

proximidades del punto de equivalencia:

In(12]:= Show[pl, p2]

oH

12

o

5]

Vb [ml}

Out[1z]= = Graphics -
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9.3. Calculo del punto de equivalencia

Llegados a este punto ya podemos proceder a la determinacion de los puntos de equivalencia con mayor
exactitud haciendo uso de la funcion analitica fun [x], a través de su derivada primera, su derivada segunda
y la inversa de su derivada primera. El comando MATHEMATICA® para el calculo de derivadas analiticas

es D, y su sintaxis es la que se muestra a continuacion:

In[13]:= d1f[x ] =D[fun[x], x]:
d2f[x ] =D[fun[x], {x, 2}];
In[15]:== Plot[{d1f[x], d2f[x]}, {x, 0, 20}, PlotStyle —+ {RGBColor[0, O, 1], RGBColor[1l, 0, 0]},
Axeslabel - {"Vb (mL)", "d1f,d2f"}]

d1£,42F
10}
T.5F
5F
Z.5f

Vb [mL]

5 1 15 20
-Z.5
st
Out[15]= = Graphics -

Como vemos, la representacion en el intervalo {x,0,20} no permite observar con claridad el
comportamiento de las derivadas, lo que se debe al caracter extraordinariamente abrupto que éstas presentan
en las cercanias del punto de equivalencia. Sin embargo, vemos que la segunda derivada (linea roja) corta al
eje de abscisas en V,~ 10 mL, por lo que podriamos repetir la representacion en un intervalo mas estrecho en

torno a este valor:

n[i6]:= Plot[{d1f[x], d2f[x]}, {x, 9, 111, PlotStyle - [RGBColor[0, 0, 1], RGBColor[1, 0, 0]},
AxesLabel » {"Vb (mL)", "d1f,d2f"}]

dlf,d2f

150f
100F
S0
Vb [mL]

—50F
—100F

—150F

Out[16]= = Graphics -

En este punto, la representacion de la inversa de la derivada primera resulta trivial:
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n[i7]= Plot[l/d1f[x], {x, 0, 20}, Axeslabel - {"Vb (mL)", "1/(d pH/d Vb)"1]

1/(d pH/d Vb}
2350

200
150
100

50

Out[17]= - Graphics -

Los métodos graficos anteriores nos permiten determinar de forma aproximada el punto de equivalencia de la
valoracién. No obstante, podemos obtener el punto de equivalencia con mayor precision de forma numérica,

para lo que basta determinar el punto de corte de la derivada segunda con el eje de abscisas:’

In(18]:= weq = Solve [d2f[x] = 0, x]

ouwt[ig]s [{x— 9.9942311
9.4. Valoracién de acidos polipréticos

La obtencion de curvas de valoracion de acidos poliproticos puede resultar muy tediosa si queremos hacer
uso de hojas de calculo, dada la mayor complejidad de las ecuaciones a implementar. Sin embargo, esto no
representa un escollo considerable para MATHEMATICA®, que podemos utilizar en este caso con poco

esfuerzo adicional por nuestra parte.

En este apartado simularemos la curva experimental de valoracion de un acido triprotico H;A (como puede
ser el acido fosforico) con una base fuerte BOH (por ejemplo NaOH). Para ello comenzaremos planteando,

al igual que en 9.2, las ecuaciones de las constantes de equilibrio y los balances correspondientes:

_[H, A7) [H] . kAT . k. —ATTIH]
T Al | Y HAT] ’ Y HAT]
_[B'][OH"]

’ [BOH]

K, =[H"]-[OH"]

Balance de masas (4cido): C, =[H,A]+[H, A ]+[HA 1+[47]

? El estudio analitico del problema permite determinar con facilidad que el volumen de equivalencia es en este caso 10 mL. La
desviacion respecto a este valor es consecuencia del error intrinseco del ajuste. No obstante, a efectos practicos no existe diferencia
entre el valor tedrico y el calculado a través del ajuste.
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Balance de masas (base): C, =[BOH]+[B"]

Balance de cargas: [B*|+[H"]=[H,A ]+2-[HA* |+3-[4 ]+[OH ]

A continuacion obtenemos la ecuacion de la concentracion de protones, asignamos los valores de los
parametros que definen el sistema y calculamos el pH de la disolucion resultante para cada una de las nf

adiciones sucesivas de base, utilizando el mismo procedimiento que en el apartado 9.2:

n[i]= ClearAll["Global "]

In[2]= egl = Eliminate[{kal - h?axh /h3a, ka2 ==haxh /h2a, ka3 = awxh /ha, Eb == bxoch /boh,
Ew=-—hxoh, ca==h3a+h?a+ha+a, chb==boh+b, b+h==h2a+2«ha+3xa+oh},
{h3a, h?a, ha, a, boh, b, oh}l]:

InfZl= cal=0.1:va=10; ck0=0.1;
Eal =7.5x10*-3; ka2 = 6.2x10*-8; ka3 =3.6x104-13;: kb =10+8;
Ew=10"-14;

Infa]= veg = vawxcal /chl; dv=0.1; nf = 3«Round [veqg / dv] ;
Inf6]= lista = {}:

InfFl= For[i=0, iz=nf, i++,
Vvb=dvxi;ca=calreva,/(va+vh); ch=vhxchl/ (va + vk) ;
20l = Solve[eqgl, h]:
ph = -Log[l0, scl[[&, 1, 2]111:
lista = AppendTo[lista, {vhb, phl]:]:

)= pl= ListPlot[lista, Axeslabel + {"Vb (mL)", "pH"}]

L]

Out[2]= = Graphics -

Puesto que tratamos con un 4cido triprotico, la curva de valoracion deberia presentar tres puntos de
equivalencia. En esta ocasion, el tercero de estos puntos no da lugar a un salto apreciable de pH, debido al

valor extraordinariamente bajo de K.
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A la vista de la representacion observamos que la curva de valoracion se asemeja a la superposicion de dos
funciones arcotangente. Por tanto, para obtener el ajuste de los puntos experimentales simulados a una

funcidn analitica consideraremos la funcion suma de dos arcotangentes independientes:

n@:= ajuste = FindFit[lista, a+bx ArcTan[cx (X -d)] +exArcTan[f+ (x-g)],
{a.l' b.l' C'.l' d.l' e.l' E.l' g}.l' x];

In[i0]:= a=ajuste[[1, 2]]: b =ajuste[[2, 2]]: c=ajuste[[3, 2]]: d = ajuste[[4, 2]]:

e=ajuste[[3, 2]]: f =ajuste[[&, 2]]:

g=ajuste[[7, 2]]:
In[i1]:= fun[x ] =a+bxArcTan[c (x-d)] +exArcTan[f« (x-g)]:

p2 = Plot[fun[x], {x, 0, 30}, Axeslabel - {"Vb (mL)", "pH"}]

rH

1z

o

Lx]

Out[11]= = Graphics =
In[12]:= Show[pl, p2]

BH

12t

10+t

Lx]

Out[12]= = Graphics -

Siguiendo el procedimiento empleado en 9.3 determinamos a continuacion graficamente los puntos de

equivalencia haciendo uso de la funcion ajustada y de sus derivadas:

In[13):= dif[x ] = D[fun[x], x]:
d2f[x ] =D[fun[x], {x, 2}];
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n[5:= Plot[{d1f[x], d2f[x]}, {x, 0, 30}, PlotStyle » [RGBColor[0, 0, 1], RGBColor[1, O, 0]},
Axeslabel » {"Vb (mL)", "dif,d2f"}]

dl£,d2E

K

Vb [mlL]

Out[15]= = Graphics -

Finalmente, para obtener los puntos de equivalencia de forma numérica determinamos los puntos de corte de

la derivada segunda con el eje de abscisas:

In[16]:= weq = Solwve[d2f[x] = 0, x]
Out[16]= [[{x—= 9.96243}, [x—= 15.3638],
{x—-16.5869-8.525134i}, {x—-16.5869+8.525131}, [x—-19.9782}]

de donde obtenemos, por comparacion con la derivada primera, Veqi=9.96 mL y Ve, = 19.98 mL.

Podemos por tultimo determinar el pH de la disolucion resultante para cada uno de los volumenes de

equivalencia sin mas que sustituir en la funcién ajustada:

In[17]:= phl = fun[wveg[[1, 1, 2]]]
Out[i7]= 4.6564
In[12]:= ph2 = fun[wveq[[5, 1, 2111

Out[ig]= 9.64633
9.5. Valoraciones de combinaciones de acidos y bases fuertes y débiles

Nuestro propdsito en este apartado es la simulacion de las curvas de valoracién correspondientes a los
sistemas acido débil — base fuerte, acido fuerte — base débil y acido débil — base débil, asi como la obtencion
de los respectivos puntos de equivalencia. En el apartado 9.2 se plante6 el problema correspondiente a un
sistema de valoracion 4cido-base monoprotico general, es decir, sin considerar si el 4dcido o la base son
fuertes o débiles. Por tanto, el codigo MATHEMATICA® alli empleado nos sirve para cualquiera de las
combinaciones acido fuerte/débil — base fuerte/débil sin mas que adecuar convenientemente el valor de las

constantes de equilibrio correspondientes.
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9.5.1. Acido débil — base fuerte

En este caso asignamos un valor estandar a la constante de equilibrio del 4cido (del mismo orden que la del
acido acético), mientras que escogemos un valor muy elevado para la constante de la base. Asi pues, la curva

de valoracion correspondiente puede obtenerse mediante el siguiente codigo:

In[i]:= ClearAll["Global "]

nZ= &gl = Eliminate[{ka==axh/ah, Eb=bxoch /boh, Ew==hxoh, ca==agh+a, cb==boh + b,
b+h=a+0oh}, {ah, a, boh, b, oh}]:

nf2l= cal=0.1va=10 cb0=0.1;ka =10*-5kb=1048 kw =10"-14";
vedq = vascal/chl; dv=0.1;nf =2 «Round [veq / dv]
lista={}:

Infl= For[i=0, i=nf, i1++,
vb=dvwxli;ca=-calxva/ (va+vb); cb=vbxchl/ (va+vb):
20l = Solveleql, h]:
ph= -Log[10, scl[[4, 1, 2]1]]:
lista = AppendTo[lista, {vh, phl]:]:

n[i]= ListPlot[lista, AxesLabel » {"Vb (mL)", "pH"}]

FH

12t

10t

Out[E]= = Graphics =

A la vista de la representacion observamos que, al contrario de lo que ocurria en el sistema acido fuerte —
base fuerte (apartado 9.2), la curva de valoracion a volimenes bajos se aleja del perfil de un arcotangente. La
siguiente figura muestra la superposicion de la curva de valoracion obtenida (en azul) con la correspondiente

a un sistema acido fuerte — base fuerte con las mismas concentraciones iniciales de acido y de base (en rojo):
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L L L L Tk [mL]

Como puede apreciarse, ambas curvas coinciden mas alld del punto de equivalencia, pero son
considerablemente distintas por debajo de éste. Este fenomeno es debido al efecto tampon generado por la
coexistencia en disolucion de las especies protonada y desprotonada del acido, que provoca una disminucion
en la amplitud del salto de pH producido en las proximidades del punto de equivalencia. Como
consecuencia, el punto de inflexion de la curva (coincidente con el punto de equivalencia) se desplaza a pH
mayores que 7, que es el pH esperable cuando tanto el acido como la base son fuertes. Comprobaremos a
continuacion este efecto, determinando el volumen de equivalencia y su valor de pH asociado mediante los

métodos ya conocidos.

Aunque, como hemos dicho, el perfil de la curva de valoracion obtenida se aleja del de un arcotangente a
valores bajos de V,, éste se mantiene en el intervalo V, =[5, 15], por lo que podriamos utilizar para el ajuste
unicamente los puntos {Vy, pH} de este intervalo. Asi pues, a partir de 1ista generamos una nueva matriz
(Lista2) que contiene exclusivamente los puntos de este intervalo, para lo que podemos hacer uso del

1
comando Take:'°

In[f]= lista? - Take[lista, {nf /4, 3«nf /4}]:

La representacion de esta nueva lista muestra ya un comportamiento similar a un arcotangente,

' En este comando se especifica entre llaves las posiciones del primer y ultimo elemento de 1ista que pretendemos extraer. Puesto
que el numero total de puntos en 1ista es nf, y al tltimo punto le corresponde un volumen V,=20 mL, la posicion correspondiente
a V,=5 mL serd nf /4, mientras que la de 15 mL serd 3*nf /4.
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nEl= pl = ListPlot[lista?, Axeslabel+ {"Vb (mL)", "pH"}]
pH
12
11 "

10

=] 1o iz 14

Out[E]= = Graphics =
por lo que a partir de este punto procedemos de igual modo que en apartados anteriores:

In[@]:= ajuste = FindFit[lista?, a+bx ArcTan[c«= (x -d)], {a, b, ¢, d}, x]:
In[10]:= & =ajuste[[1, 2]]: b =ajuste[[2, 2]]: c=ajuste[[3, 2]]: d = ajuste[[4, 2]]:

In[11]:= fun[x ] =a+bxArcTan[c« (x-d)]:
p2 = Plot[fun[x], {x, 5, 15}]
iz |
11 f

10

___,n_ﬂ_—f/ 10 iz 14

Out[12]= = Graphics -

In(12]:= Show[pl, p2]

oH
1zf
11}

10F

=] 10 iz 14

Out[13]= = Graphics -
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In[14):= d1f[x ] = D[funfx], x]:
d2f[x ] =D[fun[x], {x, 2}]:
Plot[{d1f[x], d2f[x]}, {x, 5, 15}, PlotStyle - [RGBColor[0, 0, 1], RGBColor[1l, O, O]},
Axeslabel + {"Vb (ml)", "di1f,d2f"}]

dlf,d2f

15¢

10

-10

Out[16]= = Graphics -

Finalmente, calculamos numéricamente el volumen de equivalencia y el pH correspondiente empleando la

funcioén ajustada:

In[17]:= weq = Solwve[d2f [x] = 0, x]
Out[17]= {{x—= 9.98825}}
In[18]:= fun[wegq[[1, 1, 2]1]]

ou[ig]= 8.7488

Comprobamos, pues, que el pH en el punto de equivalencia es mayor que 7, como se esperaba del analisis

grafico.
9.5.2. Acido fuerte — base débil

En esta ocasion empleamos el mismo cédigo que en apartado anterior, intercambiando las constantes de

equilibrio del acido y la base:

n[]= ClearAll["Global "]

In[2]:= E.‘ql = El:i.minate[{ka:: awh,-’ah, kb ==bxch _.'rth_.- Ew = hch_.- ca ==ah + a, ch == boh + b_.-
b+h==a+0oh}, {ah, a, boh, b, oh}]:

nl= cal=0.1:va=10; cb0=0.1;Ea =108 Eb=10"*-5; kw =10"-14;
vedq =vaxcal /chl: dr=0.1: nf = 2 «Round [veq / dw] ;
lista={}:

InfAal= For[i=0, i = nf, 1++,
Vvb=dvexi;ca=-caleva,/(va+vb); chb=vbxchl/ (va + vh);
s0l = Solwve[egl, h]:
ph=-Log[1l0, sol[[4, 1, 2]11]1:
lizsta = AppendTo[lista, {vk, phl]:]:
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nfi]= pl = ListPlot[lista, AxesLabel + {"Vb (mL)", "pH"}]

oH

il
¥
.l-n""‘ll
-

K1

anwn®
papnaman?
g
Tl

= 10 i3 20

Out[E]= = Graphics =

En este caso, la comparacion de la curva obtenida (azul) con la correspondiente al sistema acido fuerte — base
fuerte (rojo) nos muestra un efecto similar al del apartado 9.5.1, aunque la desviacion de ambas curvas se

produce ahora mas alla del punto de equivalencia, es decir, a valores de pH altos:

FH

12| //_/—_

10

L]

La disminucion en la amplitud del salto de pH se produce ahora de tal modo que el pH del punto de

. . O] r o 11
equivalencia de desplaza a valores acidos. Comprobémoslo numéricamente:

In[f]= ajuste = FindFit[lista, a+ b« ArcTan[c« (x-4)], {a, b, c, 4}, x]:

nEl:= a=ajuste[[1l, 2]]: b =ajuste[[2, 2]]: c=ajuste[[3, 2]]: d=ajuste[[4, 2]]:

11 , . . . .
En el caso que nos ocupa la curva no se desvia del perfil arcotangente, por lo que no serd necesario aplicar la estrategia del

apartado anterior. Incluimos en el ajuste todos los puntos de 1ista.
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n@]= fun[x ] =a+bxArcTan[c= (x-d)]:
P2 = Plot[fun[x], {x, 0, 20}, AxeslLabel - {"Vb (mL)", "pH"}]

FH

Vb [mL]

5 10 15 20
Out[id]= = Graphics -
In[11]:= Show[pl, p2]

oH

Out[11]= = Graphics -

in[1z]:= d1f[x ] = D[fun[x], x]:
d2f[x ] =D[fun[x], {x, 2}]:
Plot[{d1f[x], dA2f[x]}, {x, 0, 20}, PlotStyle -+ {RGBColor [0, O, 1], RGBColor([1, O, O]},
Axeszlabel -+ ["Vb (mL)", "dif,d2f"}]

dif,d2f

6

4

2

Vb [mL}
5 1 15 20
—4
Out[14]= = Graphics -
In[15]:= weq = Solve[d2f[x] = 0, x]
ou[if]= [{x—= 9.98738}]
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in[16]:= Fum[weq[[1, 1, 2]1]]

out[ié}= 5.07871

9.5.3. Acido débil — base débil

Simulamos la curva de valoracion del mismo modo que en las secciones anteriores, asignando esta vez

constantes de equilibrio bajas tanto para el acido como para la base:

In[i]:= ClearAll["Global "]

nZ= &gl = Eliminate[{ka--axh /ah, Eb =bxoh /boh, Ew==hxoh, ca ==ah+a, cb==boh + b,
b+h==a+0ch}, {ah, a, beh, b, ch}]:

nf?l= cal=0.1;va=10; cb0=0.1;ka =10*-4; kb= 10"*-5; kw = 10" -14;
veq = vawxcal /cbl; dv = 0.1; nf = 2 «Round [wveq / dv];
lista={}:

Infl= For[i=0, i=nf, i1++,
vb=dvxirca=-calzeva,/ {(va+vb); cbh=vb«chld/ {va+ vh):
0l = Solveleql, k] :
ph = -Log[10, sol[[4, 1, 2]1]11:
lista = AppendTo[lista, {vb, phl}]:]:

n[E]= ListPlot[lista, Axeslabel - {"Vb (mL}", "pH"1]

rH
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r"" T 1
- L Vb [mlL]
! 5 10 15 20
Out[E]= - Graphica -

La comparacion de esta curva con la correspondiente al sistema acido fuerte — base fuerte muestra que las
dos curvas se desvian una de la otra a ambos lados del punto de equivalencia, como resultado de la

superposicion de los efectos evidenciados en los apartados 9.5.1y 9.5.2:
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En este caso, el pH en el punto de equivalencia dependera de la fuerza relativa del &cido frente a la base.
Como en el ejemplo hemos supuesto que K, > Ky, se espera un desplazamiento del punto de equivalencia
hacia valores de pH menores que 7. Para comprobarlo procedemos de igual forma que en 9.5.1,
seleccionando los puntos comprendidos entre V, =5 mL y V, = 15 mL para llevar a buen término el ajuste a

una funcidn arcotangente:

In[f:= lista? = Take[lista, {nf /4, 3«nf /4}]:
Infgl= pl = ListPlot[liszta?, Axeslabel -+ {"Vb (mL)", "pH"}]

FH

1 1 1 T.q:' :m_'L:
8 10 1z 14
out[E]= - Graphics -

In@]:= ajuste = FindFit[lista?, a +bx ArcTan[cx (x-4)], {a, b, o, d}, x]:

n(i0]:= a=ajuste[[1, 2]]1: b =ajuste[[2, 2]]rc=ajuste[[3, 2]]:d =ajuste[[4, 2]]:
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In[11]= fun[x ] =a+bxArcTan[c« (x-d)]:
p2 = Plot[fun[x], {x, 5, 15}, Axeslabel - {"Vb (mL)", "pH"}]

rH

Out[12]= = Graphics -

In[(13]:= Show[pl, p2]

FH

Out[12]= = Graphics =
in[14]:= d1f[x ] =D[fun[x], x]:
d2f[x ] =D[fun[x], {x, 2}]:
Plot[{d1f[x], d2f[x]}, {x, 5, 15}, PlotStyle + {RGBColor[0, O, 1], RGBColor[1, 0, O]},
Axeslabel » {"Vbh (mL)", "di1f,d2f"}]

dlE,d2E

a3 F

[>]

Vb [mL]

Out[16]= = Graphics =
In(17]:= wveq = Solve [d2f[x] = 0, x]

out[17]= {{x—+ 9.9555511
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In[12]:= fun[wegq[[1, 1, 2]1]]

ou[ig]= 6.41077

Tal como se predijo, el pH obtenido es menor que 7, como resultado de la mayor constante de disociacion

del acido frente a la base.

Estos ejemplos ponen de manifiesto que el pH en el punto final de una valoracion acido — base (punto de

equivalencia) es funcion de la fortaleza relativa entre el dcido y la base. Unicamente cuando ambos tengan

idénticas constantes de disociacion, el pH del punto final de la valoracion sera exactamente igual a 7.

9.6. Cromatografia gas-liquido. Ecuacién de Van Deemter

En el apartado 8.3 se planted el problema de un ajuste no lineal mediante el comando Selver de EXCEL".

Por su parte, MATHEMATICA® permite llevar a cabo regresiones no lineales, si bien para ello debe

cargarse previamente en memoria el paquete adecuado. Se ofrece a continuacion un ejemplo de codigo

MATHEMATICA® para llevar a cabo el ajuste de los datos experimentales listados en el apartado 8.3 a la

expresion de Van Deemter.

n[]= ClearAll["Global "]

Infz]:= == Statistics HonlinearFit~

np= datos = {{3.4, 9.59}, {7.1, 5.29}, {16.1, 3.63}, {20, 3.42}, {23.1, 3.46},
[34.4, 3.06), {40, 3.25), {44.7, 3.31}, {65.9, 3.5}, {78.9, 3.86],

[96.8, 4.24), [115.4, 4.62], {120, 4.67}};

In[4:= regress = HonlinearBegress [datos, axx+b/x+d, x, {{a, 1}, {b, 1}, {d, 12.5}},
RegressionReport -+ {ParameterCITable, SinglePredictionCITablel]

Out[4]= {ParameterEIIableﬂ

Estimate Aaymptotic SE
a 0.02435846 0.000966832
4 26.7279 0.487412
d 1.56807 0.075572

SinglePredictionCITable =

cI
[0.0222043, 0.0265128)
[25.6418, 27.8139) '
[1.39969, 1.73646)

Obaerved Predicted Asymptotic SE CI

9.549 9.51203 0.145749 {9.18728, 9.83678]}
5.29 5.50551 0.116516 {5.24589, 5.76512}
3.63 3.62038 0.115086 {3.36394, 3.87679}
3.42 3.39164 0.115042 {3.13531, 3.64797}
3.448 3.2878 0.114852 {3.0319, 3.54371}
3.06 3.18298 0.113603 2.929846, 3.43681114
3.25 3.21081 0.112935 2.95895, 3.4822 }J
3.31 3.25484 0.11244 {3.00431, 3.50537}
3.2 3.57889 0.111625 {3.33017, 3.82748}
3.86 3.82872 0.112601 {3.57783, 4.07961}
4,24 4,2021 0.115956 {3.94373, 4.46047]
4.82 4.61087 0.12181%8 {4.33924, 4.58209]
4.87 4.7138 0.123613 {4.43841, 4.989248]
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La representacion del ajuste y de los intervalos de imprecision puede obtenerse como sigue:

Inf]= predicted = {}: lower = {}: upper= {}:
For[i=1, 1= Length[regress[[2, 2, 1]]], 1 ++,
predicted = AppendTo[predicted, {datos[[i, 1]], regress[[2, 2, 1, i, 2]]1}]1:
lower = AppendTo [lower, {datos[[1, 1]], regress[[2, 2,1, i, 4, 1]]}]:
upper = AppendTo [upper, {dates[[1, 1]], regress([[2, 2, 1, 1, 4, 2]]}]:]:

In[f]:= == Graphics MultiplelistPlot”

In[g]= MultiplelListPlot[dates, predicted, lower, upper,
SymbolShape - {PlotSymbol [Diamond] , Hone, Hone, Honel,
Plotdoined - {False, True, True, Truel},
Plot3tyle - {Antomatic, Antomatic, Dashing[{0.023, 0.023}], Dashing[{0.0253, 0.025}]1},
FlotLegend —+ {"cbserved", "predicted", "lower", "upper"}]

F] ocheerved

predicted

— — - lower

— — - upper

Out[@]= - Graphica -

Cabe mencionar que, aunque la expresion empleada para realizar el ajuste es una combinacion lineal de
funciones de base, el comando NonlinearRegress es capaz de ajustar datos experimentales a expresiones no

lineales en sus parametros.
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10. Problemas para trabajo autonomo

Como se indica en el prologo, este texto ha sido escrito como material de apoyo de la asignatura
introductoria al uso de las Nuevas tecnologias de la informacion y la computacion que aparece en primer
curso del grado en Quimica. Dicho grado ha sido disefiado en base a créditos ECTS, los cuales incluyen,
ademas de trabajo presencial (que se corresponderia mas o menos con el material desarrollado en los
capitulos anteriores), trabajo no presencial. Cada tema de la asignatura se debe completar con la resolucion
de ejercicios fuertemente conectados con los desarrollados presencialmente, que deben resolver los
estudiantes por su cuenta, con el apoyo de tutorias donde podran comentar con el profesor las dificultades
encontradas y se realizara la correccion. Ademas, a lo largo del curso, cada estudiante realizara, en equipo
con un compafiero/a, un trabajo donde resolvera un problema completo, cuyo desarrollo incluira una primera
etapa de busqueda en la web, siguiendo las indicaciones del capitulo 1, que contextualizara el problema y se
encontrara, si fuese necesaria, informacion para su resolucion practica. En una segunda etapa se realizara la
elaboracion y disefio del trabajo a desarrollar, incluyendo su resoluciéon mediante la aplicacion de los
programas MS EXCEL® y MATHEMATICA® estudiados a lo largo del curso. En una tercera etapa se
escribird una memoria que, eventualmente, podria ser presentada oralmente. En el presente capitulo se

incluye una lista de problemas enunciados que pueden servir de base para este tipo de trabajo.
10.1. Calculo de la capacidad calorifica del aluminio a 298K usando el modelo de Debye

Hacia 1912 Peter Debye desarrollé6 un modelo para la estimacion de la contribucion de las vibraciones de los
atomos en la red de un sélido a la capacidad calorifica molar de éste. Mediante consideraciones de

Termodinamica Estadistica, obtuvo la siguiente expresion para capacidad calorifica molar,

lxo 4 x

3[de,

c, =9N ,k
v AB}COO(ex—l)Z

donde ¢, es la capacidad calorifica molar, N, el nimero de Avogadro, k3 la constante de Boltzmann, x es un

parametro adimensional que se integra desde cero hasta x, =7, /T , siendo T la temperatura absoluta 'y 7

la llamada temperatura de Debye, que para el caso del aluminio toma un valor de 398K.

Se propone estimar la capacidad calorifica molar del aluminio mediante integracion numérica de la ecuacion
anterior. Se deben realizar la integracion usando el método de los trapecios y el de Montecarlo, programando
tanto con MS EXCEL® como con MATHEMATICA®. A efectos de integracion de Montecarlo, el niimero
aleatorio se puede obtener con MS EXCEL® mediante la orden ALEATORIO() y, cuando usemos
MATHEMATICA®, mediante el comando Random]].

La imprecision del calculo integral con Montecarlo se puede evaluar repitiendo el proceso k veces. Entonces

se asigna la media de las capacidades calculadas como valor propuesto para dicha capacidad calorifica y se
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estima la correspondiente imprecision como el doble de la raiz cuadrada de la desviacion cuadratica de la

muestra formada por los & valores calculados.

Se debe hacer un estudio del diferente grado de precision que se consigue al aumentar el numero de
evaluaciones de la funcidon (nimero de intervalos mas uno en el método de los trapecios y numero de
evaluaciones en Montecarlo). También se debe comparar uno y otro método cuando el numero de
evaluaciones de la funcion es reducido o considerable. Finalmente, podemos comparar con mejoras del
método de Montecarlo, como por ejemplo con el método de QuasiMontecarlo (algoritmo de Halton-
Hammersly-Wozniakowski) que se encuentra implementado en MATHEMATICA®, asi como con mejoras
del método de los trapecios, mediante las integraciones de Newton-Cotes, asimismo implementadas en
MATHEMATICA®. En las capturas de imagen siguientes vemos un calculo Montecarlo simple, sin

estimacion de error, realizado con MS EXCEL® y MATHEMATICA®,

I
S rteo [Aoin g pests feesn genesets Da Woes D Addgerce -:1:1:]
DEddY AT Ihn-o - QI-BUIH DD T,
Sl RN BN Fexw RO A,
pme = &
A B c D E | F G =
1
2 N=|  6,02E+23] e 398 Xo=| 1,33557047]
3 ke=|  1,38E-23| = 298|
4
5 N X f(x)
] 1] 1,32231902| 1,51456691
T 2| 1,02570447| 0,96448877
8 3| 0,85331787| 0,68553089
9 4| 0,01238051| 0,00015328)
10 5| 0,33433828| 0,11074661
11 6| 0,98629724| 0,89761591
12 7| 1,15037637| 1,18659647
13 8| 0,53798018| 0,28254208 |
10000 9995| 0,89869686| 0,75542378 E
10001 9996| 0,93446382| 0,81236057
10002 9997| 0,94674314| 0,83227001
10003 9998| 0,00502002| 2,5201E-05
10004 9999| 0,16777328| 0,02808194
10005 10000| 1,22528057| 1,32678576 Cy
10006 0,54202972 22,75
10007
10008 -

i« < > vil\Hoja1 {FHojs? { Foia3 /. Kl I
Listo

[ il

e (% Metodo MCx) H

(* Temperatura abscluta (K):= ta ; Temperatura Debye (K):= td %)
ta=298; td=2398;

Print["La temperatura abseluta es ", ta, " K, La temperatura Debye "
td, "™ E")#

(# limites de integracién (a,b) )

a=0;

b=td/ta;

(#Constantes =)

nav = 6.023%10%; boltz =1.381#10"%*; coe = 9xnavsboltz /b°;

np = 10000; int = 0;
For[i=1,1i<=np, i++,
% =Random[] » (b-a) +a;
y = ((x*4) «Exp[x]) / (Bxp[x] -1) *2;
int=int+y;);
int =int /npx (b-a);
Print["La capacidad calorifica evaluada con Monte Carleo : ",
W[int xcoe, 4]];
La temperatura absoluta es 298 K, La temperatura Debye 398 K
La capacidad calorifica evaluada con Monte Carlo : 22.7908

i of
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10.2. Raices de una funcion. El método de la biseccion.

A veces, el método de Newton puede presentar una convergencia lenta. Incluso puede divergir, por ejemplo
si la raiz se encuentra cerca de un punto de inflexion. En tales casos, el llamado método de la biseccion es
una alternativa segura, aunque relativamente costosa si se quiere una alta precision en el resultado. Este
método hace uso del teorema de Bolzano para funciones continuas. Dicho teorema afirma, como se muestra
en la figura, que si tenemos una funcion continua que en los extremos de un intervalo tiene signos distintos,

entonces debe haber un punto interior del intervalo donde la funcién se anula.

)

"er

===

Con este teorema en mente, la forma de buscar la raiz de funcion podria ser la siguiente: en primer lugar
dibujamos la funcién para tener una idea de por donde buscar la raiz. A partir del la grafica tomamos las
abscisas (x,,x; ) alaizquierda y derecha de la raiz y calculamos el valor de la funcion en dichas abscisas,
las cuales deben tener signo distinto. Sin detrimento de generalidad, supongamos que hemos encontrado que
f(x,)>0,y que por tanto f(x;)<0 (la alternativa contraria se resolveria de modo similar). Llamamos
Xy, =(x, +xp)/2 al punto medio del intervalo y calculamos f(x,, ). Entonces, si resulta que
f(x,, )<0 definimos un nuevo intervalo(x,,x,, ) de longitud la mitad del inicial y con la misma propiedad
que la funcién tiene signos distintos en sus extremos (si f(x, )>0, el intervalo que escogemos es
(X,,,%p ), que tendria esta misma propiedad). A partir de este nuevo intervalo reiteramos el procedimiento

hasta que la longitud del intervalo se haya reducido por debajo de la precision que requerimos para el valor
de la raiz. Finalizado el proceso, tomamos el punto medio del intervalo como valor propuesto para la raiz, y

la longitud del intervalo como su imprecision.

Como egjercicio se propone resolver, usando el método de la biseccion, el mismo problema del equilibrio en
fase gas que en el capitulo 4 fue resuelto con el método de Newton y que corresponde al equilibrio

A+ B < C+ 2D con constante de equilibrio

_ (Pc+x)-(Pd +2x)?
- (Pa—x)-(Pb—1x)
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donde P, P, P.y P, representan las presiones parciales iniciales y x la extension en que la reaccion ha

avanzado. Nos encontramos pues ante un polinomio,

Px)=4x® + |4 (P + Py )= K, | x> + 4Py - P+ P24 K (P, + By ) x (P -P2 =K, P, - Py ),

del que debemos encontrar sus raices. En la figura siguiente se han considerado las siguientes condiciones

iniciales: P=1, P,=2, P.=1, P;/~0 at., y se ha tomado una constante K,,= 1. Representamos primero la grafica:

il Erovel - Ieseccdinds

E] o doin Ver fsertwr Formato  Meemenies Duos Veptsna T AdchePOF
DERoU SRy tRB-d w0 @z -TH i @@ -0,
Al

B8 - =

=10 -

.l X

Mrg EESEFCexw Y] ER O-B-A,

L
-
=
{
|

[ P(TOTAL) |

| A B c b E E | G
1
28 (Pc'Pd"2)
3| REACCION: A+B = C+2D Ke= (Atm.)
4 | (Pa’Pb)
i)
& |
7]
B | POLINOMIO: 4"X"3+H4"(Pc+Pd)-Kp)"X"2H4 Pd"Pc+Pd"2+HKe"(Pa+Pb)) X HPc Pd"2-Kp'Pa’Ph)
9 |
19
1) CONDICIONES INICIALES]
Pc Pd
1 | 0 | 1 '
Aproximacion grafica
8,0
8,0
a0
20
= 15 10
X
i} » % Hojal
pipujo~ 3 | Aucformas~ S w [ O E] 4l 9 @ DL F-A-SEE0RE.

Lista

Y después el proceso iterativo de la biseccion:

B
NEFEJY AT A kB a-r

Wegw I Adderor
& T 080 E e

K]

i M

s@.
"

[Temag. doc - Mirosoft word

almixl

Rrg ERElWex="3 E O34,

o & mpwicme
A B c D | E F G H =

34

s (( w xb X fioa) fixb) ) )

36 0,0000 0,5000 0,2500 -2,0000 0,7500 -1,0000
137 0,2500 0,5000 -1,0000 0,7500 -0,2422

38 0,3750 0,5000 0,4375 -0,2422 0,7500 02217

39 | 0,5000 0,4375 0,4688 0,7500 0,2217 0,4774

40 0,4375 0,4688 0,4531 02217 0,4774 0,3475

41 0,4688 0,4531 0,4609 0,4774 0,3475 00,4118

42 0,4531 0,4609 0,4570 0,3475 0,4119 0,3796
| 43 0,4609 0,4570 0,4590 0,4119 0,3796 0,3957
| 44 0,4570 0,4590 0,4580 0,3796 0,3957 0,3876
| 45 | 0,4590 0,4580 0,4585 0,3957 0,3876 0,3917

46 0,4580 0,4585 0,4583 0,3876 0,3917 0,3897
| 47 0,4585 0,4583 0,4584 0,3917 0,3897 0,3907
| 48 | 0,4583 0,4584 0,4583 0,3897 0,3907 0,3902
| 49 0,4584 0,4583 0,4583 0,3907 0,3902 0,3904
|50 0,4583 0,4583 0,4583 0,3902 0,3904 0,3903
151 0,4583 0,4583 0,4583 0,3904 0,3903 0,3904
152 | 0,4583 0,4583 0,4583 0,3903 0,3904 0,3903

53 0,4583 0,4583 0,4583 0,3904 0,3903 0,3903
| 54 \___ 0,4583 0,4583 0,4583 0,3903 0,3903 0,3903)

55 4
RRSCRY; Isl i
iokuor Iy [aucfomass N N\ OJOE AR >-L-A-==E0a.
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10.3. Perturbaciones del equilibrio quimico mediante pequeiias adiciones masicas

En el apartado 5.3 analizamos la respuesta de un sistema cerrado en equilibrio quimico a perturbaciones
externas. En particular, estudiamos una mezcla reactiva de gases ideales, fijando nuestra atencioén en el
desplazamiento del grado de avance de la reaccion quimica en equilibrio al producirse una perturbacion
externa. Vimos que el comportamiento del sistema quedaba cualitativamente reflejado en el principio de Le
Chatelier. En el presente apartado se analizara la extension de este principio a sistemas abiertos, que

podemos enunciar del siguiente modo:

Si tenemos un sistema en equilibrio quimico y producimos una perturbacion que rompe dicho
equilibrio, se generan procesos espontancos en la direccion que tiende a restablecer el

equilibrio del sistema.

Para abordar este estudio se propone partir de la ecuacion termodinamica que rige el cambio de energia libre
AG de reaccion cuando mezclamos, a temperatura constante, ciertas cantidades iniciales de gases ideales y
dejamos que el sistema evolucione hasta alcanzar el equilibrio. Dicha expresion es la siguiente:

AG=RTan—p,

p

donde K, es la constante de equilibrio y O, tiene la misma expresion que K, de cociente de productos de
presiones parciales elevadas a los correspondientes coeficientes estequiométricos, pero mientras K, incluye

las presiones en el punto de equilibrio O, incluye las presiones iniciales de la mezcla reactiva.

A pesar de su aparente similitud, estas dos magnitudes son profundamente diferentes. Asi, mientras que K, es
la constante de equilibrio y por tanto so6lo depende de la temperatura, O, no es mas que un cociente de
productos de presiones parciales iniciales, y depende del valor de cada una de dichas presiones parciales

iniciales que hemos escogido para provocar la reaccion.

Cuando preparamos una mezcla reactiva de gases ideales, si escogemos las presiones parciales que
corresponden al equilibrio, entonces O, coincide con K,, AG es cero y el sistema no evoluciona. Si a
continuacion perturbamos el sistema, sin variar la temperatura, mediante la adicion de una pequena cantidad
de uno de los reactivos o productos, tenemos que K, (que solo depende de la temperatura) permanece
invariable, mientras que alteramos el valor de O, y rompemos el equilibrio. Como respuesta a la
perturbacion, el sistema reacciona para variar las presiones parciales hasta reencontrar el equilibrio, que a
esta temperatura estd definido por K,. Supongamos que adicionamos un reactivo. Si con dicha adicion
hacemos crecer el denominador de Q, resulta que O, < K,, por lo que el sistema evolucionara hacia la
derecha (hacia productos) con objeto de aumentar el valor de Q, hasta hacerlo coincidir con K.

Contemplemos este mismo escenario desde el punto de vista de la energia libre. Puesto que tenemos una
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situacion donde Q, < K, la ecuacion que rige el cambio de energia libre AG de reaccion nos indica que AG

<0, por eso el proceso de formacion de productos es un proceso espontaneo.

Si adicionamos un producto y con dicha adicién hacemos crecer el numerador de Q,, resulta que O, > K, por
lo que el sistema evolucionara hacia la izquierda (hacia reactivos) con objeto de disminuir el valor de O,
hasta hacerlo coincidir con K, Desde el punto de vista de la energia libre, puesto que tenemos una situacion
donde @, > K, la ecuacion que rige el cambio de energia libre AG de reaccion nos indica que AG > 0, por
eso el proceso de formacion de productos no es espontaneo, y por esta misma razén la reaccion avanza

espontaneamente en sentido contrario, esto es, en la direccion de formacion de reactivos.

En los parrafos anteriores se ha tenido especial cuidado en no afirmar que la adicién de un reactivo/producto
comporta necesariamente una disminucion/aumento de (,. Ello es cierto si tal adicion se realiza a
temperatura, volumen y nimero de moles de las otras especies presentes en el reactor constantes, pero no

necesariamente si en lugar de fijar el volumen fijamos la presion total.

En efecto, puesto que p;V =n;RT , concluimos que:

RT Av
Qp :Qn(TJ 5

donde O, es una expresion como (,, donde escribimos moles #; en lugar de presiones parciales p;.

Si ahora fijamos la temperatura 7'y el volumen V, tenemos que aumentos/disminuciones de (, implican

necesariamente aumentos/disminuciones de Q,.

. n;
Sin embargo, desde p; =x;P = WZP , donde N es el nimero total de moles, tenemos que:

P Av
Qp =Qn(ﬁj :

Si mantenemos la presion total P constante y aumentamos los moles de un producto, O, aumenta, pues
hacemos crecer su numerador. No obstante, el término (P/N)*" puede llegar a disminuir con tal intensidad
que haga que O, disminuya. Vedmoslo en un ejemplo numérico: Imaginemos una reaccion en la que el

coeficiente estequiométrico del producto A es v , =1 y en el que la variacion de coeficientes de productos
menos reactivos sea Av =2. Supongamos una situacion de referencia donde ng) =1, NV=2, que
adicionamos una mol de producto A y, por tanto, que pasamos a otra situacion definida por n;z) =2,

N =3 Enla primera tenemos Q,gl) y en la segunda Q,(,z) .

Veamos que la adicion de producto A hace, obviamente, crecer la Q,, . En efecto, el cociente:
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2 (2)\V 1

’g ) = nA :(EJ :2
1 1

(1) ng)

es mayor que la unidad.

Calculemos ahora el cociente entre las O,

0y o (N :2[3)2 8
1 1 2
W\ N 3) 9

Vemos pues que, para esta estequiometria y condiciones, un aumento de O, ha implicado una disminucién

de Q,.

De manera analoga, la adicion de un gas inerte a temperatura constante, puede alterar las presiones parciales
si mantenemos constante la presion, pero no si consideramos constante el volumen, por tanto, en el primer

., oy . 12
caso supone una perturbacion del equilibrio y en el segundo no.

El trabajo completo que se propone en este apartado se deberia comenzar mediante una busqueda de
informacioén en la web sobre los fundamentos termodinamicos que rigen las reacciones quimicas y, en
particular, de la ecuacién termodinamica, mencionada maés arriba, que rige el cambio de energia libre AG de
reaccion cuando mezclamos cantidades iniciales de gases ideales y dejamos que el sistema evolucione hasta
alcanzar el equilibrio a temperatura constante. En el estudio concreto que se propone, para conocer el sentido
del desplazamiento se sugiere calcular el nimero de moles de cada componente antes y después de la

perturbacion.

En el ejemplo siguiente fijamos la cantidad de moles de todos los gases afiadidos, excepto del producto A,
cuya cantidad se elige de modo que la reaccion avance o retroceda (como nos indica el signo del grado de

avance de la reaccion).

In[(1]:= Off [zeneral::spell, General::spelll]:
Infz]:= ClearAll["Global ="]:

In[3= na=nal+ eps;
nb = nkl + eps;
nc = ncl - eps;

nt=na+nb +nc+nin;

12 . U . . .

Si mantenemos la presion total constante y afiadimos un inerte, aumentamos el numero total de moles, variamos las fracciones
molares x; de los gases que intervienen en la reaccion y por tanto sus presiones parciales: p; = x; P . Si mantenemos fijo el volumen,
entonces no afectamos las presiones parciales de los gases reactivos, in = niRT , y por tanto no afectamos el equilibrio.
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nfl= al=-0.1; b1 =0.5;cl =-0.001;dl =-0.002; el = -0.000001; r=0.082;
deltaGl = al + bl«t + clxt+ Log[t] + dl«t® + el/t;
Ep = Bxp[-deltaGl/ (rxt)]:

nanb p
T eps]: epsp2 = aux[[2, 1, 2]]:

In[10]:= &uX = Su:rlve[kp ==
nec

In(i1]= epsp=epsp2 /. {Ral -» 1, nb0—+ 1.2, nc0—+ 0.5, nin -»1.3, £ -» 300, p =+ 3}
Out[11]= 0.0659705

In[12]= Print["na = ",

na/. {nal -» 1, nb0+ 1.2, nc0 -» 0.5, nin -=1.5, £ =300, p—+ 35, eps -= epsp},
II; nb = ".l'

nbs. {nal -—» 1, nb0+ 1.2, nc0 -» 0.5, nin -= 1.5, £ -= 300, p—+ 35, eps -= epsp},

":noc =",
nc/. {nal -» 1, nb0+ 1.2, nc0 -» 0.5, nin -=1.5, £ -= 300, p—+ 35, eps -= epsp},
"; nin = ",
nin/. (nall -» 1, nb0—+ 1.2, nc0 -» 0.5, nin -» 1.5, £t -=300, p—=+ 35, eps —=» epspl]
na = 1.06597; nb = 1.26587; nc = 0.43403; nin = 1.5
In[13]= epsp=epsp2 /. nal—+ 1.4, nk0 -+ 1.2, ncl —> 0.5, nin -=1.5, £t -= 300, p -5}
Out[13]= -0.000656903

In[14]:= Print["na = "

r
na/. {nal—-+ 1.4, nb0+1.2, nc0 -> 0.5, nin -»1.5, £t -=300, p—=+ 5, eps -» epsp},
II; I]b = Il‘r

nb /. {nal—+ 1.4, nb0+1.2, nc0 -> 0.5, nin -»1.5, £t -=300, p—=+ 5, eps -» epsp},
II; nc = Il‘r

nc/. {fnal—-+ 1.4, nb0+1.2, nc0 -> 0.5, nin -»1.5, £t -=300, p—=+ 5, eps -» epsp},
II; IllI'.I. = Il‘r

nin/. {nal—+1.4, nb0+ 1.2, ncl -> 0.5, nin -»1.5, £ -= 300, p—=+ 5, eps - epsp}]

na = 1.39934; nb = 1.19934; nc = 0.500657; nin = 1.5

Se debe hacer un estudio en que las adiciones de moles a temperatura constante, incluida la adicion del
inerte, se realicen a presion o a volumen constante. Para acabar se propone abordar y discutir el problema

que se plantea a continuacion.

CUESTION.- Demostrar que para una reaccion en fase gaseosa ideal:

olnQ, VXAV

on; B n; ’
J JPTn,, J

i#j
donde O, es el cociente de productos de fracciones molares iniciales.

Como aplicacion de la ecuacion anterior, indicar, para la reaccion N,(g)+3H,(g) — 2NH,(g), las

condiciones en que la adicion de una pequefia cantidad de N,(g), a presion total y temperatura constante,

desplazara el equilibrio para producir mas N(g).
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Daremos algunas indicaciones para la resolucion de esta cuestion. En primer lugar se debe comprobar que,

en condiciones de presion y temperatura constante, tenemos que:

9 _ O
K, K,

Esto nos permite reescribir la ecuacion termodinamica que rige el cambio de energia libre AG de reaccidon en

términos de fracciones molares,

AG =RTln&
K

X

En segundo lugar se debe comprobar que K, inicamente depende de la temperatura y la presion total, por lo
que su derivada parcial respecto el nimero de moles »; cuando la temperatura, presion y moles del resto de

compuestos permanecen constantes €s cero.

Como se ha discutido mas arriba, no es éste el caso de Q,. Podemos comprobar mediante derivacion directa

de su expresion que:

9lnQ, VT xAY

on; n;
S JPT.n J

oL Ry

Para ello basta escribir las fracciones molares x; que aparecen en la formula de O; en términos de moles,

x; =n; /N, donde N es el numero de moles total, y derivar teniendo en cuenta que la derivada parcial de N

respecto n; vale la unidad.

Podria pensarse que esta misma expresion se obtendria para la derivada del logaritmo de K,. Es cierto, solo
que las fracciones molares y numero de moles son tales que la hacen cero en equilibrio, esto es, cuando Q, =

K..

El resto de la cuestion requiere un razonamiento similar al llevado a cabo con anterioridad. En equilibrio, Oy
=K, y por tanto AG = 0. Si la perturbacion aumenta Qy, se cumplira que Oy > Ky y consiguientemente AG >
0. Por tanto, el equilibrio se desplazara hacia la izquierda disminuyendo Oy hasta que coincida con K. En
cambio, si la perturbacion disminuye Oy se cumplira que Oy < Ky y AG < 0. Por tanto ahora el equilibrio se

desplazara hacia la derecha haciendo crecer O, hasta que su valor coincida con K.

Es interesante comprobar en la reaccion de sintesis de amoniaco mencionada mas arriba que, de acuerdo con
lo que predice la formula anterior y mostramos mediante el codigo siguiente, si la fraccion molar de N,(g) es

menor que 0.5, una pequefia adicion de nitrogeno, a P y T constante, desplaza el equilibrio a la izquierda,
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aumentando mas aun su fraccion molar. Lo comprobamos a la temperatura de 450°C donde la constante de

equilibrio vale K, =4.356- 107 atm™, para una presion total de una atmosfera:

In[1]:= Off [General::spell, General::spelll]:
In[2]:= ClearAll ["Global " ="] :

InfZ]l= (=
nll = meles inciales de H2:;
n20 = moles inciales de H2;
n3il = moles inciales de NH3:

ntl = moles iniciales totals

(%

supenemos P=1, i.e. Ep = Ex
w)

n= nll0=1;n20 =1; n30=1; nt0 =nl0 + n20 + n30;

pli] 2 +3 E]
|: ntl:h.;u:u ;I |: :ntIZI:2: ;I

aux:Solve[4.35610'5 == , X]:del=aux[[4, 1, 2]]:

(o)’

nl=nll0+del; n2=n20+3del; n3=n30-2del; nt =nl +n2+n3;

nl n2 n3
xl = 1 x2 = rH3 = :

nt nt nt
Print["moles: M2 = ", mnl,"; H? = ", n2, "; NH3 = ", n3]
Print["fracciones molares: N2 = ", xl1, ": H2 = ", x2, "» HH3 = ",
x3]

moles: N2 = 0.699081; H2 = 0.0972415; NH3 = 1.680184

fracciones molares: N2 = 0.291507p; H2 = 0.0405484; NH3 = 0.667945

n(10]:= n10=1.1:n20 =1;: n30=1; ntl =nl0 + n20 + n30;

ol 2+ 3 ES
( ntﬂ+;uu ::I ( ntl:I:2: ;I

, X|:del=aux[[4, 1, 2]];

aux = Solve[4.356 107° ==
|:r|3IZI-21: ]IZZ
ntl+2 x

nl=nll+del; n2 =n20+3del; n3=n30-2del; nt =nl +n2 +n3;

nl n? n3
¥l = rx2 = H & H

nt nt nt
Print["moles: M2 = ", nl, "; H? = ", n2, "; NH3 = ", n3]
Print["fracciones molares: N2 = ", x1, ": H2 = ", x2, ": HH3 = ",
x3]

moles: N2 = 0.798536; H2 = 0.0956081; NH3 = 1.60233

fracciones molares: N2 = 0.319789; H2 = 0.0382881; NH3 = 0.641923

Debe pues tomarse el principio de Le Chatelier con cierto cuidado. El sentido de una reaccion quimica, a Py
T constantes, viene determinada por la variacion de energia libre. Una vez alcanzado el equilibrio, éste es
estable. Si lo perturbamos, el sistema respondera intentando minimizar de nuevo su energia libre
evolucionando hasta alcanzar un nuevo equilibrio. Precisamente esto, y unicamente esto, es lo que dice el
principio de Le Chatelier.
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10.4. Simulacion de un espectro de bandas Lorentzianas superpuestas

Los espectros presentan con frecuencia bandas complejas de absorcion que resultan del solapamiento de
varias bandas simples. La razon reside en el hecho de que la anchura de estas bandas simples es mayor que la
separacion entre ellas, lo que impide que sean instrumentalmente separables. Y es que, en el mejor de los
casos, una transicion espectroscopica real dista mucho de ser una linea a una determinada frecuencia, debido
a la llamada anchura natural de la banda que es consecuencia del principio de indeterminacion energia-
tiempo de Heisenberg. La mecanica cuantica nos muestra que en lugar de una linea, la sefal espectroscopica
tiene forma acampanada. Mas concretamente, de campana de Lorentz (o curva Lorentziana) centrada en una

posicion de frecuencia, con una anchura y altura dada, y cuya forma concreta viene dada por la expresion,

A=

2

144V =V0)" V‘Z))
Ay

donde 4, es la altura maxima, v la posicion de frecuencia donde se centra la Lorentziana y Av la anchura

de banda a mitad de altura. En la figura mostramos diversas Lorentzianas de diferente altura y anchura.

En el presente apartado simularemos un espectro como superposicion de transiciones, cada una de las cuales
originando una sefial Lorentziana de altura y anchura determinada. Concretamente, supondremos que hay

tres sefales, con las caracteristicas que indica la tabla siguiente,

Banda 1 | Banda 2 | Banda 3

Ay 1,12 0,15 0,87

Av 32 60,3 41,2

Vo 392 458 519

En las capturas de pantalla siguiente vemos la parte alta de la hoja donde estan los datos y calculamos la

suma de sefales, el espectro resultante y las Lorentzianas que lo componen.
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Una vez escrita la hoja de calculo que reproduce este espectro, se propone la busqueda en la web de
informacion sobre el tema, asi como de algiin espectro tabulado, por ejemplo de MNR, con objeto de

proceder a su reconstruccion grafica.
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10.5. Deconvolucion de un espectro como suma de bandas Gaussianas superpuestas

Comentédbamos en el apartado anterior que los espectros presentan bandas complejas de absorcion que
resultan del solapamiento de bandas simples que se superponen, y que cada banda simple, incluso en el caso
ideal de ausencia de perturbaciones externas, lejos de ser una linea espectroscopica, tiene forma acampanada.
Concretamente es una curva Lorentziana centrada en una posicion de frecuencia, con una anchura y altura
dada. A parte de la anchura natural de la banda, que deriva del principio de Heisenberg, hay otros factores
que pueden contribuir a que la sefial espectroscopica se ensanche aiin mas. Entre otros factores podemos
nombrar el efecto Doppler, debido al distinto estado de movimiento de las moléculas que absorben, los
efectos de presion y de saturacion, etc. Estos efectos adicionales y perturbaciones pueden llegar a ensanchar
e incluso deformar la sefial. Asi, en muestras gaseosas, incluso a baja presion y siendo iluminadas con
radiaciones poco intensas, la agitacion térmica hace que el efecto Doppler ensanche y deforme las bandas
correspondientes hasta darles un aspecto de bandas tipo Gauss, con un decaimiento mas pronunciado que las

curvas Lorentzianas. La curva de Gauss viene dada por la expresion,

(v-vgy)?

0_2

A=Ay - Exp| -

donde 4, es la altura maxima, vla posicion de frecuencia donde se centra la curva yO'2 la desviacion

cuadratica. En la figura mostramos el diferente decaimiento de dos curvas similares, una de cada tipo.

Se propone como ejercicio que se tomen los valores que se han obtenido en el apartado anterior como si
fueran los datos de un espectro experimental y que se deconvolucione dicho espectro como suma de sefiales
gaussianas. Para llevar a cabo esta operacion, lo primero que tenemos que hacer es observar el espectro y
determinar visualmente cuantos picos intervienen. Por tanto, procederemos a representar graficamente el

espectro.
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El examen de la figura nos indica la existencia de dos picos fuertes, mas uno pequefio entre 440-480 nm que
impide que la sefial decaiga hacia un valor nulo de absorbancia en esta region. Utilizaremos la macro Solver
del MS EXCEL® para ajustar este espectro experimental. A la vista de esta figura, podemos tomar los

siguientes valores iniciales para el ajuste (en realidad se podrian tomar valores mejores. Estos valores ponen

de relieve el proceso de ajuste de la macro):

Banda 1 | Banda 2 | Banda 3
Apy 1 1 1
o 30 30 30
Vo 390 460 520
Los valores 6ptimos a que llega el Solver son los siguientes:
Banda 1 Banda 2 Banda 3
Anm 1,056517568 0,305176649 0,833859255
c 23,80715356 31,37039406 30,83943184
VM 391,5043001 452,1182771 519,2774831
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En la figura mostramos la curva experimental y el ajuste,
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Una vez escrita la hoja de calculo que reproduce el ajuste de este espectro, se propone la busqueda en la web
de informacion sobre el tema, asi como de alglin espectro experimental que se debe descomponer como suma
de curvas de Gauss o de Lorentz, y discutir la bondad del ajuste obtenido con uno u otro tipo de curvas en
funcién de las caracteristicas del espectro ajustado (alta o baja temperatura, estado gas o liquido, y demas

factores que aconsejen optar por uno u otro tipo de curva para la transicion espectroscopica).
10.6. La orden Solve de MATHEMATICA® en ejemplos de aplicacién quimica
10.6.1. Ajuste de ecuaciones redox

Considerad la reaccion MnO4K + ClyFe+ CIH = ClyMn + ClyFe + CIK + H,O . Estableced un balance

de materia para cada uno de los siete elementos que intervienen y ajustad la reaccion anterior, usando Solve.
Tomad valor unidad para el coeficiente de uno de los compuestos. Si las soluciones encontradas no son

enteras, tomad valor uno como coeficiente del compuesto cuyo coeficiente es el menor y repetid el proceso.
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10.6.2. Equilibrios simultdneos: quemando carbdn con vapor de agua a altas temperaturas

Consideremos que afiadimos un exceso de carbon (grafito) dentro de un cilindro cerrado donde hay un mol
de vapor de agua, ambos compuestos con una temperatura inicial de 1000K. El cilindro esta provisto con
émbolo y piston que permiten variar el volumen, y estd sumergido en un bafio isotermo a la temperatura de
1000K, de manera que se extrae el calor de reaccidon y se mantiene constante la temperatura del cilindro. El

émbolo movil permite fijar la presion total a 1 atmdsfera. Se producen tres reacciones quimicas simultaneas:
C(s)+2H,0(g) %= COy(g)+2H,(g)
C(s)+COy(g)=2CO(g)
C(s)+2Hy(g) = CHy(g)

A esta temperatura, las constantes de equilibrio en funcién de las presiones parciales son respectivamente

3.31 atm, 1.7 atm y 0.093 atm™". Se deben calcular las presiones parciales de todos los gases en equilibrio.

Este es un tipico problema de n ecuaciones con 7 incognitas que se resuelve facilmente con la orden Solve o
NSolve de MATHEMATICA®, una vez establecidas las ecuaciones. Se recomienda, dado que simplifica el
algebra, que se expresen los moles de los distintos compuestos en funcion de los distintos grados de avances
de cada una de las reacciones. Se advierte que, a pesar que tenemos datos de constantes K, (constantes en
términos de presiones parciales) se escriban las presiones parciales en términos de la presion total y el
niumero de moles, porque a lo largo de la reaccion puede haber variacion del volumen, de modo que el
cambio de presiones parciales no se deba tnicamente a la variacion de moles, sino también a la del volumen
que se requiere para fijar la presion total a una atmdsfera. Finalmente se debe tener presente que, a la hora de
escoger la solucion con sentido fisico, los grados de avance de todas las reacciones han de ser positivos, pues
en el instante inicial se introducen s6lo los reactivos de la primera de las tres reacciones en cadena. También
debemos despreciar soluciones que den presiones parciales negativas, etc. Debe tenerse presente que so6lo

una de las soluciones puede tener sentido fisico. Con los datos del problema, las soluciones son:

Print["ph2o=", (1-2el) /n,
", pco2= ", (el -e2) /n,
", ph2= ", 2 (el -e3) /n,
", pco= ",2e2/n,
", pchd= ", e3/n,
", P =, ({1-2el) +(el-e2)+2 (el-e3) +2e2+e3) /n 1

ph20=0.0715601, pco2= 0.0762868, ph2= 0.471368, pco= 0.360122, pchd= 0.0206635, P =1.

Una vez encontradas las soluciones de este ejercicio académico, seria un buen trabajo adicional la busqueda,
en la web, de informacion sobre un problema real de reacciones complejas, junto con datos y constantes de

equilibrio que permita resolverlo.
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10.7. Series espectroscopicas del atomo de hidrégeno

En 1885, Balmer descubrid, de forma empirica, una ley matematica a la que se ajustan las longitudes de onda
de las distintas lineas espectrales correspondientes al espectro de emision del atomo de hidrégeno. Dicha

formula es la siguiente:

_ 1 1
V=—=Ry| 5|,
PR (SR
donde V representa el nimero de ondas y se suele expresar en cm™ ; A representa la longitud de onda que

podemos expresar en nm (1 cm = 10’ nm) ; R, =109677,6 cm™! es la constante de Rydberg ;n; =1, 2, 3,...
H

es un niumero cuantico (n; = 1, para todas las lineas de la serie Lyman; n; = 2, para todas las lineas de la serie
Balmer; n; = 3, para la serie Paschen, etc.) ; finalmente n, = n; + 1, para la primera linea de cada serie; n; + i,

para la i-ésima linea de cada serie.

Se propone calcular las diez primeras lineas de la serie Lyman, correspondientes a las diez primeras
transiciones desde una orbita excitada hasta la primera; las diez primeras lineas de la serie Balmer y las
correspondientes a la serie Parchen. Se debe prestar especial cuidado al formato y obtener un cuadro como el

que aqui se adjunta:

IR |Visible| UV

Finalmente, se debe representar el espectro de emision del atomo de hidroégeno para la series de Lyman,
Balmer y Paschen. Para ello, puede crearse una nueva columna en la que se indique una intensidad constante
para todas las transiciones. Si se realiza una representacion XY (dispersion) en la que se representa la
intensidad frente a A, se incluyen barras de error en la Y, se eliminan los puntos y se adapta el formato de

manera conveniente, se obtiene un grafico como el siguiente:

4 Serie Lyman R

90 95 100 105 110 115 120 125
nm

e J
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10.8. Variacion del potencial de electrodo con el pH

Recordemos que una pila o celda electroquimica consta en general de dos semiceldas o electrodos. En uno,
llamada catodo, se produce una reaccion de reduccion y en el otro (anodo) una de oxidacion. Los electrones
que se liberan en un electrodo se pueden hacer circular por un conductor para que lleguen al otro. Si en el
conductor se interpone una bombilla, ésta se ilumina. Para que el circuito quede convenientemente cerrado

hay que comunicar ambos electrodos, normalmente con un puente salino.”

Hio R E—
H- J"J puente

LY
= salino
_Salno

kR : Zn(s)
Pt = = D4
—7n-
g (ac)
He {0 O

Mediante un voltimetro podemos medir la diferencia de potencial entre los dos electrodos, pero nunca
podemos medir potenciales absolutos (de hecho, ni siquiera tiene sentido hablar de potenciales absolutos).
Por este motivo, cuando se habla del potencial de electrodo en realidad uno se refiere a la diferencia de
potencial entre este electrodo y el electrodo estandar de hidrégeno cuando se unen formando una pila, como

por ejemplo se muestra en la figura anterior para el caso del electrodo Zn"*/Zn".

El valor del potencial de electrodo depende de la temperatura, la naturaleza quimica de las especies que lo
forman y de su concentracion. La ecuacion de Nernst proporciona el potencial en funcion de estas variables.
Cuando la concentracidén (o mas propiamente la actividad) de todas las especies electroactivas es la unidad,
el potencial de la pila se llama potencial normal y se suele representar por la letra E°. Asi, en el caso de la

figura anterior, si la concentracién de Zn"? es 1M, el potencial que se mide respecto del electrodo estandar de

hidrégeno es el potencial normal de reduccion E 0 .» - Cuando la concentracion es distinta de 1M, la
Zn" </ Zn

ecuacion de Nernst nos proporciona el potencial que se mediria en dicha pila,

RT
_ 750 &L +2
E0 _Ezn+2/2n " nF Log(Zn™=).

puesto que la actividad del so6lido es la unidad, n es el niimero de electrones intercambiados en el proceso

redox y el término R7/F toma un valor de 0.059 a 25°C.

13 . . . . . .
Un puente salino es un tubo en forma de U lleno de un gel que contiene una disolucion saturada de una sal que no interviene en la
reaccion de la pila y que permite mantener la electro-neutralidad cuando transcurre la reaccion redox.
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En la presente seccion se propone calcular y representar el potencial del par Fe™/ Fe™ en disolucion acuosa
para valores del pH desde pH=0 hasta pH=14. Debe tenerse en cuenta que si el pH se hace basico, tanto el
Fe™ como el Fe™ precipitan sus respectivos hidroxidos, cuyos productos de solubilidad Kps son 10°* y 107,
respectivamente. El potencial normal de reduccion del par Fe™/ Fe™ es 0.76 V. No es preciso recordar que el
producto idnico del agua es 10™*. Considérese que a pH=0, en que ninguna de las dos especies del par
precipita, la concentracion de (Fe™) es 0.667M y la de (Fe™) 1M. Se usaran ambos programas, el MS

EXCEL®y el MATHEMATICA®.

Con estos datos, el resultado que deberia obtenerse puede verse en la figura siguiente.

4 )

Potencial de reduccion del par Fe3+/Fe2+

1,0
0,8 -
0,6
0,4
E 0,2
w 0,0
-0,2 -
-0,4 -
-0,6 -
-0,8 ! ' ' ' ' '

El trabajo completo que se propone en este apartado se deberia comenzar mediante una buisqueda de
informacion en la web sobre las reacciones redox, las pilas electroquimicas, el potencial de electrodo, etc.
que fundamente el procedimiento seguido, asi como localizar algiin caso de interés practico en que sean

utiles diagramas como el construido.
10.9. Cinética enzimatica. Ecuacion de Michaelis-Menten

El mecanismo de Michaelis-Menten se acepta como modelo para la mayoria de reacciones catalizadas por
enzimas. Aunque, como parte de la tarea asociada a este apartado, se propone la busqueda de informacion
sobre cinética enzimatica y el trabajo de Michaelis-Menten, expondremos brevemente este mecanismo.
Llamemos £ al enzima, S al sustrato y P al producto de reaccion. Parece inmediato escribir la ecuacion

quimica en la forma: £+ S — P+ E. Sin embargo, parece ser que el mecanismo es un poco mas complejo:

E+S<(ES)>P+E
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Es decir, hay un primer equilibrio entre reactivos (enzima y sustrato) y un complejo intermedio enzima-
sustrato, inestable y por tanto de pequefia concentracion. Este bien revierte a reactivos, bien rinde productos
y regenera el catalizador de manera irreversible. Suponemos pues que la pequefia concentracion de complejo

permanece estacionaria a lo largo de la reaccion. Esto es, su concentracion no varia con el tiempo,

@zozh [E][s]- &, [ES]- k,[ES].

donde las constantes & , k, corresponden a reaccion en sentido izquierda-derecha y k_; a reaccion en sentido
inverso. Con el balance material, [E0]= [E]+ [ES ], que no dice mas que el enzima inicial se reparte entre
enzima libre y acomplejado, podemos sustituir la concentracion [E], generalmente desconocida, en términos
de [EO] y [ES] en la ecuacién anterior, pudiendo obtener finalmente la concentracion desconocida [ES] en

términos de las concentraciones conocidas de sustrato [S] y la inicial [EO] de enzima:

k[Ey]-[S]
Nk

Puesto que la velocidad de formacion de producto es, de acuerdo con este mecanismo, unicamente

consecuencia de la destruccion irreversible del complejo dando productos, podemos escribir

V:—M:kz[Es]_ klkZ[EO]'[S] _ kZ[EO][S]

dt ko +hky k(S| K, +[S]7

k_y +ky

1

donde K ,; = es la llamada constante de Michaelis-Menten.

Si la concentracion de sustrato es pequefia frente a la constante de Michaelis-Menten, podemos aproximar
Ky + [S] por K,, en el denominador y, en consecuencia, la reaccion parece ser de primer orden respecto
de la concentracion [S] de sustrato. En el caso contrario donde K,, + [S]z [S], la reacciéon muestra orden

cero respecto dicha concentracion. La velocidad de reaccion como funcion de la concentracion de sustrato es

una funcion creciente que presenta un limite asintotico,

ky[Eo)-[S]_ ky[Eo]-[S]
[s] = I, [E,]

Vi = Li =
Max =K, ST Ky +

Por tanto, podemos reescribir la velocidad de reaccion en la forma:

AN
gk

Tal y como esta escrita esta ecuacion no permite un ajuste lineal. Sin embargo, podemos linealizarla si

tomamos como variable la inversa de la concentracion de sustrato y como funcion la inversa de la velocidad:
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11 Ky 1
T —
V VMax VMax [S]

Se propone la realizacion de una hoja de calculo donde se usen ambas ecuaciones para obtener las constantes
Ky Vi - Es decir, se realice un ajuste lineal y otro no lineal (por ejemplo usando la macro Solver) y se

comparen los resultados obtenidos con uno y otro ajuste.

En el ejercicio propuesto se toman la siguiente tabla de datos supuestamente experimentales:

Datos Experimentales
[S] \
0,1 3,33
0,2 5
0,5 7,14
0,8 8
1 8,33
2 9,09

Con estos datos se obtiene el siguiente ajuste no lineal:

=lslx|
) Fitwer Edicld  Vsualtzacid  Insercid Format  Enes Dadss  Finestra  Ajuda Escriviu una preguntaESP = - & X
DEHRS SRIVE & PR F(9-0-8 =3 3|08 -l cw Nk s SEEHBwmE S FEEE--A0
B21 - A (5]
A B \ c ] D | E \ F \ G | H L | J [ K L =
| 5| Michaelis Menten
6
| 7 | Datos Experimentales
8] 5] v
| 9 | 0.1 3,33 Madelo no lineal Modelo lineal
10 0,2 5
|11 | 05 7,14 IV = Viux [S] 1__ K + 1
12 08 8
113 ] KM +[S] V VM4X [S] VMX
113 | 1 8,33
| 14 | 2 9,09
15|
18]
117 | \ AJUSTE NO LINEAL (SOLVER) R
| 18] Vi 10,00 10
119 Ky 0,20 : T
| 20| Datos Experimentales madelo no lineal 7 L
21 [S] v Vajust A D’ s
| 22 | 0,1 3,33 3,331639208 2,687E-06) 12,145225 5 |
| 23 | 0,2 5 4,997989619| 4,04163E-06| 3,294225 44 Area de traget |
| 24 | 0,5 714 7,140960358| 9,22288E-07| 0,105625 3] PR
| 25 | 0,8 8 7,998312569| 2,84742E-06 1,404225 2 Vajust
| 26 | 1 8,33 8,331752619| 3,07167E-06| 2,295225 14
| 27 | 2 9,09 9,089623613| 1,41667E-07| 5,175625 0 : :
| 28 | V> 6,815 SUMA 1,37117E-05 24,42015 0 05 15 2
29 R’ J
\4":‘ » w[\Hojal { Hoja2 £ Hojas /- I«] | ﬂJ—I
Diuix I | Formes agtomdtizues- N\ x OO Ay @l B-Z-A-=S=5 @@
A punt
dmido| |20 @ 2 & & | B (&) Correu : INBOX - Mozlla.., | ) T9_excel_mat | [E8] Temas.doc - Microsaft W.. | [[i] Micrasoft Excel - ajus... LT W MX 2304
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y el siguiente ajuste lineal:

|3 Microsoft Excel - ajust_KM.xls —=]x]
B0 Fitxer Edicid  Wisuslitzacid  Insercid  Format  Enes  Grific  Finestra  pjuda Escrivinuna prequntaESP « _ @ X
DEHRSISRIVE S BB- ¢ 9-6-|8 = -4 4 || @B SN g s =E=s=H= g-o-A-B

Area de tragat ¥ 5

A B | C [ D [ E [ F | G | H \ I | J \ K L =

AJUSTE LINEAL

38 Datos Experimentales Modelo Lineal J 0,02002697 0,09998046 04

39 I5] V 1/[8] 1 8,3021E-06 3,8913E-05| | .
40 0.1 333 10 0,3003003_ 6,7855E-05

41 0,2 5 5 0,2| 5819103,69 4| | o2
42 0,5 7,14 2| 0,140056022
43 0,8 8 1,25 0,125 011
44 1 8,33 1| 0,120048019] Vi 10,00
45 2 9,08 0,5 0,110011001 Ky 0,20 o 25 5 75 10

y = 0,02002607x + 0,09993046
R? =0,99999931

i« » »]\Hojal / Hojaz £ Hojas /- [4] | ol
Dbuic~ [ | Formes sutomatiques~ N\ N O E 4t B F d- d-A-=== @ 3 g
A punt

dimico| | [ O @ L3 E B

m

(&) Universitat Jaume [-... | (5 temas | =) Péi_ajust_KM | 801 Temas. dot - Microso. . | 1{. Mathematica 5.0 r... |||3€] Microsoft Excel - a... |ﬂ] =il e @ W)X 1821

Una vez encontradas las soluciones de este ejercicio académico, se propone como trabajo adicional la
busqueda en la web de informacion sobre un problema real de reaccion enzimatica y la comparacion del

ajuste encontrado en la bibliografia con el ajuste realizado con la hoja de calculo construida.

10.10. Desintegracion radiactiva

Muchos procesos de desintegracion nuclear siguen una cinética de reacciones consecutivas de primer orden
en las que un isotopo original produce un isdtopo descendiente radiactivo, que también se desintegra. Un

ejemplo seria la serie de desintegraciones 210 Bi —3,° Po —23° Pb que representan los wltimos dos pasos

de la serie de desintegracion radiactiva que empieza con el §§8U y acaba con el isdtopo no radiactivo del

Pb. Las vidas medias de una y otra desintegracion son 5.01 y 128.4 dias, respectivamente.

ky

. . k . L .
Si esquematizamos el proceso como 4—1— B C y consideramos cinéticas de primer orden, o sea,
velocidades directamente proporcionales a las concentraciones de reactante, tenemos las siguientes leyes de
velocidad:
dC

—7=k1[A] : %:kl[A]—kz[B] ; E:kZ[B]
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: ., . -k -t i .,
La primera ecuacion conduce a una ley exponencial, [4]= [A]Oe I que sustituida en la segunda ecuacion

diferencial permite integrarla facilmente, dando lugar a

(5] k4], e ht okt

key =k /

y como [C]: [A]o - [A]— [B], es inmediato que

k-t -
kze 1 +k1€

ky =k ky =k

ky:
[c]=[ay| 1~ t

Otras reacciones mas complejas pueden llegar a no tener solucién analitica en términos de funciones

elementales.

Se propone el siguiente ejercicio: Considerad el proceso 4— B— Ccon unas constantes cinéticas
k,=1s"y k, =0.5 57", unas concentraciones iniciales[4], =1M , [B], =[C], =0 y proceded a integrar
numéricamente con MATHEMATICA® (usando la orden NDSolve), desde un tiempo inicial to = 0hasta
uno final 7, =10s. Se deben representar las concentraciones de los tres compuestos frente al tiempo. Debe

comprobarse que la solucion obtenida coincide con las expresiones analiticas deducidas anteriormente. La

solucion que se deberia obtener se muestra en la figura:

Plot[{ea[t] /. =o0l,ch[t] /. =0l, ecc[t] /. =sol},
{t, tmin, tmax}, Frame -> Troe, Framelabel ->

{ "t CNIN(s\A-1N)) ", "C (mel NI\ (LAA-1V\) ) "},
PlotStyle->{Dashing[{0.0,0.0}],
Dashing[{0.025,0.025}], Dashing[{0.01,0.01}]1}]1:

1ET

[}
[#=]
T

Una vez resuelto este ejercicio académico, se propone abordar la serie E%OBi —>§i0 Po —>§g6 Pb , u otras

similares, que deben ser encontradas tras la correspondiente busqueda en la web.
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10.11. Cambios de estado: calor vs. temperatura

Se dispone de los siguientes datos para las capacidades calorificas del agua solida y liquida,

¢, H,O (s) ¢, HO (1)

TEK) | cy(cal/grK) | T(K) ¢, (cal /gr K)
270.,8 0,5018 273 1,00738
268,1 0,4932 293 0,99883
262 0,4861 313 0,99804
2522 0,4668 333 0,99943
242.4 0,4488 353 1,00229
234,7 0,4346 383 1,00697

Para el agua gas encontramos en la literatura la siguiente expresion para su capacidad calorifica molar a

presion constante,

cp =a+bT +dT? cal/mol K

donde a=7.256, b=0.002298 y d =0.000000283.Los calores latentes de fusién y vaporizacion, a las
temperaturas de 273K y 373K son, respectivamente, 79.78 y 539.55 cal/gr.

Se propone la construccion de una hoja de calculo donde, en primer lugar, se ajusten las capacidades
calorificas del agua soélida y liquida a sendos polinomios, como se muestra en las figuras, de donde se han

eliminado los ajustes obtenidos.

4 N (1008 %
0,51 -
1,006 |
0,5 -
0,49 1 M 1004
— 15
5o 0,48 - g0
== p—
S 047 S 1,002 -
2 046 | =
N a 1
= )
S 0,45 1
0,44 0,998 -
0,43 : : : : '
230 240 250 260 270 280 0,996 ‘ ‘ ‘
250 300 350 400
% T(K) J & T(K) y,

A partir de el polinomio del enunciado para el agua gas y los dos polinomios que se han ajustado para el
agua solida y liquida, mas los datos de calores de fusion y vaporizacion, se debe calcular el calor (en
calorias) que absorbe un gramo de agua que esté inicialmente solida a -50°C, hasta llegar a 200°C en estado
de vapor. Debe representarse calor absorbido en funcion de la temperatura Q(7), por una parte, y variacion
de la temperatura con el calor absorbido 7(Q), por otra. Se debe discutir y justificar la potencia refrigerante

del agua en los diferentes rangos de temperatura.
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Los resultados que se deben obtener vienen graficados a continuacion.

. ) ~N
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50 | 00
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04 O 250 1
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| J . J

Como parte del trabajo propuesto se debera buscar informacion sobre el agua coma agente refrigerante y
comparar su poder refrigerante con el de otras substancias, en distintos rangos de temperatura. Es
especialmente interesante la respuesta térmica en los cambios de fase. De hecho, uno de los experimentos
sencillos que se pueden proponer para verlo consiste en tomar una hoja de papel y doblarla formando una
caja abierta por arriba, en la que se pone un poco de agua. A continuacion se pone la caja de papel sobre un
mechero encendido y vemos que no se prende... hasta que se acaba el agua de dentro de la caja, momento en

que se produce la combustion stbita de la caja de papel.

10.12. Ley de Fick

Las disoluciones en equilibrio presentan una concentracion uniforme. Si externamente provocamos un
gradiente de concentraciones (como por ejemplo afiadiendo cierto volumen de disolvente o de soluto sobre la
superficie de la disolucion) creamos un desequilibrio y el sistema responde contra él produciendo un flujo J
de soluto desde zonas de mayor a zonas de menor concentracion. Dicho flujo es mas grande cuanto mas
grande es el gradiente de concentracion provocado externamente. Podemos hacer el siguiente experimento
sencillo para poder observar la existencia del flujo, e incluso el hecho que este es mayor cuanto mayor es el
gradiente. Tomamos un vaso de agua. Con un cuentagotas introducimos subitamente un pequefio chorro de
una disolucion fuertemente coloreada, por ejemplo de disoluciéon violeta de KMnQO,, y observamos después
como se difunde el color violeta a través del agua. Dejamos el vaso quieto y, después de un rato, vemos que

una disolucion uniforme de color rosado llena el vaso. Para ver que a mayor gradiente mayor flujo, tomamos
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dos vasos de agua y dos cuentagotas, uno con disolucion concentrada de KMnO,, de color violeta intenso, y
otra con disolucion diluida de este mismo compuesto, de color rosado. Introducimos simultineamente en
ambos vasos, con sendos cuentagotas, cantidades similares de una y otra disolucion y observamos la

diferencia de velocidad con que el color morado se difunde en el agua.

La ley que gobierna esta difusién se conoce como primera ley de Fick. Esta ley es simplemente la
plasmacion matematica de la proporcionalidad entre flujo y gradiente de concentracion. En el caso sencillo
de la difusion en una direccion, que llamamos z, la primera ley de Fick toma la forma,
J= —Dﬁ
dz
donde J es el flujo, en unidades mol/m’s, o sea, moles por unidad de superficie en la unidad de tiempo, D es
la constante de proporcionalidad que se denomina coeficiente de difusion, y la derivada de la concentracion
respecto de la coordenada z es lo que antes hemos llamado gradiente de concentracion. La férmula incluye
un signo negativo para indicar que el flujo va contra gradiente, es decir, los moles de soluto se mueven desde
las zonas de mayor concentracidn a las zonas de menor concentracion, intentando igualar las concentraciones

en todo el vaso.

En general, mientras se produce la difusion, las concentraciones en las diferentes regiones van cambiando.
Esto es, la concentracion es también una funciéon del tiempo. La ley que indica la manera en que varia la
concentracion con el tiempo se conoce como segunda ley de Fick. De acuerdo con ella, la derivada de la
concentracion con respecto al tiempo es igual al producto del coeficiente de difusion por la derivada segunda
de la concentracion en la direccion del flujo.

do_ o

ot 0z
La segunda ley de Fick de la difusion es una especie de ecuacion de balance para la materia que fluye. No es
necesario demostrar que Entrada — Salida + Generacion = Acumulacion, pero si darle una forma matematica.
A tal objeto consideremos, come se ve en la figura, el volumen diferencial d} que hay entre dos areas A

iguales separadas una distancia diferencial dz.

J6) Sztdy)
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Si consideramos que no hay fuentes y sumideros dentro de dV, desaparece el término Generacion del

balance y queda solo Entrada — Salida = Acumulacion. Identificamos “Acumulacién” con la variacion

temporal de concentracion y “Salida — Entrada” con la variacion espacial de flujo:

_9 _9de
Jz ot

Si sustituimos aqui la primera ley de Fick, obtenemos la segunda. En caso de haber fuentes y/o sumideros

distribuidos en el volumen, la segunda ley de Fick debe incluir un término adicional g(z) de Generacion.

2
dc d°¢c
—=D—+g(z)
ot 0z
Finalmente, en régimen estacionario, la concentracion no varia con el tiempo y la Generacion se compensa
con la diferencia Entrada — Salida. Haciendo cero la derivada temporal de la concentracion en la formula
anterior obtenemos:
0%c 1 (z)
- = — g z
0z? D
Se propone como ejercicio la integracion numérica de esta Gltima ecuacion diferencial en una hoja de
calculo. Para proceder a integrar numéricamente las diferenciales éstas se reemplazan por incrementos

finitos. Asi,

£~C(Z+AZ/2)—C(Z—AZ/2)
dz Az

Reiterando el proceso obtenemos la aproximacion a la segunda derivada,

de(z+Az/2) de(z-Az/2)
d20~ dz dz _c(z+Az)-2c(z)+c(z-Az)
dz? Az Az?

Substituyendo estas aproximaciones en la segunda ley de Fick estacionaria, y llamando g; =g(z),

c;=c(z), ciyy=c(z+Az) y c¢;_y =c(z—Az), obtenemos,

AZZ 2

_ _1
Cip1 —2¢; +¢iy =T & = ¢ =5(¢ip +Ci—1)+5gi

Para integrar necesitamos conocer condiciones de contorno. Consideremos por ejemplo que ¢(z=0)=10 y
c(z=10)=1, que hay difusion estacionaria (con D = 1/2) a lo largo de una cafieria de longitud 10 en la que

existe un sumidero en z =2, G(2) =-3 (lo que significa que g(2)=-3/Az), y una potente fuente en
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z=6, G(6) =8 (ie., g(6)=8/Az)." Lo que debemos determinar es la concentraciéon en funcién de la

posicion z en la cafieria, sabiendo el valor de concentracion en ambos extremos. Establecemos el paso de
integracion Az y construimos tres columnas z;, g, ¢; a intervalosAz. La primera y segunda columna las
conocemos. En particular la segunda es cero en todos los puntos excepto los de coordenada 2 y 6, donde
estan el sumidero y la fuente. De la tercera columna s6lo conocemos el primer y el tltimo valor, el resto de

valores ¢; los calculamos con la formula iterativa que hemos deducido.

Para evitar que la hoja de célculo dé error debido a referencias circulares en las féormulas, desactivaremos el
calculo automatico en la hoja de célculo y activaremos el iterativo. Para ello seleccionaremos “Opciones” del
menu “Herramientas” y alli seleccionamos la pestafia “Calculo” y, en el cuadro que se descubre al
seleccionar la pestafia “Calculo”, escogemos “calculo manual” e “iteracion”. Una vez construida la hoja de
calculo procedemos a realizar el célculo (tecla F9) y a representar el perfil de concentraciones frente a la

coordenada z.

Con los datos del problema el perfil resultante viene dado en la figura adjunta.

4 )
40

30 A

25 -

15 -

0 2 4 6 8 10
< z S

Una vez resuelto este ejercicio en la hoja de calculo, podemos resolverlo de nuevo con MATHEMATICA®

(usando la orden NDSolve).
10.13. Simulaciéon de un espectro de microondas

El espectro electromagnético cubre longitudes de onda muy variadas. Para su estudio, el espectro se divide
en segmentos o bandas, aunque esta division es inexacta. Se denomina microondas a las ondas
electromagnéticas definidas en un rango de frecuencias longitudes de onda entre 30 ¢m y 1 mm, lo que

corresponde a un rango de frecuencias de entre 1 GHz y 300 GHz. El rango de energia que esto comporta es

" Notese que 2(2) es en realidad una densidad, g(z) =G - 5(2 - ZO) , ¥ que su correcta discretizacion es g@(z # Zo) =0;
g(z = Zo) =G/ Az, donde Azesel paso de la discretizacion.
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del orden de las diferencias energéticas entre niveles rotacionales moleculares, por eso se dice que las

microondas activan la rotacion molecular.

Una de las aplicaciones mas conocidas de las microondas es el horno microondas, que usa un magnetrén
para producir ondas a una frecuencia de aproximadamente 2,45 GHz. Estas ondas hacen rotar las moléculas
de agua, lo cual genera calor. Debido a que la mayor parte de los alimentos contienen un importante
porcentaje de agua, pueden ser facilmente cocinados de esta manera. Sin embargo, esta radiacion no es
suficientemente energética para activar la vibracion de la red cristalina que constituye el plato (la diferencia
de niveles vibracionales se corresponde con la region infrarroja del espectro, mas energética que la region de
microondas). En consecuencia, conseguimos calentar la comida pero no el plato que la contiene, al que solo

le llega energia de modo indirecto, en forma de calor, desde el alimento caliente.

En telecomunicaciones, las microondas son usadas en programas informativos de television para transmitir
una sefial desde una localizacion remota a una estacion de television mediante una camioneta especialmente
equipada. Protocolos inalambricos LAN, tales como Bluetooth también usan microondas. La television por
cable y el acceso a Internet via cable coaxial, asi como algunas redes de telefonia celular usan algunas de las

mas bajas frecuencias de microondas.

Volviendo sobre el problema de la rotacion molecular, recordaremos que la mecanica cuéntica indica que no
todas las energias son posibles en un sistema sino que, por lo general, solo existen una serie de niveles de
energia discretos (cuantizacion de la energia). En particular, los niveles de energia rotacional de una
molécula lineal vienen dados en términos de un niimero cudntico J, que puede tomar el valor cero o cualquier

valor entero positivo,
E(J)=hcBJ(J+1)
donde /4 es la constante de Plank, c la velocidad de la luz y B una constante llamada constante rotacional.

La radiacion electromagnética esta compuesta por particulas de luz, llamadas fotones, que al ser absorbidos
por las moléculas les transfieren su energia, lo que provoca una transicion a un estado energético superior.
Pero no todos los estados excitados son accesibles cuando se absorbe un fotén. También la mecanica
cuantica nos proporciona la respuesta, a través de las llamadas reglas de seleccion, que para el caso de la
rotacion en moléculas lineales indica que solo son posibles transiciones desde un estado, definido por el
nimero cuantico J, a otro cuyo numero cuantico difiera de éste en una unidad, o sea, s6lo son posibles

transiciones entre estados energéticamente vecinos.

Debemos indicar que la transicion espectroscopica no es una linea a una determinada frecuencia sino una
especie de campana. Ello es debido a la existencia de la llamada anchura natural de la banda que es
consecuencia del principio de indeterminacion energia-tiempo de Heisenberg. De nuevo, la mecanica

cuantica nos da la respuesta sobre la forma que tiene la senal del espectro. Concretamente, es una campana o
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curva Lorentziana centrada en una posicion de frecuencia, con una anchura y altura dada, que viene

determinada por la expresion

A=A
p— 2 ’
1+4%
Av

donde A4, es la altura maxima, v la posicion de frecuencia donde se centra la Lorentziana y Av la anchura

de banda a mitad de altura.

Finalmente, debemos recordar que cuando realizamos un espectro no tenemos una molécula, sino una
colectividad de moléculas y que no todas ellas estan en el mismo estado energético J, sino que se distribuyen

entre los distintos niveles, de manera que la poblacion o numero de moléculas n(J ) en cada nivel energético

J viene determinado por una formula estadistica en la que interviene la temperatura:

donde J es el namero cuantico, % es la constante de Plank, ¢ la velocidad de la luz, B la constante rotacional,

k la constante de Boltzman y T la temperatura absoluta.

Con toda esta informacion se pretende que se simule un espectro de microondas de una molécula lineal. Si

0—23

tomamos hcB =8-1 julios, T =298K , una anchura Av? =025 cm>, y, para simplificar, se identifica A,

con n(J), el resultado que se deberia obtener se muestra en la figura adjunta.

—
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10.14. Calculo del pH de disoluciones de varias concentraciones de cualquier acido

En este apartado se propone, como trabajo de aprendizaje autdonomo, mejorar las hojas disefiadas en el
capitulo 4 para el célculo del pH de disoluciones. Rescatemos la hoja disefiada en el apartado 4.3 para el

calculo del pH de un acido débil monoprotico:
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El célculo del pH exacto se realiza cambiando manualmente el valor de la concentracion, y el resultado debe

copiarse también manualmente en la casilla correspondiente de la columna D.

Lo primero que vamos a hacer para mejorarla es eliminar todo aquello que resulte superfluo en una hoja que
vayamos a utilizar en el estudio o en el trabajo a modo de software, que en este caso nos calcula el pH de

diferentes acidos a diferentes concentraciones.

En la figura siguiente se presenta un posible formato, de una infinidad de posibilidades, donde podemos ver
las constantes que necesitamos para desarrollar las formulas necesarias (y que renombramos como ka y kw),
asi como los valores de pH exacto para el rango de concentraciones entre 10" y 10™'* M. Es importante notar
que los nuevos nombres de las constantes mencionadas sirven para todo el libro, y no tnicamente para la

hoja en que estan definidos.

El diseno del libro debe ser capaz de recalcular los valores de pH que se presentan en la hoja al cambiar la

constante Ka segun el acido del que se trate.
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Para conseguirlo debemos calcular mediante el método de Newton el valor del pH exacto para la primera
concentracion considerada: 10" M. Este calculo se puede realizar en la misma hoja y después camuflarlo
(cambiando el color de letra a blanco, ocultando, etc.) o en una hoja diferente, a gusto del programador. En
este ejemplo vamos a calcularlo en otras hojas, de manera que no se vea en la hoja principal mas que lo que

le interesa al posible usuario.
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Como se puede observar en la figura, no se debe nombrar como Co la celda de la concentracion (C1), puesto
que debemos calcular simultdneamente 14 valores de pH para 14 concentraciones iniciales diferentes.
Usaremos C$1, nomenclatura que fija el numero de la celda cuando arrastramos formulas con esa expresion,
recurso de EXCEL® que es muy util en estos casos. Puesto que hemos observado que 0.0015 converge a
todas las soluciones en el problema del apartado 4.3, lo mantendremos en el disefio de esta hoja, aunque
puede cambiarse si la experiencia nos muestra que para algunas constantes de disociacion no converge. En
todo caso, aunque en este ejemplo so6lo se ha arrastrado 26 filas la estructura de calculo de la solucion para
poder mostrar el disefio en una figura adecuadamente, seria recomendable elevar el niimero de filas

arrastradas.

Para que el pH exacto calculado en la celda H3 correspondiente a la concentracion 10 aparezca en la celda

F10 de 1a Hoja 1, se debe teclear en ella la formula
=Hoja2!H3

que significa que en la celda de destino aparecera el valor sito en la celda H3 de la Hoja 2. También se puede
teclear simplemente el signo “=" en la celda F10 de la Hoja 1, hacer clic en la celda H3 de la Hoja 2 y

oprimir ENTER en el teclado, el efecto es el mismo.
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A continuacion se copia y pega la Hoja 2 en la 3, se sustituye la concentracion por 0,01 y se repite la
operacion anterior en la Hoja 1, esta vez en la celda F11, donde aparecerd el valor de la celda H3 de la Hoja
3.
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La operacion se debera repetir 14 veces, lo cual no es un trabajo demasiado arduo puesto que se trata de

Copiar/Pegar/Marcar/ENTER, y solo es necesario hacerlo una vez. Cuando el libro esta acabado ya no es

necesario repetirlo nunca mas.

Sirva este ejemplo como modelo para disefio de una hoja que, como minimo, sea capaz de calcular los pHs

de disoluciones de diferentes concentraciones de cualquier acido débil. A partir de aqui es posible incluir

otros calculos de pH o lo que la imaginacion del programador decida. Serd necesario mejorar el libro

utilizando las opciones de bloqueo de celdas, seguridad, contrasefias, etc., lo que elevaria el nivel del trabajo.

10.15. Calculo de interpolaciones a partir de cualquier calibrado

En el capitulo 7 hemos aprendido a programar una hoja para el ajuste por minimos cuadrados de una recta a

partir de datos experimentales, y a interpolar concentraciones a partir de absorbancias de disoluciones

problema. Sin embargo, es una hoja que no se puede presentar para el uso de alguien que no la haya disefiado

o esté familiarizado con ella. No es “amistosa” con alguien que la vea por primera vez. Ademas no es capaz

de interpolar més de un valor, y normalmente nos encontraremos con mas de una disolucion problema.

La hoja que vamos a disefiar en este apartado debe acercarse lo mas posible a una hoja “profesional” que se

pudiera ofrecer a cualquier estudiante de ciencias para el calculo de interpolaciones a partir de ajustes,

fundamentalmente determinacidon de concentraciones a partir de calibrados.

A continuacion se presenta un ejemplo que puede servir de modelo y principio para el disefio de una hoja de

calculo que pudiera incluirse en un paquete de software comercial.
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A primera vista se puede observar, en primer lugar, la existencia de una clave que nos indica déonde debemos

introducir los datos y las celdas que no se pueden modificar (esto es evidentemente mejorable).

Las formulas para el calculo se han “escondido” fuera del campo principal, ya que no es necesario verlas ni

modificarlas. Las féormulas se pueden “esconder” de diferentes formas, bloquearlas, etc.

En la figura siguiente se presenta el lugar donde estan las formulas.
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Si vemos las férmulas introducidas también podemos aprender algunas funciones interesantes:
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En la columna K no aparecen mensajes de error aunque las casillas a partir de J14 estén vacias, gracias a la
funcion ESERROR() asociada a la funcion SI. Existen muchas funciones de este tipo que nos ayudaran a

profesionalizar la hoja.

También debemos tener en cuenta que el archivo o la hoja se pueden proteger mediante contrasefia y otros

detalles que la pueden mejorar.

Asi pues, se propone el disefio de un software lo mas profesional posible a través del problema planteado. Un
reto al alumno donde puede utilizar toda su imaginacion, conocimiento y capacidad de aprendizaje

autéonomo.
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11. Apéndices

En este capitulo se incluye una serie de introducciones a conceptos basicos que el estudiante puede
completar, bien acudiendo a textos especializados, bien mediante una adecuada buUsqueda en Internet,

siguiendo las indicaciones del primer capitulo.
11.1. La serie de Taylor

Es bien conocido que alterando los coeficientes a,b,c,... del polinomio P(x)=a+bx+cx’+... se pueden
obtener curvas de cualquier forma deseada. Asi podemos comprobar que variando el parametro a
subimos/bajamos la curva; cambiando el signo de b podemos cambiar la pendiente, esto es, hacemos que la
curva sea creciente o decreciente; cambiando el signo de ¢ pasamos de curva concava a convexa, etc. Resulta
instructivo constatar estas comprobaciones con ayuda de cualquiera de los dos programas MS EXCEL® y

MATHEMATICA® que se han utilizado a lo largo del libro.

f(x)

En la figura se ha representado, junto a la funcion exponencial f{x)=¢" (linea gruesa negra), una serie de

polinomios:

2 2 3
P (x)=1+x (lineaazul) P, (x)=1+x+ % (linea verde) P, (x)=1+x+ % + % (linea roja) ,

que progresivamente se van acercando a la funcion. Esto nos hace pensar que, mediante una apropiada
seleccion del nimero de monomios y de sus respectivos coeficientes, podremos construir polinomios cuyo
grafo sea una curva suave que tenga la forma que se desee. Por suave entendemos que sea una curva
continua, sin picos ni cambios bruscos de pendiente. En lenguaje matematico, las curvas suaves no son mas
que los grafos de funciones que admiten multiples derivadas, y la serie de Taylor no es mas que un

procedimiento cuantitativo para obtener el polinomio cuyo grafo sea la curva suave deseada. Mas
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concretamente, persigue como objetivo la obtencion de un polinomio que se aproxime, tanto como se desee,

a una cuerva suave dada, esto es, a una funcion f{x) dada que sea continua y multiplemente derivable.

Para lo que sigue sera conveniente reescribir el polinomio en la forma P(x)=a+b(x-x)+c(x-x))’+..., de
manera que cuando la variable independiente tome el valor x, el polinomio tome el valor a. Debemos darnos
cuenta que la reescritura que hemos hecho del polinomio equivale a escribir el valor del parametro a de otro
modo. En efecto, P(x)=(a-bxy+cxy’+...)+ bx+ex’+...= a’+bx+ex’+..., donde a’=a-bx,+cx,’+...De manera
similar, nos convendra reescribir el resto de parametros de modo que el polinomio tome la apariencia

siguiente:

2 3
(x=xo) +d(x_x0) +...

P(x)=a+b(x—xy)+c 3

Y queremos que este polinomio sea igual a una funcion f{x) dada, f{x)=P(x). Queda pues por determinar la
formula de los coeficientes a,b,c,... en términos de la funcion f{x) que queremos aproximar. Con esta
finalidad, calculamos el polinomio para el valor x, de la variable independiente, y puesto que funcion y

polinomio debe igualarse tenemos que:

(360—360)2Jra,(xo—xof+
3/ )

f(xg)=a+b(xy—xy)+c .=a
Hemos obtenido de este modo la féormula del parametro a que, como hemos visto, no es mas que el valor de

la funcion f{x) en el punto x,.

Para obtener el resto de parametros debemos darnos cuenta que el procedimiento usado ha funcionado
porque todos los coeficientes, excepto el parametro a, van multiplicados por las sucesivas potencias de (x-xg),
términos que se anulan cuando la variable independiente toma el valor x,. Por tanto, para obtener el
parametro b nos interesaria una nueva ecuacion en la que b tome el rol que antes tomaba a, c el rol de b, y asi
sucesivamente. Esta nueva ecuacion puede conseguirse simplemente derivando. En efecto, si derivamos el

polinomio obtenemos,

(x—x0)° N

P(x)'=b+c(x—xy)+d 5

y, como queremos que funcidn y polinomio sean iguales, deberan, en particular, tener idénticas derivadas en
Xy, lo que nos proporciona directamente la formula del parametro b, esta vez en términos de la derivada de la

funcidn en xy:

Y
(xp —xq) N
2!/

f(xg)'=b+c(xy—xy)+d .=b
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Siguiendo con este procedimiento podemos calcular el resto de parametros. Derivando de nuevo y

particularizando el valor x = x, obtenemos la formula para c:

f(xp)''=c+d(xy—xp)+..=c

Repitiendo el procedimiento obtenemos la serie (infinita) de coeficientes y, con ellos, la llamada serie de
Taylor, que no es mas que un polinomio cuyos parametros son las sucesivas derivadas de una funciéon en un

punto x, dado. A este punto x, se le conoce con el nombre de origen del desarrollo.

(x X) (x— xO)

J(x)=f(xo)+ [ (x0)(x=x0)+ [ (x0)—— 77—+ " (%) ——F—

11.2. La serie de Taylor truncada: error de truncacion

Es obvio que uno no puede escribir ni calcular infinitos términos, pero no es menos cierto que el
procedimiento anterior nos ha evidenciado que, en general, para obtener la funcion exacta hace falta un
polinomio con infinitos monomios. Ahora bien, como en fisica y en quimica la maxima precision alcanzable
siempre supone un numero finito de decimales, no es necesario obtener un polinomio que sea igual a la

funcidn, sino que sea igual con una cierta precision.

Seria interesante determinar la precision con que una serie truncada de Taylor nos aproxima la funcién en un
punto dado. Tomemos por ejemplo la serie truncada en la primera derivada y llamemos resto R(x) al valor
que debemos sumarle al polinomio truncado para que nos dé el valor exacto de la funcion en el punto x.

Escribimos pues
f(x)=f(xo)+ f'(x0)(x=x0)+R(x).
Nos preguntamos el valor que toma el resto. Desde la ecuacion anterior obtenemos
R(x)=f(x)=f(x)=S"(%)(x=x).

Los dos primeros términos de la parte derecha pueden fundirse en uno solo si consideramos la identidad

[rreoac=rco-rxo).

X0

Mas aun, los tres términos pueden fundirse en uno solo si consideremos la identidad analoga siguiente:

I[If”(x)dx]dX—I[f(x) f(x)dx=f(x)=f(x )= f'(x0)(x=x,)
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Asi pues, de manera formal, podemos escribir el resto como una integral que implica derivadas de la funcién

a aproximar,

R(x)= f[ff”(x)dedx

Xo\ *o

Por otra parte, el teorema del valor medio nos asegura, como visualizamos en la figura siguiente, que existe
un rectangulo con base idéntica al intervalo de integracion que tiene el mismo area que la integral definida
(4rea bajo la curva), siendo que la altura de este rectangulo debe coincidir con el valor de la funcion (&) en

algan punto £ de dicho intervalo.

1©

Podemos escribir pues que: [ f(x)dx= f(E)(x—xy) ; x, <E<x

Este resultado llevado a la segunda identidad permite reescribir que,

I{If”(x)dx]dxﬁf”(&)(x %) dx = f”(a)f(x xo)di = f71(6)(E 720 ’“0)

Xo\ Xo

(x_xo)2
2

Por tanto podemos escribir el resto en la forma R(x)= f"'(&) ,y la serie de Taylor:

Fx)= flx)+ [ (xo )(x—xg)+ fr1(8) =00~ "0)

De manera analoga, si truncamos la serie de Taylor en la segunda derivada y repetimos un procedimiento

analogo obtenemos un resto R(x) dado por la formula:

R(x)= f”'(é)%,

y, por tanto, la serie siguiente:
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(x— ) (x- xo)

J(x)=F(x)+ [ (x )(x =% )+ [ (%0 )J———+ f""(&)——"—

Por induccion obtenemos la expresion general:

_ n+l
1000= 3 1 x0) 50 V) R <
i=0 :

11.3. Raices de una funcion

Discutiremos brevemente aqui el método iterativo simple y el de Newton-Raphson, dos de los méas utilizados

entre los muchos métodos que existen para encontrar las raices de una funcion f(x).
11.3.1. El método iterativo simple

El método iterativo simple se basa en escribir la ecuacion f(x) = 0 como x = g(x). Esto es siempre posible,
pues podemos sumar x a ambos miembros de la ecuacion f (x) = 0 obteniendo la identidad x = x + f (x). Si
llamamos g(x) = x + f (x) encontramos la ecuacién buscada x = g(x). La filosofia del método es que la
ecuacion x = g(x), que solo se cumple para las raices a de la funcion f (x), nos sirva para definir la serie

Xi+1=g(x;), partiendo de un punto inicial x,, que converge a la raiz buscada.

AT

y=x

y=gfx}

o B B B B

R e R el S T e

—>

La figura muestra el proceso. Puesto que la raiz viene dada por la condicion x = g(x), ésta se encontrara en el
punto de corte de la funcion y = x (diagonal) y la funcién y = g(x). Queremos encontrar este punto de corte
partiendo de un valor inicial x, en el eje de abscisas. Para ello trazamos la vertical hasta encontrar la funcion,
que alli vale g(x,), puesto que si x fuese la solucion encontrariamos el punto de corte buscado. En general,
no se da el caso y g(xo) no coincide con xo, sino que toma otro valor que llamaremos x; y usaremos como
nuevo valor inicial. Graficamente significa trazar una horizontal desde la funcion hasta la diagonal. El corte
horizontal — diagonal tiene precisamente abscisa x;. Iterar significa repetir el proceso a partir de la nueva

abscisa. Esto es, trazamos una vertical hasta encontrar la funcién, que alli vale g(x;), y que como vemos en la
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figura, no es la solucion. Por este motivo, como hemos hecho antes, trazamos una horizontal hasta

interceptar la diagonal en un punto de abscisa x, que, aun no siendo la solucion, estd mas cerca. Continuamos

la iteracion hasta que abscisa x; y funcion g(x;) difieran menos que la precision requerida |x; - g(x;)| < €.

T
A y=E (%) ¥=x

>

Pero el método no siempre funciona. En la figura anterior visualizamos una iteracion divergente. Esto es,
aquella que en lugar de acercarse a la raiz o, se aleja de ella. La contemplacion de ambas graficas nos da la
clave para entender el motivo: cuando la raiz se encuentra en una region donde la pendiente de la funcion
supera la pendiente de la diagonal (que vale la unidad) el proceso ha divergido, mientras que en el primer

caso, donde la pendiente de la funcidon era menor que uno, se ha convergido.

Podemos fundamentar esta observacion mediante un pequefio razonamiento algebraico. Decimos que la serie

converge si las raices aproximadas consecutivas se aproximan, esto es si:
| X0 = Xy [<| Xy — X, |
Puesto que x;+;=g(x;), podemos reescribir esta desigualdad en la forma,

lg(xi1)—8(x)|

|xi+1 X |

| g( X )~ &g(x:)|<| Xy —x; | = =|g'(x;)|<1

Donde hemos sustituido el cociente del incremento Ag de la funcién y Ax de la variable por la derivada, que
no es mas que el limite de éste cuando Ax tiende a cero (de ahi el signo de aproximadamente igual en la
ecuacion anterior). Con todo ello demostramos que la condicidén de convergencia queda supeditada a que en
la region de la raiz buscada el modulo de la derivada de g(x;) sea menor que la unidad. Cuando esto no
suceda el método no sera util y deberemos acudir a un método alternativo como el de Newton-Raphson que

seguidamente pasamos a describir.

@ J. Planelles | R. Serrano [ J. L. Movilla - ISBN: 978-84-693-0995-7 187 Nuevas tecnologias de la informacion y la computacion - UJI



11.3.2. El método de Newton-Raphson

Para realizar la busqueda de la raiz de una funcion en el método de Newton-Raphson, en adelante método de
Newton, ademas de valores de la funcidn, se toman valores de la derivada. La derivada nos da una idea de lo
rapidamente que crece/decrece una funcion, y es la clave de la mayor rapidez de convergencia de este
segundo método. La idea basica del método de Newton es la siguiente: se comienza con un valor inicial,
razonablemente cercano a la raiz buscada, entonces se reemplaza la funcién por su recta tangente en ese
punto, se iguala a cero y se despeja (facilmente, por ser una ecuacion lineal). Este cero serd, generalmente,

una aproximacion mejor a la raiz de la funcion. Luego se aplican tantas iteraciones como se deseen.

)

Jtxo)

""""" tangente 1

Jxy)

tangente 2

En la grafica superior se ha representado un par de etapas del método: partiendo de x, trazamos una vertical
hasta encontrar la funcion. Alli trazamos la tangente y nos movemos a lo largo de ella hasta llegar al eje de
abscisas en un punto que etiquetamos como x;. Repetimos el proceso: partiendo ahora de x| trazamos una
vertical hasta encontrar la funcion. Alli trazamos la tangente y nos movemos a lo largo de ella hasta llegar al
eje de abscisas en un nuevo punto que etiquetamos como x,. Y asi sucesivamente hasta encontrar, con la

precision deseada, la raiz o buscada.

Desde un punto de vista algebraico, el procedimiento se fundamenta en la expansion de la funcion en serie
Taylor truncada en el término de primera derivada. En efecto: Llamemos x, al valor inicial, o a la raiz
buscada, y A a su diferencia, A = o0 — xo. Desarrollamos la funcién f{x) en serie de Taylor tomando x, como
origen del desarrollo y particularizamos la serie para un valor o= A + x,, punto en el cual la funcién es cero

por ser & una de sus raices. Tenemos pues,
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flo)=f(xg+A)= f(xy)+ f(x) A A~ LX)
f'(xy)

Si tomamos el valor aproximado obtenido para A i lo sumamos a x, en vez de obtener la raiz exacta o

;‘((1(;)) Y, a partir de aqui el método se itera hasta encontrar la

obtenemos la aproximacion x, = x, —

exactitud deseada.

A la vista de la figura anterior, la pendiente de la primera recta tangente la podemos calcular como el
cociente entre la altura f(x,) y la base (xy — x;) del triangulo rectdngulo que alli se observa. Dicha pendiente

es también, por definicion, la derivada f’(x) de la funcioén en xo, o sea,

S(x)
(X0 =)

_J(x)

f'(%)= 1(x0)

= X1 =Xy
que es precisamente la expresion encontrada anteriormente mediante algebra. Con esto queda justificado el
procedimiento de Newton y mostrado graficamente su proceso iterativo. En resumen, partimos de un valor
inicial xo para el que calculamos la funcion f(xy) y la derivada f’(x,). A partir de estos dos valores calculamos
el paso A que posteriormente sumamos a x, para obtener x;, valor en el que de nuevo calculamos la funcion
f(x1) y la derivada f’(x;). A partir de estos dos valores obtenemos el nuevo paso que sumado a x; nos
proporcionan x,, y asi sucesivamente hasta convergencia, esto es, hasta que el paso A obtenido sea menor que

la precision requerida.

Aunque mas robusto, al igual que el método iterativo simple, el método de Newton también puede encontrar
situaciones en que no es posible la convergencia. En efecto, si la funcion presenta una derivada nula, puesto
que ésta entra en el denominador del cociente que define el paso A, éste se hace infinito, lo que nos aleja de

cualquier posible raiz.
11.3.3. Rapidez de convergencia del método iterativo simple y del de Newton-Raphson

Hemos indicado mas arriba que el hecho que en el método de Newton se haga uso de las derivadas mientras
que en el iterativo simple no, nos presagiaba una mejor convergencia para el primero. Con objeto de

mostrarlo consideramos un punto intermedio en la convergencia del método iterativo simple, que viene

definido por la ecuacion xi:;= x; +f(x;))=g(x;), y en el de Newton que viene dado por x;,, =x; — /f((’;)) =g(x;).

Escribamos x; =0+¢€;, donde ¢€; representa el error que se arrastra en la j-ésima iteracion. Desarrollamos la

funcién g en serie de Taylor tomando o0 como origen,

X =o+e, =g(x;)=g(a+g )=0+g; g'(O()"'%giz g'(a)+..

: 2
Deducimos pues que: € =¢ g'(a) +%8i g'(o)+...
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Recordemos que en el método iterativo simple definiamos g(x)=x+ f(x), por tanto g'(a)=1+ f'(a)

mientras que en Newton g(x)zx—M y por tanto g'(a)=1—

S0 =S ()f(0) _ SUI()  Apoea bien
I7(x) : ’

fi(a)? fi(a)?

puesto que f(o)=0 por ser & raiz de f(x) y también f'(c)#0 (pues de otra forma no es posible la

convergencia del método Newton), concluimos que en el caso del método de Newton g'(o)=0. En otras

palabras, que mientras en el método iterativo simple €, =¢€; g'(o)+O( e?), en el método de Newton

€., = %812 g"(a)+0( sf ). 0O, dicho de otro modo, que mientras que en el método iterativo simple el error en

cada etapa es proporcional al error en la etapa previa, en el método de Newton el error en cada etapa es
proporcional al cuadrado del error de la etapa previa. Puesto que €; les un nimero pequefio, su cuadrado lo es
mucho mas, cosa que permite entender porqué, en general, el nimero de etapas necesarias para conseguir

una precision con el método de Newton es mucho menor que con el método iterativo simple.

11.4. Integracion numérica: calculando el area bajo una curva

Se sabe que muchas funciones, incluso con aspecto inofensivo tales como f(x)= e_xz, f(x)=sin(x*), no
admiten una primitiva expresable en términos de funciones elementales. Otras veces sucede que no
disponemos de una expresion explicita para f(x), sino solo una tabla de valores. En estos casos es necesario
recurrir a métodos de calculo aproximado de su integral definida, esto es, de calculo aproximado del area que

hay debajo de la curva que representa dicha funcion.

El teorema del valor medio mencionado en 11.2 nos dice que el area bajo la curva puede calcularse, de
manera exacta, como el area de un rectangulo cuya base es el intervalo de integracion (xy, x) y cuya altura
(&) es el valor de la funcién en algin punto interior, & € (xo, x). Este teorema nos orienta para encontrar el

mas simple entre los métodos de integracion: el método de los rectangulos.

1@

X0

El método de los rectangulos consiste en sustituir el area que hay debajo de la curva en el intervalo (xo, x) por
N subareas donde cada subarea se asemeja a un rectangulo elemental de base h=(x-x¢)/N y altura igual al
valor de la funcion en el centro cada uno de los N intervalos. Si en lugar de tomar el centro del intervalo, se

conociese y, por tanto, se tomase un valor & de acuerdo con el teorema del valor medio, la integracion seria
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exacta. Como los valores & que determinan las alturas f{&) que hacen que el area de cada rectangulo sea
exactamente igual a la superficie de las pequefas subareas son desconocidos, se toma como altura
aproximada el valor de la funcion en el centro del rectangulo. Cuanto mas pequefia sea la base / de los

rectangulos, tanto mejor sera la aproximacion realizada.

Desde un punto de vista algebraico, hemos de sumar rectangulos. El i-ésimo rectangulo tiene una altura igual
al valor de la funcidon en el centro de su base f(xo+(i—1/2) h) y, al igual que todos los demas, una base 4. La

integral, es decir el area, sera pues,
N
I=h) flx,+(i—1/2)h]
i=1

Otro método, uno de los mas antiguos junto con el anterior de los rectangulos, que sirvio de base para
desarrollar las integrales, es el método de los trapecios (ver figura adjunta). Como en el caso anterior, se
divide el intervalo de integracion en subintervalos iguales. Entonces la funcion se sustituye por una poligonal
que tiene en comun con la funcién inicial los extremos de los subintervalos. Cuantos mas trapecios se
coloquen mas precisa serd la aproximacion y mas pequefia sera la base inferior de cada uno de ellos, que

tendera a cero.

S

Lo que hacemos es sumar el area de los trapecios, todos de la misma base 4. El area de cada trapecio (ver la

insercion de la figura) es la del rectangulo %-y;, mas la del tridngulo superior %-(yo—y;)/2, es decir
A=h-(yy+y )/2.Por tanto, la suma del area de dos trapecios contiguos es A=h-(yy+2y,+y2)/2.Si

hay N trapecios que sumar, puesto que las alturas y; son los valores de la funcion en x;, obtenemos:
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N-1
A= f(x0)+2 Y f(3)+ f(xn )]
1

Si reflexionamos sobre los dos métodos presentados nos damos cuenta que ambos dividen el intervalo de
integracion en subintervalos idénticos y, mientras que en la regla del rectangulo la funcidn se sustituye en
cada subintervalo por una funcion constante (polinomio de grado cero), en el de los trapecios se sustituye
por una funcion afin (es decir, un polinomio de grado 1). Esto nos sugiere una generalizacion mediante el
uso de polinomios de segundo orden (que da lugar a la llamada regla de Simpson) o de orden superior
(formulas de Newton-Cotes). Si se permite variar los intervalos entre los puntos de interpolacion, se
encuentra otro grupo de formulas de integracion, llamadas formulas de integracion gaussianas. Una regla de
integracion gaussiana es tipicamente mas precisa que una regla de Newton-Cotes que requiera el mismo
numero de evaluaciones del integrando. No vamos en entrar a detallar estos otros métodos, aunque antes de
acabar queremos mencionar un ultimo tipo de integracion a la que se recurre en caso de integrales multiples
de mas de cuatro o cinco variables, en la que los métodos tradicionales se hacen computacionalmente
prohibitivos. Es la llamada integracion de Montecarlo, que se basa en una aproximacion probabilistica. En el
caso de una dimension, en el método Montecarlo se sustituye el area bajo la funcion por un rectangulo, de la

misma base, cuya altura se calcula mediante la siguiente aproximacion estadistica:

+*

fix)

*

*

4
+*
7 TR

Llamamos (x, x¢) al intervalo de integracion y H a la altura de un rectangulo que contiene la funcion, esto es,
cuya altura es mayor que altura maxima fyy de la funciéon en dicho intervalo: H > fy;. Generamos nimeros
aleatorios 7; en el intervalo (0,1). Por ejemplo, con MATHEMATICA® usariamos la orden Random[]. A
partir de »; generamos x; = xo+(x—xo) #; que, por su definicion, pertenecen al intervalo de integracion, x.€ (xo,
Xg); A partir de r; generamos y, = H-r; distribuido entre cero y H. Si resulta que y, < f(x,), entonces
incrementamos el valor de un contador m que hemos inicializado a cero. En caso contrario, no lo
incrementamos. Repetimos esta operacion N veces y calculamos el factor de probabilidad p=m/N, que indica
la fraccion de veces que ha resultado y, menor que f(x;). En la grafica superior mostramos los puntos y,
calculados para cada valor aleatorio x, junto a la funcién f{x,). El factor de probabilidad p representa el
numero de puntos bajo la curva dividido por el nimero total de puntos. Debido al caracter aleatorio del
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proceso, si N es suficientemente grande, la densidad de puntos es homogénea y la fraccion p de puntos bajo
la curva coincide con la fraccion de area bajo la curva. Por ello, tomamos como altura / del rectangulo cuya

area es igual al area buscada mediante ~#=p-H y la integral la aproximamos por: / = p- H -(x £ =%0)-

Otra alternativa mas simple consiste generar la muestra de N valores x, = xo+(x—x) #;, calcular para cada uno
de ellos el valor de la funcién f{x,) y considerar que la suma de valores de la funcion dividido por N es una
buena aproximacion al valor medio de la funcién en este intervalo y por tanto la integral se calcula

simplemente como el producto de esta altura media por la base:

xXp—xg N
I=———=2%f(xo+(xp-x0)1;).
N =

En este caso, la imprecision de la integral se calcula a partir de la imprecision de la media calculada, la cual

viene a ser el doble de su varianza.
11.5. Ajustes lineales de dos parametros

Uno de los tipos més comunes e interesantes de experimento que involucra la medicion de varios valores de
dos diferentes variables fisicas es aquel que tiene la finalidad de investigar la relaciéon matematica entre ellas.
La graficacion de resultados obtenidos nos permite visualizar cualitativamente el ajuste de los datos a una
funcién dada, tal como una linea recta. Una vez formulada una teoria que justifique la relacion funcional
debemos deducir e/ mejor valor de los parametros que la definen. Por ejemplo, en el caso de un ajuste lineal,
seria la pendiente y la ordenada en el origen. Existen formas cuantitativas de encontrar el valor de los
parametros que mejor representan a un conjunto de datos, y es precisamente este tema el que abordaremos
aqui. Probablemente, los experimentos mas comunes del tipo descrito mas arriba son aquellos para los cuales
la relacion esperada entre las variables es /ineal. Por ejemplo, cuando representamos la presion de un gas
frente a la temperatura absoluta, a volumen constante, encontramos que la presion crece linealmente con la
temperatura: P =a7. Si fijamos el volumen a un litro y disponemos de un mol de gas, el mejor ajuste nos
conduce a una pendiente igual a la constante de gases R y una ordenada en el origen nula. En un
planteamiento general consideraremos un par cualquiera de variables fisicas x e y de las cuales sospechemos
que estan relacionadas por una relacion lineal de la forma y = 4 + Bx, donde 4 y B son constantes. Si las dos
variables y y x estan relacionadas de esta manera, entonces un grafico de y frente x debiera resultar una linea
recta de pendiente B, que corta al eje de ordenadas en y = A. Si nuestras mediciones no estan sujetas a error
alguno, entonces cada uno de los puntos (x;, y;) caeria exactamente sobre la linea y = 4 + Bx. En la practica,
existen errores y debemos buscar la mejor estimacion de los parametros 4 y B. El método analitico de
encontrar la mejor recta que se ajusta a una serie de datos experimentales es llamado regresion lineal, o
ajuste de minimos cuadrados para una recta. Una vez encontrada la mejor recta, debemos encontrar ademds
alguna forma de medir cuan bien se ajusta esta linea a los datos y, por tanto, cuanta imprecision tienen los

parametros que hemos ajustado.
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Supondremos pues que x es la variable que fijamos e y la que medimos en el experimento. Aunque ambas
variables estan sujetas a error, supondremos que controlamos la variable x de manera exacta y que, por tanto,
no esta sujeta a ningun error aleatorio; cosa que equivale a trasladarle a la variable y el pequefio error de
control que podamos tener sobre la otra variable. La variable y es la que consideramos sujeta al error
aleatorio del experimento. Consideramos que en nuestro experimento fijamos la variable x a un cierto valor x;

y realizamos una serie m; de medidas de la variable y: y;7,v;5,..., Yim; - En la figura mostramos la nube de

puntos a que da lugar dicho experimento.

»ix}

Llamamos y; a los valores de la variable aleatoria que vienen dados por la regresion, yi = A4+ Bx;.

Queremos encontrar los valores 4 y B que hagan que la recta pase por el medio de la nube de puntos. En

otras palabras, queremos encontrar los valores 4 y B que hagan minima la distancia de los puntos

experimentales a la recta propuesta, esto es, queremos que la magnitud Drzeg, que definimos como suma de

las distancias de los puntos a la recta,
2 2 )
Dreg :Z(yij -¥i) =Z(y,-j -A-Bx;)",
i ij

sea minima. Démonos cuenta que tomamos la suma de diferencias elevadas al cuadrado, en lugar de la suma
de diferencias, con objeto de evitar que diferencias negativas resten en vez de sumar.

2

reg SO0

En un experimento dado en el que la nube de puntos viene fijada, la magnitud suma de cuadrados D

es funcion de dos variables, 4 y B. Escogemos 4 y B de manera que la suma de cuadrados sea minima, y por

tanto, sus derivadas respecto de 4 y B sean nulas,

2
D eq — _
—=2Z(y,j—A—Bx,-)=0 =>Ny-NA-NBx=0
04 i
2 —
aDreg — _ 2
=2>(y;j—A-Bx;)x;=0 > Nxy—NAX-NBx" =0
. : _ 1 — 1
donde hemos definido las medias: y=—XVYj Xy=—Xxy; etc.
N if Nij
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Desde estas ecuaciones obtenemos los valores 4 y B que minimizan la distancia de los puntos experimentales

a la recta propuesta:

La segunda tarea a abordar es la determinacion de la bondad del ajuste y la de los parametros 4 y B. Una
medida de esta bondad nos la da la propia suma de cuadrados, si la normalizamos dividiéndola por el numero
de puntos. Dicha normalizacién la hacemos para evitar que, al afiadir puntos experimentales, aumentemos el
valor de la suma de cuadrados, lo que daria la impresion de empeorar la bondad del ajuste al hacer més
medidas, cosa completamente absurda. Del mismo modo, en vez de dividirla por el nimero de puntos N,
dividiremos por N-2. Esto ultimo lo hacemos para que un experimento en el que s6lo hemos hecho dos
medidas no nos de un error cero (por dos puntos siempre pasa una recta). En realidad, si s6lo hemos hecho
dos medidas no tenemos ni idea de cual es el error de nuestro experimento. En otras palabras, la bondad del
ajuste es completamente indeterminada. Podemos hacer que las matematicas nos digan que la bondad es

indeterminada si definimos el pardmetro de bondad como la siguiente dispersion:

2

D 1 1
2 reg c\2 2
g2 __reg __ 1 Y — A—Bx:

¢ T N_2 N 2%()/,] yi) N 2%(}@ i)

En efecto, si solo hemos hecho dos medidas, la recta ajustada pasa por los tUnicos dos puntos
experimentalmente determinados, por tanto la distancia de los puntos experimentales a la recta es cero y
también lo es la suma de cuadrados. Ahora bien, el denominador (N-2) del parametro de bondad también es

cero puesto que N=2, y, en matematicas, una fraccion cero dividido por cero esta indeterminada.

Tenemos pues un primer pardmetro que nos indica la bondad del ajuste, pero necesitamos ser mas concretos

y determinar la imprecision de los pardmetros ajustados. Comencemos por B, que podemos reescribir como:

1 1 _
B Z?NZ(XI' —X)yy
x“ =X i
En esta expresion solo y; es aleatorio y presenta dispersion. Precisamente la que justo antes hemos calculado
y que denominamos dispersion de la regresion. Como B depende de y, e y tiene un error aleatorio, también B
presentara un error aleatorio. La correspondiente dispersion la podemos calcular a partir de la dispersion de

la regresion, mediante una relacion funcional analoga a la que relaciona B con y (ver seccion 11.5.1),

2 2 2
2 1 1 — 22 S 1 2 2 S S
Sp = 5 22(xi_x) Sreg: = N(x*=-x")= —;eg . reég’
ij N(x*-x°) Dx

[—2 _2} N [—2 _2}2 N?
X —X X —X
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donde hemos introducido la definicion de suma de cuadrados de la x: D)% =>(x;—Xx )2 =N( X2 - %2 ).
i

. . - e | _ . .
De manera anéloga, el parametro 4=y —BX =—5y;; — BX , presenta una dispersion

NU-

2

S 2
2 reg | —2q2 _ X 2
Sy=—=2+xSp=""-+5o,
A N B D)% reg

donde la ultima igualdad se obtiene sustituyendo el valor de la dispersion de la B, antes calculada, y
ordenando la expresion obtenida. Notese el cambio de signo al pasar de la formula de 4 a la de su dispersion.

No es ningun error. Las imprecisiones siempre se suman.

Finalmente nos puede interesar calcular la dispersion de un valor ajustado yi = 4+ Byx;. Al igual que antes

tenemos:

2
S =2
S2C =Si+xi2S123 = =_re 1+N(x1 zx)
i N D?

La imprecision o error se puede estimar como aproximadamente el doble de la raiz cuadrada de la dispersion
(recuérdese que elevabamos al cuadrado para evitar nimeros negativos. Ahora debemos pues quitar el
cuadrado). De manera mas exacta, la imprecision o error se debe calcular como # veces la raiz cuadrada de la
dispersion, donde el parametro ¢, llamado ¢ de Student, tiene en cuenta el nimero de grados de libertad de
nuestro experimento (que es igual al nimero de medidas menos 2, como habiamos comentado

anteriormente). A continuacion incluimos una tabla de dicho parametro.

Grados de libertad Probabilidad Grados de libertad Probabilidad

0.05 0.01 0.001 0.05 | 0.01 | 0.001
1 12.71 | 63.66 | 636.62 18 2.10 | 2.88 | 3.92
2 430 | 9.93 31.60 19 2.09 | 2.86 | 3.88
3 3.18 | 5.84 12.92 20 2.09 | 2.85 | 3.85
4 2.78 | 4.60 8.61 21 2.08 | 2.83 | 3.82
5 2.57 | 4.03 6.87 22 2.07 | 2.82 | 3.79
6 2.45 3.71 5.96 23 2.07 | 2.82 | 3.77
7 2.37 | 3.50 5.41 24 2.06 | 2.80 | 3.75
8 2.31 3.36 5.04 25 2.06 | 2.79 | 3.73
9 2.26 | 3.25 4.78 26 2.06 | 2.78 | 3.71
10 2.23 3.17 4.59 27 2.05 | 277 | 3.69
11 220 | 3.11 4.44 28 2.05| 276 | 3.67
12 2.18 | 3.06 4.32 29 2.05 | 2.76 | 3.66
13 2.16 | 3.01 4.22 30 2.04 | 2.75 | 3.65
14 2.14 | 2.98 4.14 40 2.02 | 270 | 3.55
15 2.13 | 2.95 4.07 60 2.00 | 2.66 | 3.46
16 2.12 | 292 4.02 120 198 | 2.62 | 3.37
17 2.11 2.90 3.97 0 1.96 | 2.58 | 3.29
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2

Para finalizar, indicaremos que, en lugar de usar S,,,

para definir la bondad del ajuste, es habitual otro

2

parametro llamado coeficiente de autocorrelacion p, relacionado con S, ,

pero que tiene la ventaja de que

su valor estd acotado entre cero y uno. Se define mediante la siguiente expresion:

11.5.1. Propagacion de la dispersion

Imaginemos una funcion que depende de una variable aleatoria y = f(x ). La generalizacion a funciones que

dependen de mas de una variable es inmediata. Comprobaremos en primer lugar que el valor medio de y=f(x)
se puede calcular como la funcion de la media de la variable. Después, calcularemos la dispersion de la y, a

partir de la suma de sus cuadrados.

Cuando realizamos un experimento determinamos un valorx;, lo que conduce a un valor para la funcién
v; = f(x; ). La variable x; siempre se puede expresar como su valor medio mas la desviacion de dicho valor:

X; =X +d,;. Sustituimos en la funcion y desarrollamos en serie de Taylor hasta primer orden:

Vi=f(xX+d;)=f(X)+df"(X)+...

Por su parte, teniendo en cuenta que el valor medio de las desviaciones que la variable aleatoria tiene

respecto de su propia media es cero, el valor medio de y resulta:
Py Zo =y LI O+l (0] = () (0 Sy = ()
Calculemos ahora la dispersion de la y a partir de la suma de sus cuadrados:
5} = %Z(?— v = %Z{f(f) ~[F( )+ () = %f’(f)zzdf = /(3 ) %Z(x,- xf =
= S;=["(X)S;

Si la funcién depende varias variables aleatorias x;, siguiendo un procedimiento analogo llegamos a que,

2
-y L)

— dx,
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11.6. Otros ajustes lineales

Puede darse el caso de que tengamos fundamentos tedricos que nos permitan saber de manera exacta el valor
bien de la pendiente, bien de la ordenada en el origen de una recta, y que los experimentos se hagan para
determinar el segundo de los parametros. Por ejemplo, podriamos pensar que la recta que relaciona
concentracion y absorbancia de una disolucion diluida coloreada deba pasar por el origen, puesto que en el
limite de concentracidon cero sélo tenemos el agua, la cual no absorbe luz visible. En estos casos no podemos
usar las formulas demostradas en el apartado anterior, sino que hay que encontrar formulas adecuadas al

problema.

Consideremos en primer lugar el caso de ordenada en el origen conocida: y = A4, + Bx, siendo que A, es

conocida. Para deducir la férmula del mejor valor de B, procedemos como antes: escribimos la suma de
cuadrados de las distancias de los puntos experimentales a la recta teorica y ajustamos B para que sea

minima:

2 2 )
Dy =D (v =¥ =D (vy— 4y —Bx;)”.

En este caso, puesto que A, es fija y conocida, solo tenemos la posibilidad de encontrar el valor B que haga

minima la distancia de los puntos experimentales a la recta propuesta, esto es, que haga minimo Drzeg. Para
ello, como hicimos antes, procedemos a derivar e igualar a cero:
reg Xy — on

d—B=2§(y,~,—Ao—Bxi)(—xi)=0 = B=—=

En cuanto a las dispersiones de la B y del un valor ajustado y;, procediendo de modo analogo al apartado

anterior, encontramos que:

S A D; |
Szz rﬁ, Szcz 2 rg) S? = reg = — =€ 2
B Nx2 b i Nx2 reg N—-1 N-1 %-1- (yz] yz)

donde ahora la suma de cuadrados se divide por N-/ y no N-2 porque, conocida la ordenada en el origen,
basta un experimento para poder construir la curva, y, con un solo experimento tenemos indeterminacioén en

la bondad del ajuste.

En el caso de recta con pendiente conocida, y = 4+ Bx, las expresiones a las que se llegan son:

A=y-Bx; S Sreg s =52
_y ) A~ N ) y[ﬁ A>

con la misma salvedad que antes respecto al factor N-/ que divide la suma de cuadrados.
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11.7. Otros ajustes no lineales

El método de los minimos cuadrados puede extenderse a otro tipo de ajustes, como el ajuste a una parabola,
que no es mas que un polinomio de segundo grado con tres parametros de ajuste 4, By C. El procedimiento
a seguir es el mismo, aunque la obtencion de formulas se hace mas complicada. En tales casos se puede

recurrir a la obtencion numérica. El procedimiento Solver de MS EXCEL® seria un ejemplo bien conocido.
11.8. Balances de carga y materia

La determinacion de la concentracion de todas las especies en equilibrio de la disolucion acuosa diluida de
acidos y bases se resume a un problema de N ecuaciones no lineales con N incognitas, mas la condicion que
no puede haber ninguna concentraciéon negativa, lo que permite elegir una, entre todas las posibles

soluciones.

A la hora de resolver un problema de este tipo, lo primero que debemos hacer es escribir una lista de todas
las moléculas e iones en disolucion, excepto el disolvente, que es el agua, cuya concentracion, 55.55 M, es
conocida (consideramos que en un litro de disolucion diluida hay un kilogramo de agua, de peso molecular
18, lo que conduce a una concentracion 1000/18=55.55 M). El resto de especies estan todas en concentracion
muy diluida y constituyen la lista de incognitas a determinar, empezando por los protones e hidroxilos, mas

todas las especies que se forman en la disolucion.

Pues bien, una vez escrita la lista, contamos las especies cuya concentracion desconocemos. El resultado es

el numero de incognitas. Debemos ahora escribir tantas ecuaciones como incognitas tenemos. La primera de
las ecuaciones es el producto i6nico del agua: K, = 10714 = [H][OH ] . A continuacion escribimos todas las

ecuaciones de equilibrio, cuyas respectivas constantes vendran dadas en el enunciado del problema o
debemos buscar en tablas. Seguidamente escribiremos el balance de cargas. Obviamente, sdlo existe un
balance de de cargas que nos dice que, puesto que la disolucion es electro-neutra, habra tantas carga positivas
como negativas. Volveremos mas tarde sobre como escribir la ecuacion de este balance. Contamos ahora
cuantas ecuaciones hemos escrito y por tanto cuantas nos quedan hasta llegar al nimero de incognitas. El
numero resultante coincide con el nimero de balances de materia que podemos establecer y que mas tarde

volveremos sobre el detalle de como plantearlos.

Con esto hemos escrito tantas ecuaciones como incognitas teniamos. Como el sistema de ecuaciones no es
lineal habra mas de una solucion. Ahora bien, entre todas las soluciones s6lo habra una que tendra sentido y
es la que debemos escoger. Tipicamente s6lo encontraremos una en que todas las concentraciones son

positivas.

Volvamos sobre los balances de materia. Se establece uno por cada acido y uno por cada base que afiadimos

en disolucion, entendiendo que una sal estd compuesta de acidos y bases. Con esto ultimo quiere decirse que
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si tenemos, por ejemplo, una disolucion de acetato amoénico CH;COONH, o simplemente AcNH,4, tenemos

en realidad la base anion acetato Ac” y el 4cido catién amonio NH,".

Consideremos un primer ejemplo sencillo: la disolucion de un acido débil, por ejemplo de acido acético
AcH. Empezamos con la lista de incégnitas. En primer lugar est4 el agua que genera protones H' e hidroxilos
OH™ y en segundo y ultimo lugar esta el acido acético que por ser un acido débil se disocia parcialmente

dando lugar a acetato, Ac~, mas protones H'. Esto viene esquematizado en la figura siguiente.

En este caso hay cuatro incognitas (HAc, Ac™, H', OH"). Entre las ecuaciones tenemos el producto idnico del
agua: K, = 10714 = [H][OH ], el equilibrio de disociacion del acido acético,

_[AcJ[H"]
“ [HAc]

2

y el balance de cargas, esto es, el que la suma de cargas positivas es igual al de negativas. En este caso:
ntimero de iones H™ = namero de iones Ac™ + niimero iones OH .
Si dividimos ambos miembros por el nimero de Avogadro obtenemos la ecuacion equivalente:

numero de moles H = ntimero de moles Ac™ + niimero moles OH .

Si finalmente dividimos por el volumen, encontramos concentraciones: [H* ] =/[Ac” J+[OH™ ] .

Podremos ahora establecer tantos balances de materia como ecuaciones necesitemos, hasta tener tantas como
incognitas. En este caso solo una, pues tenemos la disolucion de una sola especie (en nuestro caso acida). La
figura ejemplifica como debemos plantear el balance material. Representamos alli por un cuadro grande los
moles de acido acético que afiadimos inicialmente para preparar un litro de disolucion y por un circulo el
agua. Cuando se alcanza el equilibrio, el acético se disocia, de manera que parte del acético inicial
desaparece (el cuadro oscuro) dando lugar a sendos cuadros de Ac” y H". También el agua genera algunos

protones e hidroxilos, pero no sabemos cuantos. Por ello, el balance material, que equivale a decir que

@ J. Planelles | R. Serrano [ J. L. Movilla - ISBN: 978-84-693-0995-7 200 Nuevas tecnologias de la informacion y la computacién - UJI



debemos restituir el cuadro eliminado, s6lo lo podemos establecer sumando las concentraciones de AcH y

Ac enequilibrio: [HAc]y=[HAc]+[Ac™ ] .

Pasemos a un caso un poco mas complicado: la disolucion de un acido diprético, como por ejemplo el acido
sulfhidrico H,S. La lista de especies en disoluciéon es: H', OH™, H,S, HS™, S™. Hay pues cinco incognitas y
debera haber cinco ecuaciones. En primer lugar tenemos el producto ionico del agua. A continuacion, las dos
ecuaciones de disociacion del dcido sulfhidrico y por ultimo el balance de cargas. Queda pues una incognita
por cubrir, que lo haremos con un balance material correspondiente a la inica especie que hemos afiadido

para hacer la disolucion.

De nuevo la figura nos da la clave para establecer el balance. Cuando se establece el equilibrio parte del H,S
desaparece (cuadro negro mayor) para formar la correspondiente cantidad de HS™ (cuadro blanco mediano) y
H'. El HS", a su vez, se disocia y parte desaparece (cuadro negro pequefio) para formar la correspondiente
cantidad de S~ (cuadro blanco pequefio) y H'. Como antes, el agua aporta también protones e hidroxilos en

una cantidad desconocida que no permite tomar estas especies a la hora de hacer balances (restituir el cuadro

inicial). El balance material queda pues: [ H,S [, =/H,S]+[HS ]+[S"].

Veamos ahora el balance de cargas. Hemos de contar por una parte las cargas positivas, que en este caso s6lo
son protones H', y por otra las negativas, que aparecen en las especies siguientes OH™, HS™ y S™. Ahora, y

esto es importante, debemos recordar que estamos contando numero de cargas y no nimero de especies que
las llevan. Por ello, el nimero de cargas negativas serd [OH ™ ]+ [HS™ ] +2/S~ ] . Es decir contamos dos

veces el numero de especies que llevan dos cargas. Podemos hacer un simil. Supongamos que tenemos 4
monocicletas (de una rueda) y B bicicletas (de dos ruedas). El numero total de ruedas sera A+2B, ya que
habra una rueda por cada monocicleta pero dos por cada bicicleta. Y si hubiese coches, contariamos cuatro

veces cada coche, que tiene cuatro ruedas!
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Pasemos a un caso un poco mas complicado ain: Hemos preparado la disolucion afadiendo un acido y una
base. Por ejemplo acético y amoniaco. La lista de especies en disolucién es: H', OH_, HAc, Ac”, NH,OH,
NH,". Tenemos pues seis incognitas. Entre las ecuaciones tenemos el producto ionico del agua, a
continuacion una ecuacion de disociacion del acido acético y otra del amoniaco y, por ultimo, el balance de
cargas. Total cuatro ecuaciones y tenemos seis incognitas. Habra pues dos balances, que se corresponden a

las dos especies que hemos afiadido al agua para formar la disolucion.

La figura visualiza los dos balances: [HAc]y=[HAc]+[Ac” ]y [NH,OH], =[NH ,OH ]+ [NH4+ ]. En
cuanto al balance de carga: [H" J+[NH, ] =[OH ]+ [Ac”].

Pasemos a otro caso, la disoluciéon de una sal. Hemos preparado la disolucion de acetato amoénico AcNH,. El
acetato amonico es una sal soluble que se disuelve completamente generando un acido, el cation amonio
NH,", y una base, el anién acetato Ac”. Ambas especies son débiles, en el sentido que reaccionan

parcialmente con el agua generando protones e hidroxilos, siendo que la mayoria de compuesto queda por

reaccionar:

NH,' +H,0 = NH,OH+H"®
Ac™+H,O0 = HAc+OH"

Vemos pues que las especies que se generan en disolucion son las mismas que en el caso anterior, con la

unica diferencia que las concentraciones iniciales de acetato y amonio son iguales entre si e iguales a los

moles de acetato amonico que hemos disuelto en el litro de disolucion, [ AcNH, [ =[ Ac™ ]y =/ NH 4+ Jo-

Los balances materiales son: [Ac™ Jo=/Ac” ]+ [HAc]y [NH4+]0 = [NH4+]+ [NH ,OH].
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El balance de carga es el mismo: [H" ] +[NH4+] =[OH ]J+[Ac ].

El grafico siguiente visualiza las ecuaciones de balance.

Para acabar plantearemos un ultimo problema cuyo interés radica en su balance material. Es el caso de la

. ., L, . ;1. . ., . . eqeq . g _
disolucién de 4cido fluorhidrico en cuya disolucién suceden los siguientes equilibrios: HF — F~ + H",

cuya constante de equilibrio es k,=0.0007,y HF + F~ = HF, , con una constate k,=5.

La lista de especies en disolucion es: H', OH, HF, F, HF, . Total cinco incognitas. En cuanto a ecuaciones,
tenemos el producto i6nico del agua, las dos ecuaciones de equilibrio del fluorhidrico y el balance de cargas.
Queda pues una incognita. Habra pues un balance material, correspondiente a la Unica especie que hemos

afiadido para hacer la disolucion. Para hacer bien este balance debemos recordar el simil del coche y las
ruedas. El balance es: [HF ]y =[HF ]+ [F ] +2[HF, ], puesto que en el dimero hay dos 4tomos fltor.

En la figura se ve que debemos contar dos veces el cuadro pequefio blanco para que, sumado a los otros dos

cuadros, se obtenga el cuadro blanco original.
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11.9. Formulas aproximadas para el diagrama concentracion/pH de un acido diprético

Al igual que en la seccion 4.6, tomaremos como ejemplo el caso del acido sulthidrico. Para la resolucion del
problema contamos con las ecuaciones de equilibrio mas el balance de materia:
SH [H" S*IH" . .
g, B WY sy [sH 14157 )
[SH,] [SH™]
En el presente apartado procederemos a obtener ecuaciones simples (aproximadas) para la concentracion de
las distintas especies en funcion del pH. Aunque simples, las formulas obtenidas conducen a represtaciones
graficas indistinguibles de las calculadas con las formulas exactas. Para obtener las formulas aproximadas
haremos una serie de aproximaciones razonables, a la vista del diagrama cualitativo de predominancia de

especies, que detallamos a continuacion:

SH; SH™ s

Asi, consideramos que en medio acido, esto es, cuando predomina el sulthidrico SH>, la concertacion de i6n
sulfuro $° es tan pequefia que podemos tomarla cero en el balance de materia. Concentracion cero de i6n
sulfuro $% significa que el acido sulthidrico se comporta como un acido monoproético. Tenemos pues que
desde pH muy acido hasta un valor pH = pK; el problema es idéntico al del acido acético estudiado en el
apartado 4.4. Tenemos la ecuacion de la primera constante de disociacion mas el balance de materia
(aproximado):
SH [H" _
[ LS ¢y =[SH,]+[SH ]
[SH, ]

Las mismas férmulas deducidas en la seccion 4.4 valen pues ahora también (excepto que ahora llamamos K,
a la constante de acidez en vez de llamarla K,):
%
1+107777%

_ o
11078

[SH,]= ;[SH ]
Nos queda por determinar la concentracion de sulfuro, que aun siendo muy pequefia no es exactamente cero.
Para ello tomaremos la ecuacion producto de las dos constantes de acidez y asumiremos, a la vista del
resultado obtenido para el acido acético en la grafica del apartado 4.4, que la especie predominante
practicamente acapara toda la concentracion:

18y = 5 [;I[-IH]_] ; ¢, =[SH,]
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’ . . .7 2— 2pH-pK,-pK
De aqui obtenemos de inmediato la concentracion de sulfuro: [S*7]=10"""""""" ¢ .

Obviamente, en la region que va mas alla de pH = pK, haremos el mismo tipo de planteamiento. Esto es,

tomamos un valor cero para la concentracion de sulthidrico SH, en el balance material. Por tanto tenemos:

_[STIH"]

T SH ] ; ¢, =[SH ]+[57]

Ello nos conduce a resultados similares para las férmulas de las concentraciones:

o Co . _ o
[SH 1= i [s? T
Respecto al sulthidrico tenemos:
STIH'T §
K1K2:[ [;I[-I_]] ; coz[S2 ]
2

lo que conduce a [SH,] =107 P20 ¢

Finalmente, en la parte intermedia, donde domina el bisulfuro SH, podemos considerar tanto

[SH, ]
Ccomo.:
= s ¢y =[SH ]+[S7]

Del primer par de ecuaciones deduciremos la concentracion del sulfhidrico, del segundo par la del sulfuro
(que ya hemos obtenido mas arriba) y de cada uno de los pares la de bisulfuro en las regiones derecha e
izquierda (formulas como las deducidas anteriormente). Resumimos a continuacion las formulas encontradas

para las distintas regiones:

Region 1 de predominancia del sulfhidrico SH>,

Co

C -
[SH)= s SH 1=ty

2-1 _ 1n2PH-PK,-pK,
L+ 1077 [T ]=10""""""",

Region 2 de predominancia del bisulfuro SH,

C
lopKz PH

c -
[SH,]= 110+p,<1,[ ]_
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1= S . = %
T = g
Region 3 de predominancia del sulfuro 5 5
— 10PKi+PK2pH |, 1= % : -9 o
[SHz]—IOP +pK,=2p Cos [SH ]_W’ [S ]—W.

11.10. Resumen de comandos MATHEMATICA®

Se presenta a continuacion un resumen de los comandos MATHEMATICA® mas relevantes empleados en

estos apuntes.
e Borrado de memoria:

nfl]l= a=1; b =2; Clear®11["Glocbal“«x"]: {a, b}
outfll= {a, b}
InEZl= a=1; b=2; ClearAll[a]: {a, b}

outz= {a&, 2}
e Redondeo a nimeros enteros: Round y IntergerPart:

In[1]:= Roundd [4.2] In2]:= Round [4.6] Inf2:= IntegerPart[4.6]

Out[1]= 4 OuwtfZ]= 5 3= 4

e Logaritmos naturales y decimales:

Logaritmo natural
In(1]:== Log[l0.]

Out[i]= 2.30259

e Listas:

Logaritmo decimal
niz= Log[l0, 10.]

out[2]= 1.

In(i]= 1ista = {{{1, 2, 3}, {4, 53}}, {6}, {7, 8, 9, 10}};

)= lista[[1]]
owfz= {{1, 2, 3}, {4, 5}
)= lista[[1, 1]]

owtf4= {1, 2, 31
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Ot

BF= {7, 8, 59, 10}

)= lista[[1, 1, 2]]

Ot
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e Afadir términos a una lista: AppendTo:

In[i]= lista = {{1, 2}}: AppendTe[lista, {3, 4}]: lista

oul= {{1, 2}, {3, 4}}
e Definicion de funciones (atencion a la diferencia):

n[]= F[x] = x*2; £[3] nz]= E[x_]=x%x*2; £[3]

mut[i}= £[3] o[zl 9

e Derivadas:

n[i]= D[x*3, x] nE= D[x*3, {x, 21] = D[x*3, {x, 3}]

ol 3% Outfils 6x O 6
e Asignaciones momentaneas:

Infl]= ec=2xX+y:ec/. {Xx=1, y+1}
o[l 3
In[2]:= ec

o[kl 2x+¥
e FEliminate:

In[l]= Eliminate[{X«n=-2*Z, nem==1, X+ Z =2, X+m =0}, {X, n, m}]

3

ol 4z-11z"+22° = -4

e Solve y NSolve:

Ecuaciones simples:

In[1]= Solve[3xX*2-2xXx-2 ==0, Xx]

" I r Y | I | =111
Out[1] Hx 1 "'u.'_|J,{K.3|I1+"u.'_|JJ
In[z2l:= Solve[3»Xx*2-2xx-2==0,x] //H
out[2]= {{x—= -0.548584), [x = 1.21525}}
In[3l= HSolve[3xXx*2-2xx-2 =0, x]

o[y [[x— —0.548584]), [x -1.21525))

Sistemas de ecuaciones:
In[@4:= HSolve[{3xX*2-2xXwy¥-2 =0, X+y-1=20}, {x, 7¥}]
out[= [[x— -0.463325, v = 1.46332], [x— 0.863325, y— 0.136675)]
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¢ FindRoot (Solve funciona bien con polinomios. Para otro tipo de funciones podemos utilizar FindRoot,

que requiere especificar un valor inicial con que iniciar el método iterativo):

In(l]:== Solwve[Sin[x] == 0, x]

Jolve::ifun : Inverse function=s are being used by Solve, =0 =some solutions

may not be found; use Beduce for complete solution information. More

Out[l}= {{x—0}]

In2]:= FindRoot[Sin[x], {x, 3}] Inf2:= FindRoot[Sin[x], {x, -6}]

outE= [X - 3.14159) Oupl= (X = -6.28319)

e Bucles: For:

In[1]= For[i=2,i=3, i++, Print["heola ", i+10]]
hola 20

hola 30

e Ajustes: Fit y FindFit:

Fit (ajuste por minimos cuadrados como combinacion lineal de las funciones de base especificadas):

In[t]= dates = {{0, 53}, {1, 4}, {2, 3}, {3, 2}, {4, 1}}:
Fit[dates, {1, x, x*2, S5in[x]}, x]

Outfjs 5.-1.x+4.72062:107 " x* £ 9.13378 2107 Sin[x]

FindFit (ajuste por minimos cuadrados de los parametros de la funcion especificada):

= dates = {{0, 3}, {0.5, 2.38}, {1, 1.80}, {1.5, 1.29}, {2, 0.89}};

FindFit[datos, a+bx Sinfc«x], {a, b, c}, x]

Otz {a—= 3.00012, b= -2.51332, c—= 0.498407}
e Representacion:
In[i]= Plot[{x~2, x}, {x, -0.5, 0.5}, Axeslabel » {"x", "y"}]

¥
0.5

(=)
'
=]

Out[i]= = Graphics -
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In[z]= dates = {{0, 53}, {1, 1}, {2, 6}, {3, 1.5}, {4, 4.5}, {3, 2}}:
ListPlot [datos, Plotdoined -+ True, Axeslabel - {"x", "y"1]

¥

1

L]
()
il
on

Out[2]= = Graphics =
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