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1.Teorema del límit central 

El Teorema del límit central (o Teorema central del límit) diu que la distribució de la mitjana de qualsevol 

variable aleatori independent serà normal, si la mida de la mostra és prou gran. 

 

En altres paraules, si considerem una variable física que determinem experimentalment i imaginem que el seu 

valor "real" (lliure de tota imprecisió experimental) fos a, mentre que el seu valor experimental resultat de l’i-

èssim experiment és yi = a + xi. Vol dir açò que la variable purament aleatòria és xi i que el seu valor "real" 

hauria de ser zero. Doncs bé, el teorema del límit central ve a dir que, efectivament, el valor de la variable x és 

zero i el doble de la seua variància (que és la mateixa que la variància de la variable y = a + x, atès que a és un 

valor fix) ens dona un interval d'imprecisió que permet afirmar amb certesa estadística que a està dins de 

l'interval y  2, (per certesa estadística entenem donar un resultat amb una probabilitat del 95% de no 

equivocar-nos). 

No demostrarem ací aquest teorema però presentem una simulació feta amb Mathematica: 

      

La figura de l’esquerra presenta un histograma de la distribució de 10.000 nombres aleatoris entre els valors 

zero i la unitat. Com podem observar estan distribuïts més o menys uniformement en tot l’interval. A la dreta 

hem calculat la mitjana de 1000 distribucions de 10.000 nombres aleatoris distribuïts entre zero i un. Els resultats 

els hem emmagatzemat en la llista data, la qual és representada a la dreta amb un histograma suavitzat (junt 

amb un esquema que mostra un histograma i la seua suavització). 

En resum, aquest teorema fonamenta l’ús de la mitjana �̅� d’una mostra com la millor proposta del valor “real” 

𝜇 de la variable i l’estimació de la seua precisió com aproximadament el doble de la variància (també anomenada 

distribució quadràtica): 𝜇 =  �̅� ± 2𝜎.  

Si volem ser exactes, i donar el resultat amb una probabilitat del 95%, és a dir, amb un àrea de valor 0.95 davall 

la campana de probabilitat, escriurem: 𝜇 =  �̅� ± 1.98 𝜎. Ara bé, aquesta campana implica el límit infinit d’una 

mostra gran. Com les mostres sempre són finites hom usa sovint el valor 2𝜎. Si la mostra és molt reduïda cal 

usar valors majors per assegurar la probabilitat de 95% (per exemple la distribució de Student assigna un valor 

2.57 a mostres de 5 elements).  
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2.Propagació de la variància (o de la imprecisió) 

Sovint mesurem una variable 𝑥, però ens interessa saber el valor de la magnitud 𝑦 = 𝑓(𝑥). Aleshores sorgeix 

la pregunta: és la funció de la mitjana 𝑓(�̅�) la millor proposta per a 𝑦? Quina és la seua imprecisió?  

A partir de 𝑦 = 𝑓(𝑥) és immediat dir 𝑑𝑦 = (
𝑑𝑓

𝑑𝑥
) 𝑑𝑥. Aleshores, si identifiquem 𝑑𝑥, 𝑑𝑦 amb les diferències 

finites (𝑥 − 𝑥𝑖),  (𝑦 − 𝑦𝑖) entre el valor “exacte” i la seua determinació experimental  que inclou un petit error 

aleatori 𝛿𝑥, 𝛿𝑦, podem escriure: 

(𝑦 − 𝑦𝑖)2 = (
𝑑𝑓

𝑑𝑥
)

2

(𝑥 − 𝑥𝑖)2 → ∑(𝑦 − 𝑦𝑖)2

𝑖

= (
𝑑𝑓

𝑑𝑥
)

2

∑(𝑥 − 𝑥𝑖)2

𝑖

 

que dividint pel nombre de mesures (N) en proporciona la relació entre les desviacions quadràtiques o 

variàncies: 

𝑆𝑦
2 = (

𝑑𝑓

𝑑𝑥
)

2

𝑆𝑥
2 

2.1 Imprecisió de la mitjana  

En el primer apartat hem donat arguments per triar la mitjana d’una mostra com la millor proposta per al valor 

de la variable aleatòria que es mesura. Ací en donarem un addicional: la seua imprecisió és N vegades menor 

que la de qualsevol element de la mostra dels N experiments. En efecte, escrivim �̅� =
1

𝑁
∑ 𝑥𝑖𝑖 . Per tant, la mitjana 

és una funció dels N valors aleatoris que constitueix la mostra: �̅� = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑁). Podem calcular la seua 

derivada, 
𝜕�̅�

𝜕𝑥𝑖
=

1

𝑁
, idèntica per a tots el valors 𝑥𝑖. Per tant, 𝑆�̅�

2 =
1

𝑁2
∑ 𝑆𝑥

2
𝑖 =

1

𝑁2 𝑁𝑆𝑥
2 =

𝑆𝑥
2

𝑁
. 

𝑆�̅�
2 =

1

𝑁
𝑆𝑥

2  

 

2.2 Propagació en cas d’una funció de dues variables 

Considerem 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Seguint el mateix raonament, 𝑑𝑧 = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦
𝑑𝑥 + (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥
𝑑𝑦, és a dir,  

(𝑧 − 𝑧𝑖𝑗) = (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦
 (𝑥 − 𝑥𝑖) + (

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥

 (𝑦 − 𝑦𝑗),  

→
1

𝑁𝑖𝑁𝑗
∑(𝑧 − 𝑧𝑖𝑗)2

𝑖𝑗

=

=  
1

𝑁𝑖𝑁𝑗
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦

2

𝑁𝑗 ∑(𝑥 − 𝑥𝑖)2

𝑖

+
1

𝑁𝑖𝑁𝑗
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥

2

𝑁𝑖 ∑(𝑦 − 𝑦𝑖)2

𝑖

+
2

𝑁𝑖𝑁𝑗
(

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥

 ∑(𝑥 − 𝑥𝑖)

𝑖

∑(𝑦 − 𝑦𝑗)

𝑗

 

Que reescrivim: 𝑆𝑧
2 = (

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦

2
𝑆𝑥

2 + (
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥

2
𝑆𝑦

2 + 2 (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥
𝑆𝑥𝑦

2 = [(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥
] (

𝑆𝑥
2 𝑆𝑥𝑦

2

𝑆𝑦𝑥
2 𝑆𝑥

2 ) [

(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦

(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥

] ,  

on la matriu que inclou les variàncies s’anomena matriu de covariància. 
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 Si les variables x i y són independents, la covariància 𝑆𝑥𝑦
2  resulta ser zero, atès que els valors 𝑥𝑖 són 

independents del valor 𝑦𝑖, per tant: ∑ (�̅� − 𝑥𝑖)𝑖 ∑ (�̅� − 𝑦𝑗)𝑗 = 𝑁(𝑥 − �̅�)𝑁(𝑦 − �̅�) ≈ 0, perquè que la mitjana 

és (aproximadament) igual al valor “real” de la variable. Ara bé, si les variables aleatòries estan 

relacionades entre sí, el valor 𝑥𝑖  condiciona el valor 𝑦𝑖 i per tant ja no podem calcular les sumes com 

independents, atès que no ho són. Si escrivim: 

1

𝑁2
∑(�̅� − 𝑥𝑖)(�̅� − 𝑦𝑗) =

𝑖𝑗

1

𝑁2
∑ 𝑥𝑖𝑦𝑗 −

1

𝑁
 �̅� ∑ 𝑥𝑖

𝑖

−

𝑖𝑗

1

𝑁
 �̅� ∑ 𝑦𝑖

𝑗

+ �̅� �̅� = (𝑥𝑦̅̅ ̅ − �̅� �̅�) 

En altres paraules, la mitjana dels productes no és igual al producte de les mitjanes. En l’apartat següent 

demostrarem que (𝑥𝑦̅̅ ̅ − �̅� �̅�) és proporcional al pendent del ajust lineal de 𝑦 = 𝑓(𝑥). 

 

A l’apèndix 7.1 donem més detalls sobre aquest paràmetre estadístic. 

3.Ajust Lineal de Mínim Quadrats 

Anomenem 
c
iy  als valors de la variable aleatòria que vénen donats per la regressió, .BxAy i

c
i +=  Volem trobar 

els valors A y B que fan que la recta passe pel mig del núvol de punts experimentals. En altres paraules, volem 

trobar els valors A i B que facin mínima la distància dels punts experimentals a la recta proposada, és a dir, 

volem que la magnitud ,Dreg
2

 que definim com a suma de les distàncies dels punts a la recta,  

  −−=−=

ij ij

iij
c
iijreg ,)BxAy()yy(D 222  

sigui mínima. Fem la suma de diferències elevades al quadrat, en lloc de la suma de diferències, a fi d'evitar que 

diferències negatives resten en lloc de sumar. 

Si triem A i B de manera que la suma de quadrats siga mínima, aleshores, les derivades respecte d'A i B seran 

nul·les, 

002

002

2
2

2

=−−=−−=




=−−=−−=








x B N x A Nyx N  x)BxAy(
B

D

x B N A Ny N      )BxAy(
A

D

ij
iiij

reg

ij
iij

reg

 

on:          =
ij

ij ,y
N

y
1

    =
ij

iji ,yx
N

xy
1

   etc. 

Des d'aquestes equacions obtenim els valors A i B que minimitzen la distància dels punts experimentals a la 

recta proposada i que és immediat trobar. Els resultats són: 

𝐵 =
xy − �̄� �̄�

𝑥2 − �̄�2
 ;       𝐴 = �̄� − 𝐵  �̄� 

Adonem-nos que el numerador del pendent B és precisament la covariància 𝑆𝑥𝑦
2 . 
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La segona tasca a abordar és la determinació de la bondat de l'ajust i la dels paràmetres A i B. Una mesura 

d'aquesta bondat ens la dóna la suma de quadrats, si la normalitzem dividint-la pel nombre de punts. Aquesta 

normalització la fem per evitar que, en afegir punts experimentals, creixca el valor de la suma de quadrats, cosa 

que faria la impressió d'empitjorar la bondat de l'ajust en fer més mesures, cosa completament absurda. De la 

mateixa manera, en comptes de dividir-la pel nombre de punts N, dividirem per N-2. Açò ho fem perquè un 

experiment en què només hem fet dues mesures no ens doni un error zero (per dos punts sempre passa una 

recta). En realitat, si només hem fet dues mesures no tenim ni idea de quin és l'error del nostre experiment, i.e. 

la bondat de la configuració és completament indeterminada. Podem fer que les matemàtiques ens diguin que 

la bondat és indeterminada si definim el paràmetre de bondat com la següent dispersió: 

 −−
−

=−
−

=
−

=
ij

iij
ij

c
iij

reg
reg )BxAy(

N
)yy(

NN

D
S 22

2
2

2

1

2

1

2
 

En efecte, si només hem fet dues mesures, la recta ajustada passa pels únics dos punts experimentalment 

determinats, per tant, la distància dels punts experimentals a la recta és zero i també ho és la suma de quadrats. 

Ara bé, el denominador (N-2) del paràmetre de bondat també és zero ja que N=2 i, en matemàtiques, una fracció 

zero dividit per zero està indeterminada. 

Tenim doncs un primer paràmetre que ens indica la bondat de l'ajust, però cal ser més concrets i determinar la 

imprecisió dels paràmetres ajustats. Comencem per B, que podem reescriure com: 

𝐵 =
1

𝑥2 − �̄�2

1

𝑁
∑(𝑥𝑖 − �̄�)𝑦𝑖𝑗

𝑖𝑗

 

En aquesta expressió només yij és aleatori i per tant presenta dispersió i que anomenem dispersió de la 

regressió. Com que B depèn de yij i yij té un error aleatori, també B presentarà un error aleatori. La propagació 

de la dispersió dóna lloc a: 

𝑆𝐵
2 =

1

[𝑥2 − �̄�2]
2

1

𝑁2
∑(𝑥𝑖 − �̄�)2𝑆𝑟𝑒𝑔

2 =

𝑖𝑗

𝑆𝑟𝑒𝑔
2

[𝑥2 − �̄�2]
2

1

𝑁2
𝑁(𝑥2 − �̄�2) =

𝑆𝑟𝑒𝑔
2

𝑁(𝑥2 − �̄�2)
=

𝑆𝑟𝑒𝑔
2

𝐷𝑥
2 , 

on hem introduït la notació: 𝐷𝑥
2 = ∑ (𝑥𝑖 − �̄�)2

𝑖 = 𝑁(𝑥2 − �̄�2).  

De manera anàloga, el paràmetre 𝐴 = �̄� − 𝐵�̄� = ∑ (
1

𝑁
−

�̅� (𝑥𝑖−�̅�)

𝐷𝑥
2 )𝑖𝑗  𝑦𝑖𝑗, i com la suma ∑ (𝑥𝑖 − �̅�)𝑖  val zero, 

resulta una dispersió: 

𝑆𝐴
2 = (

1

𝑁
+

�̅�2 

𝐷𝑥
2) 𝑆𝑟𝑒𝑔

2 =
𝑥2̅̅̅̅  

𝐷𝑥
2   𝑆𝑟𝑒𝑔

2 , 

on la darrera igualtat s'obté substituint el valor 𝐷𝑥
2 = 𝑁(𝑥2 − �̄�2), i ordenant l'expressió obtinguda. 
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Finalment, ens pot interessar calcular la dispersió d'un valor ajustat i
c
i BxAy += . Podríem aplicar la propagació 

de la dispersió i escriure 𝑆𝑦𝑖
𝑐

2 = 𝑆𝐴
2 + 𝑥𝑖

2𝑆𝐵
2, però atenció açò no seria correcte perquè pendent i ordenada no són 

estadísticament independents.1  Cal reescriure 𝑦𝑖
𝑐 = �̅� − 𝐵(𝑥𝑖 − �̅�) i ara sí, amb 𝑆�̅�

2 =
𝑆𝑦

2

𝑁
≡ 

𝑆𝑟𝑒𝑔
2

𝑁
 ,  trobem: 

𝑆𝑦𝑖
𝑐

2 =
𝑆𝑟𝑒𝑔

2

𝑁
[1 +

𝑁(𝑥𝑖 − �̄�)2

𝐷𝑥
2 ] 

El mateix resultat s’obté a partir de i
c
i BxAy +=  fent ús de la covariància 𝑆𝐴𝐵

2  (vegeu apèndix, secció 7.1). 

La imprecisió o error es pot estimar com aproximadament el doble de l'arrel quadrada de la dispersió (recordeu 

que calculàvem quadrats per evitar números negatius. Ara hem d’eliminar els quadrats). De manera més exacta, 

la imprecisió o error s'ha de calcular com a t vegades l'arrel quadrada de la dispersió, on el paràmetre t, anomenat 

t de Student, té en compte el nombre de graus de llibertat del nostre experiment (que és igual en aquest cas al 

nombre de mesures menys 2, com havíem comentat anteriorment). 

 

4.Ajust Lineal de Mínim Quadrats en forma matricial 

Podem escriure l’equació 𝑦𝑖
𝑐 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 de la recta2 en forma matricial [𝑦𝑖

𝑐] = [1 𝑥𝑖] [
𝑎
𝑏

]. Aquesta equació és 

certa per a una i qualsevol. Per tant, és valida per a totes les is, de manera que podem escriure 𝑌 = 𝑋 𝐴, on Y és 

un vector columna que conté totes les 𝑦𝑖, 𝑋 = [
1 𝑥1

… …
1 𝑥𝑛

] i 𝐴 = [
𝑎
𝑏

].3 

Podem aïllar els paràmetres A multiplicant a esquerres per la trasposta d’X, de manera que el producte XT X és 

una matriu quadrada la qual pot ser invertida (XT X)-1, cosa que permet aïllar els paràmetres: 𝐴 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌. 

4.1 Càlcul de les imprecisions: La covariància 

En la pàgina 2 hem obtingut la propagació de la variància d’una funció de dues variables aleatòries 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦): 

𝑆𝑧
2 = (

𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦

2
𝑆𝑥

2 + (
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥

2
𝑆𝑦

2 + 2 (
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥
𝑆𝑥𝑦

2 = [(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦
(

𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥
] (

𝑆𝑥
2 𝑆𝑥𝑦

2

𝑆𝑦𝑥
2 𝑆𝑦

2 ) [

(
𝜕𝑓

𝜕𝑥
)

𝑦

(
𝜕𝑓

𝜕𝑦
)

𝑥

] = 𝑍𝑇 · 𝑐𝑜𝑣 · 𝑍,  

on 𝑍 és el vector de derivades i 𝑐𝑜𝑣 la matriu de covariància. Considerem per exemple el cas d’ajust general 

𝑦𝑖
𝑐 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑎, 𝑏)  d’una funció de la variable de control 𝑥 que depèn de dos paràmetres (𝑎, 𝑏). Assumim que la 

                                                 
1 La propagació de la dispersió de variables no independents inclou un terme funció la seua covariància (la covariància de 

variables estadísticament independents és zero i aquest terme desapareix). 
2 Hem escrit pendent i ordenada en minúscules perquè ara reservem les lletres capitals per a les matrius. 
3 De manera completament anàloga podem ajustar polinomis de major grau. A l’apèndix ho exemplifiquem al cas d’ajust 

a una paràbola. 
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variable aleatòria és 𝑦𝑖 i la no-aleatòria o variable de control la 𝑥𝑖, de manera que en l’expressió 𝑦𝑖
𝑐 = 𝑓(𝑥𝑖, 𝑎, 𝑏)  

l’aleatorietat o imprecisió de la 𝑦𝑖 se transmet a (o des de) el paràmetres de l’ajust 𝑎, 𝑏: 𝑦𝑖(𝑎, 𝑏). 

Per tant podem escriure 𝑆𝑦𝑖
2 = 𝑍𝑖

𝑇 · 𝑐𝑜𝑣 · 𝑍𝑖, amb 𝑍𝑖
𝑇 = [(

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑎
)

𝑏
(

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑏
)

𝑎
] ≡ [𝑧𝑎𝑖 𝑧𝑏𝑖] i 𝑐𝑜𝑣 la matriu de 

covariància: 𝑐𝑜𝑣 = (
𝑆𝑎

2 𝑆𝑎𝑏
2

𝑆𝑏𝑎
2 𝑆𝑏

2 ).  Multiplicant a la dreta per 𝑍𝑖
𝑇 obtenim: 𝑆𝑦𝑖

2  𝑍𝑖
𝑇 = 𝑍𝑖

𝑇 · 𝑐𝑜𝑣 · 𝑍𝑖 · 𝑍𝑖
𝑇, que 

podem reescriure en la forma  𝑍𝑖
𝑇(𝑆𝑦𝑖

2 − 𝑐𝑜𝑣 · 𝑍𝑖 · 𝑍𝑖
𝑇) = 0. És a dir, 𝑆𝑦𝑖

2 = 𝑐𝑜𝑣 · 𝑍𝑖 · 𝑍𝑖
𝑇. De manera explícita: 

𝑆𝑦𝑖
2 = 𝑐𝑜𝑣 · (𝑍𝑖 · 𝑍𝑖

𝑇) = 𝑐𝑜𝑣 · [
𝑧𝑎𝑖

𝑧𝑏𝑖
] · [𝑧𝑎𝑖  𝑧𝑏𝑖]  = 𝑐𝑜𝑣 · (

𝑧𝑎𝑖
2 𝑧𝑎𝑖  𝑧𝑏𝑖

𝑧𝑎𝑖  𝑧𝑏𝑖 𝑧𝑏𝑖
2 ) 

En efectuar la suma de les 𝑖 a l’esquerra de la igualtat trobem la dispersió de la regressió:4 𝑆𝑟
2 = ∑ 𝑆𝑦𝑖

2
𝑖 . La suma 

de la dreta de la igualtat dóna lloc a: 

 𝑐𝑜𝑣 · ∑ (
𝑧𝑎𝑖

2 𝑧𝑎𝑖  𝑧𝑏𝑖

𝑧𝑎𝑖  𝑧𝑏𝑖 𝑧𝑏𝑖
2 )𝑖 = 𝑐𝑜𝑣 · [∑ (

𝑧𝑎𝑖
2 𝑧𝑎𝑖  𝑧𝑏𝑖

𝑧𝑎𝑖  𝑧𝑏𝑖 𝑧𝑏𝑖
2 )𝑖 ] = 𝑐𝑜𝑣 · (

𝛴𝑧𝑎𝑖
2 𝛴𝑧𝑎𝑖  𝑧𝑏𝑖

𝛴𝑧𝑎𝑖  𝑧𝑏𝑖 𝛴𝑧𝑏𝑖
2 ) = 𝑐𝑜𝑣 · (𝑍𝑇𝑍). 5 

Per tant, trobem que la matriu de covariància se pot expressar en termes de la matriu de les derivades de la 

funció 𝑓(𝑥, 𝑎, 𝑏)  respecte dels paràmetres i la 𝑆𝑟
2:     𝑐𝑜𝑣 = (𝑍𝑇𝑍)−1𝑆𝑟

2. 

Cal fer notar que encara que la demostració l’hem feta per al cas d’una variable de control i dos paràmetres, 

només rellegint-la veiem que seria idèntica si hi hagueren més variables de control. També seria la mateixa si 

hi ha més paràmetres, tan sols canvia la matriu 𝑍, que  per a dos paràmetres és una matriu 𝑛 × 2 per a tres és 

una matriu 𝑛 × 3 etc. 

4.2 Càlcul de les imprecisions en ajustos lineals: La covariància en termes de la matriu X de la variable no aleatòria 

En el cas  lineal, 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥, els paràmetres de l’ajust són 𝑎 i 𝑏. Per tant, 𝑍𝑖
𝑇 = [(

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑎
)

𝑏
(

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑏
)

𝑎
] = [1 𝑥𝑖], 

de manera que 𝑍 no és més que la matriu 𝑋 = [
1 𝑥1

⋮ ⋮
1 𝑥𝑛

]. Per tant, covariància resulta: 𝑐𝑜𝑣 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑆𝑟
2. 

4.3 Algunes comprovacions 

La lectura d’aquest apartat és innecessària. És just una altra forma de veure que 𝑐𝑜𝑣 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑆𝑟
2, a partir de 

l’anàlisi del contingut de la matriu  𝑋𝑇𝑋:  

𝑋𝑇𝑋 = [
1 … 1
𝑥1 … 𝑥𝑛

] [
1 𝑥1

… …
1 𝑥𝑛

] = [
𝑛 𝛴𝑥𝑖

𝛴𝑥𝑖 𝛴𝑥𝑖
2] 

                                                 
4 De manera anàloga a 𝑆𝑥

2 = 𝑛𝑆�̅�
2 tenim que 𝑆𝑟

2 = 𝑛𝑆�̅�
2 = 𝑛

1

𝑛
∑ 𝑆𝑦𝑖

2 = ∑ 𝑆𝑦𝑖
2

𝑖𝑖 . 

5 Adonem-nos que (
𝛴𝑧𝑎𝑖

2 𝛴𝑧𝑎𝑖  𝑧𝑏𝑖

𝛴𝑧𝑎𝑖  𝑧𝑏𝑖 𝛴𝑧𝑏𝑖
2 ) és la matriu (2 × 2)  producte de 𝑍𝑇(2 × 𝑛) per 𝑍(𝑛 × 2). 
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Si calculem el determinant d’aquesta matriu trobem:  det(𝑋𝑇𝑋) = 𝑛2(𝑥2̅̅ ̅ − �̅�2) = 𝑛 ∑ (𝑥𝑖 − �̅�)2 =𝑖 𝑛𝐷𝑥
2. 

Atès que la inversa de la matriu 𝑀=[
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

] és:  𝑀−1 =
1

det (𝑀)
 [

𝑑 −𝑐
−𝑏 𝑎

]  tenim que: 

(𝑋𝑇𝑋)−1 =
1

𝐷𝑥
2 [ 𝑥2̅̅ ̅ −�̅�

−�̅� 1
] 

Si mirem els termes diagonals observem que, excepte que falta multiplicar per 𝑆𝑟
2, són precisament les variàncies 

de pendent i ordenada (veure pàgina 4. També en apèndix 7.1). Els extra-diagonals són iguals entre si i, excepte 

el factor 𝑆𝑟
2, són la covariància 𝑆𝑎𝑏

2  (calculada en l’apèndix 7.1). La matriu de covariància de la regressió és 

doncs 𝑐𝑜𝑣 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑆𝑟
2. Finalment, atès que 𝑦𝑖

𝑐 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖, la variància de la 𝑦𝑖
𝑐 resulta:    

𝑆𝑦𝑖
𝑐

2 = (1 𝑥𝑖) 𝑐𝑜𝑣 (
1
𝑥𝑖

) = (1 𝑥𝑖)(𝑋𝑇𝑋)−1 (
1
𝑥𝑖

) 𝑆𝑟
2. 

5.Regressió Multi-Lineal que passa per l’origen 

Si tenim dues variables, aleshores [𝑧𝑖
𝑐] = [𝑥𝑖 𝑦𝑖] [

𝑎
𝑏

]. En general, 𝑌 = 𝑋 𝐴, amb la mateixa definició de Y i A, 

amb 𝑋 = [

𝑥1 𝑦1

… …
𝑥𝑛 𝑦𝑛

]. Com adés, podem aïllar els paràmetres 𝐴 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌 i determinar la matriu de 

covariància (𝑋𝑇𝑋)−1, la diagonal de la qual representa les variàncies del paràmetres, mentre que el producte 

(𝑥𝑖 𝑦𝑖)(𝑋𝑇𝑋)−1 (
𝑥𝑖

𝑦𝑖
) 𝑆𝑟

2 són les  𝑆𝑦𝑖
𝑐

2 . 

5.1 Regressió Multi-Lineal forçada a passar per l’origen 

Considerem el problema amb dos variables: �̃�𝑖
𝑐 = 𝛼 + 𝑎 𝑥𝑖 + 𝑏 𝑦𝑖, on (, a, b) són paràmetres que determinem 

amb l’ajust multilineal. Escrivim: 

[�̃�𝑖
𝑐] = [1 𝑥𝑖 𝑦𝑖] [

𝛼
𝑎
𝑏

]       ⇔        �̃� = 𝑋 · 𝐴   amb  �̃� = [
�̃�1

𝑐

···
�̃�𝑁

𝑐
] , 𝑋 = [

1 𝑥1 𝑦1

··· ··· ···
1 𝑥𝑁 𝑦𝑁

] ,   𝐴 = [
𝛼
𝑎
𝑏

].   

Aleshores,  𝐴 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇�̃�, i la matriu 𝑐𝑜𝑣 de covariàncies:  𝑐𝑜𝑣 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑆𝑟
2. 

Podríem, però, definir 𝑧𝑖
𝑐 = �̃�𝑖

𝑐 − 𝛼  i assumir que l’ òptim que trobem en l’ajust lineal és exactament, sense 

cap error, el valor que hauria de tindre aquest paràmetre (cosa que segurament no és certa i que equival a 

acumular la seua imprecisió en la dels altres paràmetres6). Aleshores podem escriure: 

�̃�𝑖
𝑐 − 𝛼 = 𝑧𝑖

𝑐 = [𝑥𝑖 𝑦𝑖] [
𝑎
𝑏

]     ⇔      �̃� = 𝑋 · 𝐴    amb  �̃� = [
𝑧1

𝑐

···
𝑧𝑁

𝑐
] , 𝑋 = [

𝑥1 𝑦1

··· ···
𝑥𝑁 𝑦𝑁

] ,   𝐴 = [
𝑎
𝑏

].   

                                                 
6 Se fa una cosa semblant quan en els ajustos y=f(x) assumim que x és la variable no aleatòria de control mentre que y és 

la variable aleatòria. Per exemple, en una cinètica de reacció, on mesurem concentració de reactiu en front del temps, 

considerem usualment que l’error del temps és rebutjable i, en fer açò, estem acumulant en l’error de la concentració el seu 

propi error més l’error en la mesura del temps. 
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Aleshores, 𝐴 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑍. La matriu de covariàncies  𝑐𝑜𝑣 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑆𝑟
2 i variància de la funció calculada 

𝑧𝑖
𝑐 resulta: 𝑆𝑧𝑐

2 = [𝑥𝑖 𝑦𝑖] (𝑋𝑇𝑋)−1 [
𝑥𝑖

𝑦𝑖
] 𝑆𝑟

2. Finalment, com hem assumit que �̃�𝑖
𝑐 − 𝛼 = 𝑧𝑖

𝑐 amb  el valor 

exacte, trobem que 𝑆𝑧𝑐
2 = 𝑆�̃�𝑐

2 . 

6.Regressió no Lineal  

Estudiem la relació no lineal 𝑦 = 𝑓(𝑥, 𝜃), amb variables 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)  i paràmetres  𝜃 = (𝑎, 𝑏, … 𝜃𝑝). En 

aquest cas la relació entre 𝑦 i 𝑥 no és lineal de manera que no pot ser expressada en termes d’un sistema lineal 

d’equacions amb solució única. Per trobar el valor òptim del paràmetres cal fer ús de mètodes iteratius a partir 

d’un initial guess o punt inicial. Per exemple podem emprar el mètode de Newton o altres mètodes semblants. 

Excel conté la macro SOLVER que usa el mètode GRG (Generalized Reduced Gradient) per a trobar mínims. 

Aquest mètode, com el de Newton, fa ús de les derivades per a accelerar la convergència. Mathematica té el 

comandament FindRoot, que també usa mètodes tipus Newton.  

Per tant, el primer pas de l’ajust no lineal passa per minimitzar 𝐷𝑟
2 amb un mètode iteratiu. Una volta trobats el 

paràmetres òptims, calcularem la matriu 𝑍 de derivades 𝑧𝑎𝑖 = (
𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑎
)

0
, 𝑧𝑏𝑖 = (

𝜕𝑦𝑖

𝜕𝑏
)

0
... de la funció respecte dels 

paràmetres, per a cada valor 𝑥𝑖 de les variables de control i el valor òptim 𝑎, 𝑏, …dels paràmetres. 

Aleshores, calcularem la matriu de covariància 𝑐𝑜𝑣 = (𝑍0
𝑇𝑍0)−1𝑆𝑟

2, les diagonals de la qual són les variàncies 

dels paràmetres i, amb d’ella calcularem la variància de la y calculada, 𝑆𝑦𝑖
𝑐

2 = 𝑍𝑖
𝑇𝑐𝑜𝑣 𝑍𝑖, on 𝑍𝑖 = (𝑍𝑖1

0 … 𝑍𝑖𝑝
0 ) 

és la fila de derivades calculades, com hem dit abans, per al valor òptim dels paràmetres. 
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7.Apèndix 

7.1 Covariància  

La covariància de dues variables aleatòries x i y és: 𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦) ≡ S𝑥𝑦
2 =

1

𝑛
𝛴(𝑥𝑖 − �̅�)(𝑦𝑖 − �̅�).  

 

Una covariància positiva/negativa significa una relació directa/inversa de dos variables. La covariància d’una 

variable amb ella mateixa se diu variància 𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑥) ≡ S𝑥
2 =

1

𝑛
𝛴(𝑥𝑖 − �̅�)2. De la definició, la covariància de 

constants per variables resulta:  𝑐𝑜𝑣(𝑎𝑥, 𝑏𝑦) = 𝑎 · 𝑏 𝑐𝑜𝑣(𝑥, 𝑦).   

Si tenim dues magnitud a i b que són funció lineal d’una mateixa variable aleatòria y, 𝑎 = Σ𝑎𝑖𝑦𝑖, 𝑏 = Σ𝑏𝑖𝑦𝑖, 

aleshores 𝑐𝑜𝑣(𝑎, 𝑏) =  Σ𝑎𝑖𝑏𝑖 S𝑦
2. 

En els apunts hem fet ús de la independència estadística de la mitjana �̄� i la pendent, que ara comprovem desprès 

de reescriure:  �̄� = ∑ 𝑦𝑖
1

𝑛𝑖  ;     𝑏 =
1

𝑥2−�̄�2

1

𝑁
∑ (𝑥𝑖 − �̄�)𝑦𝑖𝑖 = ∑ 𝑦𝑖𝑖

(𝑥𝑖−�̄�)

𝐷𝑥
2 .  

Aleshores, 𝑐𝑜𝑣(�̄�, 𝑏) = ∑
1

𝑛

(𝑥𝑖−�̄�)

𝐷𝑥
2  𝑖   S𝑦

2 =
 S𝑦

2

𝑛 𝐷𝑥
2 ∑ (𝑥𝑖 − �̄�) = 0𝑖 . 

Finalment, calcularem la covariància de la pendent i l’ordenada:  

Escrivim:        𝑏 = ∑ 𝑦𝑖𝑖
(𝑥𝑖−�̄�)

𝐷𝑥
2                  𝑎 = �̄� − 𝑏  �̄� = ∑ 𝑦𝑖

1

𝑛𝑖 − �̄� ∑ 𝑦𝑖𝑖
𝑥𝑖−�̄�

𝐷𝑥
2 = ∑ 𝑦𝑖𝑖 [

1

𝑛
− �̄�

𝑥𝑖−�̄�

𝐷𝑥
2 ]   

Aleshores, si anomenem A𝑖 =
𝑥𝑖−�̄�

𝐷𝑥
2  , tenim que: 

𝑐𝑜𝑣(𝑎, 𝑏) =  S𝑦
2 ∑ A𝑖  [

1

𝑛
− �̄� A𝑖] =  S𝑦

2  (
1

𝑛
∑ A𝑖

𝑖𝑖

− �̄�  ∑ A𝑖
2

𝑖

) = − S𝑦
2  �̄�  ∑ (

𝑥𝑖 − �̄�

𝐷𝑥
2 )

2

𝑖

 

𝑐𝑜𝑣(𝑎, 𝑏) = −
 �̄�

𝐷𝑥
2  S𝑦

2 

 

Exercici: calculeu 𝑆𝑦𝑖
𝑐

2  a partir de l’expressió i
c
i BxAy +=  tenint en compte que A i B no són estadísticament 

independents. Dades: S𝐴
2 =

𝑥2̅̅̅̅

𝐷𝑥
2 S𝑟

2, S𝐵
2 =

𝑆𝑟
2

𝐷𝑥
2, S𝐴𝐵

2 = −
�̅�

𝐷𝑥
2 S𝑟

2. 

Des de l’apèndix 2, 𝑆𝑦𝑖
𝑐

2 = (
𝜕𝑦𝑖

𝑐

𝜕𝐴
)𝐵

2  S𝐴
2 + (

𝜕𝑦𝑖
𝑐

𝜕𝐵
)𝐴

2  S𝐵
2 + 2(

𝜕𝑦𝑖
𝑐

𝜕𝐴
)𝐵(

𝜕𝑦𝑖
𝑐

𝜕𝐵
)𝐴S𝐴𝐵

2 .  

Substituint:       𝑆𝑦𝑖
𝑐

2 =  
𝑥2̅̅̅̅

𝐷𝑥
2 S𝑟

2 + 𝑥𝑖
2  

𝑆𝑟
2

𝐷𝑥
2 − 2𝑥𝑖

�̅�

𝐷𝑥
2 S𝑟

2 =  
𝑆𝑟

2

𝐷𝑥
2 (𝑥2̅̅ ̅ + 𝑥𝑖

2 − 2�̅�𝑥𝑖) 

                                      =  
𝑆𝑟

2

𝐷𝑥
2 (𝑥2̅̅ ̅ + �̅�2 − �̅�2 + 𝑥𝑖

2 − 2�̅�𝑥𝑖) =
𝑆𝑟

2

𝐷𝑥
2 [(𝑥𝑖 − �̅�)2 +

𝐷𝑥
2

𝑛
] 

                        →     𝑆𝑦𝑖
𝑐

2 =
𝑆𝑟

2

𝑛
[1 +

𝑛(𝑥𝑖−�̅�)2

𝐷𝑥
2 ] 
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7.2 Ajust a una paràbola  

Podem escriure l’equació 𝑦𝑖
𝑐 = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 + 𝑐𝑥𝑖

2 de la  paràbola en forma matricial [𝑦𝑖
𝑐] = [1 𝑥𝑖 𝑥𝑖

2] [
𝑎
𝑏
𝑐

]. Aquesta 

equació és certa per a qualsevol i. Per tant, és valida per a totes les is, de manera que podem escriure 𝑌 = 𝑋 𝐴, 

amb  𝑌 = [

𝑦1

…
𝑦𝑛

], 𝑋 = [
1 𝑥1 𝑥1

2

… … …
1 𝑥𝑛 𝑥𝑛

2
] i 𝐴 = [

𝑎
𝑏
𝑐

]. 

Podem calcular els paràmetres A multiplicant a esquerres per la trasposta d’X, de manera que el producte XT X 

és una matriu quadrada que pot ser invertida (XT X)-1, cosa que permet aïllar els paràmetres: 𝐴 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑋𝑇𝑌. 

A partir de la matriu  𝑋𝑇𝑋:  

𝑋𝑇𝑋 = [

1 … 1
𝑥1 … 𝑥𝑛

𝑥1
2 … 𝑥𝑛

2
] [

1 𝑥1 𝑥1
2

… … …
1 𝑥𝑛 𝑥𝑛

2
] = [

𝑛 𝛴𝑥𝑖 𝛴𝑥𝑖
2

𝛴𝑥𝑖 𝛴𝑥𝑖
2 𝛴𝑥𝑖

3

𝛴𝑥𝑖
2 𝛴𝑥𝑖

3 𝛴𝑥𝑖
4

], 

i de manera anàloga (però més feixuga) al cas lineal es pot comprovar que la matriu de covariància de la 

regressió és també: 𝑐𝑜𝑣 = (𝑋𝑇𝑋)−1𝑆𝑟
2. De fet, aquesta expressió és vàlida per tots als ajustos polinòmics. 

 Finalment, atès que les derivades de 𝑦𝑖
𝑐 respecte 𝑎, 𝑏, 𝑐 són, respectivament, 1, 𝑥𝑖 , 𝑥𝑖

2, la variància 𝑆𝑦𝑖
𝑐

2  resulta: 

𝑆𝑦𝑖
𝑐

2 = (1 𝑥𝑖  𝑥𝑖
2) 𝑐𝑜𝑣 (

1
𝑥𝑖

𝑥𝑖
2

) = (1 𝑥𝑖  𝑥𝑖
2)(𝑋𝑇𝑋)−1 (

1
𝑥𝑖

𝑥𝑖
2

) 𝑆𝑟
2. 
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8.Excercicis 

 Ajust lineal 

Versió amb excel 

 
   

Versió amb Mathematica (mateix problema) 
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En fer intro, el output que resulta és: 
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Ajust parabòlic 

Versió amb excel 

 

Versió amb Mathematica 
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Ajust no lineal 
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Ajust no lineal amb excel (Ajust de dades experimentals a l’equació de Van Deemter) 
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