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TEMA 2:

DESCRIPCIÓN CONJUNTA DE 

VARIAS VARIABLES

INTRODUCCIÓN

Ejemplo : Con el fin de hacer un estudio de aceptación sobre dos modelos de impresoras de reciente fabricación, se consideraron el número de ventas efectuados en una determinada tienda de ordenadores durante 25 días. Las ventas fueron.

	Modelo A
	 0 2 2 2 1 3 3 3 3 4 4 2 3 3 3 3 2 3 2 4 2 2 3 3 3 

	Modelo B
	 2 1 2 2 3 1 1 1 2 0 1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 2 2 2 2 1



En muchos procesos de la vida ordinaria se hace necesario estudiar simultáneamente dos características , dos variables. Su estudio conjunto permite determinar las relaciones entre ellas. Supondremos inicialmente que estamos observando dos variables aunque el tratamiento que se presenta se generaliza sin dificultad a cualquier número de variables.

NOTACIÓN: Siguiendo con el ejemplo llamaríamos:

· X: número de impresoras del modelo A vendidas en un día.
· Y: número de impresoras del modelo B vendidas en un día.
· n: número de pares de observaciones.
· xi: cada dato diferente observado en la muestra de X.
· k: número de valores distintos de X.
· yj: cada dato diferente observado en la muestra de Y.
· h: número de valores distintos de Y.
1. DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS BIVARIANTES.

1.1 DISTRIBUCIÓN CONJUNTA.

 
Cuando queremos describir conjuntamente dos variables, el primer paso al igual que en el caso univariante será la representación de los datos en una tabla de frecuencias.

FRECUENCIA ABSOLUTA CONJUNTA (nij): número de veces que se presenta en la muestra el valor xi, de la variable X con el valor de yj de la variable Y.

Ejemplo: para el par x1=0, y3=2, n13=1

PROPIEDAD: La suma de las frecuencias absolutas es igual a n.

FRECUENCIA RELATIVA CONJUNTA (fij)  fij= nij / n .

Ejemplo:  f13 = 0.04.

PROPIEDAD: La suma de las frecuencias relativas es igual a la unidad.

TABLA DE FRECUENCIAS CONJUNTAS: Llamamos así a una tabla de doble entrada donde se representa en la primera columna los diferentes valores observados para la variable X (xi) ordenados de menor a mayor  y en la primera fila los diferentes valores observados para la variable Y (yj) , y en el centro sus correspondientes frecuencias conjuntas, (nij, o fij o ambas).

Ejemplo:

	                     yj

xi
	0           1           2           3                    
	ni.
	fi.

	0

1

2

3

4
	0/0        0/0        1/0.04    0/0

0/0        0/0        0/0         1/0.04

0/0        3/0.12   5/0.20    0/0 

0/0        8/0.32   4/0.16    0/0

1/0.04   2/0.08   0/0         0/0
	1

1

8

12

3
	0.04

0.04

0.32

0.48

0.12

	n.i
	1           13         10          1
	25
	

	f.j
	0.04      0.52      0.04       0.04   
	
	1


¿Qué porcentaje de días vendemos una impresora del modelo A y 3 del modelo B? 4%

¿Qué porcentaje de días vendemos más impresoras del modelo B que del modelo A?  8% ; (0.04+0.04)

NOTA: En el caso en que las variables sean cualitativas la tabla de distribución conjunta también recibe el nombre de tabla de contingencia.

1.2 DISTRIBUCIONES MARGINALES


Para distinguir las frecuencias de cada variable al estudiarlas aisladamente llamaremos frecuencias marginales a las de cada variable por separado. De esta forma tendríamos dos distribuciones unidimensionales a partir de las conjuntas.

FRECUENCIA ABSOLUTA MARGINAL: 

· Para la X (xi.) sería el número de veces que se repite el valor xi sin tener en cuenta los valores de Y, la representamos por ni. .

· Para la Y (y.j) sería el número de veces que se repite el valor yj sin tener en cuenta los valores de X, la representamos por n.j .

FRECUENCIAS RELATIVAS MARGINALES: A partir de las anteriores, y del mismo modo se construirían estas frecuencias.  fi. y f.j.


La distribución de frecuencias marginales pueden colocarse en una tabla separadamente como lo hacíamos en el tema anterior. Pero si deseamos tener toda la información en una misma tabla lo que se suele hacer es colocar:

· En la última columna de la tabla conjunta, las frecuencias marginales de X es decir, ni., añadiendo tantas columnas como otros tipos de frecuencias marginales se deseen añadir.
· En la última fila de la tabla conjunta, las frecuencias marginales de X, es decir, n.j, añadiendo tantas columnas como otros tipos de frecuencias marginales se deseen añadir.
1.3 DISTRIBUCIONES CONDICIONADAS.


A partir de la distribución de frecuencias conjuntas podemos definir otro tipo de distribuciones unidimensionales, tanto para X como para Y. Estas distribuciones se obtendrán al fijar el valor de la otra variable y reciben en nombre de distribuciones condicionadas.

FRECUENCIA ABSOLUTA CONDICIONADA PARA X=xi dado que Y=yj es el número de veces que se repite el valor xi  teniendo en cuenta solo aquellos valores en que Y=yj ;así es:  ni(j) = nij    (i=1,...,k.

FRECUENCIA ABSOLUTA CONDICIONADA PARA  Y=yj dado que X=xi es el número de veces que se repite el valor yj teniendo en cuenta solo aquellos valores en que X=xi  ; así es: n(i)j = nij     (j=1,...,h


En las distribuciones condicionadas no se suelen utilizar las distribuciones absolutas, puesto que, como sabemos, estas dependen del número de datos y el número de datos será diferente para cada distribución, pues dependerá de la frecuencia del valor que fijamos de la otra variable. Son mucho más útiles las frecuencias condicionadas que se definen:

FRECUENCIA RELATIVA CONDICIONADA PARA  X  dado que Y=yj es fi(j) = nij/n.j

FRECUENCIA RELATIVA CONDICIONADA PARA  Y  dado que X=xi es f(i)j = nij/ni.

Ejemplo:

Distribuciones de frecuencias de X condicionada a Y=1

	xi
	ni(2)
	fi(2)

	0

1

2

3

4
	0

0

3

8

2
	0

0

0.23

0.61

0.15


NOTA: Si la tabla resulta muy grande deberemos agrupar una o las dos variables en intervalos de clase del mismo modo que lo hacíamos en el tema1. En este caso todas las definiciones que hemos visto en este tema se generalizan del mismo modo que lo hacíamos en el tema 1.

1.4 INDEPENDENCIA ESTADÍSTICA
DEFINICIÓN 1:  Dos variables X e Y se dicen que son independientes estadísticamente cuando la frecuencia relativa conjunta es igual al producto de las frecuencias relativas marginales, es decir:  fij = fi.f.j       ó     


DEFINICIÓN 2:  Dos variables X e Y se dicen que son independientes estadísticamente cuando todas las frecuencias relativas condicionadas son iguales a sus correspondientes frecuencias marginales, es decir:   fi(j) = fi.   para todo j,   y      f(i)j = f.j para todo i.

2. REPRESENTACIÓN GRÁFICA

Al igual que en el caso univariante, la forma de la distribución conjunta se aprecia a primera vista y se retiene más fácilmente en la memoria con una adecuada representación gráfica.

DIAGRAMA DE DISPERSIÓN O NUBE DE PUNTOS Se obtiene representando cada par observado (xi,yj) como un punto en el plano cartesiano. Se utiliza con los datos sin agrupar y sobre todo para variables continuas. Si los datos están agrupados tomaríamos las marcas de clase. Es el más útil porque nos permite ver visualmente la relación entre las dos variables.




3 MEDIDAS DE DEPENDENCIA LINEAL

3.1 MOMENTOS


De la misma forma que se definían los momentos en las distribuciones unidimensionales, también se pueden definir en las distribuciones bidimensionales. De nuevo, algún caso particular no dará algún tipo de información sobre la distribución de frecuencias y en general los momentos caracterizarán a la misma.

MOMENTOS RESPECTO AL ORIGEN Se define el momento de orden r,s (ars) con r=0,1,2,....., s=0,1,2,...., respecto al origen como:

                                           


CASOS PARTICULARES:

        


         


          


MOMENTOS CENTRALES  O RESPECTO A LA MEDIA: Se define el momento de orden r,s (mrs) con r=0,1,2,3,... y s=0,1,2,3,....  respecto a la media como:

                             


CASOS PARTICULARES:

          


          


           


NOTA: COVARIANZA-CORRELACIÓN


Al analizar dos variables cuantitativas de forma conjunta, el objetivo que se pretende es, por lo general, determinar si existe o no algún tipo de variación conjunta o covarianza entre ellas: si una variable aumenta, la otra también, o lo contrario.


La cantidad se denomina COVARIANZA  (Sxy) y tiene la siguiente expresión:

                         


y ayuda a cuantificar la covariación entre dos variables del siguiente modo:

· Cuando Sxy > 0, hay una tendencia a que a mayores observaciones de X correspondan mayores observaciones de Y. Por ejemplo, a mayor cantidad de agua de lluvia en un año, suele corresponder una mejor cosecha.
· Cuando Sxy < 0, la tendencia resulta contraria; es decir, a mayor valor de X solemos encontrar menores valores de Y. Por ejemplo, a mayor renta per cápita en los países suele corresponder una menor mortalidad infantil.

Este valor dependerá de los valores de las variables, por tanto de sus unidades. Para poder eliminar las unidades y tener una medida adimensional utilizamos el COEFICIENTE DE CORRELACIÓN (rxy)

                                            


siendo también invariante frente a transformaciones lineales (cambio de origen y escala) de las variable. Citamos las siguientes propiedades:

· Es un coeficiente adimensional.
· -1 ( rxy ( 1
· Si hay relación lineal positiva rxy > 0 y próximo a 1.
· Si hay relación lineal negativa rxy <0 y próximo a -1.
· Si no hay relación lineal  rxy  se aproxima a 0.
· Si X e Y son independientes Sxy = 0  y  por tanto rxy = 0.

A partir de esta nota podemos definir el siguiente momento:

                                  


4. RECTA DE REGRESIÓN

4.1 INTRODUCCIÓN AL MÉTODO DE MÍNIMOS CUADRADOS


El diagrama de dispersión o nube de puntos nos permitía visualizar la relación entre dos variables X e Y. Al representar el diagrama de dispersión podemos encontrar las siguientes situaciones:

· Distribuciones estadísticas para las que la nube de puntos se dispone de tal forma que existe una función matemática cuyos puntos son una parte de su representación gráfica.
· Sin coincidir exactamente sus puntos con las de una gráfica de una función matemática, se aproximan a ella con mayor o menor intensidad.
· La nube de puntos presenta un aspecto tal que no existe concentración de puntos hacia ninguna gráfica matemática, distribuyéndose de una forma uniforme en una región del plano.

En el primer caso se dice que existe una dependencia funcional o exacta entre las variables X e Y, es decir existe una función matemática tal que Y = f(X). En el segundo caso se dice que existe una dependencia estadística o aproximada entre las dos variables, Y aprox f(X). Y en el último caso diríamos que las variables son independientes.


Es el segundo caso del que se ocupa la teoría de la regresión.


Las técnicas de regresión tienen por objeto modelizar, es decir, encontrar una función que aproxime lo máximo posible la relación de dependencia estadística entre variables y predecir los valores de una de ellas: Y (Variable dependiente o explicada) a partir de los de la otra (o las otras): X (variables(s) independiente(s) ó explicativa(s)).


Llamaremos regresión de Y sobre X a la función que explica la variable Y (dependiente) para cada valor de la X (independiente).






Y  (  f(X)


Llamaremos regresión de X sobre Y a la función que explica la variable X (dependiente) para cada valor de la Y (independiente).






X  (  f(y)


La regresión es lineal cuando el modelo función de regresión seleccionado es una recta. En cualquier otro caso se dice regresión no lineal. La regresión será simple cuando sólo tengamos una variable independiente. Cuando tengamos dos o más variables independientes, la regresión será múltiple (no se verá).


El procedimiento será:

1. Elegir un tipo de función o curva que creamos que mejor relaciona las dos variables; esto lo podemos hacer observando la nube de puntos.
2. Obtener la ecuación de la curva, de entre las infinitas de dicho tipo que hay en el plano, que mejor se adapte al conjunto de puntos. El objetivo de obtener esa ecuación será predecir el valor de la variable Y dado un valor x0  de la variable X.
3. Obtener una medida del grado de esta asociación o correlación. Esto me dará la fiabilidad de las predicciones que haga con esta ecuación.

Notar que los dos primeros apartados se engloban dentro de lo que se conoce como la teoría de la regresión mientras que el tercero es lo que se conoce como teoría de la correlación.


El segundo apartado se conoce como el problema del ajuste  y se pueden emplear diferente métodos matemáticos para ello, tenemos:

· Método de los mínimos cuadrados.

· Método de los polinomios ortogonales.

· Método de los momentos.

· Método de la curva logística.


Sólo vamos a desarrollar el método de los mínimos cuadrados. Trabajaremos con la muestra original, sin ordenar ni agrupar en una tabla de frecuencias.

4.2 MÉTODO DE MÍNIMOS CUADRADOS


Dados los puntos (x1,y1), (x2,y2),...,(xn,yn), supongamos que hemos elegido una función y=f(x|a1,...,ar)  que queremos ajustar a ese conjunto de puntos y en la que intervienen r parámetros (a1,...,ar). Consideramos la nube de puntos correspondiente:


Para cada valor de X, (xi ) tenemos dos valores de Y:

· El valor observado en la muestra (o en la nube de puntos ) yi.

· Otro que denominamos teórico, yi*, que se obtendría al sustituir x=xi en la función.


Como se puede observar, para cada xi tenemos una diferencia entre los dos valores de Y, que llamaremos residuo:  ei = yi - yi*.


El método de los mínimos cuadrados consiste en determinar los parámetros (a1,...,ar) de tal forma que los residuos sean mínimos. Es decir, buscaremos minimizar la expresión:

                  


es decir, minimizamos la suma de las distancias verticales de los puntos a la curva.


La condición necesaria para obtener el mínimo es que las primeras derivadas parciales respecto a cada uno de los parámetros se anulen, es decir,

                                               


resolviendo este sistema, denominado sistema de ecuaciones normales, quedan determinados (a1,...,ar), así como la correspondiente función.

4.3 MODELO DE REGRESIÓN LINEAL SIMPLE

RECTA DE REGRESIÓN   En el modelo de regresión lineal simple la función elegida para aproximar la relación entre las variables es una recta, es decir y=a+bx, donde a,b son los parámetros.


A esta recta la llamaremos RECTA DE REGRESIÓN DE Y SOBRE X.

Vamos a deducir su ecuación usando el método de los mínimos cuadrados. Dado un valor de X, xi, tenemos los dos valores de Y, el observado, yi , y el teórico, yi* = a + bxi. Así pues, hemos de minimizar:

                           


que derivando respecto a a y a b  e igualando a cero:

                            


que nos dará un sistema de dos ecuaciones normales y dos incógnitas (a,b). Resolviendo el sistema:

                                    


y obtenemos que la recta de regresión de Y sobre X es     y = a + bx   con los valores a y b anteriormente calculados, o bien la siguiente expresión:

                                             


que sería la misma recta pero expresada en punto pendiente. A la pendiente b de la recta de regresión de Y sobre X se le denomina coeficiente de regresión de Y sobre X.

RECTA DE REGRESIÓN DE X SOBRE Y Aplicando el mismo razonamiento llegaríamos a la expresión de la recta de regresión de X sobre Y  x = a’ + b’y con 

                                      



Igualmente a la pendiente b’ de la recta de regresión de X sobre Y se le denomina coeficiente de regresión de X sobre Y.

NOTA: Hay que tener en cuenta que la recta de regresión de X sobre Y no se obtiene despejando X de la recta de regresión de Y sobre X.

PROPIEDADES:

1. Es dos rectas se cortan en el punto ((x,(y) que se denomina centro de gravedad de la distribución conjunta.

2. Tanto el signo de b como el de b’ será el signo de la covarianza (pues las varianzas son siempre positivas). Una covarianza positiva nos dará dos coeficientes de regresión positivos y sus correspondientes rectas de regresión crecientes. Si la covarianza es negativa, las dos rectas de regresión serán decrecientes al ser negativas sus pendientes. En caso de que la covarianza valga cero, las rectas de regresión serán paralelas a los ejes coordenados y perpendiculares entre sí.

4.4 MEDIDAS DE BONDAD DE AJUSTE: CORRELACIÓN

VARIANZA RESIDUAL Para cada valor xi de X, obteníamos una diferencia (el residuo) entre el valor observado de Y en la nube de puntos y el correspondiente valor teórico obtenido en la función. Si todos los puntos de la nube están en la función, la dependencia será funcional; el grado de dependencia será el máximo posible. Cuanto más se alejen los puntos observados de la función (mayores sean los residuos) iremos perdiendo intensidad en la dependencia.


Se define la VARIANZA RESIDUAL como la media de todos los residuos elevados al cuadrado:

                              


· Si la varianza residual es grande los residuos serán grandes y la dependencia será pequeña, el ajuste será malo.
· Si la varianza residual es pequeña (cerca de cero), la dependencia será grande, el ajuste será bueno.


Es fácil demostrar que la media de los residuos en la regresión lineal de Y sobre X  es cero, es decir, (e = 0. Por tanto la varianza residual recibe este nombre por ser la varianza de los residuos.

VARIANZA DEBIDA A LA REGRESIÓN  Nos sirve para ver en qué medida mejora la descripción de una variable a través de la otra. Llamaremos VARIANZA DEBIDA A LA REGRESIÓN a la  varianza de los valores teóricos, es decir de los yi*. Se demuestra que (y* = (y ,  y así pues la varianza debida a la regresión será:

                                          


se demuestra que    Sy2 = Se2 + Sy*2


Es decir, la varianza total de la variable Y es la suma de dos varianzas: la varianza de Y*, que representaría la parte de la dispersión o variabilidad de la variable Y explicada por la regresión, o sea, por la relación lineal con la variable X y la varianza residual que representaría la parte de la variabilidad no explicada por la regresión.


Así pues, cuando aumenta la varianza debida a la regresión, disminuye la varianza residual y el ajuste es bueno y al contrario.

COEFICIENTE DE DETERMINACIÓN  El problema de la varianza residual es que vienen afectada por las unidades de medida y esto imposibilita la comparación de la dependencia entre grupos de variable. Teniendo en cuenta la relación entre los diferentes tipos de varianzas, podemos obtener una medida relativa (es decir, que no dependa de las unidades y esté entre cero y uno) de la bondad de ajuste dividiendo la varianza debida a la regresión entre la varianza total de Y.


Se define el COEFICIENTE DE DETERMINACIÓN COMO:

                             


el coeficiente de determinación (multiplicado por cien) representa el porcentaje de la variabilidad de Y explicada por la recta de regresión, es decir por su relación con la variable X.

· 0 ( R2 ( 1

· Si R2 = 1 todos los residuos valen cero y el ajuste es perfecto; si R2 = 0 el ajuste es inadecuado.

PROPIEDADES:

1. El coeficiente de determinación de la recta de regresión de Y sobre X es el mismo que el de la recta de regresión de X sobre Y, cumpliéndose que:  R2 = bb’. Es decir, el coeficiente de determinación es una medida del grado de relación lineal entre las variables. Se ve rápidamente, ya que si por definición yi* = a+bxi , aplicando las propiedades de la varianza Sy*2 = b2Sx2, y así pues:                                                 


2. El coeficiente de determinación es el cuadrado del coeficiente de correlación lineal, es decir:  R2 = rxy2  , lo que es obvio ya que   


4.5 PREDICCIÓN


El objetivo último de la regresión es la predicción de una variable para un valor determinado de la otra. La predicción de Y para X = x0 será simplemente el valor obtenido en la recta de regresión de Y sobre X al sustituir el valor de x por x0.


Es claro que la fiabilidad de esta predicción será tanto mayor cuando mayor sea la correlación entre las variables (es decir mayor sea R2 o rxy ).
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