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1 Introduccién

La asignatura de Andlisis de Datos es optativa en el plan de estudios de Ingenieria In-
formética de la Universitat Jaume I. Por su potencial interés, también se oferta como
asignatura de libre configuracién. Se impartird durante el primer semestre y se recomienda
a los alumnos que la cursen en cuarto.

Los 5 créditos de esta asignatura se reparten por igual en 2.5 créditos tedricos y otros
2.5 créditos de laboratorio.

Respecto al nimero de matriculados en la asignatura, el hecho de que sea una asignatura
optativa de segundo ciclo hace que no tenga una matricula demasiado elevada. La media
del nimero de estudiantes durante estos anos es de alrededor de 35.

Por tratarse de una asignatura de ltimo curso, es claramente de especializacién y debe
servir como aplicacién de unos métodos de andlisis estadisticos avanzados proporcionando al
alumno una formacién especializada en un campo muy concreto de trabajo. Las técnicas de
andlisis de datos suponen una disciplina en continua expansién siendo el sustento cientifico
de otras muchas (por sus enormes aplicaciones potenciales, ha atraido la atencién de muchos
profesionales de otros campos). De hecho, no todos los alumnos proceden de la titulaciéon
de Ingenieria Informética, sino que por esta asignatura han pasado alumnos procedentes de
las licenciaturas en Quimicas, Administracién y Direccién de Empresas, etc. En cualquier
caso la mayorfa de los alumnos son futuros ingenieros informéticos.

Por todo ello, esta asignatura se orientard mas a la aplicacién, sin descuidar el aspecto
cientifico. Hay que tener en cuenta que los estudiantes que acceden a esta asignatura, por lo
general, tienen una buena base tedrica, porque han cursado (y obligatoriamente aprobado)
50 créditos de mateméticas.

Para una asignatura que recoge algunas técnicas de andlisis de datos, hay que hacer un
esfuerzo de ponderacién entre varios factores: interés y aplicabilidad de la técnica, dificultad
matemética subyacente (teniendo en cuenta a quien va dirigida), adaptacién al poco tiempo
existente para su explicacién y su puesta en préctica con algin software. En este contexto,
hemos optado por elegir una coleccién de métodos estadisticos muy iitiles en la préctica
diaria, de facil implementacién con un software y sin demasiados tecnicalismos.

2 Las técnicas del andlisis de datos en la ciencia y la inge-
nieria

Las técnicas de anélisis estadisticos que actualmente se utilizan en investigaciones de caricter
empirico han avanzado de forma asombrosa en los ultimos anos, gracias a la utilizacién de
los ordenadores. El concepto ”palingenesia” (literalmente ’volver a nacer’) fue acunado
por Arnold Toynbee para definir un conjunto de cambios sociales y de personalidad que se
producen en determinados momentos histéricos. Este término se ha aplicado a la situacién

de los ultimos tiempos con motivo de la generalizacién de la informatica. El concepto
mas reciente de la palingenesia informética probablemente sea el de la necesaria alfabeti-
zacién informética (”computer literacy”) o més concretamente de la estadistica informatica
(andlisis estadisticos por ordenador).

Con estos preliminares, no es de extrafiar que en muchas ramas cientificas, y en particular
en las ingenierfas, los procedimientos y modelos estadisticos se hayan convertido en una
necesidad evidente. Valga como ejemplo la rama de la informética médica, una especialidad
de la ingenieria informética que dia a dia demanda este tipo de ingenieros con plenos
conocimientos estadisticos. Otro ejemplo seria la necesidad de las téenicas de andlisis de
datos en ciencias experimentales, en todas sus ramificaciones.

Es claro, pues, que un profesional capacitado y adaptado a las necesidades de hoy en
dia necesita de un conocimiento, por lo menos bésico, de una coleccién de las técnicas de
estadistica més usuales. Estas técnicas tienen como elemento de trabajo los fenémenos no
deterministas (aleatorios), fenémenos que forman parte de los datos con los que se tiene que
enfrentar un ingeniero.

La modelizacién de estos fendmenos, o al menos el intentar extraer la mayor cantidad
de informacién posible a nuestros datos se lleva a cabo mediante la utilizacién adecuada de
unos métodos estadisticos como los que mostraremos en esta asignatura. Métodos que van
desde el andlisis de dependencias lineales entre variables, andlisis de diferencias en medias
de una variable medida bajo diferentes circunstancias, técnicas de busqueda de grupos
de individuos y/o variables, métodos de reduccién de la dimensionalidad o andlisis de la
componente temporal de nuestros datos.

3 Objetivos de la asignatura

Al formular los objetivos para la asignatura de Analisis de Datos se ha de tener en cuenta
que, a diferencia de la asignatura Estadistica, se trata de una asignatura especifica.

Las asignaturas especificas en una carrera tecnolégica tienen como objetivo general
orientar al alumno hacia el campo especifico de la materia tecnolégica de que se trate y
poner el mecanismo optativo de aprendizaje con el fin de facilitar la formacién adicional
de los alumnos con un mayor interés. También se plantean dotar al alumno de suficientes
conocimientos préacticos sobre la materia especifica, y proporcionar un contacto del alumno
con el entorno profesional correspondiente.

En concreto, un curso sobre anélisis de datos estadisticos deberfa cumplir los siguientes
objetivos:

e Dar una panoramica genérica de los métodos de tratamiento estadistico de datos
desde los niveles mas bajos (tratamiento descriptivo y modelos simples) hasta niveles
medios altos (modelos miltiples y multivariantes). En cualquier caso, se pretende que
los temas tratados durante el curso sean lo més ”estables” posible y dejar los aspectos
méas novedosos y en desarrollo para los cursos de doctorado.

e Hacer que el alumno conozca las principales téenicas estadisticas concretando posibles
restricciones de utilizacién de cada método y generalizaciones de los mismos.

Mostrar las muchas aplicaciones del Andlisis de Datos y hacer que el alumno sea
capaz de identificar un problema como abordable por estos medios, asi como escoger
el hardware y software necesario para su resolucién.

e El alumno debe de familiarizarse con uno o varios softwares suficientemente potentes
(pero al mismo tiempo relativamente sencillos de usar) para abordar los problemas
estudiados en clase, y en general problemas reales.



e Ya que el nombre de esta asignatura incluye el de datos, se pretende que el alumno sepa
buscar bases de datos reales susceptibles de ser analizadas con las técnicas aprendidas.
En este sentido (ver capitulo 1) se le dardn a conocer varias direcciones Web para
navegar entre paginas y paginas de datos reales.

4 Relacién con otras asignaturas

La asignatura de Andlisis de Datos tiene restriccién de matricula con respecto a las asignat-
uras de Estadistica (curso 2°) ¢ Investigacién Operativa (curso 2°). Por otra parte existen
relaciones de dependencia temdtica con otras asignaturas:

Asignaturas previas

e Calculo (curso 1°) y Ampliacién de Matemdticas (curso 2°). Aunque estas asignaturas
son requisito inexcusable de muchas otras, aqui incidimos en que estas dos asignaturas
proporcionaran las bases matematicas de los modelos que estudiemos en Anélisis de
Datos.

o Estadfstica (curso 2°). Ya comentamos anteriormente la importancia de la Estadistica
en la modelizacién concreta de nuestros datos.

e Robética (curso 3°). Inteligencia Artificial e Ingenierfa del Conocimiento (curso 4°).
Algunas de las técnicas que se explican durante estos cursos se basan en métodos de
andlisis discriminante y cluster.

5 Practicas

En esta asignatura las practicas de laboratorio ocupan 2.5 créditos del total de 5, es decir,
son tan importantes como las clases de teorfa. Y asi tiene que ser por el enfoque eminente-
mente practico que se le da a esta signatura (teniendo en cuenta a quién va dirigida).

Como ya ocurria en la asignatura Estadistica, tampoco es el objetivo de estas practicas
el incrementar la habilidad del alumno en un determinado lenguaje de programacién. Por
el contrario, se considera interesante que el alumno desarrolle cierta soltura en el manejo de
paquetes informdticos especificos (en nuestro caso el StatGraphics). Puesto que, probable-
mente, en un hipotético futuro trabajo la situacién que se encontrard estard mas préxima
a desarrollar aplicaciones a partir de un soporte previamente elaborado que a programarlos
desde la base. Ademas, desde el punto de vista de desarrollo de las précticas, la opcién de
la programacién de los métodos podria ser muy costosa temporalmente.

Como tanto en la asignatura de Estadistica en la Ingenieria Técnica en Informética
de Gestién, como en la misma asignatura en la Ingenieria Informatica, se ha utilizado el
paquete estadistico StatGraphics, por razones obvias de continuidad también se ha escogido
este software para la realizacién de las préicticas en la asignatura Anélisis de Datos.

Cierto es que en general el alumno que llega a esta asignatura conoce el StatGraphics
por las practicas realizadas en las asignaturas anteriores, pero lo ha utilizado tinicamente
en el contexto de dichas asignaturas, es decir, desconoce las herramientas de este software
para llevar a cabo las técnicas nuevas que va a estudiar. Es por ello, que en esta nueva
asignatura se les va a pasar un manual de précticas (ver el capitulo correspondiente en esta
memoria) que recoge todas las nuevas instrucciones necesarias.

La idea general es plantear pricticas que cubran todos y cada uno de los temas que se
desarrollan en teoria ajustdndose lo maximo a posible al temario. Nuestra experiencia es
que hay que dedicar al menos 2 sesiones de 2.5 horas por tema de teorfa. Sin embargo, el

desarrollo de las practicas serd mas dindmico, en el sentido de que el tiempo dedicado a
cada tema dependera de la dificultad que muestren los alumnos en su comprensién.



6 Programa de la Asignatura

De acuerdo con todas las consideraciones anteriores proponemos la siguiente relacin de
contenidos para la asignatura de Anélisis de Datos:

Capitulo I: INTRODUCCION GENERAL DE LA ASIGNATURA

Leccién 1. Introduccién.

Leccién 2. Conceptos basicos en inferencia estadistica univariante.

Leccién 3. Conceptos basicos en andlisis multivariante. Distribucién Normal
multivariante.

Leccién 4. Direcciones Web donde encontrar bancos de datos estadisticos.

Capitulo IT: ANALISIS DE LA VARIANZA

Leccién 1. Introduccién.

Leccién 2. Anélisis de la varianza de una via.

Leccién 3. Anélisis de la varianza en un disefio de bloques aleatorizados.
Leccién 4. Anélisis de la varianza de dos vias.

Capitulo ITI: ANALISIS DE REGRESION
Leccién 1. Introduccién.
Leccién 2. Modelo de regresion lineal simple.
Leccién 3. Modelo general de regresion.

Capitulo IV: ANALISIS DISCRIMINANTE

Leccién 1. Introduccién.

Leccién 2. Notacién y estructura de los datos.

Leccién 3. Método basado en la distancia de Mahalanobis.
Leccién 4. Método de variedades canénicas.

Capitulo V: ANALISIS CLUSTER

Leccién 1. Introduccién.

Leccién 2. Tipos de datos para el andlisis cluster.

Leccién 3. Formulacién geométrica: medidas de similaridad.
Leccién 4. Cluster jerdrquico.

Leccién 5. Cluster no jerarquico.

Capitulo VI: ANALISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES

Leccién 1. Introduccién.
Leccién 2. Propiedades y significado geométrico.
Leccién 3. Método de obtencién de las componentes.

Capitulo VII: ANALISIS FACTORIAL

Leccién 1. Introduccién.

Leccién 2. El modelo de anilisis factorial.
Leccién 3. Métodos de extraccién de factores.
Leccién 4. Contrastes en el modelo factorial.
Leccién 5. Rotaciones en el andlisis factorial.

Capitulo VIII: SERIES TEMPORALES

Leccién 1. Introduccién.

Leccién 2. Series temporales y procesos estocasticos.
Leccién 3. Procesos ARIMA.

Leccién 4. Ajuste del modelo y predicciones.



7 Capitulo I: Introduccién general a la asignatura

7.1 Leccién 1: Introduccién

La investigacién aplicada frecuentemente se encuentra con fenémenos complejos que re-
quieren para su andlisis de una considerable cantidad de variables. En este curso se pretende
dar una serie técnicas estadisticas de andlisis multivariante desde un enfoque préctico que
nos permitan abordar el problema de tal anilisis. Podemos considerar el andlisis multivari-
able o multivariante como el conjunto de técnicas estadisticas que analizan simultaneamente
mas de dos variables en una muestra de observaciones.

Los métodos que estudiaremos seran los siguientes:

Andlisis de la Varianza Conjunto de técnicas estadisticas que permiten estudiar la in-
fluencia de una o més variables categéricas sobre una cuantitativa.

Anélisis de Regresién Conjunto de técnicas estadisticas que permiten estudiar la influ-
encia de una o mas variables cuantitativas sobre otra cuantitativa.

Anélisis Discriminante Es una técnica de clasificacién y asignacién de un individuo a un
grupo, conocidas sus caracteristicas. En el andlisis discriminante se dispone de una
serie de grupos definidos ’a priori’, con una serie de observaciones para cada individuo
referidas a un conjunto de variables relevantes. En base a esta informacién se llega
a calcular una funcién discriminante que se puede utilizar para hacer predicciones
futuras.

Anaélisis Cluster Consiste en la construccién de una clasificacién jerdrquica de los in-
dividuos mediante la obtencién de sucesivas particiones (’clusterings’), organizadas
en diferentes niveles jerdrquicos, estando cada particién formada por clases disjuntas
(’clusters’).

Andlisis de Componentes Principales Este método tiene por objeto transformar un
conjunto de variables, a las que denominaremos originales, en un nuevo conjunto de
variables denominadas componentes principales. Estas tltimas se caracterizan por
estar incorreladas entre si. Se busca explicar la mayor parte de la variabilidad total
de un conjunto de variables con el menor nimero de componentes posibles.

Anadlisis Factorial Aligual que la técnica anterior examina las interdependencias entre las
variables pero en este caso el objetivo es selecionar factores para explicar las relaciones
entre las variables.

Series Temporales Conjunto de métodos para modelizar las dependencias temporales in-
tra y entre variables. Las observaciones estdn medidas en el tiempo y son dependientes
unas de las otras. Averiguar el grado de dependencia es uno de los objetivos de estas
técnicas.

Pero para tratar todos estos temas necesitamos ’refrescar’ algunos conceptos bésicos de
estadistica univariante e introducir otros de estadistica multivariante.

7.2 Leccién 2: Conceptos basicos en inferencia estadistica univariante

En esta leccién se recuerda al alumno los conceptos de estadistica univariante que aprendié
en la asignatura de Estadistica, sea en la Ingenieria Técnica de Gestién o en la Ingenieria
Informatica.

En primer lugar se recuerda el concepto de wvariables aleatorias y su distribucion. Una
variable aleatoria es una funcién que asigna un ndmero real a cada resultado del espacio
muestral de un experiemento aleatorio.

Podemos distinguir varios tipos de variables segin su estructura:

e Llamaremos variable aleatoria discreta a aquella cuyo soporte es un nidmero finito
de nimeros reales o bien un nimero infinito contable (i.e. puede tomarse como una
sucesién de valores distintos) y variable continua a aquella variable cuyo soporte es
un conjunto infinito no numerable (generalmente un intervalo).

e A nivel de aplicaciones es més interesante distinguir entre variables medibles que
expresan una magnitud numérica y las llamadas categdricas que expresan categorias
(cualitativas o discretas con rango pequefio).

La distribucién de probabilidad de una variable aleatoria viene caracterizada por una
funcién f(z) que en el caso discreto recibe el nombre de funcién de probabilidad y en el
continuo de funcién de densidad de probabilidad.

o Si X esdiscreta, P(X € A) = Y, 4 f(z) (el rango de valores es numerable y podemos
’sumar’).

e Si X es continua P(X € A) = [, f(x)dz.

A continuacién describimos algunas medidas que describen caracteristicas de la dis-
tribucién de probabilidad de una variable aleatoria. Distinguiremos dos tipos de medidas
importantes, las de tendencia central y las de dispersién.

La medida de centralizacién més utilizada es la media o esperanza matemdtica. En el
caso discreto, p = E(X) = > zf(z), y en el caso continuo, p = E(X) = [z f(z)dz.

La medida de dispersién asociada a la media es la desviacién tipica o su cuadrado, la
varianza. Para el caso discreto, o2 = var(X) = Y(z — u)?f(z). En el continuo, 0? =
var(X) = [z - p)2f(2)ds.

Otras medidas interesantes sobre todo en la parte de la inferencia estadistica son los
percentiles. El percentil de orden p, donde 0 < p < 1, es aquel valor z, tal que P(X < z,) =
p. Es decir, la probabilidad de que la variable tome valores menores o iguales que él es p.

Posteriormente describimos algunos modelos de probabilidad interesantes.

Un modelo o familia de distribuciones de probabilidad es un conjunto de variables aleato-
rias que tienen sus funciones de densidad o de probabilidad con la misma estructura fun-
cional matemaética. Esta estructura matemética suele depender de uno o méas pardmetros,
que segtin los valores que tomen dardn lugar a una u otra distribucién concreta. Repasare-
mos los modelos de distribucién de probabilidad discretos: Bernoulli, Binomial, Hiper-
geométrica 'y Poisson. En el caso continuo estudiamos las distribuciones Uniforme, Ezpo-
nencial y Normal.

La distribucién Normal es una de las distribuciones de probabilidad mds importantes.
Debe su importancia principalmente a:

e Un gran numero de fenémenos reales se pueden modelizar mediante esta distribucién.

» Muchas distribuciones de uso frecuente tienden a aproximarse a la distribucién normal
bajo ciertas condiciones.

o Tiene propiedades mateméticas muy utiles.



La distribucién normal es una distribucién de variable continua que queda especificada
por dos pardametros de los que depende su funcién de densidad y que resultan ser la media
y la varianza. Llamamos distribucién normal tipificada a la distribucién normal con media
cero y desviacién tipica 1. La funcién de distribucién de la distribucién normal tipificada
estd tabulada (la denotaremos por ®(z)) y se utiliza para calcular las probabilidades en el
caso general. Si X ~ N(u,0?), P(X < z) = ®(5£4).

Existen otras tres distribuciones relacionadas con la distribucién normal:

2 ;A
e Distribucién Ji-cuadrado. X ~ x2 si X = Z2 +.° 12y con Zi ~ N(0,1).

e Distribucién ¢ de Student. T'~t, siT = %
X/n

con Z ~ N(0,1) y X ~ x2.

e Distribucién F' de Snedecor. F' ~ Fi 4y, si F' = % con X ~x2yY ~x2.

Sus percentiles se encuentran recogidos en tablas.

Acabaremos esta introduccién con los conceptos bésicos de inferencia estadistica'y con-
traste de hipdtesis.

Una muestra aleatoria de tamanio n de X es un conjunto de variables aleatorias X1,..., X,
con la misma distribucién de probabilidad, la que describe el comportamiento de X, e in-
dependientes entre si.

La inferencia estadistica es la parte de la estadistica que se encarga de extraer con-
clusiones sobre alguna caracteristica desconocida de la variable de interés a partir de la
muestra.

Llamaremos pardmetro a cualquier caracteristica desconocida de la variable de interés,
que denotaremos en general por 6, sobre la cudl queremos hacer alguna inferencia.

Llamaremos estadistico a cualquier funcién T(Xi,...,X,) de la muestra. Algunos

. ‘e . ~ X .
cjemplos de estadisticos son: a) Media muestral, X, = Sl b) Varianza muestral,

2 _ i (K= Xw)?
gp = &=t TR

Un esta:llistico es una variable aleatoria con una distribucién de probabilidad asociada
que estard directamente asociada con la distribucién de la variable (ya que es funcién de ella).
Llamaremos distribucion en el muestreo a la distribucién de probabilidad del estadistico. Es
importante conocerla porque nos basaremos en ella para dar una fiabilidad a las inferencias
que hagamos sobre el pardmetro.

La inferencia estadistica aborda dos tipos de problemas:

Estimacién Determinar el valor desconocido de una caracteristica de la poblacién.

o FEstimacion puntual: basadndose en la muestra observada se da como aproxinmcién
del pardmetro un valor concreto. Para ver si ese valor es adecuado o no, se
analizan sus propiedades (insegadez, consistencia...)

o Estimacion por intervalos: basdndose en la muestra se da un intervalo que con-
tenga al pardmetro con una cierta ’confianza’.

Contraste de hipétesis Decidir entre dos hipétesis sobre las caracteristicas de la dis-
tribucién de la variable.

Cada uno de estos conceptos serdn brevemente recordados, insistiendo en que volverdn
a salir en el desarrollo de la asignatura.

7.3 Leccién 3: Conceptos basicos en andlisis multivariante. Distribucién
Normal multivariante

En muchos experimentos es necesario considerar las propiedades de dos o mdas variables
aleatorias simultdneamente. Un vector aleatorio n-dimensional es una aplicacién:

X: O — R
w = X(“))Iz(Xl(w)v"pr(w))

donde cada componente del vector aleatorio es variable aleatoria.

Por ejemplo, se puede considerar que ademds de medir el tiempo que se tarda en grabarse
un fichero (X)), estudiamos el tiempo de vida (X2) y el tipo de ordenador (X3). Tendriamos
asf un vector aleatorio de dimensién 3, X' = (X1, X2, X3).

La distribucién de probabilidad del vector aleatorio viene caracterizada por una funcién
f(z1,...,2,) que en el caso discreto recibe el nombre de funcidn de probabilidad conjunta
y en el continuo de funcidn de densidad conjunta. Ademés,

o Si X es discreto, P(X € A) =% ... 5 ;ca f(2).
® Si X es continuo, P(X € A) = [ ... [, f(z)dz; ...dzp.

Dado un vector aleatorio p-dimensional, a la distribucién de cada una de las variables
componentes le llamamos distribucidn marginal. Para denotar a las distribuciones mar-
ginales usaremos la siguiente nomenclatura: f;(z;) serd la funcién de densidad o de prob-

abilidad, segiin corresponda, de la variable componente X; con ¢ = 1,...,p (se obtiene
a partir de la ditribucion conjunta sumando o integrando sobre el soporte del resto de
variables).

Por ejemplo, para p = 2, las distribuciones marginales seran:
Vector Discreto fi(z;) = P flas, z;)

Vector Continuo fi(z;) = [°3 f(zi,z;)dz;

Diremos que n variables aleatorias Xj,..., X, son independientes si para n conjuntos
Ay, ..., A, cualesquiera de numeros reales, se cumple:

n
P(X) € Ay,...,Xn € Ay) = [[ P(Xi € 4)

i=1
0, equivalentemente:
n
flzr,..yzp) = Hfl(.l/l) V(z1,...,2,) € R?
i=1
siendo f, y f; funciones de densidad o probabilidad segin el caso de estudio

Algunas caracteristicas de los vectores aleatorios serdn:

Vector de medias Viene dado por u' = (E(X}),... ,E(X})) con

E(X;) :/.../:I:if(zl,...,xn)dxl...dxn

En el caso discreto la integral se transforma en sumatorio.

10



Covarianza La covarianza entre dos variables X; y X; se define como:
Cov(X;, X;) = E[(X; — B(Xi))(X; — B(X;)] = 0y
Y para i = j, obtenemos la varianza,
Var(X;) = Cov(X;, X;) = E[(X; — E(X,))(X; — E(X;)] = o}

La diferentes varianzas y covarianzas se representan en forma matricial a través de
una matriz p X p simétrica y definida positiva:

2

oy 012 ... Oip
Cov(X, XY =%=]| : :
2 2
op Op2 ... Op
Correlacién Se define como p;; = ;ZJ. Si X; y X, son independientes se cumple que

oij = pij = 0. El reciproco es cierto sélo en el caso Gaussiano. Las correlaciones
también se representan de forma matricial:

1 pio .. pp
Corr(X,X') = oo
ppt pp2 .. 1

Finalmente nos centraremos en la distribucién normal multivariante.

Se dice que las variables aleatorias X1,...,X, siguen una distribucién normal multi-
variante, y lo denotaremos por X ~ Np(u,X), si su funcién de densidad conjunta es de la
forma:

flzy,... w’tp) = WCXP (—(1/2)(z — H)Zil(m )

Para p = 2 la podemos representar graficamente. Tendremos la llamada superficie
de Gauss que tiene un méximo en el punto, pu = (u1,uz), la relacién (2 — w)X ™' (2 —
1)) = ¢ define clipses concéntricas y la funcién de densidad es constante en tales elipses,
constituyendo las 1lamadas curvas de equiprobabilidad.

Propiedad

Si X ~ Np(u,X), A es una matriz r X p y b un vector r-dimensional, se cumple que

Y = AX +b~ Ny(Ap + b, AZAY)

Una muestra aleatoria de una distribucidn multivariante serd de la forma Xi,..., X,
observaciones, con X; = (Xi1,...,Xip). Normalmente lo expresaremos en forma matricial:
D. ST le
! ! . .
[X17"'7Xn}: : ', :
Xpt oo Xpp

donde cada vector X; supondremos que sigue la misma distribucién que X, una dis-
tribucién normal multivante. Si suponemos que repetimos n veces el experimento de forma
independiente, para una muestra de este tipo podemos calcular el vector media muestral y
la matriz de varianzas-covarianzas muestral:
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Vector de medias

— — _
i( = (X17'3('3X]1)
X i "

Matriz de varianzas-covarianzas muestral

S 812 ... Sip
S =

con:

" (Xp — Xi) Xk — X
Sij=z( ki z)( kj _])
k=1 n

7.4 Leccién 4: Direcciones Web donde encontrar bancos de datos es-
tadisticos

Uno de los objetivos de esta asignatura es la aplicacién directa de las técnicas aprendidas
a bancos de datos reales. Es por cllo que al alumno, en estas primeras sesiones de la
asignatura, se le proporcionan una coleccién de direcciones web en las que podré encontrar
bancos de datos de muy diversas fuentes. El objetivo es que elija algunos bancos de datos
que le puedan interesar para que durante el resto del curso vaya aplicando aquellas técnicas
susceptibles de poder ser aplicadas en el contexto de esos datos. De hecho este trabajo es
complementario a cualquier otra actividad de la asignatura y forma parte de la evaluacién
final (ver capitulo de evaluacién de la asignatura).
Algunas de estas direcciones web son:

e hitp://www.statistics.com/.
e hittp://www.nilesonline.com/data/.
o hitp://www.worldbank.org/data/.
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8 Capitulo IT: Anélisis de la varianza

8.1 Leccién 1: Introduccién

En muchos problemas cientificos el interés se centra en explicar la variabilidad de un
fenémeno en funcién de un conjunto de otras variables, determinando si entre estas variables
existe una relacién, y en tal caso, cual es la funcién que las liga.

En este capitulo estudiaremos cémo construir un modelo para representar la dependencia
lineal de una variable respuesta, Y, respecto a otras variables explicativas, Xy,...,X,. El
modelo lineal permite cémodas deducciones matemdticas, y puede ser utilizado en muchos
problemas mediante adecuadas transformaciones de los datos observados.

La utilidad de encontrar un modelo que ligue a las dos o mds variables, radica en la
posibilidad de predecir el valor de una de ellas a partir del conocimiento de la otra. Sin
embargo conviene advertir a los alumnos que el hecho de que entre ambas variables exista
una buena correlacién no significa que exista una relacién de causalidad. La alta correlacién
puede deberse a que una tercera variable influya sobre ambas de forma regular.

Los modelos lineales pueden subdividirse a su vez en dos grandes grupos: modelos de
regresién (que estudiaremos en el capitulo siguiente), en los cuales las variables explicativas
son generalmente continuas y pueden ser no controlables, y modelos del andlisis de la var-
ianza, en los cuales las variables explicativas son generalmente cualitativas y controlables
por el investigador. En este contexto se les suele denominar factores.

Ambos modelos pueden tratarse matemdaticamente de una manera unificada, pero los
problemas principales en su aplicacién practica son muy distintos. Por ejemplo, un aspecto
central en los primeros es el disefio de la muestra, mientras que en los segundos esta cuestién
se supone resuelta. Es por ello que los estudiaremos en temas diferentes.

En este capitulo nos centramos en tres tipos de modelos de ANOVA: con un tinico factor,
bloques aleatorizados y disefio de dos factores con interaccién. Creemos que la presentacién
en clase de teoria de unicamente estos tres modelos es suficiente para que el estudiante
comprenda las ideas tedricas en que se basan estos modelos y pueda usar igualmente disefios
més complicados con cualquier software estadistico.

Antes de empezar a modelizar, creemos importante hacer algunos comentarios sobre
tipos de factores y de disenos.

Los factores pueden ser de efectos fijos, si los niveles (tratamientos dentro del factor)
son fijos y todos los que nos interesan y de efectos aleatorios, si los niveles son una muestra
aleatoria del conjunto de posibles niveles.

Por otra parte, segiin la forma de asignacién de la muestra a cada nivel del factor (diseno
del experimento) tendremos:

e Anova con disefio completamente aleatorizado, si la muestra es asignada al azar en
cada nivel del factor.

o Anova con disenio aleatorizado en bloques, si agrupamos los individuos en bloques
seglin una caracteristica que pueda influir en la variable respuesta y dentro de cada
bloque asignamos los individuos al azar en los niveles.

o Anowva con medidas repetidas, si asignamos todos los individuos a todos los niveles del
factor.

8.2 Leccién 2: Anélisis de la varianza de una via

Iniciamos el estudio del andlisis de la varianza considerando el modelo de un factor, diseho
completamente aleatorizado con efectos fijos. En este modelo se supone que se han obtenido
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k muestras de la variable respuesta, cada una de ellas observada en uno de los valores o
niveles del factor.
Las hipétesis bésicas de este modelo son:

},ij = pj + €5 izls"':”]‘ J=1,k
donde haremos las siguientes suposiciones para las variables aleatorias {e;;}.
e Tienen esperanza nula.
e Su varianza es siempre constante, o2.
e Tienen una distribucin normal.
e Son independientes entre si.
Una formulacién alternativa de estas hipétesis es la siguiente:
Yij=n+a;+e e~ N0,

con 4 la media general, o;; = pj — p el efecto incremental en la media debido al nivel j
del factor.

Los estim@ogs pyntuales de los pardmetros del modelo son los habituales:
= rea

A=Y T —

N o Y

bj=Y;= Zn,- .

&j = jij — i, donde n =37, n;

La hipétesis de interés en este tipo de problemas es la de que no hay diferencias significa-
tivas entre los niveles del factor, que queda formalmente expresada por Hg: u1 = ... = g
o equivalentemente Hy : aj = 0 Vj.

La idea para deducir el estadistico de contraste se basa en descomponer la variabilidad
total de los datos en dos términos: la wariabilidad entre las medias de cada muestra y la
media general, y la variabilidad dentro de dada grupe o resi . S

severl g o e,y

)2 A 4
Zizj@gj’[_y_') ZJnJ%E : + SCR

Cuando haya diferencias reales entre las medias en cada nivel, la variabilidad entre serd
grande comparada con la variabilidad residual. Juzgar su tamafio relativo requiere conocer
su distribucién en el muestreo.

Se demuestra que cuando Hy es cierta SCE/o? y SCR/0? tienen una distribucién
ji-cuadrado con k — 1 y n — 1 grados de libertad respectivamente.

El estadistico de contraste serd pues:

_ SCE/(k-1)

»
SCR/(n— k)

que tendrd una distribucién F con k — 1y n — k grados de libertad.

Los términos de la descomposicién en que se basa este contraste suelen disponerse en
una tabla conocida como tabla ANOVA. En la tabla 1 podemos ver la tabla ANOVA para
este primer modelo.

Cuando el efecto del factor resulta significativo por el test F, interesa a menudo establecer
nuevas hipdétesis entre los niveles del factor. En particular consideramos contrastes del tipo:
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Fuente variacién | Suma de cuadradpos G. L. Varianzas Estadistico
Entre niveles ¥ini(Y; =Y k—1|VE=S8CE/(k-1) et
Residual iV — }jjg% n—k|VR=SCR/(n—k)

Total i (Vy =Y n—1 SCT/(n—1)

Table 1: Tabla ANOVA de un factor.

Ho : 32 cjpj =0 con ¢y,..., ¢ constantes conocidas con 3, ¢; = 0. Un posible test para
contrastar este tipo de hipétesis es el test de Scheffé basado en el estadistico:
7 \2
o (ZiaYy)

- 3
(k—1)EE 5, )

el cual se demuestra que tiene, bajo Hg, una distribucién F con (k —1) y (n— k) grados
de libertad.

La segunda suposicién de este modelo se basa en la igualdad de varianzas entre niveles.
Un contraste de la hipétesis Hg : 07 = ... = a,% viene dado por el test de Bartlett cuyo
estadistico se distribuye como una ji-cuadrado con k& — 1 grados de libertad.

En el caso de efectos aleatorios, el modelo toma la forma

)/ij =u+ Aj + €ij  €jj ~ N(O,O’Q),AJ‘ ~ N(0,0’i)
En este caso la hipétesis de interés serd Hy : 0% = 0.
8.3 Leccién 3: Andlisis de la varianza en un disenc de bloques aleator-

izados

El siguiente modelo que presentamos es el modelo ANOVA de un factor con un disefio en
bloques aleatorizados o equivalentemente un disefio de dos factores sin interaccién o un
diseno de medidas repetidas (donde el bloque serfa el individuo). En el anterior modelo
los factores no controlados por el experimentador y que podian influir en los resultados se
asignaban al azar a las observaciones. En este modelo, las unidades experimentales han sido
agrupadas segun otra causa de variabilidad que puede influir en los resultados o variable de
bloqueo.
Las hipétesis béasicas del modelo para efectos fijos son:

Yij=p+aj+pfite; i=1,...,n j=1,...k,

donde los €;; son variables N (0, 0?) independientes.
El modelo descompone la respuesta en:

e Una media global p.
e El efecto incremental en la media debida al nivel del factor, o (3; @ = 0).

e El efecto incremental en la media debida a la unidad experimental o al bloque,

Bi (X;Bi =0).

e El error experimental, €;;, que recoge el efecto de todas la restantes causas posibles
de variabilidad del experimento.
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F. V. Suma de cuadrados G. L. Varianzas Estadistico
Entre niveles >in(Y;— Y.)? k-1 VE = % Fy = %
Entre bloques >, n; (Vi — V)2 b—1 VB= ‘if—? Fg = %
Residual X (Y=Y = Vi + V)2 | (b=1)(k—1) | VR = 5SS

Total >, (Y — Y)2 kb—1 Ifbc——Tl

Table 2: Tabla ANOVA de un factor disefio en bloques aleatorizados.

Notar que este modelo supone que los efectos del factor y de la variable de bloqueo son
aditivos, es decir no existe interaccién entre ambos.

La hipétesis de interés serd Hg : oj = 0 Vj pero en algunas ocasiones también puede ser
de interés contrastar Hy : 5; = 0 Vi.

La deduccién de los estadisticos de contraste y sus distribuciones muestrales se obtiene
de una manera completamente andloga al anterior. En la tabla 2 podemos ver la tabla de
ANOVA para este modelo. En la misma, Fy se distribuye como Fy_y 1)1y ¥ FB se
distribuye como Fy_j (5 1y—1)- Ademds, n = kb.

Nuevamente, podemos realizar comparaciones miltiples mediante aplicaciones del test
de Scheffé en cada factor.

En el caso de efectos aleatorios, el modelo toma la forma:

Yi]‘:,u-f-Aj-l-Bi-l-E,'j z':l,...,n jzl,...k,
donde €;; ~ N(0,02), A; ~ N(0,0%) y B; ~ N(0,0B2%) son variables independientes.
En este caso las hipdtesis a contrastar seran: Hy : ai =0y Hp: a% =0.
8.4 Leccién 4: Anélisis de la varianza de dos vias

El dltimo modelo de ANOVA que se estudiara es el de dos factores. Suponemos ahora que
la observacién de la variable Y estd influida por dos factores y tomamos una muestra de
tamafio n en cada combinacién de ambos niveles.

Las hipétesis bésicas del modelo con efectos fijos son:

Yin=p+aj+Bi+(af)ij+en i=1,...,0 j=1,...k I=1,...,m

donde b y k son el niimero de niveles de cada factor y r es el nimero de observaciones
para cada combinacién de niveles. Ademds, las variables €;;; son N(0,02) ¢ independientes.
El modelo descompone la respuesta en:

e Una media global u.

o [l efecto incremental en la media debida al nivel del factor, o; (Z]' a; =0).
e El efecto incremental en la media debido al bloque, 8; (¥; 6; = 0).

o (af)i; representa la interaccién entre ambos factores.

o El error experimental, €;;;, que recoge el efecto de todas la restantes causas posibles
de variabilidad del experimento.
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F. V. Suma de cuadrados G. L. Varianzas Estadistico
Y2

Factor A >ibr(Y, =Y k-1 VA=51 Py = v
2

Factor B >ikr(Yi — Y) b—1 VB = ‘if—? Fg = %

Residual i 55 (Vg — ¥ig)? kb(r — 1) VR = 208
2
Total > 2 (Yig — Y) kbr —1 %

Interaccién | 35, 30, r(Vij. — Y, -Yi+Y )| (k-1)(-1) |VAB= % Finy = %52

Table 3: Tabla ANOVA de dos factores con interaccin.

Tres son las hipétesis de interés: Ho: o =0Vj, Ho: ;= 0Viy Hp: (eff)i; =0 Vi, j.

En la tabla 3 podemos ver la tabla de ANOVA para este modelo.

Con los estadisticos F4, Fip contrastamos las igualdades de medias en cada factor. Con
el estadistico Fyyr constrastamos la significatividad del efecto interaccién. Podemos de
nuevo utilizar la versién del test de Scheffé para las comparaciones multiples.

Finalmente, podemos considerar modelos con efectos aleatorios en los dos factores o en
uno sélo.
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9 Capitulo ITI: Andlisis de regresién

9.1 Leccidén 1: Introduccién

Ya hemos comentado en la introduccién al ANOVA que el andlisis de regresion es un ejem-
plo de modelo lineal en el que tanto la variable(s) explicativa(s) como la respuesta son
generalmente continuas y pueden ser no controlables.

La idea de la regresién es determinar un modelo estocéstico funcional para representar la
dependencia de una variable cuantitativa respecto a una coleccién de variables explicativas
(aleatorias o no). Normalmente, expresaremos por Y la variable respuesta o dependiente
y por Xq,...,X, el resto de variables explicativas. El modelo propuesto serd de la forma
Y = f(Xi,...,Xn) + ¢, donde aqui nos centraremos en expresiones lineales de f(.). Sien
la expresion anterior, n = 1, hablaremos de regresion lineal simple, y si n > 1 hablamos
de regresion lineal maltiple. Aunque no lo consideraremos en este curso, si disponemos
en el modelo anterior de varias variables dependientes, hablaremos de modelo de regresién
multivariante.

La segunda leccién estd dedicada a los modelos de regresién simple. Empezamos poniendo
especial atencién en las hipétesis de partida, cuyo olvido es una inagotable causa de errores
en el trabajo aplicado. La regresién miltiple se presentara como una generalizacién de la
anterior y para ello se utilizarad extensamente el dlgebra matricial. Es conveniente dejar la
resolucién de los problemas de regresiéon multiple para las clases de practicas, debido a su
gran complejidad de célculo.

9.2 Leccién 2: Modelo de regresién lineal simple

Empezamos la leccién estudiando las hipétesis bésicas del modelo de regresion simple que
son:

yi=Pot+Pizi+te i=1,...,n

donde las letras mintusculas y;, 2; denotan las observaciones de las variables Y, X. Hare-
mos las siguientes suposiciones para las variables aleatorias {e;}

e Tienen esperanza nula.

S i i 2 d de d
e Su varianza es siempre constante, 0*, y no depende de .
e Tienen una distribucién normal.

» Son independientes entre si.

El primer objetivo consiste en estimar los pardmetros By, 81 y o2, para ello usamos
el método de los minimos cuadrados (aqui recordaremos brevemente en que consiste este
método que los alumnos dieron en la asignatura de Estadistica) para obtener la recta de
regresion:

9i = Po + P,
que estima el valor medio de Y, 9;, para cada valor de X.
Llamaremos vector de residuos a (e, ..., en) con e; = y; — 9, los residuos serdn muy ttiles
(como veremos mds adelante) para estudiar la validez de las hipétesis del modelo.
El estimador de 02 se denomina warianza residual y viene dado por
2 PRV
§2 = i1 € _ e (yi — )

r n—2 n—2
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Parametro | Estimador | Media Varianza Distribucién
Bo Bo=5-Bz| Bo |Z(1+ (£)%) | Normal

Bi 6 = Sff B ni:g Normal

o2 62 =s? o2 % (n;2)sf ~

Table 4: Distribuciones muestrales de los estimadores de los pardmetros en el modelo de
regresion simple.

Parmetro Intervalo

Bo (Bo +1-a/2tn2 V1 + 2%/s7)

B (61 F1-ap tn257)

o2 ( (n=2)s7  (n=2)s7 )
1—aj2Xe_y’ o203,

Table 5: Intervalos de confianza para los estimadores de los parametros en el modelo de
regresién simple.

Una vez estimado el modelo, para poder contrastar hipdtesis o hacer inferencias respecto
a los pardmetros, obtenemos la distribucién en el muestreo de los estimadores anteriores.
La tabla 4 resume estas distribuciones.

La distribucién de probabilidad de los estimadores se utiliza, en primer lugar para
obtener intervalos de confianza sobre los pardmetros del modelo de regresién. La tabla
5 contiene estos intervalos.

Los estadisticos utilizados para construir intervalos de confianza permiten también re-
alizar cualquier contraste sobre los valores de los parametros. En particular, es de especial
interés el contraste 81 = 0, que implica la falta de relacidn lineal entre las variables.

Este mismo contraste denominado contraste de regresion se presenta a continuacién
mostrando su relacién con el andlisis de la varianza. Asi pues, se descompone la variacién
total como:

n n n
Swi—9 =3 i -9+ > % - 9)*
i=1 i=1 i=1

esta expresion descompone la variabilidad de Y en dos términos independientes: el
primero refleja la variabilidad no explicada por la regresién, que es debida al cardcter
aleatorio de la relacién; el segundo contiene la variabilidad explicada por la regresién, y
puede interpretarse como la parte determinista de la variabilidad de la respuesta. Se verifica
que:

_ S i — v)?
Sy — 9%/ (n - 2)
sigue una distribucién F con 1y n—2 grados de libertad bajo la hipétesis nula Hq : g1 =
0. De hecho, esto lo podemos expresar en formato de tabla ANOVA como sigue. Denotamos
por SCT = ¥ (yi — §)?, SCR = X7 (yi — §:)* y por SCReg = 37 (i — §)?, entonces
tenemos como resultado la tabla 6.

Estudiamos a continuacién medidas de la bondad de ajuste. Una medida de bondad del
ajuste puede ser la varianza residual, sin embargo, esta medida no es util para comparar
rectas de regresién porque depende de las unidades de medida. Una medida mas adecuada
del ajuste es el coeficiente de determinacion R? definido como la proporcién de variabilidad
explicada. Se demuestra ficilmente que el coeficiente de determinacién es el cuadrado del
coeficiente de correlacién lineal.
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Fuente variacién | Suma de cuadrados | G. L. Varianzas Estadistico
Explicada SCReg 1 SCReg BCReq
Residual SCR n—2|s2=S8CR/(n—2) ’
Total SCT n—1 SCT/(n—1)

Table 6: Tabla ANOVA para el contraste de regresién.

Empezabamos la leccién presentando las hipétesis bésicas del modelo de regresion sim-
ple. Estas hipétesis son fundamentales para las inferencias sobre los pardmetros que hemos
presentado. Nos planteamos ahora la comprobacién de estas hipétesis del modelo. Si
dispusiéramos de varias observaciones de Y para cada valor de X, seria posible utilizar con-
trastes estadisticos para comprobar las hipétesis de normalidad, de igualdad de varianzas y
de independencia. Pero habitualmente se tiene tinicamente un valor de Y para cada valor
de X por lo que la contrastacién de las hipétesis bésicas se efectia, a posteriori, mediante
el andlisis de los residuos.

Analizaremos los residuos para comprobar:

si su distribucién es aproximadamente normal;

si su variabilidad es constante, y no depende de X;

si presentan evidencia de una relacién no lineal entre las variables;

si existen observaciones atipicas o heterogéneas respecto a la variable X, alaY, o0 a
ambas.

Para contrastar la normalidad se utilizan tests no paramétricos, aunque los residuos no
son independientes, pero si n es grande este efecto es despreciable. La heterocedasticidad
y la no linealidad puede detectarse representando gréficamente los residuos.

Es importante sefialar la importancia de la transformacién de lo datos en muchos casos
para lograr la adaptabilidad de éstos al modelo lineal.

Una vez ajustado el modelo y comprobado la validez de sus hipétesis, lo 16gico es usarlo
para estimar el valor de la variable respuesta. Un modelo de regresién permite:

e Estimar las medias de las distribuciones de Y para cada valor de X.

e Predecir futuros valores de la variable respuesta, conociendo el valor de X.

Aunque en ambos casos los valores numéricos son idénticos, la precisién de estas estima-
ciones es distinta. Con estas estimaciones terminamos con el modelo de regresién simple.

9.3 Leccién 3: Modelo general de regresién

El modelo de regresion lineal miltiple es una extensién para k variables explicativas del
modelo simple para una. Para la observacién i-ésima, el modelo queda de la forma

Y, =ﬂ0+ﬂ1£t1¢+-"+ﬂkzki+ei i=1,...,n
con n >k + 1y con las siguientes suposiciones para las variables aleatorias {¢;}:
e Tienen esperanza nula.

e Su varianza es siempre constante, 2.
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Tienen una distribucién normal.

Son independientes entre si.

El modelo puede expresarse en forma matricial:

Y=XB+¢
donde:
Yi 1z ... 2w Bo €
y - Y, X 1 :4312 .Ekz 5= B o €
Y, (T, A n

Como vemos, las hipétesis basicas del modelo de regresién miltiple son andlogas a las
de regresién simple. La metodologia es también similar: estimacién de los pardmetros, con-
trastes de simplificacién, diagnosis y validacién. Su expresién en forma matricial simplifica
enormemente los célculos a la hora de obtener los estimadores de los pardmetros asi como
las propiedades de los mismos.

La estimacién por el método de los minimos cuadrados (y por el de méxima verosimili-
tud) del vector de pardmetros es:

B=X'X)"'X"Y

que sigue una distribucién Normal de pardmetros, 8 ~ Nii1(8,0%(X'X)™").
El estimador de la varianza o2 vendrd dado por la varianza residual s2, que toma la
forma

s Y'Y -BX'Y

S =)y

Cabe destacar algunas diferencias respecto a lo visto en el contexto de regresién simple:

El contraste de regresién es ahora Hg : By = ... = B = 0, que se puede resolver
mediante una tabla ANOVA definiendo las correspondientes sumas de cuadrados,
cuadrados medios y estadistico F.

El coeficiente de determinacién que introduciamos en regresién simple, y que ahora
toma la forma R? = Sgéz;g’ aumenta con el nimero de variables explicativas. Para
evitar esto se define el coeficiente de determinacién corregido por grados de libertad.

Este coeficiente se define como

_ s2 _,_ _n—1 SCR
SCT/(n—1) n—k—18CT

Rijq=1

Un problema que puede surgir al construir un modelo de regresién multiple es el
de la multicolinealidad, que se presenta cuando las variables explicativas son muy
dependientes entre si, lo que hace que los estimadores sean inestables y con gran
varianza.

21

e Un problema muy importante en el andlisis de regresién multiple es determinar cuéles

de las variables explicativas en la lista inicial deberan incluirse en el modelo de re-
gresién. Cuando k es grande, puede no ser practico determinar y evaluar todas las
posibles ecuaciones de regresion. Para estos casos se han desarrollado técnicas para
seleccion de las variables. La técnica mds usual de seleccién de variables emplea un
procedimiento de regresién por pasos para obtener la mejor ecuacién de regresién.
Existen dos versiones principales de esta técnica: la seleccién hacia adelante (método
forward) y la eliminacién hacia atrds (método backward).
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10 Capitulo I'V: Analisis Discriminante

10.1 Leccién 1: Introduccién

El anélisis discriminante es una técnica de clasificacién y asignacién de un individuo a un
grupo conocidas sus caracteristicas. En el anélisis discriminante se dispone de una serie de
grupos definidos a priori, con un conjunto de observaciones para cada individuo referidas
a una coleccién de variables relevantes. En base a esta informacién se calcula una funcién
discriminante que se puede utilizar para hacer predicciones futuras.

El objetivo del andlisis discriminante consiste en lo siguiente. En primer lugar se deter-
mina si en funcién de las variables originales disponibles, los grupos quedan suficientemente
discriminados. Esto podria ser una explicacién al fenémeno de las diferencias entre grupos.
Se trata de analizar cudles son las variables que contribuyen mas a discriminar entre los
grupos que se han formado. Para ello lo que se hace es "reducir” las variables que mejor dis-
criminan a unas pocas nuevas variables, que se denominan variedades o variables candnicas.
Generalmente, una séla variable canénica es la que aporta la mayor explicacién. Estas vari-
ables canénicas son combinacién lineal de las variables originales y vienen expresadas por
una funcién discriminante.

La funcién discriminante es una ecuacién lineal con una variable dependiente que rep-
resenta la pertenencia a un grupo. Combinaciones lineales de variables independientes
(predictores) sirven de base para clasificar a los individuos entre los grupos. De hecho,
cuando se trabaja con dos grupos, la funcién discriminante no es mas que una ecuacién de
regresién miiltiple en la cual la variable dependiente es una variable nominal con valores
0-1, que representan la pertenencia al grupo respectivo.

En general cuando se dispone de k grupos, se pueden calcular hasta k-1 funciones dis-
criminantes, todas ellas incorreladas. Para que una funcién discriminante sea 6ptima debe
proporcionar una regla de clasificacién que minimice la probabilidad de cometer errores.

Aunque tenemos varios métodos de andlisis discriminante (métodos geométricos y es-
timativos), teniendo en cuenta a quién va dirigida esta asignatura, nos centraremos en los
métodos geométricos basados en la distancia de Mahalanobis y transformaciones a var-
iedades candnicas.

10.2 Leccién 2: Notacién y estructura de los datos

En el contexto del anélisis discriminante, disponemos de p variables clasificadoras Xy, ..., X,
de k grupos o poblaciones sobre los que hay que discriminar y la matriz usual de datos tiene
la siguiente estructura:
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donde zg) es el valor observado de la variable j-ésima en el individuo i-ésimo de la

poblacién l-ésima con j = 1,..,p, i = 1,...,m y | = 1,...,k. Por tanto, n; representa
el tamano de la muestra en el grupo l-ésimo y n = my + ... + m; es el ndmero total de
individuos.

A partir de aqui podemos definir toda una coleccién de matrices y vectores que uti-
lizaremos en los métodos de discriminacién.

La matriz de observaciones en el grupo l-ésimo viene definida por

0] 0]

Typ vt Ty
X0 = O
(O] O]

Tpy cr Tagp

El vector de observaciones del individuo i-ésimo en el grupo 1-ésimo es
l
" xz('])
!
X' = :
O
ip

X](l), ey 7(111)) y el vector media muestral general serd

Z

De donde es claro que X = (
- (v - . - l
X = (Xl,---,X],), siendo X; = Zizlzg )/n.

El vector media muestral dentro del grupo l-ésimo es 7(“ = (Yﬁ”, e ,Yg)), siendo
() l
XV =0l

Finalmente, si denotamos por S®) la matriz de varianzas-covarianzas dentro del grupo
1-ésimo, ésta vendra dada por la expresién

i

S(l)=z:;il (x,(l),y(x)) (Xl(lky(!))’ |

nj—2
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10.3 Leccién 3: Método basado en la distancia de Mahalanobis

La distancia de Mahalanobis fue propuesta por este autor en 1936 y es una generalizacién de
la distancia euclidea, que tiene en cuenta la matriz de covarianzas intragrupos para corregir
por la dispersién y relaciones entre variables.

Dado un vector de observaciones X, definimos la distancia de Mahalanobis de X a la
poblacién l-ésima con vector media p) y matriz de varianzas-covarianzas £ como

D= (X - ﬂm)’ (=0) (x - Hu))

Sin embargo, con datos experimentales los pardmetros tedricos son desconocidos y debe-

. . _ - S b oms® .
mos estimarlos mediante los muestrales. Asf, g(® = x® y SO = lellfll Finalmente,
la distancia de Mahalanobis muestral sera

D = (x - X) g0y (x - x)

y clasificaremos en vector de observaciones X en el grupo l-ésimo sobre el que se minimice
D;.

10.4 Leccién 4: Método de variedades candnicas

La idea subyacente a las variedades candnicas es realizar una tranformacién lineal a las p
variables predictoras que consiga:

1. La media total sea cero.
2. Separar lo més posible los grupos.

3. La matriz de varianzas-covarianzas intragrupo sea la identidad (es decir, variables
incorreladas).

Adema3s con esta transformacién conseguiremos reducir el nimero de variables y nos
permitird ver qué variables influyen més en la discriminacién. A esta transformacién lineal
buscada se le llamara variedad canénica.

A vpartir de X,...,X,, buscamos nuevas variables Zy,..., Z, (después veremos que no
hace falta llegar a p) tales que

Zj =wugj tu X+ +upiXp, j=111,p

cumpliéndose las condiciones 1-3 anteriores. Sin embargo, para llegar aqui empezamos
buscando una transformaciéon que sélo cumpla 2-3. Para ello, buscamos nuevas variables Y
cumpliendo que

Y=t X1+ e+t X, :t;X, j=1,---,p
donde #j = (tij,-,1p;). El criterio para la obtencién de los vectores cocficientes de

esta transformacion se basa en el problema de maximizacién de

!

Bt
M
G

sujeto a tWt=n—k

siendo B la matriz que define la variabilidad entre grupos,
> (X - ) (- x)
B = ny X - X X - X
=1
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y W la matriz que define la variabilidad intra grupos,

ot

<O F0) (0 _50Y _ : s,
x -3 (x" -3 ;m

Il
-
Il

Los méximos buscados se alcanzan en relacién a los valores propios de W' B de tal
forma que si A} > -+ > X; son los s = min(p,k — 1) mayores valores propios y ry,«--,7s
son los vectores propios asociados, entonces los coeficientes t; = \/m'rj.

Finalmente, para conseguir media cero, restamos el vector media general para obtener
las variedades canénicas de la forma Z; = v/n — krj(X — X) = v/n — krjX — v/n — krjX.

El método para discriminar serd el siguiente:

O

1. A cada Xi(l) le aplicamos la transformacién Zz-t .

2. Calculamos los vectores centroides de cada grupo, es decir, 70 = > Z,-(“/”ll
3. A cada nuevo vector de observaciones X = (Xy,---,X,) le aplicamos la transfor-
macién para dar Z = (Zy, -+, Zp)'.

— —Nn\/
4. Calculamos la distancia al grupo l-ésimo dada por D; = (Z — Zl) (Z — Zl) y clasi-
ficamos el nuevo vector en aquel grupo en el que D; sea menor.

Finalmente, acabaremos la leccién comentando algunos contrastes de significacién. Para
contrastar la hipétesis nula de que Hy : A; = 0 (que implicard que el resto de valores
propios A\; = 0 con j = i+ 1,---,s) utilizamos el estadistico V de Bartlett dado por

V=- {n —-1- ]%k} InA, donde A = Hj:i ﬁ Este estadistico se distribuye como una

Xf;(k—l)' Existe una versién secuencial de este contraste.
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11 Capitulo V: Anailisis Cluster

11.1 Leccién 1: Introduccién

El andlisis cluster es el arte de buscar grupos en datos. Se trata de una técenica utilizada
para combinar observaciones en grupos o clusters de forma que:

1. Cada grupo sea homogéneo con respecto a ciertas caracteristicas. Es decir, las obser-
vaciones en cada grupo son similares unas a otras.

2. Cada grupo deberia ser diferente de los otros grupos con respecto a las mismas carac-
teristicas; es decir, las observaciones de un grupo deben ser diferentes de las de otros
grupos.

La definicién de similaridad u homogeneidad varia de anélisis en andlisis y depende de
los objetivos del estudio. La clasificacién de objetos similares en grupos es una importante
actividad humana pues forma parte del proceso diario de aprendizaje. Es por ello que
el andlisis cluster es considerado como una parte del reconocimiento de patrones y de la
inteligencia artificial.

Hay que hacer notar que el anélisis cluster es bastante diferente al anélisis discriminante
en que el primero define y busca los grupos, mientras que el segundo asigna objetos o
individuos a grupos previamente establecidos.

A lo largo del tiempo, el anilisis cluster ha sido renombrado de muy diversas formas
tales como por ejemplo taxonomia numérica, clasificacién automatica o analisis tipoldgico.

Geométricamente, el concepto de andlisis cluster es bastante sencillo. En el caso de un
andlisis cluster basado en dos variables, cada observacién puede ser representada como un
punto en un espacio bidimensional. Y, en general, cada observacién se puede representar
como un punto en un espacio p-dimensional, donde p es el nimero de caracteristicas o
variables que se usan para describir los individuos.

Como hemos comentado, el andlisis cluster agrupa las observaciones mds semejantes
entre si y diferentes con respecto al resto en funcién de una coleccién de variables de agru-
pacién. Pero también es posible agrupar variables de tal forma que las variables en cada
grupo sean similares con respecto a las observaciones de agrupacién. Si disponemos de n
observaciones, geométricamente esto es equivalente a representar los datos en un espacio
n-dimensional e identificar clusters de variables. Este segundo objetivo del andlisis cluster
parece similar al del andlisis factorial. Hay que recordar que el andlisis factorial intenta
identificar clusters de variables, de forma que las variables en cada cluster tengan algo en
comin, es decir, que de alguna forma midan al factor latente en comun. Es por tanto posi-
ble utilizar andlisis factorial para buscar grupos de observaciones y el andlisis cluster para
agrupar variables. La técnica del andlisis factorial utilizada para agrupar observaciones
se conoce como andlisis @-factorial. Sin embargo esta técnica no es aconsejable en este
contexto. En general se recomienda que:

1. Si se estd interesado en identificar factores latentes y sus indicadores, se debe utilizar
el anélisis factorial pues se trata de una técnica desarrollada especificamente para este
objetivo.

2. Si el interés estd puesto en agrupar observaciones, entonces se debe utilizar el anélisis
cluster.

Los pasos en un andlisis cluster son:

1. Seleccionar una medida de similaridad.
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2. Seleccién de la técnica de clustering: método jerarquico o no jerarquico.
3. Seleccién del método de agrupacién adecuado a la téenica escogida en el paso anterior.
4. Seleccién del niimero de clusters.

5. Interpretacién de la solucién.

11.2 Leccién 2: Tipos de datos para el anilisis cluster

Para un andlisis cluster podemos disponer de dos tipos de estructuras de datos:

1. En formato de matriz individuo x variable. En este caso tendremos los siguientes
datos: p variables y n observaciones con el formato matricial

T11 Tie - Zip
Lol Tag e Ty
ZTnl Tp2 't Tpp

donde z;; denota la observacién i-ésima de la variable j-ésima. Denotaremos por
X; = (zq1, -+ ,zip)’ el vector asociado al individuo i-ésimo.

2. En formato de matriz simétrica con datos de proximidades entre cada par de individ-
uos. En este caso tendremos una matriz simétrica n x n. Las proximidades pueden
definirse como similaridades (miden la cercanfa entre pares de individuos) o disimi-
laridades (miden lo distantes que estdn entre si cada par de individuos).

A la hora de llevar a cabo un anélisis cluster, podemos encontrarnos con diferentes tipos
de datos cuya estructura (y posibles transformaciones) hay que tenerlas en cuenta a la hora
de utilizar unas medidas u otras.

Por ejemplo, supongamos que las variables vienen medidas en escala de intervalo, es
decir, variables normalmente continuas. Un simple cambio en las unidades de medida
puede provocar un cambio en la solucién final de los grupos encontrados. Esto nos hace
plantearnos, para evitar la dependencia en las unidades de medida, una estadarizacién
de los datos. Para ello, para la variable j-ésima calculamos la media m; = Y " zij/n
1 - my)2.
afectada por la posible presencia de outliers. En este caso podemos utilizar la medida
de desviacién absoluta con respecto a la media definida por dam; = %Z;’;l |#ij —my|.

Sin embargo, esta medida esta

o g . o 1 s
y la desviacién estdndard s; T

Con estas medidas podemos definir las medidas estandarizadas como z;; = % o bien
Zij = %. Finalmente, en lugar de trabajar con la matriz de datos original, se aplicaran
los procedimientos de cluster sobre la matriz n x p formada por las puntuaciones z.

Sin embargo, la estandarizacién no siempre es beneficiosa. Se trata de una opcién que
segun el caso puede ser 1til o no. Por ejemplo, puede ocurrir que algunas variables sean
intrinsecamente mas importantes que otras en una cierta aplicacién y una estandarizacién
nos podria hacer perder esta informacion.

11.3 Leccién 3: Formulacién geométrica: medidas de similaridad

Cualquier algoritmo de clustering requiere de algin tipo de medida para estudiar la similitud
o disimilitud entre un par de observaciones o clusters. Las medidas de similaridad pueden
clasificarse en tres tipos:

1. Medidas de distancia
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2. Cocficientes de asociacién

3. Cocficientes de correlacién

11.3.1 Medidas de distancia

La distancia més popular es la distancia Euclidea, la cual se define entre un par de puntos
u observaciones de p dimensiones como

p 1/2
dij = d(Xi, X;) = (Z (Xir — X,-,f)
k=1

Esta distancia es un caso particular de la distancia de Minkowski (métrica Ly) dada por

P 1/q
dij = d(X;, X;) = (Z (I X, — Xjk\)q)
k=1

con n = 2. Si consideramos n = 1, tenemos una nueva definicién de distancia dada por
dij = d(X;, X;) Z | Xik — Xkl

que se llama distancia city-block o de Manhattan.
La versién estandarizada de la distancia Euclidea viene dada por

1/2
dyy = d(Xi, X)) = (i (M)a)

k=1 Sk

donde sy, representa la desviacién estandard de la variable k-ésima. sy puede ser susti-
tuido por damy.

Por otra parte, esta versién estandarizada es un caso particular de una distancia Fuclidea
ponderada, la cual viene definida por

1/2
d]—Xm,X (Z’U}k ]k))

donde cada variable recibe un peso de acuerdo con su importancia.

Otro ejemplo de distancia estadistica es la distancia de Mahalanobis (utilizada en el
analisis discriminante). Se trata de una generalizacién de la distancia Euclidea para tener
en cuenta la correlacién entre las variables y es invariante frente cambios de escala

dij = d(Xi, X;) = (X; — X;)' ST (Xi — X;)

donde S es la matriz de varianzas-covarianzas.
En general cualquier medida de distancia de similitud estd basada en el concepto de una
métrica cuyas propiedades son:

1 d(X;,X;) >0

2. d(Xs, X;) =0

3. d(X;, X;) = d(X;, X;)

4. d(Xi, X;) < dX,,Xh)+d(Xh, 4)
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11.3.2 Coeficientes de asociacién

En el caso de disponer de variables binarias, sobre una tabla 2 x 2 de la forma

Xj =1 Xj = 0
a b a+b
c d c+d
a+c b+d P

Il
O| =

allsl

un coeficiente de similaridad entre los dos individuos viene dado por

a+d
S Xy) = T evd

Légicamente, el correspondiente coeficiente de disimilaridad vendrd dado por

c+b

dis(Xi, X5) = o Ta

En el caso de disponer de variables nominales, la forma més comin de medir similitudes
y/o disimilitudes entre un par de individuos es mediante la técnica de ” simple matching”
consistente en

u . —Uu
8(Xi, X5) = py dis(Xi, X;) = 2 . (1)

donde u es el nimero de coincidencias entre los individuos i-ésimo y j-ésimo.

En el caso de variables en escala ordinal, la mayoria de los autores tratan los rangos como
si fueran variables en escala de intervalo y por tanto aplican las técnicas antes comentadas.
Pero previo a esto, hay que transformar los rangos a puntuaciones entre 0 y 1 de la siguiente

forma
_ 'I‘l']' -1

S V7

donde r;; es el rango de la i-ésima observacion en la variable j-ésima y M; representa el
mayor rango para la variable j-ésima.

Finalmente, supongamos que disponemos de p variables con diferentes estructuras. En-
tonces, podemos definir una medida de disimilaridad dis(X;, X;) (conocida como disimilar-
idad de Gower) entre los individuos i y j como

iy OFdisk;

k
Ic 161]

dis(X;, X;) = @)

ij es una funcién indicatriz que toma el valor 1 si ambas medidas z;; y z;; para la
variable k-ésima no son faltantes, y 0 en otro caso. Ademas, ij = 0 si la variable k-ésima
es un atributo binario no simétrico y los individuos i y j forman un emparejamiento 0-0. La
expresién (2) no se puede calcular si todos los ij son cero. En este caso, o bien eliminamos
los individuos i o j, o bien damos a dis(X;, X;) un valor cualquiera.

Por otra parte, disfj representa la contribucién de la variable k-ésima a la disimilitud
entre los individuos iy j. Si la variable k-ésima es binaria o nominal, dz'sfj =1 si 2 # Tk
y dz'sfj = 0 si 2;5 = 2. Si todas las variables fueran nominales, (2) es el nimero de
coincidencias sobre el total de pares posibles, es decir, coincide con (1). Si la variable
k-ésima es de escala intervalo, disfj viene dada por

dish — —\Tk =Tl 3)
Y maxp xpp — ming Thy
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Para variables ordinales, podemos utilizar (3) tras sustituir los z;; por sus rangos.
Si todas las variables fueran continuas (de escala intervalo), (2) pasa a ser la distancia
de Manhattan. Si, finalmente queremos calcular un indice de similitud, basta con hacer
s(X;, X;) =1 —dis(X;, X;). Hay que advertir que en general los coeficientes de asociacién
no satisfacen las propiedades de una verdadera métrica.

11.83.83 Coeficientes de correlacién

Otras medidas para aplicar anélisis cluster vienen definidas por medio de coeficientes de
correlacién. Por ejemplo, podemos calcular el estadistico paramétrico de correlacién de
Pearson dado por

Y1 (@i — mg) (w5 — my)

T VI = )T iy — mg)?

o bien la versién no paramétrica dada por el coeficiente de correlacién de Spearman.
Ambos coeficientes pueden ser convertidos a medidas de disimilitud mediante dis(X}, X;) =
(1 —r(Xk, X;))/2 o dis(Xg, X;) = 1 — |r(Xg, X;)|. También pueden ser transformadas a
medidas de similitud mediante dis(Xy, X;) = (14+7(Xg, X;))/2 0 dis(Xg, X;) = |r(Xg, X;)|-

Una versién del indice de correlacién, es el indice de correlacion cofenética en el que
utilizamos las variables d;; (distancia entre individuos iy j) y dj; (nimero de pasos para
juntar los individuos i y j). Se trata de una medida de fiabilidad.

r( Xk, X;)

11.4 Leccién 4: Cluster jerarquico

Dada una matriz de similaridad entre individuos, hemos de definir técnicas para agrupar ya
no individuos, sino grupos de individuos, clusters. Existen dos tipos de métodos jerarquicos:
aglomerativos y divisivos. Los métodos jerdrquicos aglomerativos se caracterizan por el
hecho de empezar con una matriz de similitud de n X n e ir reduciéndola en cada paso hasta
llegar a la dimensién g X g, siendo ¢ el nimero de clusters que habia que encontrar. Es
decir, en el paso 0 empiezan con n clusters y en cada paso se van juntando dos clusters. Los
métodos jerdrquicos divisivos empiezan con todos los clusters juntos y en cada paso se van
separando dos de ellos. Las distintas etapas suelen representarse mediante un dendrograma.
La diferencia entre los distintos tipos de métodos jerarquicos viene dada por el tipo de
distancias utilizadas para unir clusters. Podemos distinguir entre los siguientes métodos:

1. Vecino mds prozimo (nearest-neighbour, single linkage). Dados los clusters R y @Q,
este método calcula la disimilitud (similitud o distancia) entre ambos clusters d(R, Q)
como la minima disimilitud (similitud, distancia) entre todos los posibles pares de
individuos en los dos clusters, es decir, d(R, Q) = mind(i,5),i € R,j € Q.

2. Vecino mds lejano (furthest-neighbour, complete linkage). Dados los clusters Ry @,
este método calcula la disimilitud (similitud o distancia) entre ambos clusters d(R, Q)
como la méxima disimilitud (similitud, distancia) entre todos los posibles pares de
individuos en los dos clusters, es decir, d(R, Q) = mazd(i,j),i € R,j € Q.

3. Distancia media. Dados los clusters R y @, este método calcula la disimilitud (simil-
itud o distancia) entre ambos clusters d(R, Q) como la media de las disimilitudes
(similitudes, distancias) entre cualquier par de individuos en los dos clusters. Asi,
d(R,Q) = mediad(i,j),1 € R,j € Q.

31

4. Distancia mediana. Dados los clusters R y @, este método calcula la disimilitud
(similitud o distancia) entre ambos clusters d(R, Q) como la mediana de las disimil-
itudes (similitudes, distancias) entre cualquier par de individuos en los dos clusters.
Asi, d(R, Q) = medianad(i, j),1 € R,j € Q.

5. Centroide. Para cada cluster, se calculan los centroides, y la disimilitud (similitud, dis-
tancia) entre los clusters serd la disimilitud (similitud, distancia) entre los respectivos
centroides.

6. Ward. El método de Ward no calcula disimilitudes (similitudes, distancias) entre clus-
ters. Lo que hace mds bien es formar clusters maximizando la homogeneidad dentro
de cada cluster. Como medida de homogeneidad utiliza las sumas de cuadrados den-
tro de cada cluster. Por tanto este método intenta minimizar las sumas de cuadrados
totales dentro de cada grupo (también llamadas sumas de cuadrado del error).

Cada uno de estos métodos jerdrquicos aglomerativos se utiliza en determinados con-
textos. Por ejemplo, para detectar clusters ”con formas redondeadas” hay que escoger el
método de la media. Pero si que quiere detectar clusters compactos pero no muy separados,
el método adecuado serd el del vecino més alejado.

11.5 Leccién 5: Cluster no jerarquico

En el caso de andlisis cluster no jerdrquico, los datos se agrupan en & particiones o grupos
con k conocido a priori. Las técnicas basadas en este método siguen los siguientes pasos:

1. Seleccién de k semillas (centroides de los clusters) iniciales, siendo & el ntmero de
clusters deseado.

2. Asignacién de cada observacién al cluster més préximo.

3. Reasignacion de cada observacion a uno de los & clusters de acuerdo a una cierta regla
de parada.

4. El algoritmo para si no hay més realocacién de los datos o si la reasignacién satisface
el criterio de parada. En otro caso, volver al paso 2.

La mayoria de los algoritmos de cluster no jerdrquico difieren con respecto a: (1) el
método utilizado para obtener las semillas iniciales; (2) la regla utilizada para la reasignacion
de las observaciones.

De forma general, algunos de los métodos utilizados para obtener las semillas iniciales
son:

1. Seleccionar las primeras k observaciones no faltantes como centroides o semillas.

2. Seleccionar la primera observacién no faltante como la semilla del primer cluster. La
semilla para el segundo se selecciona como aquella que su distancia con respecto a
la primera semilla es mayor que un cierto limite impuesto. La tercera semilla se
seleccionard como aquella cuya distancia con respecto a las dos primeras semillas es
mayor que el limite, y asi sucesivamente.

3. Seleccionar aleatoriamente k& observaciones no faltantes como semillas.

4. Modificar las semillas seleccionadas mediante ciertas reglas como por ejemplo que
estén lo més separadas posible.
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5. Utilizar semillas asignadas por el investigador.

Una vez asignadas las semillas, se forman los clusters iniciales asignando cada una de
las restantes n — k observaciones a la semilla més cercana.

Con respecto a los métodos utilizados para la reasignacién de las variables, algunos mas
destacados son:

1. Calcular el centroide de cada cluster y reasignar a los individuos a aquel cluster para
el que el centroide sea el mas cercano. Si el cambio en los centroides de los clusters
es mayor que un cierto criterio de convergencia, se procede a una nueva reasignacién.

2. Calcular el centroide de cada cluster y reasignar los individuos a aquel cluster para
el que el centroide sea el mds cercano. Para la asignacién de cada observacion, se
recalcula el centroide del cluster al que la observacién es asignada y el del cluster
de donde viene la observacién. Este proceso continua hasta que el cambio en los
centroides sea menor que un cierto criterio de convergencia.

3. Reasignar las observaciones segin se minimice un cierto criterio estadistico. Algunas
de las funciones objetivas a minimizar son:

(a) Traza de la matriz SSCP (sum of squares and cross-product) dentro de cada
grupo.

(b) Determinante de la matriz SSCP dentro de cada grupo.

(c) Traza de W~!B, donde W es la matriz SSCP dentro de cada grupo y B la
correspondiente entre grupos.

(d) Mayor valor propio de la matriz W' B.

Un algoritmo conocido que cumple con alguno de los criterios comentados es el K-means.
Este algoritmo consiste en seleccionar las primeras k observaciones como centros de clusters.
Las observaciones se reasignan mediante el célculo de la distancia de cada observacién al
centroide.
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12 Capitulo VI: Andlisis de componentes principales

12.1 Leccién 1: Introduccién

El método de componentes principales tiene por objeto transformar un conjunto de vari-
ables, a las que se denomina como wariables originales, en un nuevo conjunto de variables
denominadas componentes principales. Estas ltimas se caracterizan por estar incorreladas
entre si.

En muchas ocasiones el investigador se enfrenta a situaciones en las que, para analizar
un fenémeno, dispone de informacién de muchas variables que estdn correladas entre si en
mayor o menor grado. Estas correlaciones son como un velo que impiden evaluar adecuada-
mente el papel que juega cada variable en el fendmeno estudiado. El anélisis de componentes
principales permite pasar a un nuevo conjunto de variables que gozan de la ventaja de estar
incorreladas entre s{ y que, ademéds, pueden ordenarse de acuerdo con la informacién que
llevan incorporada. De hecho, si las variables originales estuvieran completamente incorre-
ladas, el andlisis de componentes prinipales careceria de interés, ya que éstas coincidirian
con las propias componentes.

Como medida de la cantidad de informacién incorporada en una componente se utiliza
su varianza. HEs decir, cuanto mayor sea su varianza, mayor es la informacién que lleva
incorporada la componente. Es por ello que se selecciona como primera componente aquella
que tenga mayor varianza. En general, la extraccién de componentes principales se efectia
sobre variables tipificadas para evitar problemas derivados de escala, aunque también se
puede aplicar sobre variables expresadas en desviaciones respecto la media.

Desde el punto de vista de su aplicacién, el método de componentes principales es
considerado un método de reduccion, es decir, un método que permite reducir la dimensién
del nimero de variables inicialmente consideradas.

Esta metodologia es similar a otros procedimientos como el andlisis discriminante en
el hecho de que ambos métodos se basan en la construccién de combinaciones lineales de
variables correladas cuyos pesos en dichas combinaciones se obtienen maximizando alguna
propiedad estadistica.

También las componentes principales se usan en anédlisis de regresién para determinar
los posibles problemas de multicolinealidad. Por tanto se enfatiza al alumno que se trata de
una metodologia que comparte y establece lazos de unién entre otros métodos estudiados
en esta asignatura.

12.2 Leccién 2: Propiedades y significado geométrico

Conviene sefialar que la obtencién de componentes principales es un caso tipico de cdlculo
de vectores y valores propios en matrices simétricas. Por tanto se le recordard al alumno
algunos conceptos y operaciones bésicas con matrices, como de forma muy concreta el
polinomio y sus raices caracteristicas.

Algunas propiedades que hay que destacar de este tipo de andlisis son:

1. Las componentes principales son combinaciones lineales de las variables originales.

2. Los coeficientes de las combinaciones lineales son los elementos de los vectores propios
asociados a la matriz de covarianzas de las variables originales.

3. La primera componente principal estd asociada a la mayor raiz caracteristica (valor
propio) de la matriz de covarianzas de las variables originales.

4. La varianza de cada componente es igual al valor propio al que va asociado.
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5. En el caso de que las variables estén tipificadas, la proporcién de la variabilidad
total de las variables originales captada por una componente es igual al valor propio
correspondiente dividido por el nimero de variables originales.

6. La correlacién entre una componente y una variable original se determina con el valor
propio correspondiente.

Por otra parte, un vector de p variables se puede considerar como un punto en un
espacio p-dimensional donde una observacién particular representa los valores de los ejes de
coordenadas. En este caso, el anélisis de componentes principales encuentra un espacio de
dimensién menor (subespacio) que proporciona el mejor ajuste para los datos en el espacio
p-dimensional. Esto es asi de forma que una observacién en lugar de ser representada en el
espacio p-dimensional, s6lo se representara en el subespacio.

Las propiedades geométricas derivadas de las componentes principales serdn estudiadas
mediante representaciones graficas en 2-3 dimensiones.

12.3 Leccién 3: Método de obtencién de las componentes

Supongamos que disponemos de una muestra aleatoria de tamafio n a partir de X1, ..., Xp,
y que las observaciones estdn expresadas bien en desviaciones respecto la media o bien como
variables tipificadas.

La primera componente, igual que el resto de ellas, se expresa como una combinacién
lineal de las variables originales

Zhi = un Xy +waXoi + o upXpi, i=1,--.m

Para el conjunto de n observaciones muestrales, esta ecuacién se puede expresar matri-
cialmente de la forma

Z X1 Xar -0 Xp U1y
AP Xig Xoo - Xpo U1
Zin Xin X2n e Xpn Ulp

que de forma abreviada es
VA 1= Xu 1

Esta primera componente se obtiene de forma que su varianza es maxima, sujeta a la
restriccién de que la suma de los pesos (coeficientes uy;) al cuadrado sea igual a la unidad.
Es claro que la primera componente tiene esperanza cero y su varianza viene dada por

Var(Z)) =} [%X’X} U

Si las variables vienen expresadas en desviaciones respecto la media, V = (1/n)X'X es
la matriz de covarianzas muestral; para variables tipificadas R = (1/n)X'X es la matriz de
correlaciones. Por generalidad supongamos que vamos a trabajar con V.

Por tanto la varianza a maximizar es Var(Z;) = v} Vu; con la restriccién Z?:] u%j =
uju; = 1. La resolucién pasa por calcular (V — AT)u; = 0, de donde se deduce que u; es el
vector propio asociado al mayor valor propio de la matriz V.

El resto de componentes se calculan de forma similar. La forma matricial de la compo-
nente gendrica h-ésima es de la forma Z, = Xwuy, con la restriccién de que ujup =1y una
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serie de restricciones adicionales dadas por uju; = ujus = - -+ = ujup—; = 0, que definen al
vector propio asociado a la componente h-ésima como ortogonal al resto de vectores propios
calculados anteriormente. Finalmente, el vector up, estard asociado al valor propio h-ésimo,
ordenados los valores propios de mayor a menor.

A continuacién se le proponen al alumno una seric de expresiones que caracterizan
diferentes propiedades de las componentes principales:

1. La varianza de cada componente es igual al valor propio asociado de la matriz V,
Var(Zy) = upVup = Ap.

2. La proporcién de la variabilidad total recogida por la componente h-ésima es )\h/(Zﬁ:l An),

que en el caso de variables tipificadas serd A /p.

3. La correlacién entre la variable X; y la componente Zj, viene dada por

CO’U(Xj,Zh) )\huh]-

= \/Var(Xj)\/Var(Zh) - \/Var(Xj)m

que en el caso de que X; esté tipificada, es de la forma rj; = upjv/Ap-

4. Una vez calculados los coeficientes uj;, se pueden obtener las puntuaciones Zp;, es
decir, los valores de las componentes correspondientes a cada observacién, a partir de
la relacién

Zpi = um X1i +up2Xoi + -+ uppXpi, i =1,---,n; h=1,---,p

5. Podemos trabajar también con componentes tipificadas, es decir, con Yy, = Zp /v/Ap.
En este caso,

Zhi = cpi X1+ cpaXoi + -+ ChpXpi, 1 =1,---,n; h=1,---.p

con ¢hj = Upj/ An-

Finalmente, si el objetivo de esta metodologia es reducir las p variables iniciales a
m < p componentes principales, hemos de saber cuantas componentes retener. Por tanto
acabaremos la leccién comentando algunos contrastes de significacién de los valores propios.
Bésicamente disponemos de dos criterios:

1. Criterio de la media aritmética, se retienen aquellas componentes cuyo valor propio
excede la media de los valores propios. En el caso de variables tipificadas, esto equivale
a retener si el valor es mayor que 1.

2. Contraste de los valores propios no relevantes, nos planteamos la hipétesis nula de
Hg : Adug1 = Amg2 = -+ = Ay = 0 y obtenemos el estadistico

2p + 11 - P
Q:{n_T} (p—m)Indp_, — Z In ),
Jj=m+1

que bajo el supuesto de normalidad multivariante de las variables originales se dis-
tribuye, bajo Hg, como una ng siendog=(p—m+2)(p—m+1)/2.
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13 Capitulo VII: Andlisis factorial

13.1 Leccién 1: Introduccién

El anélisis factorial es un método de andlisis multivariante que intenta explicar, segiin un
modelo lineal, un conjunto extenso de variables observables mediante un nimero reducido
de variables hipotéticas llamadas factores. Es un aspecto esencial del andlisis factorial el
que los factores no sean directamente observables, obedeciendo a conceptos de naturaleza
mas abstracta que las variables originales.

El andlisis de componentes principales y el andlisis factorial tienen en comtin que son
técnicas para examinar la interdependencia de variables. Difieren en su objetivo, sus carac-
teristicas y su grado de formalizacién.

Mientras que el objetivo del anélisis de componentes principales es explicar la mayor
parte de la variabilidad total de un conjunto de variables con el menor nimero de com-
ponentes posibles, en el andlisis factorial, los factores son seleccionados para explicar las
interrelaciones entre variables.

En componentes principales se determinan los pesos o ponderaciones que tienen cada
una de las variables en cada componente; es decir, las componentes principales se explican
en funcién de las variables observables. Sin embargo, en el andlisis factorial las variables
originales juegan el papel de variables dependientes que se explican por factores comunes y
Unicos, que no son observables.

Por otra parte, el andlisis de componentes principales es una técnica estadistica de
reduccién de datos que puede situarse en el dominio de la estadistica descriptiva, mientras
que el andlisis factorial implica la elaboracién de un modelo que requiere la formulacién de
hipétesis estadisticas y la aplicacién de métodos de inferencia.

El hecho de que las componentes principales se utilicen como uno de los procedimientos
para la extraccién de factores, ha llevado a hacer pensar a algunos que ambos métodos son
equivalentes, lo cual no es cierto.

El andlisis factorial puede ser exploratorio o confirmatorio. El andlisis exploratorio se
caracteriza porque no se conoce a priori el niimero de factores, y es en la aplicacién empirica
donde se determina este nimero. Por el contrario, en el andlisis de tipo confirmatorio los
factores estan fijados a priori, utilizdndose contrastaciones empiricas para su corroboracién.

En este curso nos centraremos en ¢l primer tipo de andlisis factorial.

13.2 Leccién 2: El modelo de anélisis factorial

Por simplicidad en los célculos, consideraremos que las variables observables Xy, ---, X, son
variables tipificadas (variables con media 0 y varianza 1). El modelo de andlisis factorial se
define de la siguiente forma:

X1 = lnFl +l12F2+"'+llmFm+81
Xo = laFi +looky+ - +lombFn +e2

Xp lp]Fl +lp2Fg+---+lmem+ep

donde F1y,- - -, Fiy, son factores comunes, ey, - -, e, son factores vinicos o especificos y
es el peso del factor h en la variable j. A los coeficientes de este tipo se les denomina cargas
factoriales o saturacién de la variable j en el factor h.

En el modelo anterior, cada una de las p variables observables es una combinacién lineal
de m factores comunes (m < p) y de un factor tnico. Asi pues, todas las variables originales
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vienen influidas por todos los factores comunes, mientras que existe un tnico factor que es
especifico de cada variable. Debe tenerse en cuenta que tanto los factores tnicos como los
comunes no son observables. Este modelo se puede expresar matricialmente como

X1 Iy b - lhim F el
X2 lor log -+ lom F s
= . . . . +
X, i by o lm )\ B e

obien X = LF +e.

Para poder realizar inferencias sobre el modelo factorial, es preciso formular algunas
hipétesis estadisticas sobre los factores comunes y sobre los factores Unicos. Las hipétesis
sobre los comunes son las siguientes:

1. La esperanza de cada uno de los factores comunes es nula, es decir, E(F) = 0.

2. La matriz de covarianzas de los factores comunes es E(FF') = I. Esto implica que
la varianza de cada uno de los factores es 1 y éstos estdn incorrelados entre si. Por
tanto, los factores comunes son variables tipificadas.

Las hipétesis de los factores tinicos son las siguientes:

1. La esperanza de cada uno de los factores tinicos es nula, es decir, E(e) = 0.

2. La matriz de covarianzas de los factores tnicos es F(ee/) = €, una matriz diagonal.
Es decir, las varianzas de los factores tinicos pueden ser distintas y estos factores estdn
incorrelados entre si.

3. Finalmente, la matriz de covarianzas entre los factores comunes y los tinicos es E(Fel) =
0.

A partir de estas propiedades se puede demostrar que la matriz de correlacién pobla-
cional para las variables X1, -, Xp se puede descomponer en R, = LL' + Q (Teorema de
Thurstone) de donde es claro que la varianza de la variable tipificada X; se podra. descom-
poner como

1=+ 5+ + 0, +w]

2

Si denotamos por h? = ljz-, +l 4+ l]zm (comunalidad) y llamamos a wjz- especificidad,

entonces tenemos que 1 = h]z + 'u)]z.

13.3 Leccién 3: Métodos de extraccién de factores

En la practica hemos de sustituir los elementos poblacionales por los muestrales. En este
sentido la descomposicién de Thurstone empirica serd de la forma Rp =L+ ﬁ, siendo
IA?,I, la matriz de correlaciones muestrales. La cuestién que se plantea es la obtencién de las
matrices estimadas a partir del conocimiento de Rp. En este sentido surgen dos problemas:
grados de libertad y la no unicidad de la solucién. Respecto al primero, para que el proceso
de estimacién pueda efectuarse se requiere que el nimero de ecuaciones sea mayor o igual
que el nimero de pardmetros a estimar. Respecto a la unicidad de la solucién cabe decir
que si L es una solucién, cualquier transformacién ortogonal de L también serd solucidn.

En el andlisis factorial se parte del supuesto de que las variables originales estdn corre-
ladas entre s{ debido a que comparten unos mismos factores comunes.

38



Existen varios métodos para la obtencién de los factores que serdn comentados al alumno
pero nos centraremos, por conexién con el tema anterior, en el método de componentes
principales.

Las p componentes principales se pueden expresar de la siguiente forma

7y = unXitupXe+-+upX,
Z2 U21X1 + U22X2 +- UQPXI;

Zp = Up]XI +Up2X2 +"'+U‘»,;‘»,;Xp

Este conjunto de ecuaciones es reversible, pudiéndose demostrar que es posible expresar
las variables en funcién de las componentes de la siguiente forma

X1 = uns +u21Z2+---+u,,1Zp (4)
U194y +ugeio + -+ + UI;QZP

a
I

Xp = wipZi tugZo+ -+ uppZyp

Un problema que se plantea en (4), para utilizarlo como base para la estimacién de los
factores, es que las componentes Z no estdn tipificadas, mientras que los factores teéricos F
los hemos definido con varianza 1. Para obviar este problema podemos utilizar componentes
tipificados definidos de la siguiente forma Y, = Z,/v/Ap, con h = 1,---,p y siendo Aj la
varianza de Z. Por tanto, Z, = v/A,Y} y sustituyendo en (4), la ecuacién j-ésima puede
expresarse como

Xj =ujvV Y1 +ugivVAeYa 4o+ upjy [ApYp (5)

Teniendo en cuenta que up;+/Ap es precisamente el coeficiente de correlacién entre la
variable j-ésima y la componente h-ésima, (5) puede expresarse de esta forma

Xj = leYl + '7‘2]'Y2 +-- "‘ij;J
y anadiendo los (p-m) tltimos términos obtenemos

X =rY1+195Yo + - + 1Y + (Pmg1j Ymar + -+ + 1Y) (6)

Ahora bien, por otra parte, tenemos que la ecuacién j-ésima para X; es la siguiente

X]':lj]Fl +lj2F2+---+lijm+ej (7)
De la comparacién entre (6) y (7) obtenemos que 2}1 =Ty, ,Z}m = T'mj-

Una vez estimados los coeficientes anteriores, se puede estimar la comunalidad de la
variable X; de la siguiente forma h? = i?, +Z?2 +-- -+Z?m. La especificidad se puede estimar
directamente mediante la expresién '[[;]2 =1- h?.

13.4 Leccién 4: Contrastes en el modelo factorial

En el analisis factorial, se pueden realizar dos tipos de contrastes segin se apliquen previ-
amente al andlisis o0 a posteriori. Con los primeros, se trata de analizar la adecuacién de
realizar un andlisis factorial sobre un determinado conjunto de variables. Con los contrastes
a posteriori se pretende evaluar el modelo factorial estimado.

Entre los contrastes a priori tenemos:
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1. Contraste de esfericidad de Bartlett. La cuestién esencial previa a la realizacién de
un andlisis factorial es si estdn correlacionadas entre si las variables originales. Sino
lo estuvieran, no existirian factores comunes y, por tanto, no tendria sentido aplicar
el andlisis factorial. Bartlett propuso el siguiente estadistico B = —[n — 1 — (2p +
5)%} In \Ep\ que se distribuye como una XZLP para contrastar que todos los coeficientes
de correlacién tedricos entre cada par de variables son nulos.

2. Los estadisticos Kaiser, Meyer y Olkin propusieron una medida de adecuacién de la
muestra al andlisis factorial conocida por las iniciales KMO y definida de la siguiente

forma 9
> i Tin

KMO =
Y hi Tin T X L G

siendo r]?h los coeficientes de correlacién observados entre las variables originales y a?h
los coeficientes de correlacién parcial entre las variables originales.

En el caso de que exista adecuacién de los datos a un modelo de anélisis factorial, el
término del denominador que recoge los coeficientes serd pequefio y, consecuentemente,
la medida KMO estard préxima a 1.

Entre los contrastes a posteriori tenemos:

1. Correlacion observada y reproducida. Si el modelo factorial estimado es adecuado, las
diferencias entre los coeficientes de correlacién observados y reproducidos deben ser
pequenias. Por tanto se evaliian estas diferencias y si existe un porcentaje elevado de
diferencias superiores a una cantidad pequena prefijada (por ejemplo 0.05) esto serd
indicativo de que el modelo factorial estimado no se adeciia a los datos.

2. Medida de la bondad del ajuste. Se pueden realizar contrastes estadisticos formales de
la bondad del ajuste en el caso de que el método de estimacién aplicado haya sido el
de maxima verosimilitud o el de minimos cuadrados generalizados, bajo el supuesto
de que los datos muestrales proceden de una poblacién normal multivariante. Asf,
bajo estos supuestos, se puede construir un contraste que tiene una distribucién Chi-
cuadrado para contrastar la hipétesis nula Hy: Existen m factores comunes.

13.5 Leccién 5: Rotaciones en el andlisis factorial

Los procedimientos de rotacién de factores se han ideado para obtener, a partir de la solucién
inicial, unos factores que sean ficilmente interpretables. Con los factores rotados se trata
de que cada una de las variables originales tenga una correlacién lo més préxima a 1 que
sea posible con uno de los factores y correlaciones préximas a 0 con el resto de factores.
Existen dos formas bésicas de realizar la rotacién de factores:

1. Rotacién Ortogonal. Los ejes se rotan de forma que quede preservada la incorrelacién
entre los factores, es decir, los nuevos ejes son perpendiculares de igual forma que lo
son los factores sin rotar. Entre los diversos procedimientos de rotacién ortogonal, el
denominado método Varimaz es el més conocido y aplicado.

2. Rotacion Oblicua. Con la denominacién de oblicua se indica que los ejes no son
ortogonales, es decir, no son perpendiculares. Al realizarse una rotacién oblicua, los
factores ya no estardn incorrelados pero puede conseguirse una asociacién més nitida
de cada una de las variables con el factor correspondiente. El método de rotacién
oblicua més conocido es el denominado Oblimin.
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14 Capitulo VIII: Series temporales

14.1 Leccién 1: Introduccién

La mayoria de fenémenos aleatorios que se presentan en el mundo de las computadoras
varfan aleatoriamente sobre el tiempo, por ejemplo si consideramos la variable nidmero
de tareas esperando a ser procesadas. Es pues ligico el pensar que la distribucién de
esta variable no serd la misma si se considera a las 8 de la mafiana o a las 12. En este
capitulo estudiaremos cémo construir un modelo para explicar la estructura y prever la
evolucién a lo largo del tiempo de este tipo de variables. El marco teérico para el estudio
de variables dindmicas es la teoria de procesos estocdsticos, es por ello que empezaremos
con una introduccién general a los procesos estocdsticos, se presentaran a continuacién los
procesos de ARIMA y por 1ltimo se desarrollard la metodologia estadistica para ajustar un
modelo a una serie observada. También es aconsejable en este caso dejar la resolucién de
problemas para las clases de préicticas, debido a la gran cantidad de célculos necesarios.

14.2 Leccién 2: Series temporales y procesos estocéasticos

El modelo matemético para una serie temporal es el concepto de proceso estocdstico, es por
cllo que empezamos el tema introduciendo conceptos bésicos del mismo.

Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias {X(t),t € T'}. Asi para
cada t € T', donde T es el conjunto de indices del proceso, X (t) es una variable aleatoria. A
un elemento de 7' se le suele llamar pardmetro tiempo, porque éste es su significado habitual.
Si 7' es discreto, decimos que el proceso es de tiempo discreto y, si T es continuo, diremos
que es de tiempo continuo. A partir de ahora consideraremos T' = {+1, £2,...} discreto y
denotaremos X; = X (t). El espacio de estados del proceso es el conjunto de valores posibles
para X;.

A cualquier conjunto particular de observaciones del proceso le llamaremos realizacién
del proceso. Una serie temporal de observaciones {X1, ..., Xr} es una parte de la realizacién
de un proceso.

Diremos que conocemos la estructura probabilistica de un proceso estocéstico si cono-
cemos la distribucién conjunta de cualquier conjunto de n variables {X,,..., X;, }.

Llamaremos funcién de medias p; del proceso a la funcién del tiempo que proporciona
las medias de las distribuciones marginales X; para cada t y funcidn de varianzas o} ala que
proporciona las varianzas. Por tltimo llamaremos funcién de covarianzas cov(t,t+ j) a la
funcién que describe las covarianzas en dos instantes y funcidn de autocorrelacidn p(t,t+ j)
a la estandarizacién de la funcién de covarianzas, esto es, al coeficiente de correlacién entre
Xy Xitj-

Para poder estudiar estas caracteristicas es necesario suponer que son estables a lo
largo del tiempo. Esto conduce a la definicién de estacionariedad. Se dice que un proceso es
estacionario en sentido estricto sila distribucién conjunta de cualquier conjunto de variables
del proceso no cambia al someter a todas las variables a un mismo desplazamiento en el
tiempo. Decimos que es estacionario en sentido débil cuando las funciones de medias y
varianzas del proceso no depende de t y la funcién de autocovarianza entre dos variables
del proceso sélo depende del tiempo transcurrido entre los dos correspondientes periodos
de tiempo.

Si el proceso es estacionario, la funcién de autocorrelacién, como funcién del periodo
de separacién k, py entre las dos variables, recibe el nombre de funcidn de autocorrelacin
simple o correlograma.

1

TLlamaremos coeficiente de autocorrelacion parcial de orden k a la relacién lineal entre ob-
servaciones separadas k periodos con independencia de los valores intermedios. Llamaremos
funcién de autocorrelacion parcial a la representacién de los coeficientes de autocorrelacion
parcial en funcién del retardo.

Para llevar a cabo el tratamiento de series temporales nos apoyaremos en procesos
estocdsticos estacionarios en sentido débil. La mayoria de series temporales que encontramos
en el mundo de la economia o de la computacién no son estacionarias, esto requiere aplicar
una serie de transformaciones que conducen a la estacionariedad de la serie. En cuanto a
la media, la serie original se somete a d diferencias sucesivas. En cuanto a la varianza las
transformaciones mds utilizadas son las transformaciones de Boz-Cot.

Un proceso estacionario muy util en el estudio de series temporales es el proceso de
ruido, que es aquel proceso estacionario con media cero y con funcién de autocovarianza
constante e igual a cero. El proceso es de ruido blanco si la distribucién de cada variable es
normal.

Por dltimo definiremos el operador retardo B como BX, = X, ; y denotaremos por
¢p(B) =1—¢1B —...¢,BP a un polinomio de grado p en el retardo cuyo primer término
es la unidad.

14.3 Leccién 3: Procesos ARIMA

Tras estos conceptos introductorios se introducen los modelos bédsicos para el estudio de
series temporales. A partir de ahora {a,} serd un proceso de ruido blanco y X;, X41,... se
toman como desviaciones respecto a la media.

» Procesos autorregresivos, AR(p): ¢,(B)X; = a;. Llamaremos ecuacidn caracteristica
del proceso a ¢p(B) = 0 considerada como funcién de B. El proceso es estacionario
si todas las raices de la ecuacién caracteristica son menores que la unidad.

La funcién de autocorrelacién simple se obtiene con la ecuacién en diferencias finitas
de orden p: ¢(B)pr =0 k> 0.

Se demuestra que la funcién de autocorrelacién es una mezcla de exponenciales y
sinusoidales con una estructura muy compleja y que se amortigua al avanzar el retardo.

Particularizando la anterior ecuacién para & = 1,...,p, se obtiene un sistema de
ecuaciones que relacionan las p primeras autocorrelaciones con los pardmetros del
proceso y que reciben el nombre de ecuaciones de Yule-Walker.

La funcién de autocorrelacién parcial de un proceso autorregresivo tendra solamente
los p primeros coeficientes de autocorrelacion distintos de cero.

Procesos de medias muiles, MA(q): X; = 04(B)a;. Estos procesos son siempre esta-
cionarios.

Se demuestra que cualquier proceso AR(p) estacionario es equivalente a un MA (c0).
Diremos que un proceso es invertible si el efecto del pasado decrece con el tiempo. El
proceso es invertible si las raices de (B) = 0 son en médulo, mayores que la unidad.
Cualquier MA(g) invertible equivale a un AR(o0).

La funcién de autocorrelacién simple de un proceso AR(g) cumple que todas las
autocorrelaciones superiores a ¢ son nulas. De forma dual al modelo autoregresivo, la

funcién de autocorrelacién parcial serd una sucesién infinita, mezcla de exponenciales
y sinusoidales y decreciendo al aumentar el retardo.
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o Procesos Autorregresivos de Medias Muiles, ARMA(p,q): ¢,(B)X; = 64(B)a;. El pro-
ceso serd estacionario si las raices de ¢,(B) = 0 estén dentro del circulo unidad y sera
invertible si las raices de 6,(B) = 0 estén fuera.

Dadas las caracteristicas de las funciones de autocorrelacién parcial y simple en proce-
sos AR y MA, resulta facil encontrar las correspondientes a un proceso ARMA. Dado
que éste es la suma de los procesos AR y MA.

Respecto a la funcién de autocorrelacién simple, a partir del ¢ decrecera como una
mezcla de exponenciales y sinusoidales, determinada por la parte autorregresiva. En
la funcién de autocorrelacién parcial los efectos se acumularan hasta superar el orden
del proceso autorregresivo, y a partir de p sélo se mantendra el efecto del proceso MA
y asf pues decrecerd como mezcla de exponenciales y sinusoidales.

e Los Procesos ARIMA(p, d, q) se presentan cuando d raices de la parte AR de un pro-
ceso ARMA (p,q) son la unidad, dando lugar a procesos no estacionarios. Si definimos
el operador diferencia A =1 — B, tenemos que

¢p(B)AYX, = 6,(B)a,
. Casos particulares son el camino aleatorio (ARIMA(0,1,0)) y el alisado exponencial
(ARIMA(0,1,1)).

La funcién de autocorrelacién simple de un proceso ARIMA se caracteriza por tener
coeficientes positivos que se amortiguaran muy lentamente.

14.4 Leccién 4: Ajuste del modelo y predicciones

Hasta ahora hemos estudiado las propiedades tedricas de los procesos ARIMA. Veamos a
continuacién como ajustar estos modelos a una serie real. Para ello haremos uso de la
metodologia propuesta por Box-Jenkins que consta de tres etapas:

Identificacién del modelo Utilizar los datos recogidos para sugerir un conjunto reducido
de posibles modelos. Consiste en:

e Decidir qué transformaciones se aplicardn para convertir el proceso subyacente
en estacionario.

e Determinar un modelo para el proceso estacionario, es decir, los 6rdenes p y ¢
calculando las funciones de autocorrelacién simple y parcial del proceso.

Estimacién de los pardmetros del modelo Esta operacién se puede llevar a cabo me-
diante la minimizacién de la suma de cuadrados de los errores.

Diagnéstico del modelo Requiere comprobar:

e Los residuos del modelo estimado se aproximan al comportamiento de un ruido
blanco.

e El modelo es estacionario e invertible.
e Los coeficientes son estadisticamente significativos.
e TLos coeficientes del modelo estdn poco relacionados entre si.

e El grado de ajuste es elevado en comparacién al de otros modelos alternativos.
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Para finalizar el tema, una vez que se ha modelizado la serie temporal ésta puede usarse
para predecir futuras observaciones. Si se ha observado (X1,...,X;), la prediccién del valor
Xtk se basa en el hecho de que la prediccién dptima en el sentido de minimizar el error
cuadratico medio de prediccién coincide con la esperanza de la distribucién condicionada:
E[ Xk X1, .. X4
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15 Bibliografia

La bibliografia sobre los temas de esta asignatura es bastante amplia y diversa en muchos
contextos aplicados. Sin embargo si buscamos referencias que se ajusten de forma exacta al
temario propuesto para esta asignatura reducimos muchisimo estas aportaciones. En este
sentido podemos distinguir entre bibliografia basica y aconsejada para el alumno.

En muchas ocasiones, presentaremos libros que se pueden recomendar a los estudiantes
que estén interesados en profundizar en alguno de los capitulos de la asignatura, pero sin
estar especialmente dirigidos a la ingenierfa.

15.1 Bibliografia béasica

Los siguientes textos de forma parcial o completa podrian ser utilizados como libros de texto
en esta asignatura, aunque muchos otros podrian ser también recomendados:

e Abascal y Grande (1989) [1]. Contiene ejemplos ilustrativos de la teoria aplicados a
la investigacién comercial.

o Aczel (1989) [2]. Es un libro autocontenido y de nivel asequible aunque enfocado a los
métodos estadisticos en la economia de la empresa. El capitulo dedicado al anélisis
de la varianza es muy completo.

o Afifi y Clark (1990) [3]. Se hace una aproximacién de carédcter intuitivo y claro de
distintos métodos de analisis multivariante, con referencias a programas de ordenador.

e Bisquerra (1989) [6]. Libro que cubre parte del temario con muchos ¢jemplos précticos
resueltos con diferentes softwares.

e Cooper y Weekes (1981) [8] La exposicién de los métodos de andlisis multivariante
estd realizada de forma intuitiva.

e Cuadras (1981) [9]. Contiene informacién abundante sobre los algoritmos que se
utilizan en el andlisis multivariante. Es quizds muy tedrico.

e Green (1978) [12]. Es un libro cldsico de andlisis multivariante en que se desarrollan
todos los cdlculos que hay que realizar en los distintos métodos.

e Jobson (1992) [16]. Es un manual actual y completo de métodos de anélisis multi-
variante, aunque con cierto grado de dificultad.

o Pefia (1991) [21]. Excelente libro que se ha convertido en un clésico en la estadistica
aplicada. Consta de dos volimenes que cubren desde los conceptos béasicos de es-
tadistica hasta los modelos lineales.

e Sharma (1996) [25]. Libro muy ameno de leer, al tiempo que presenta metodolégicamente

casi todos los métodos del andlisis de datos multivariantes. Contiene bastantes ejer-
cicios resueltos.

e Uriel (1995) [26]. Es un libro bastante completo, que bien podria ser considerado
como libro de texto de la asignatura. Muchos ejemplos a nivel econométrico.
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15.2 Bibliografia para consultar

A continuacién presentamos una serie de libros que pueden ser recomendados a los estudi-
antes para ampliar determinados temas.

e Para ampliar el capitulo de Modelos Lineales, andlisis de la varianza y de regresién,
se pueden consultar los siguientes textos:

— Searle (1971) [24]. Libro clasico sobre modelos lineales.

— Berry y Feldman (1985) [5]. Buena exposicién en forma de libro de bolsillo de
los métodos de regresién multiple.

— Girden (1987) [10]. Métodos de anova con medidas repetidas en formato de libro
de bolsillo.

e Para ampliar los capitulos de Andlisis Discriminante y Cluster, se pueden consultar
los siguientes textos:

— Kaufman y Rousseeuw (1989) [17]. Libro muy didéctico pero monotematico,
dedicandose exclusivamente al andlisis cluster.

— Anderberg (1973) [4]. Exposicién intuitiva de los métodos del andlisis cluster en
vistas a la aplicacién.

— Romesburg (1984) [22]. Buen libro de consulta para cualquier investigador.
Tiene ejemplos en muy diversos contextos.

— Goldstein y Dillon (1978) [11]. Buen libro para profundizar en una versién par-
ticular del anadlisis discriminante con datos discretos.

— Hartigan (1975) [14]. Buena exposicién de los distintos métodos de clustering.

e Para ampliar los capitulos de Andlisis de Componentes Principales y Factorial, se
pueden consultar los siguientes textos:

— Harman (1976) [13]. Recopilacién de las técnicas de andlisis factorial.

— Jackson (1991) [15]. Buen libro, desde la prictica, para el uso de las téenicas de
componentes principales.

— McDonald (1985) [19]. Libro muy didéctico, particularmente en el intento de
relacionar diferentes metodologias con el anélisis factorial.

e Para ampliar el capitulo de Series Temporales, se pueden consultar los siguientes
textos:

— Ostrom (1978) [20]. Buen libro sobre series temporales incluyendo métodos de
regresion.
— Box y Jenkins (1976) [7]. Libro bdsico y cldsico de consulta sobre series tempo-
rales.
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