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RESUMEN

En este trabajo se proponen dos nuevos algoritmos que utilizan la iteracion de Laguerre para
calcular los valores propios de una matriz tridiagonal simétrica. El primer algoritmo aplica esta
iteracion en el marco del método de biseccion, logrando unas prestaciones mejores que las de
cualquier otro método de célculo de raices usado hasta ahora. El segundo algoritmo utiliza €l
paradigmadivide y vencerasy combina la utilizacion de modificaciones de rango uno con laiteracion
de Laguerre. Estos dos nuevos agoritmos se comparan con otros cinco que utilizan diferentes métodos
para resolver el mismo problema de valores propios. Desde el punto de vista experimental se analiza
como influyen las caracteristicas de las matrices en las prestaciones de los algoritmos. Los clustersy
los valores propios ocultos son determinantes en el comportamiento de los algoritmos de biseccion,
mientras que las prestaciones de los algoritmos de tipo divide y venceras dependen fundamentalmente
del nimero de deflaciones detectadas. También probamos que nuestro algoritmo de biseccion es méas
rapido que los basados en el método de divide y venceras en casi todos |0s casos, y proporciona mas
precisién en el calculo de los valores propios que laiteracion QR.

Palabras clave:

Iteracion de Laguerre, matrices tridiagonal es simétricas, valores propios, método de biseccion,
método divide y venceras.

1 El presente trabajo se integra en el proyecto CICYT "Algoritmos Paralelos para el calculo de los valores
propios de matrices dispersas y estructuadas' (T1C96-1062-C03).
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EXPLOITING THE LAGUERRE ITERATION FOR SOLVING THE SYMMETRIC TRIDIAGONAL
EIGENPROBLEM

SUMMARY

In this paper we propose two new algorithms that apply the Laguerre iteration for computing the
eigenvalues of symmetric tridiagonal matrices. The first algorithm applies thisiteration in the frame of
the bisection method, and the results obtained surpass the best root-finding methods used so far. The
second algorithm uses a divide-and-conquer agorithm that combines rank-one modifications with the
Laguerre iteration. We compare these two new algorithms with other five algorithms that use different
methods for solving the same eigenproblem. In the experimental analysis of the algorithms we focus
on the influence of characteristics of the matrices in their performance. Clusters and hidden eigenvalue
determine the behaviour of the bisection algorithms, while the performance of the divide-and-conquer
algorithms depend on the number of deflations detected. We also show that our bisection algorithm is
faster than divide-and-conquer algorithms almost in all cases and provides more accurate eigenvalues
than the OR iteration.

Keywords:

Laguerre iteration, symmetric tridiagonal matrices, eigenvalues, bisection method, divide-and-
conquer method.

INTRODUCCION

El célculo de los valores propios de matrices tridiagonales simétricas es especial mente
importante, no solo debido a laimportancia intrinseca de esta clase de matrices, sino también porque
aparecen en la solucion del problema de val ores propios de matrices simétricas generales.

Existen numerosos métodos para calcular los valores propios, y aveces |os vectores propios, de
matrices tridiagonales simétricas. Probablemente el més utilizado, debido a sus excelentes
prestaciones para calcular todos los valores propios, es laiteracion QR. Sin embargo, recientemente,
con la consolidacién de los computadores con arquitecturas paralelas otros métodos estan adquiriendo
una relevancia similar. Podemos sefialar, por gemplo, el método de homotopia, los métodos de tipo
divide y vencerés, y el método de biseccion. Cada una de estas aproximaciones tiene ventajas e
inconvenientes en lo que respecta al tiempo de gjecucidn, la precision de los resultados, la posibilidad
de evaluar sdlo una parte del espectro de una matriz, etc.

En este articulo estudiamos los resultados obtenidos cuando se aplican las iteraciones de
Laguerre y quasi-Laguerre a los métodos de tipo divide y vencerés, y a método de biseccion, para
resolver el problematridiagonal simétrico de valores propios. Presentamos dos nuevos algoritmos que
usan ambas clases de iteraciones y comparamos estos algoritmos con otros previamente desarrollados
por otros autores y con algunas de las rutinas del LAPACK.

Una de las principales caracteristicas de ambos métodos, divide y vencerés y biseccidn, es que
son dependientes del problema. Més especificamente, dependen de las caracteristicas de las matrices
cuyos valores propios se quiere calcular. En e caso del método de biseccion, el nimero de clusters de
valores propiosy €l nimero de valores propios ocultos determina el tiempo de gjecucion, mientras que
en el método de divide y venceras este parametro depende del nimero de deflaciones detectadas. En
este trabajo hemos elegido un conjunto amplio de matrices de prueba que contiene 12 tipos de
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matrices con diferentes caracteristicas espectrales. Durante el andlisis experimental de los algoritmos
siempre hemos intentado relacionar las prestaciones con las caracteristicas de cada tipo de matriz.

En el caso del método de biseccion la velocidad del algoritmo depende directamente de la
técnica de aceleracion usada en la aproximacion final de los valores propios. En este trabajo se
proponen dos nuevos métodos de busgueda de raices para llevar a cabo esta tarea, y se comparan con
algunos de los métodos mas comunmente utilizados hasta ahora. Los resultados obtenidos muestran
gue laaplicacion de laiteracion de Laguerre ofrece las mejores prestaciones.

En el caso del método divide y venceras proponemos un nuevo algoritmo que combina el uso de
modificaciones de rango uno con la iteracién de Laguerre. Este algoritmo se compara con otros
algoritmos de tipo divide y venceras basados en diferentes modificaciones en la fase de division y
distintos métodos para la aproximacion final de los valores propios.

El resto del articulo esta organizado de la siguiente forma: En la siguiente seccion presentamos
una amplia revision del trabajo previo que refleja el estado del arte y damos una vision general de la
base tedrica de los algoritmos. A continuacion se describe tanto el algoritmo de biseccidén como un
algoritmo genérico de tipo divide y venceras. Posteriormente mostramos como aplicar laiteracion de
Laguerre para aproximar los valores propios. Se sigue con una revision de las caracteristicas de las
matrices de pruebay se analizan los resultados experimentales. Por Ultimo, se ofrecen las principales
conclusiones de este trabgjo.

ESTADO DEL ARTE

En los ultimos afios diferentes autores han desarrollado numerosos algoritmos para resolver €l
problema tridiagonal simétrico de valores propios. Sin embargo, todos estos algoritmos pueden ser
clasificados en cuatro métodos bésicos: la iteracion QR, el método de homotopia, los métodos de
biseccion y multiseccion (BM), y el método divide y venceras (DV). En esta seccion revisaremos el
origen y las principales contribuciones para cada uno de estos métodos. Nos centraremos
especialmente en los dos Ultimos métodos (BM y DV), describiendo muy brevemente las bases
tedricas de los algoritmos que se han implementado.

Se han presentado varios trabajos que comparan algunos de los métodos previamente citados.
Podriamos citar por gjemplo el articulo 19, donde los autores presentan algunas ideas generales que
deben seguirse para disefiar buenas rutinas de calculo de valores propios en €l caso simétrico. Estas
ideas son exigidas, por gjemplo, alas rutinas incluidas en el LAPACK 3. También puede encontrarse
un estudio comparativo préctico de cuatro métodos diferentes en 34 .

Laiteracion QR 26 ha sido considerada como el método més eficiente para calcular todos los
valores propios de unamatriz. En el caso tridiagonal simétrico el coste de la factorizacion QR es O(n)
por iteracion. Sin embargo, no hay implementaciones paralelas escalables eficientes de este método,
por €llo, con el auge de los computadores con arquitecturas paralelas se han venido considerado otros
tipos de métodos. Més alin, métodos tales como DV y BM ofrecen prestaciones competitivas incluso
en el caso secuencial, y ademas proporcionan habitual mente resultados mas precisos.

Un método gque se esté estudiando actualmente es el método de homotopia, también llamado
método de continuacién. Este método ha recibido atencién recientemente debido a su alto grado de
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paralelismo intrinseco. Por tanto, los algoritmos basados en él son excelentes candidatos para ser
utilizados en los modernos multiprocesadores. El método ha sido aplicado tanto al caso simétrico
como no simétrico como puede verse, por ejemplo en 30 32,36, 33,35y, 38

Antecedentes del método de biseccion

El método de biseccion ha dado lugar a un gran nimero de implementaciones debido a su
flexibilidad para calcular una parte del espectro de una matriz y debido también a su paralelismo
natural. Los métodos de biseccion y multiseccion en el caso tridiagonal estan basados en la posibilidad
de dividir €l espectro de una matriz. Mas concretamente, es posible definir una funcién denominada
neg,(c) que calculada para un valor cualquiera c, proporcione el nimero de valores propios a la
izquierday ala derecha de este punto. Esta idea fue explotada inicialmente por Wallace Givensen 23y
24 Este autor utilizé las propiedades de las secuencias de Sturm 26 como método para dividir el
espectro.

Si definimos una matriz tridiagonal simétrica T como

_al b 0
b a b,
T= b, a5 . : (1
o0 by
_O b1 &
y definimos la secuencia de Sturm de lamatriz en e punto ¢ como
{Po(0), Pi(C), Py ()} @)
con
po(c):l
p(c)=det(T —cl) i:12...,n

siendo T; la submatriz guia principal de dimensién ixi de lamatriz T, entonces el nimero de cambios
de signo de esta secuenciaesigual a nimero de valores propios de T menores que C.

El cllculo de esta secuencia puede hacerse utilizando |a siguiente recurrencia bien conocida

P(0)=1 p(c)=a-c -

p(c)=(a —c)p_s(c)~ bZ;p_,(c) 112,30

El método original propuesto por Givens fue mejorado en trabajos posteriores por diferentes
autores 28: 29 y 47 ytjlizando diversas técnicas de aceleracion.

En 47y 48 se establece que el método de biseccién es una muy buena técnica para aislar valores
propios, pero gue puede ser notablemente acelerado si se combina con algiin método de célculo de
raices que converja més répido que la biseccion pura. Wilkinson cita como ejemplo el método de
Newton (convergencia cuadratica) y el método de Laguerre (convergencia cubica).
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Posteriormente se presentaron algunas versiones mejoradas del método de biseccion.
Especialmente importante es el trabajo en 11, donde se utiliza por primera vez una versién modificada
de la secuencia de Sturm que evitalos problemas de desbordamiento de la secuencia original.

Concretamente, s definimos

qi(c):% i:14,2,---,n, (4

puede demostrarse fécilmente que el nimero de elementos negativos de esta secuencia es igua al
nimero de valores propios de T menores que . Asi pues, podemos llamar a este valor neg,(c),

La secuencia (4) se puede calcular utilizando la siguiente recurrencia:

qd®=lcuw=q;c

ma=@—®-£ﬁ; i:2,3-,n (5)

La rutina implementada en 11 ha servido como base y referencia de casi todos los algoritmos
posteriores que utilizan el método de biseccion. Efectivamente, una version de esta subrutina se
incluy6 en lalibreria EISPACK 4 con el nombre bisect.

El uso de la secuencia modificada de Sturm (4) no esta, en cambio, exento de problemas. Entre
las dificultades que presenta la aplicacién de esta secuencia podemos sefialar, por ejemplo, que la
recurrencia (5) fallasi alguno de sus elementos es cero.

Algunos autores, 12y 18, han resuelto este problema utilizando diferentes soluciones, aunque la
idea bésica de todas ellas es reemplazar el elemento nulo por un valor muy pequefio eps, que se puede
elegir como la precision de la méquina. Debido alas propiedades especiales del problema simétrico de
valores propios, esta modificacion no afecta sustancialmente ala precision de | os resultados obtenidos.

En 13 & método BM se divide en dos fases. Durante la fase de aislamiento se calculan,
aplicando el algoritmo de biseccion pura, aquellos intervalos que sblo contienen un valor propio.
Posteriormente, durante la fase de extraccion, se puede utilizar un algoritmo de célculo de raices mas
répido para calcular los valores propios como los ceros de la funcién g(X) definida como e Gltimo
elemento de la recurrencia (5). Por ejemplo, en 2 se usa una combinacién de los algoritmos de
biseccion y secante y de laiteracion de Newton. En 39 se sugiere cualquier variacion del método de la
secante. En 37 se aplica el método de Newton y la iteracion Zeroin. En 10 se aplica interpolacion
polinémica ctibica asi como la iteracién de Newton de primer y segundo orden. En 43 se utiliza una
modificacion de la rutina clasica de Newton, y finalmente en ® y © se aplicalaiteracion de Laguerre y
se compara con algunas de las rutinas previas.

Més alin, algunos autores dividen la fase de extraccion en dos subfases. Por gjemplo, en 12 los
autores inician el proceso de extraccion aplicando varios pasos de biseccién hasta que obtienen un
intervalo donde el polinomio caracteristico es monétono. Entonces utilizan el método Pegasus 2! para
aproximar |os valores propios con una convergencia rapida. En 4° el autor utilizatambién el método de
Pegasus, pero para calcular los valores propios de matrices Toeplitz hermitianas.

Por ultimo, debemos subrayar que la aplicacion de los métodos de aceleracion descritos
anteriormente no siempre producen una convergencia mas rapida hacialos valores propios. A menudo
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los valores propios de matrices tridiagonales tienden a agruparse en clusters (conjuntos de valores
propios numeéricamente indistinguibles). En estos casos la aplicacion de técnicas de aceleracion puede
ser menos eficiente que el uso del algoritmo de biseccion pura.

Otra caracteristica a tener en cuenta cuando se implementa un algoritmo que utiliza el método
de biseccién son los valores propios ocultos 32, Decimos que un valor propio de una matriz tridiagonal
simétrica T de tamafio n, es un valor propio oculto cuando esta muy préximo a un valor propio de su
submatriz guia principal de tamafio n-1. En este caso el denominador y el numerador de la expresion
(4) tienden simultaneamente a cero.

Por otra parte debemos subrayar € hecho de que el método de biseccion puede ser aplicado al
caso general simétrico, aunque con un coste muy alto. Sin embargo, hay algun tipo de matrices
estructuradas, denominadas eficientemente estructuradas en 46, paralas que € coste de este método
puede ser notablemente reducido. Recientemente se han llevado a cabo ciertas implementaciones
secuenciales del método en el caso de matrices de Toeplitz #°. Ademés, también hay algunas
implementaciones paralelas del método de biseccion en el caso de matrices Toeplitz banda ” y en e
caso de matrices Toeplitz més Hankel 6.

Antecedentes del método dividey venceras

Varios autores han disefiado e implementado algoritmos que aplican métodos de tipo divide y
venceras para €l célculo de los valores propios de matrices tridiagonales simétricas utilizando
diferentes aproximaciones. Las soluciones obtenidas hasta ahora pueden ser clasificadas en funcion de
tres aspectos: la clase de modificacion aplicada durante la fase de division, el método usado para
evaluar €l polinomio caracteristico durante la fase de actualizacion y la técnica de blusgqueda de raices
utilizada para aproximar los valores propios.

Laidea bésica de todos los algoritmos de tipo divide y venceras es muy similar. Supongamos
que se quiere calcular los valores propios de una matriz tridiagonal simétrica dada por (1). Empezamos
aplicando algun tipo de modificacion M, de forma que

FoTem= 0 2} (6)
0 T

Normalmente se elige M como una modificacion de rango uno o dos. En e caso de las modificaciones
de rango uno, una posible eleccion de M es o' donde o = bk, el k-ésimo elemento de la
subdiagonal de T,y w=(0, ..., 1, 1,...,0)T unvector de dimension n.

Asi, hemos dividido la matriz original T en dos submatrices tridiagonales simétricas 'I:O y 'I~'1. Ahora,
tenemos que calcular los valores propios de estas submatrices y utilizarlos para aproximar los valores
propios de lamatriz original T.

Denotemos por ai ciertos nimeros que separan |os valores propios de 'f, y por A; los valores
propiosde T, coni:1, 2, ..., n. Hasta ahora, varios autores han dividido T usando modificaciones M de
rango uno o rango dos. En ambos casos, |a posicion de los separadores dj define intervalos que
delimitan la posicion de los valores propios 4; 2% 3% Nuestro objetivo es aproximar los valores
propios utilizando algun tipo de funcion que se anule en cada uno de ellos en los interval os definidos
por los separadores.



CALCULO DE LOS VALORES PROPIOS 7

El primer autor que utiliz6 este método fue Cuppen en 17, teniendo en cuenta las ideas en 16: 25
y 48 Cuppen utilizé6 modificaciones de rango uno para dividir la matriz original, y aproximé los
valores propios a partir de los separadores utilizando la funcion secular. Mas concretamente, Cuppen
utilizo latécnica de interpolacion racional pararealizar esta aproximacion.

Otra clase de método divide y venceréas fue propuesto en 14y en 15, En este caso los autores
utilizan secuencias de Sturm para aproximar las raices del polinomio caracteristico. En 18: 40y 41 |os
autores usan diferentes combinaciones del método de Newton y del método de biseccion parallevar a
cabo la aproximacion. Més recientemente, en °, se utiliza la iteracion de Laguerre para realizar esta
tarea.

En otro articulo reciente 3 |os autores utilizan modificaciones de rango dos para abordar |a fase
de division. En dicho articulo se aplica también la iteracion de Laguerre para aproximar los valores
propios. Por dltimo en 22 se utiliza un algoritmo de tipo quasi-L aguerre para realizar la aproximacion
final.

Cuando se disefian algoritmos divide y vencerds, y cuando se analizan sus prestaciones, un
factor muy importante a tener en cuenta es la deflacion. Decimos que ocurre una deflacion cuando
podemos obtener directamente un valor propio de T a partir de los separadores sin ninglin proceso de
aproximacion.

Podemos definir dos clases de deflacion: Supongamos que se sabe queé valor propio esta situado
entre dos separadores contiguos, d; y d;,1. Laprimera clase de deflacion ocurre cuando A; esigual a
uno de estos separadores, o la distancia entre el separador y €l valor propio es menor que un nimero
muy pequefio, A. La segunda clase de deflacién ocurre cuando |a distancia entre dos separadores es
menor que 2A, y por tanto podemos aproximar los valores propios utilizando simplemente el punto
medio de |os separadores.

ALGORITMO DE BISECCION

Una de las caracteristicas fundamentales del método de biseccion es su flexibilidad. Mientras
otros métodos como laiteracion QR o € método de Cuppen nos obligan a calcular todos los valores
propios, el método BM permite calcular cualquier valor propio determinado o un grupo consecutivo de
ellos.

La idea bésica del método de biseccion es el uso adecuado de las funcion neg,(c) y la
secuencia de Sturm modificada (5). Para implementar este algoritmo empezamos con un intervalo
inicial (a,b) que contienen todos los valores propios que se quiere calcular. Este intervalo se puede
obtener, por ejemplo, por medio de los circulos de Gershgorin 6.

Cuando bisectamos €l intervalo inicial definimos dos subintervalos (a,c) y (c,b), y del calculo de
n. = neg, (c) podemos conocer los valores propios contenidos en cada uno de ellos. Si repetimos este
proceso, se puede obtener finalmente un intervalo (a,b) que aisla un valor propio, o0 que contiene un
cluster de valores propios con una separacion menor gque una cota dada.

Unavez aislado €l valor propio, podemos usar la funcién q(x) definida por € dltimo elemento
de la secuencia de Sturm modificada. Podemos entonces aplicar un método de calculo de raices méas
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rapido que la biseccion pura, paraextraer €l valor propio aislado, como la Unicaraiz de esta funcién en
el intervalo.

Después de definir como se aproxima cada valor propio individual, podemos describir como
explotar estas ideas para extraer cualquier grupo de valores propios consecutivos. Para abordar esta
tarea utilizaremos una cola de intervalos que contienen valores propios. Durante el proceso de
aislamiento de cada valor propio, los intervalos producidos que contienen cualquiera de los valores
propios que deben ser calculados se almacenan en una cola. Concretamente, la cola contiene los
limites (a,b) de losintervalosy el valor de lafuncién neg,(c) en estos puntos, (n,,n,). Cada vez que
extraemos un valor propio 0 un cluster, empezamos de nuevo el proceso con un intervalo nuevo
tomado de la cola para aproximar € siguiente valor propio. El agoritmo calcula-grupo resume este
proceso de célculo de un grupo cualquiera de valores propios. En este algoritmo, un intervalo de la
forma (a,,a,) contiene todos los valores propios comprendidos entre Ar+1 and Ag, y tol es un valor que
se puede definir de la mismaforma que se hace en €l criterio de parada (10).

programa calcula-grupo (p,q,tol,A(p:q))

/* Dados dos enteros p y g tales que l<=p<g<=n, este programa calcula
todos los valores propios de T entre Ay y Ag*/

Calcula el intervalo inicial (ay,ag) usando circulos de Gershgorin
Almacena el intervalo inicial en la cola
mientras cola no vacia
si ((ar,ag) estda incluido en (ap-1, ag)) y ((s=r+l)) entonces
/* contiene solo un valor propio de T */
extraer (ary,ag, tol,Ag)
si cola no vacia entonces
obtener un nuevo intervalo (ay,ag) de la cola
finsi
sino
si |ar - aS| < tol entonces /* cluster de valores propios*/
Ki=(ar+as)/2, i=r+l, ..., s
sino
c=(ar+ag) /2; k=negp(c)
si (k=r) o (k <= p-1) entonces
r=k; ar=c
sino si (k=s) o (k >= g) entonces
s=k; ag=cC
sino
almacena el intervalo (¢, ag) en la cola
s=k; ag=c
finsi
finsi
finsi

finmientras
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El algoritmo utilizado para implementar lafuncion extraer (ay,ag, tol,Ag) condicionala
velocidad del método, excepto cuando tenemos muchos clusters de valores propios. En ° se prueba la
iteracion de Laguerre es la que mejores resultados proporciona al implementar esta funcién.

En este articulo implementamos dos nuevas técnicas de extraccion y las comparamos con otras
ampliamente utilizadas hasta ahora. Primero implementamos la iteracién de Laguerre para calcular los
ceros del polinomio caracteristico en cadaintervalo aislado; segundo, implementamos un método que
inicia la fase de extraccion aplicando varios pasos de laiteracion de Laguerre con €l fin de obtener un
intervalo donde la funcién g(x) sea continua, y por Ultimo aplicamos el método Pegasus para
aproximar los valores propios como |os ceros de esta funcion.

ALGORITMOSDIVIDE Y VENCERAS

Todos los algoritmos de tipo divide y venceras para calcular valores propios constan
basicamente de tres fases. Durante la fase de division la matriz original se divide en dos submatrices
utilizando alguna clase de modificacién. Durante la segunda fase se calculan los valores propios de las
submatrices. Por ultimo, durante la fase de actualizacion (updating) del método, se aproximan los
valores propios de lamatriz original a partir de |os val ores propios de sus submatrices.

El verdadero potencial del método divide y venceras surge de la posibilidad de aplicarlo
recursivamente. Una vez hemos dividido la matriz original, podemos calcular los valores propios de
las submatrices utilizando cualquier método clésico. Por ejemplo, podemos utilizar la iteraciéon QR,
gue ha sido considerada hasta ahora como el método secuencial més eficiente. Sin embargo podemos
también aproximar el célculo de los valores propios de las submatrices aplicando de nuevo un
esguema divide y venceras. Este proceso se puede repetir en 10s sucesivos niveles hasta obtener
matrices de tamafio 1x1 0 2x2 cuyos valores propios se pueden calcular facilmente.

Supongamos que se aplican k etapas de division sobre una matriz de tamafio n, obteniéndose 2¢
submatrices de orden 2°=n/2" El siguiente codigo secuencial define los principales pasos para calcular
los valores propios de la matriz original utilizando un método divide y vencerés genérico. Las
diferente aproximaciones citadas como antecedentes del método se pueden obtener realizando los
pasos (*) y (**) de forma particular.

M étodo divide y vencer as secuencial
Dividir la matriz original en 2K submatrices de tamafio 2P. (*)
Calcular los valores propios de las 2% de tamafio 2P.
para i=1 hasta k (niveles de divisidn)
para j=1 hasta 2K1 (pares de submatrices consecutivas)

Mezclar y ordenar los valores propios de las submatrices 2j-1 y 2j
de tamafio 2P+*i-1 para que actlien como separadores de una matriz de
tamafio 2P+,

para r=1 hasta 2P+

Aplicar algGn método de cédlculo de raices para calcular el valor
propio Ay de la submatriz j de tamafio 2P+, (%)

finpara
finpara

finpara.
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LASITERACIONESDE LAGUERRE Y QUASI-LAGUERRE

Laaplicacion de laiteracion de Laguerre como método para acelerar la extraccion de los valores
propios ya fue sugerida por Wilkinson en 48. Esta técnica se ha utilizado en 34 como un paso bésico en
un método de tipo divide y vencerds. Se puede demostrar que el método de Laguerre tiene
convergencias cubica en un entorno de cualquier valor propio real smple.

Cadaiteracion del método de Laguerre se basa en la siguiente expresion:

L.(%) = x+ ‘ n @

| ’ 2 4
(— P (X)J + [(n=1)|(n —1)(—"(")) - n(p(X)J
p(x) )\ p(x) p(x)
donde el polinomio caracteristico p(x) = det(T — Al ) se puede evaluar como el n-ésimo término de
larecurrencia (3). Como se puede ver en (7), para evaluar una iteracion de Laguerre necesitamos no
sdlo p(X), sino también sus derivadas primera, p’(X), y segunda, p”(X). Por las mismas razones que

se calculaba la secuencia de Sturm modificadas en lugar de la original, utilizamos las siguientes
recurrencias escal adas relacionadas con cada derivada:

4

r =ﬂys1=ﬂ 1=01...,n

P o

4

Estas recurrencias se pueden obtener diferenciando (3) y escalando cada término:

=0 1= _1
G
1 b? 8
n=— (a—l)n_l—l—(';l]n_z i=23...,n
| G i1
[s,=0, =0
1 b? : 9
S =—{(a —l)s_l—Zn_l—(—l)s_z] 1=23...,n ©)
L qi qi—l
Para calcular (7) utilizamos el Ultimo elemento de las recurrencias anteriores
P'(x) P"(X)
_— = rn y _— =
o0 e

Otro importante aspecto del método iterativo es el criterio de parada utilizado. A partir del
andlisis de la precision que se hace en 34 para la iteracion de Laguerre, hemos elegido la siguiente
condicion:

0~ 73] < (s, 1) @
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donde /ﬁk) es lak-ésima aproximacion a valor propio exacto 4;, € esla precision de laméguinay &
es la cota de error absoluto dada por:

L

Por otra parte, |a iteracion quasi-Laguerre ha sido desarrollada en 22 como una alternativa a la
iteracion de Laguerre. En dicho articulo los autores utilizan laiteracion quasi-Laguerre durante la fase
de actualizacion del algoritmo divide y venceras. Esta nueva iteracion ofrece mejores prestaciones que
la iteracién de Laguerre en muchos casos, e incluso mejora las prestaciones de la iteracion QR para
alguna clase de matrices.

8 = 2.5¢ max {‘bj ‘ + ‘b.

1<j<n-1 1+1

El principal objetivo de la iteracion quasi-Laguerre es evitar la evaluacion de p”(X), que es
relativamente cara en cuanto a tiempo de célculo en el caso de la iteracion de Laguerre. La nueva
iteracion mantiene la monotonicidad de la anterior. Sin embargo, mientras el algoritmo que utiliza la
iteracion de Laguerre converge cibicamente en un entorno de los valores propios, €l que se basaen la
iteracion quasi-Laguerre converge globalmente con una razén de convergencia final V2 +1 para
encontrar |os ceros de cualquier polinomio con todos sus ceros reales 22,

La siguiente expresion nos proporciona la modificacion aplicada en cada iteracién quasi-

Laguerre:

i Z[n ( k) _ Ek))q( Ek—l))] a
- - _(Xik—l) _ Xik))R— 2q(xik—1)) + \F{(Xik—l) _ Xik))z R+4(n- 1)]

donde

(KY) _ (k-1)
R=n q(x)zkl) ?()Zi) ) —q(x)a(x?)

x*M'y x1 son dos aproximaciones sucesivas al valor propio, y q(X) = ¢, (X) en (5).

Laiteracion quasi-Laguerre, como laiteracion de Laguerre, se puede modificar para acelerar su
convergencia en un entorno de un cluster de valores propios, tal y como se puede ver en 34y 22,

ANALISISEXPERIMENTAL

Matrices de prueba

Una de las caracteristicas fundamental es de | os algoritmos que utilizan el método de biseccion o
métodos de tipo divide y venceréas es que son dependientes del problema. Esto es, el comportamiento
de los algoritmos depende en gran medida de |as caracteristicas de las matrices cuyos valores propios
gueremos calcular. Los resultados experimentales que hemos obtenido demuestran que los algoritmos
probados son directamente dependientes de la distribucién de los valores propios a lo largo del
espectro. Es més, en el caso de los métodos de tipo biseccidn el comportamiento de los algoritmos
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depende del nimero de valores propios incluidos en clusters y de la presencia de valores propios
ocultos. Por otro lado, € comportamiento de los algoritmos de tipo divide y venceras depende del
ndimero de deflaciones detectadas durante su gjecucion.

Tipo! Elementos Valores propios Referencias
tja=a {a+ 2b oosk—ﬂ:}n (i;, P137)
b=b n+1), (—,p39)
2| a=a-b a=a+b {a+2bcos(2k_1)”}n (i; p.138)
a=a, |=2, n-1 on s (17,p38)
b=bi= ,n-1
3 o - { con i impar “‘ = n (27 p. 139)
con i par a+b¥ /(a-b)? +16c0s’ ——
\“ n+1
=1 2
k=1
y a s n es impar
41a=0 {-n+2k-1}_,. Distribuidos (%7, p. 140)
b = ~/i(n—1) uniformemente, (*, p. 38)
5| a =@ -Dn-1-2-17] {k(k-D)30_, (1277 p. 141)
b =i(n—i)
6 r%_i+1 i:L--~,% Lamayor parte de los valores propios Matrices de
a8 =9 . emparejados en clusters, Wilkinson
i— ry/ n/ + 1'
2 ' W
m- { oon 0 par (48, p. 308)
n+1 con n impar
b =1
7 | Generadas al eatoriamente con Aleatorios
unadistribucién uniforme [0,1]
8 Siguen una distribucién aritmética.
9 Distribucién geométrica: {qk}k =1...,n
paraagin qe(0,1),
10 | Generadas usando larutinadel | Unvalor propio 1, e resto en (—¢,¢), 20
LAPACK dlamts
11 Distribuidos de modo equidistante en el
intervalo [0,1] exceptuando un valor
propio muy pequerio,
12 Distribuidos de modo equidistante en el
intervalo [10‘12 1072 4 e] excepto un
valor propioigual al.

Tablal. Matricesde prueba.

Por lo tanto, si queremos realizar un buen andlisis experimental de los algoritmos, debemos
escoger un conjunto apropiado de matrices de prueba. Las matrices incluidas en este conjunto deben
tener diferentes distribuciones de los valores propios. En concreto es interesante el uso de matrices
conteniendo clusters de valores propios y de agquellas cuyos valores propios den lugar un nimero
variable de deflaciones. Diversos autores han utilizado diferentes conjuntos de matrices, 17 18: 38 Para
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obtener los resultados mostrados en este articulo hemos utilizado un conjunto que cumple todas las
caracteristicas citadas, en concreto el descrito en 34,

Algunas de las matrices utilizadas (tipos 1-5) tiene valores propios gue pueden calcularse de
modo exacto mediante €l uso de diferentes férmulas, otras (tipos 6 y 7) tiene valores propios que no
son conocidos a priori. Por dltimo, las matrices de los tipos 8 a 12 se generan mediante €l uso de la
rutina dlatms incluida en el paquete LAPACK 20,

Algoritmos probados

En las siguientes secciones comparamos las prestaciones de siete algoritmos para €l célculo de
todos los valores propios de matrices tridiagonales simétricas. Cuatro de estos algoritmos utilizan
estrategias de tipo divide y vencerés, dos de ellos utilizan el método de bisecciény el dltimo utiliza el
iterativo QR. Dos algoritmos, dstrid y dstdv, han sido implementados por los autores del presente
estudio, otros dos son implementaciones proporcionadas por otros autores, mientras |os restantes tres
algoritmos son rutinas del LAPACK. Todos los métodos han sido implementados y probados
utilizando reales en doble precision en el lenguaje Fortran sobre un procesador MIPS R10000
integrado en una arquitectura Silicon Graphics.

1) El algoritmo dsterf eslaversion libre de raices (root-free) del método iterativo QR incluido en €l
LAPACK. Esta version del iterativo QR es la recomendada por |os autores de dicho paquete
cuando se quieren calcular tan solo |os valores propios.

2) El algoritmo dstebz es la rutina que utiliza el método de biseccion incluidaen el LAPACK. Esta
rutina utiliza la biseccion puratanto para aislar como para extraer 1os valores propios.

3) El algoritmo dstrid es nuestra implementacién del método de biseccion en dos fases. Este
algoritmo utiliza biseccion pura paraaislar los valores propios y un método de aproximacion de
raices més rgpido para su extraccion. En un apartado posterior comparamos varios métodos de
aproximacion de raices con € fin de determinar el mas conveniente para abordar la fase de
extraccion.

4) El agoritmo dstedc es la rutina que utiliza el método divide y vencerés incluida en el paguete
LAPACK 44, Esta rutina implementa el método de Cuppen combinando modificaciones de
rango uno con el uso de la interpolacién racional para la aproximacion final de los valores
propios. Para poder utilizar esta rutina la hemos modificado ligeramente con el fin de que
contintie lafase de division hasta llegar a matrices con tamafio 2x2.

5) El algoritmo dspmg es el algoritmo divide y venceras implementado en 34. Este algoritmo utiliza
maodificaciones de rango dos durante la fase de divisién y aplica laiteracion de Laguerre durante
lafase de reconstruccion.

6) El algoritmo dsmsl es el algoritmo divide y vencerds implementado en 22. Este algoritmo
modifica el dspmg aplicando laiteracion quasi-Laguerre durante la fase de reconstruccion.

7) El agoritmo dstdv es nuestra implementacion del método divide y venceras. Este algoritmo
utiliza modificaciones de rango uno durante la fase de division y aplica laiteracién de Laguerre
para calcular los ceros del polinomio caracteristico durante lafase de reconstruccion.
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Caracteristicas delasmatrices de prueba

En este apartado mostramos las caracteristicas de las matrices de prueba utilizadas que
determinan el comportamiento de los algoritmos de biseccion y de tipo divide y venceras.

La tabla 2 muestra el nimero de clusters (cl), los valores propios incluidos en estos clusters
(nvp) y € nimero de valores propios ocultos (hi) paralos 12 tipos de matrices de prueba .

Tamarfio delamatriz
32 64 128 256 512 1024
tipo|clinvp|hi|c|nvp|hi|c |nvp| hi| cl [nvp| hi | c |nvp| hi | c | nvp | hi
110 0 0] O 0/ 0] O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2|0/ o| o]0 o0f 0O o0f 0] 0f 0f 0/ O0f 0f 0] O 0 0
3|0, 0 0/ 0 o0 0O o0 oOf Of 0f] 0] 0] 0f 0] O 0 0
410 0] 0] O 0 6|1 0 0| 40 0 0] 132 0 0| 336 0 0| 776
5|0 05 3,0 0|19 0] 0| 64/ O| O0|165| O] 0|38)| O 0| 846
6 | 4| 8|18|20| 40| 64|52| 104 | 128 | 116 | 232 | 256 | 244 | 488 | 512 [ 500 | 1000 | 1024
710 0 510 01291 O 0| 96 0 0] 216 0 0| 470 0 0| 993
8|0/ 0/10f O, 0/36| 0| 0/109| O] O0|210| O O0|475| O 0| 950
9|04 0/14| 0| 0|47| 0] 0| 8} 0| 0|226| 0| 0/479| O 0| 985
10 | 4| 31|32| 3| 63|64 3|127| 128 3255|256 | 14| 511 512 3| 1023 | 1024
11 |o| 0|15 O O0|45| O| O0|106|] O| 0O|228| O 0]492( O 0| 996
12 | 5| 31|/32|13| 63| 64| 5|127|128| 6| 255|256| 5|511|512| 6| 1023| 1024

Tabla 2. Clustersy valores propios ocultos en las matrices de prueba.

Los resultados de la tabla 2 nos permiten agrupar los 12 tipos de matrices de prueba en
diferentes clases en funcidn del nimero de clusters'y de valores propios ocultos. Las matrices de los
tipos 1, 2 y 3 no tienen ningun cluster ni ningun valor propio oculto. Las matrices de tipo 6 (matrices
de Wilkinson) tienen la mayor parte de sus valores propios emparejados en clusters. Todos los valores
propios de las matrices de los tipos 6, 10 y 12 son valores propios ocultos, y en el caso de los dos
ultimos tipos, todos excepto uno se incluyen en un nimero muy reducido de clusters.

Algoritmo
dstdv dspmg
Tipo| defl def2 defl def2
1 0 3588 0 0
2 0 3586 8 0
3 2 3084 0 0
4 130 512 128 0
5 203 512 202 0
6 4299 512 4105 773
7 3382 0 2635 217
8 911 0 893 2
9 1104 0 936 45
10 161 9029 263 8943
11 3766 0 3592 62
12 378 8769 628 8586

Tabla 3. Nimero de deflaciones de tipo 1y 2. n=1024.
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L os resultados mostrados en la tabla 3 también nos permiten agrupar los 12 tipos de matrices de
prueba en distintas clases, pero en este caso en funcion del nimero de deflaciones ocurridas durante la
fase de reconstruccién de los algoritmos de tipo divide y venceras. Los algoritmos dstdv y dspmg
detectan una cantidad de deflaciones bastante distinta con varios de |0os tipos de matrices probadas, |0
gue determina en gran medida los resultados experimentales a que dan lugar.

Algoritmos de aproximacion de raices

En este apartado comparamos seis algoritmos de aproximacion de raices utilizandolos para €l
calculo de los valores propios. Estos algoritmos pueden utilizarse durante |a fase de extraccion de los
algoritmos de tipo biseccién o durante la fase de reconstruccién de los algoritmos de tipo divide y
venceras. Comparamos los distintos algoritmos en el caso del método de biseccion. Tres de los
algoritmos (peg, bisy nwt) han sido utilizados previamente por otros autores, mientras los tres
restantes (Ipe, lag y glag) se implementan por primera vez en este articulo. El andlisis realizado se
centra en estudiar lainfluencia de las caracteristicas de los distintos tipos de matrices de prueba sobre
el comportamiento de los distintos al goritmos de aproximaci on.

1) El algoritmo bis implementa el método de biseccion puro para abordar tanto la fase de
aislamiento como la de extraccion de los val ores propios.

2) El algoritmo nwt implementa el método de Newton tal y como se describe en 4.

3) El algoritmo peg divide |a fase de extraccion en dos subfases. Este algoritmo aplica varias etapas
de biseccion a partir de cada intervalo aislado conteniendo un valor propio hasta que obtiene un
intervalo donde la funcién g(x), definida como €l Ultimo elemento de la recurrencia (5), es
continua. A partir de este intervalo "estrictamente aislado", el algoritmo aplica el método
Pegasus para aproximar el valor propio.

4) El algoritmo Ipe es similar al algoritmo peg, pero hace uso de la iteracion de Laguerre para
abordar la subfase de aislamiento estricto.

5) El algoritmo lag utiliza la iteracién de Laguerre tal y como se ha descrito en el apartado 5 para
[levar a cabo la extraccion de cada valor propio.

6) El algoritmo glag aplica la iteracién quasi-Laguerre descrita en 22 para abordar la fase de
extraccion.

La tabla 4 muestra la duracion en segundos del algoritmo dstrid utilizando cada uno de los
métodos de aproximacién de raices antes descritos para el calculo de los distintos val ores propios.

L os resultados en la tabla 4 demuestran que las prestaciones obtenidas con €l algoritmo dstrid
dependen del tipo de matriz. De hecho, e comportamiento de los distintos métodos usados durante la
fase de extraccion depende en gran medida del nimero de clusters y de valores propios ocultos. Las
distintas clases de matrices que hemos estudiado ofrecen comportamientos bien diferenciados
dependiendo de la técnica de aproximacion utilizada durante la fase de extraccion. Por giemplo, en €l
caso de las matrices de tipos 10 y 12, todos los valores propios se aproximan utilizando unas pocas
etapas de biseccidn, dado que todos ellos excepto uno, se incluyen en unos pocos clusters.

L os resultados mostrados en la tabla 4 definen la iteracion de Laguerre (lag) como el algoritmo
de aproximacién mas répido paralos distintos tipos de matrices.
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M étodos de aproximacion deraices

Tipo peg Ipe nwt bis lag glag
1 1,18 0,97 1,18 4,76 0,7 0,98
2 1,17 0,95 1,16 4,63 0,69 0,98
3 1,17 0,99 1,19 4,53 0,71 0,97
4 4,34 0,59 1,02 4,86 0,54 0,99
5 4,45 0,73 1,39 4,77 0,69 0,98
6 2,64 2,57 2,76 2,67 2,56 2,81
7 4,77 0,78 1,61 4,71 0,78 1,15
8 4,48 0,73 1,43 4,62 0,71 0,96
9 3,59 0,62 1,9 3,49 0,61 1,19
10 0,02 0,01 0,02 0,01 0,01 0,01
11 4,74 0,78 1,57 4,67 0,79 1,13
12 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01

Tabla 4. Duracion en segundos de | os diferentes métodos de aproximacion de raices. n=1024.

En 22y 34 se demuestra que, en el marco de los métodos de tipo divide y venceras descritos, la
aplicacion de laiteracion quasi-Laguerre mejora los resultados ofrecidos con laiteracion de Laguerre.
En latabla 5, podemos ver como el algoritmo dmsl ofrece mejores resultados que el algoritmo dspmg
en lamayoria de los casos. Sin embargo, en el marco del método de biseccion, laiteracién de Laguerre
es siempre mas rapida que laiteracién quasi-Laguerre. Este hecho es debido a que los puntosiniciales
utilizados para la aproximacion son diferentes en ambos métodos. Mientras en los agoritmos de tipo
divide y vencerés estos puntos son los valores propios de las matrices divididas, en los algoritmos de
tipo biseccion las iteraciones comienzan desde val ores obtenidos mediante biseccién pura.

Los malos resultados obtenidos con el algoritmo bis prueban que la aplicacién de métodos
alternativos durante la fase de extraccién acelera en gran medida la convergencia hacia los valores
propios del método de biseccion pura.

En el caso de las matrices de Wilkinson (tipo 6) la aplicacion de cualquiera de los métodos
alternativos a la biseccion no mejora los resultados del algoritmo bis. En este caso practicamente todos
los valores propios se emparegjan en clusters, lo que provoca que los valores propios se acaben
aproximando por biseccion pura.

El uso de laiteracion de Laguerre durante la subfase de aislamiento estricto (Ipe) siempre da
lugar a mejores resultados que la aplicacion de la biseccion (peg). La mejora obtenida es sustancial
con matricesdetipos 4, 5, 7a9y 11, donde el nimero de valores propios ocultos es muy grande. Ello
es debido a que el método peg acaba realizando el aislamiento por biseccidn pura en presencia de este
tipo de valores propios.

Algoritmo de calculo de los valor es propios

Prestaciones experimentales

En la tabla 5 se presentan los tiempos de gjecucidn en segundos para los siete algoritmos
probados en el caso en que se calculan todos |os val ores propios de matrices de tamafio 1024. En dicha
tabla podemos comprobar que los mejores resultados se obtienen en general con el algoritmo dsterf,
mientras que |los peores resultados son los del agoritmo de biseccién pura (dstebz).
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Tal y como hemos comentado anteriormente los resultados de todos | os algoritmos que utilizan
métodos de tipo divide y venceras dependen del tipo de matriz. Su comportamiento experimental se
relaciona directamente con €l nimero de deflaciones detectadas, €l coste de su deteccion y el provecho
obtenido en la reduccion del tiempo de ejecucion en este caso. Por ejemplo, los resultados de los
algoritmos dstdv y dspmg pueden justificarse en gran medida a partir de las deflaciones mostradas en
latabla 3.

Algoritmos

Tipo dsterf | dstebz | dstrid | dstedc | dspmg | dsmd dstdv
1 04 6,57 0,7 1,11 1,61 0,88 0,98
2 0,41 6,46 0,69 1,66 1,47 1,02 1,15
3 0,35 6,31 0,71 2,01 1,56 1,15 1,29
4 0,41 6,95 0,54 1,35 1,54 0,94 1
5 04 6,92 0,68 1,37 1,37 1,06 1,14
6 0,28 35 2,56 0,13 0,33 0,27 0,36
7 0,48 6,48 0,77 0,35 0,66 0,56 0,63
8 0,41 6,11 0,71 1,87 1,1 1,16 1,47
9 0,25 4,5 0,62 0,49 0,52 0,57 0,69
10 0,48 0,02 0,01 0,24 0,06 0,07 0,23
11 0,5 6,27 0,79 0,27 0,6 0,52 0,57
12 0,41 0,02 0,01 0,19 0,02 0,02 0,23

Tabla 5. Duracion en segundos de los algoritmos cal culando todos |os valores propios. n=1024.

Por otro lado, cudl es el mejor algoritmo de tipo divide y venceras también depende del tipo de
matriz tratada. Mientras el algoritmo dsmsl es € mejor para matrices detipos 1 a5y 12, dstedc es el
mejor para las matrices de tipos 6, 7, 9 y 11, mientras el algoritmo dspmg es el que ofrece mejores
resultados con las matrices detipo 8 y 10.

El uso de la iteracion de Laguerre es una muy buena alternativa para abordar la fase de
reconstrucciéon de los algoritmos de tipo divide y venceras. Cuando se combina con el uso de
modificaciones de rango uno, dstdv, ofrece mejores resultados que cuando se utilizan modificaciones
de rango dos, dspmg. Sin embargo, este comportamiento no es el mismo paralos 12 tipos de matrices,
y varia sustancialmente con el nimero de deflaciones.

Cabe también citar que €l uso de laiteracidn quasi-Laguerre mejora | os resultados obtenidos con
laiteracion de Laguerre, tal y como se observa si se comparan los resultados de |os algoritmos dspmg
y dsmdl.

Finalmente, en lo que respecta a la rutina de tipo divide y venceras incluida en el LAPACK,
dstedc, esta ofrece |os mejores resultados para a gunos tipos de matrices, pero |os otros algoritmos de
este tipo la sobrepasan en la mayoria de los casos. Mas aun, €l célculo de todos los valores propios
utilizando la rutina dstedc requiere un espacio de almacenamiento de O(n2), mientras los otros
algoritmos de tipo divide y venceras tienen un coste O(n) en este caso, 4.

Por otra parte, si comparamos |os dos algoritmos que utilizan el método de biseccién, podemos
ver claramente como el uso de un método alternativo a la biseccion para la aproximacion de raices
durante la fase de extraccion permite que el algoritmo dstrid supere claramente los resultados del
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algoritmo dstebz. De hecho, €l algoritmo dstrid es entre 5y 10 veces mas répido que la rutina del
LAPACK con matrices cuyos tamafios varian entre 64 y 1024.

Asimismo, cabe destacar el comportamiento especial de los distintos algoritmos en el caso de
las matrices de Wilkinson (tipo 6). En este caso el uso de una técnica de biseccion (dstrid y dstebz)
ofrece los peores resultados, dado que no es posible aislar casi ningun valor propio y estos acaban
siendo aproximados por biseccion pura. En contraposicion, los algoritmos de tipo divide y venceras
pueden explotar el gran nimero de deflaciones producidas en este caso para obtener muy buenos
resultados.

En general el algoritmo de biseccién en dos fases, dstrid, ofrece mejores resultados que los de
tipo divide y venceras, excepto cuando estos Ultimos detectan un gran nimero de deflaciones.

Para finalizar, cabe decir que la iteracion QR es el Unico método cuyas prestaciones no
dependen del tipo de matriz, y en muchos casos es el que obtiene |os mejores resultados. No obstante,
los otros algoritmos son mejores si pueden explotar las caracteristicas especiales de las matrices. En
todo caso, los resultados del algoritmo dstrid casi siempre se hallan préximos alos del dsterf.

Precision delosresultados

Con el fin de comparar la precision de los resultados obtenidos con los siete algoritmos
estudiados, comenzamos por utilizar las matrices detipos 1 a5. Con estos tipos de matrices, es posible
obtener los valores propios 4; apartir de formulas bien conocidas.

Sea A e vector gue contiene las aproximaciones calculadas con cada uno de los algoritmos a
los valores propios exactos A, latabla6 muestra el error relativo dado por:

Ha—i

_ 2 2
=L 4

Para facilitar el analisis de los resultados, estos se han dividido por la precision de la maguina
€=2,22E-16.

Tipodematriz
Algoritmo 1 2 3 4 5
dsterf 1,500 1,331 2,059 10,200 2,085
dstebz 0,661 0,527 0,771 0,655 0,667
dstrid 0,476 0,291 0,497 0,003 0,050
dstedc 5,668 5,822 1,964 1,356 0,779
dspmg 0,476 0,290 0,496 0,004 0,052
dsms| 0,475 0,289 0,499 0,326 0,273
dstdv 0,479 0,290 0,499 0,066 0,135

Tabla 6. Precision de los resultados. n=1024.

La tabla 6 muestra la precisién de los resultados obtenidos por los distintos algoritmos con
matrices de tamafio 1024. Sin embargo, hemos realizado el mismo andlisis con distintos tamarios de
matrices. Todos los resultados obtenidos demuestran que los algoritmos basados en el método de
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biseccion (dstrid, dstebz) y aquellos que utilizan una estrategia de tipo divide y vencerasy € criterio
de parada dado por (10), proporcionan una precision similar independientemente del tamafio de las
matrices. Por otro lado, los algoritmos dsterf y dstedc, dan lugar a resultados cada vez menos precisos
con el aumento del tamario de la matriz. Este comportamiento habia sido ya detectado en 22y 34,

Para calcular la precision de los resultados con los doce tipos de matrices de prueba hemos
utilizado otros dos pardmetros tal y como se hace en 22. Concretamente, si Ilamamos Q ala matriz
gue contiene los vectores propios calculados de T, y llamamos D alamatriz diagonal conteniendo los
valores propios cal culados, podemos obtener € residuo y la separacion de la ortogonalidad a partir de:

[r6- 0o},

A

residuo= max (13)

max

separacion de la ortogonalidad = maxH(QT(i)— I)q (14)

2

Hemos utilizado una rutina basada en la iteracion inversa del LAPACK (dstein) para calcular
los vectores propios de las diferentes matrices, excepto en el caso del algoritmo dstedc, que
proporciona tanto los valores como los vectores propios. Por lo tanto, los resultados de precisién
incluyen no solo los errores producidos durante el céalculo de los valores propios, sin también los
acumulados en el proceso de calculo de |os vectores propios.

L os resultados obtenidos con los parametros (13) y (14) nos llevan a conclusiones similares a
las obtenidas en 22, y definen la misma relacion entre los algoritmos que la ofrecida por e pardmetro
(12). Esta afirmacion es cierta excepto para las matrices de tipos 10 y 12, donde la integracion de
précticamente todos sus valores propios en clusters nos lleva a un crecimiento sustancial en el error
relacionado con la ortogonalidad.

Algunos estudios tedricos de la iteracion QR 1 2 muestran que, a menos en el caso no
simétrico, los valores propios sufren problemas de precision debidos al criterio de parada. Nuestro
andlisis experimental confirma este comportamiento en el caso simétrico.

La tabla 6 demuestra que los cuatro algoritmos (dstrid, dspmg, dsmsl, dstdv) que utilizan el
criterio de parada dado por (10) logran resultados muy similares y ofrecen los valores propios méas
precisos. Por otra parte, 1os resultados menos precisos son |os obtenidos por |os algoritmos dstedc y
dsterf.

La tabla 7 muestra los valores del pardmetro (12) cuando modificamos el valor de € en €l
criterio de parada (10). Aplicamos esta modificacion a los algoritmos dstrid y dstdv manteniendo
constantes los pardmetros en el algoritmo dsterf. Podemos ver como esta modificacion afecta
ligeramente a la precision de los valores propios obtenidos con el algoritmo dstrid, mientras el
algoritmo dstdv tan solo se ve afectado por un gran incremento de € para las matrices de tipos 4 y 5.
Este comportamiento de los algoritmos es debido a la convergencia cibica de laiteracién de Laguerre.
También hemos probado la precision del algoritmo dstrid utilizando métodos alternativos a este
algoritmo de aproximacion. El efecto de modificar €l valor de € en la precision de los valores propios
depende del algoritmo de aproximacion utilizado. Los algoritmos con menor velocidad de
convergencia, como el de biseccion puray, en algunos casos, el método Pegasus, dan lugar a una
perdida de precisién més rapida cuando incrementamos el valor de €. Por otro lado, los algoritmos con
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una convergencia mas rapida, como laiteracion de Newton o la de Laguerre tan solo se ven afectados
por grandes incrementos de €.

epsilon en (10)
T. | Alg. |22E-16| 1,0E-15| 1,0E-14] 1,0E-13| 1,0E-12| 1,0E-11| 1,0E-10 1,0E-9 1,0E-8
dsterfl 1,500 1,500 1,500| 1,500| 1,500 1,500 1,500 1,500 1,500
1| dstrid| 0476| 0475| 0475 0476| 0475 0,476 0,475 0,475 8,665
dstdv| 0,479| 0479 0478| 0,479| 0,480 0,480 0,479 0,476 0,969
dsterfl 1,331 1,331| 1,331| 1,331 1,331 1,331 1,331 1,331 1,331
2 | dstrid| 0,291| 0,290| 0,290 0,290 0,290 0,290 0,290 0,289 3,865
dstdv| 0,290 0,290 0,290| 0,289| 0,289 0,289 0,289 0,290 1,086
dsterfl 2,059 2,059 2,059| 2,059| 2,059 2,059 2,059 2,059 2,059
3| dstrid| 0497| 0497| 0,495 0,496| 0,538 0,495 0,494 0,492 11,098
dstdv| 0,499 0,499| 0,499| 0,498| 0,498 0,498 0,498 0,498| 3940472,778
dsterf| 10,201 | 10,201 | 10,201 | 10,201 | 10,201 | 10,201 10,201 10,201 10,201
4| dstrid| 0,003] 0,003| 0,003| 0,003 0,003 0,010 0,004 0,004 0,004
dstdv| 0,066 0,279| 2,124| 23,013 |353,408 |4695,901 | 20797,565| 531858,465| 4528980,693
dsterfl 2,085 2,085 2,085| 2,085| 2,085 2,085 2,085 2,085 2,085
5| dstrid| 0050| 0,050| 0,051 0,051| 0,052 0,052 0,054 0,055 6,100
dstdv| 0,135 0,135| 4,991| 10,092 |277,928 |3859,087 | 27037,266 | 441216,961| 6872010,105

Tabla 7. Evolucién de la precision con el valor de € en (10). n=1024.

Al modificar el valor de € en €l criterio de parada, ademas de afectar a la precision de los
resultados obtenidos, reducimos el nimero de iteraciones necesarias para alcanzar la convergencia, y
por tanto reducimos el tiempo de g ecucion de los algoritmos. La Figura 1 muestra la evolucion del
tiempo de gjecucién de los algoritmos dstrid y dstdv con respecto a agoritmo dsterf.

Matriz detipo 1 Matriz detipo 6
e m o 3
Tt dstdv
~ 08+ - s a . 25 \A\
o . o , > | a—__
f"’i 061 A—aA A A\A\A ﬂ Ad @ 2 A\A\A
?E 04l ‘ \ \ \ \ / dsterf ?g 15 + A\A dstrid
% 40— 06— 6 —0——0——0—08 % It \A
> 5
0 02+ a 05 4 dstdv
b S—= JJ 1 1]
0 — — | 0 ——t : — pastenf
e 15 14 13 12 11 10 9 8 e 15 14 13 12 11 10 9 8
k, (eps=1.0E-k), e=2.22E-16 k, (eps=1.0E-k), e=2.22E-16
Matriz detipo 7 Matriz detipo 10
08 — . dsterf
07 + “ — A, dstrid 05 g o e e e o & e
< 06— B = 04
R e 5041
T N e S 8
S . c 0371 dstdv
o 04 + dstdv S
(% 03+ g 02 _,_7.7-7-7-7!—{-\1. 0
502 :
1 01 +
01 dstrid
0 t t t t t t t | 04 A A

e 15 14 13 12 11 10 9 8 e 15 1 13 12 1 10 o9 s
k. (eps=1.0E-k), e=2.22E-16 k, (eps=1.0E-k), e=2.22E-16

Figura 1. Evolucion de laduracion de los algoritmos modificando el criterio de parada.
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Finalmente, la tabla 8 muestra la duracion de los algoritmos dsterf, dstrid y dstdv con un valor
de e igual a 1,0E-08 en (10). Este es &l valor para el cual la precisién de los resultados cal culados por
el algoritmo dsterf mejora los resultados dados por |os otros dos algoritmos (ver tabla 7). En todos los
casos el tiempo de g ecucion de los algoritmos dstrid y dstdv se acerca mucho més al del algoritmo
dsterf que en los casos contemplados en latabla 5, cuando el valor de € es 2,22E-16.

Tipodematriz

Alg. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
dsterf 04( 041 035 041 04 028 048 041 025 048 05 041
dstrid 058 056/ 058 04 056 109 065 059 032 001 0,66 0
dstdv 08 093 104 087 094 03 046 1220 043 022 047 023

Tabla 8. Duracion de los agoritmos con e=1,0E-08 en (10).

CONCLUSIONES

En el presente articulo proponemos dos nuevos algoritmos basados en dos de |os métodos méas
conocidos para € céaculo de los valores propios de matrices tridiagonales simétricas: los métodos de
biseccion y dividey vencerés.

En el caso del método de biseccion mostramos como una correcta eleccion de la técnica de
aproximacion de raices utilizadas para €l calculo de los valores propios determina la velocidad del
algoritmo en todos los casos. En el marco del método de biseccion utilizamos por primera vez la
iteracion de Laguerre para llevar a cabo esta tarea, o que da lugar a mejores resultados que los
obtenidos con otros métodos ampliamente utilizados como la iteracién de Newton o el método
Pegasus. Més aun, una combinacion adecuada de la iteracién de Laguerre con el método Pegasus
también da lugar a muy buenos resultados a la hora de abordar |a extraccién de los valores propios.

En el andlisis experimental realizado nos hemos centrado en la influencia de | as caracteristicas
de las matrices en las prestaciones de |os algoritmos. En €l caso del método de biseccion podemos ver
como el nimero de clustersy de valores propios ocultos determina el comportamiento de las distintas
técnicas de extraccion, y con ello también € del algoritmo en su conjunto.

En lo que respecta a los algoritmos basados en |la estrategia divide y venceras hemos
implementado un algoritmo que utiliza modificaciones de rango uno durante la fase de division y la
iteracion de Laguerre durante la fase de reconstruccion (updating). Comparamos este algoritmo con
otros que utilizan diferentes técnicas en ambas fases. EI comportamiento relativo de los algoritmos
depende del nimero de deflaciones que detectan con cadatipo de matriz.

La comparacion de todos los agoritmos implementados demuestra que para muchos tipos de
matrices el algoritmos de biseccion en dos fases ofrece mejores resultados que los algoritmos de tipo
divide y venceras. Sin embargo, en el caso de las matrices de Wilkinson, este Gltimo tipo de
algoritmos mejora los resultados del método de biseccion debido a la particular distribucion de los
valores propios en este tipo de matrices.
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Por otro lado, mientras €l uso de laiteracion quasi-Laguerre durante la fase de reconstruccion de
los algoritmos de tipo divide y venceras mejora los resultados ofrecidos por la iteracion de Laguerre,
cuando realizamos esta comparacion para abordar la fase de extraccion del método de biseccion,
siempre obtenemos peores resultados usando la primera de ellas.

Los resultados presentados muestran que los algoritmos de biseccion y divide y venceras
pueden mejorar las prestaciones del iterativo QR incluido en el LAPACK cuando las caracteristicas
del espectro pueden ser explotadas de modo ventajoso. Mas aun, los valores propios obtenidos con €l
algoritmo dsterf son bastante menos precisos que los proporcionados por los algoritmos dstrid y dstdv.

En el caso de muchos tipos de matrices, cuando utilizamos un método de aproximacién de
raices con una convergencia cubica como la iteracion de Laguerre, un gran incremento de las
tolerancias incluidas en €l criterio de parada no afecta sustancialmente a la precision de los valores
propios calculados. Cuando realizamos esta modificacién con los algoritmos dstrid y dstdv para
obtener una precision similar a algoritmo dsterf, los tiempos de gjecucion de l0s primeros se acercan a
los de este, eincluso o mejoran en algln caso.

Por ultimo, no debemos olvidar otra importante ventaja de los métodos de biseccion y divide y
venceras. Mientras la iteracién QR no da lugar a implementaciones escalables en paraelo, tanto la
biseccién como la estrategia divide y venceras poseen una gran paralelismo potencial °. Mé&s aun, e
método de biseccion permite calcular cualquier parte del espectro, mientras laiteracion QR nos obliga
acacular siempre todos los valores propios.
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