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Definici6 i tipus

Pensem a un experiment aleatori que té associat un conjunt de
resultats “fisics” E i una probabilitat definida P.

Una variable aleatoria X €s un criteri que associa a cada
resultat de I'experiment (element de E) un numero real
(element de R).

v

Exemple

Si llancem 3 monedes tenim
E={CCC,CC+,C+C,C++,+CC,+C+,++ C,+ + +}.
Una var. aleat. podria ser Xy = “numero de cares”. Es té que
Xy €{0,1,2,3}

Si un joc consisteix en apostar 1 eur. i guanyes 6 eur. si obtens
les 3 cares, una altra variable podria ser X, = “benefici final del
joc”. Es té que Xo € {—1,+5}.
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Definici6 i tipus

La probabilitat P es trasmet de I'espai d’esdeveniments de E a
I'espai d’esdeveniments de R. Definint

Pr(A) = P(X ' (A))

per qualsevol A esdeveniment de R, es té que Pr és una
probabilitat.
Hi ha dos casos a distingir per a una variable aleatoria X:

@ Discreta (X(E) és un conjunt discret, tipus N 6 Z)
X(E) = {X1 , X2, X3, .. }

@ Continua (X(E) és un conjunt continu, tipus interval, (a, b)
O R)

X(E)=(a,b)

(eventualment, podrien ser a = —c i/0 b = +00).
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Definici6 i tipus Definici6 i tipus

Si x és un numero real qualsevol, tenim els esdeveniments

naturals: A partir dels dos primers i amb ajuda dels operadors unié i
complementari (U, ) es poden obtindre els altres
| Esdev. | Notacié | Interpretacio | esdeveniments naturals:
{x} {X = x} | Resultats de I'experiment associats al | Esdeveniment | Relacié amb els precedents
valor x
(—oo,x] | {X < x} | Resultats de I'experiment associats a {(X<x} (X <xju{X=x}={X<x}
valors inferiors o iguals a x (X > x} (X>x}={X<x}
? la resta d’.esdev.en.iments, igualment naturals, amb les (X > x} (X>x}={X>x}U{X=x}
interpretacions similars
[ Esdev. |  Notaci6 | [ Esdev. | Notacio | X #x} X#x}p={X=x}
(—00,X) {X <x} [x,+00) | {X >x} X1 <X<x} [ {X<xIU{x <X<x}={X<x}
(X, +00) {X > x} RA{x} | {X# x}
(X1 , X2] {X1 < X< X1} etc. etc.
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Funcions f i F a la variable discreta . . - \ Funcions f i F a la variable discreta
. ) Funcions associades a les probabilitats d'una v.a. . - -

Funcions F i f a la variable continua Funcions F i f a la variable continua

Propietats de les funcions f i F Propietats de les funcions fi F

Funcions associades a les probabilitats d’'una v.a.

Si X és v.a. discreta, podem definir dues funcions:

@ Funcio6 de probabilitat w | "
(massa o quantia): =] Siga una probabilitat amb funcié de massa f(x) = > per
=< xe€{1,2,3,...}.
F(x) = Pr(X = x) : Calcula Pr(X = 1), Pr(X = 5), Pr(X < 3), Pr(X > 5). Aposta pel
@ Funcio de distribucié =5 o .5 170 15 20 resultat amb major probabilitat.
acumulada: . X
F(x) = Pr(X < x) = = Siga una probabilitat amb funcié de distr. acum. F(x) = % per
Aquestes funcions estan molt Te xe{1,2,...,10}.
FoO =Y fy)  f(x) = F(x) - F(x) 5 6 5 10 15 20 resultat amb major probabilitat.
y<x X
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Funcions associades a les probabilitats d’'una v.a.

Exercici

Funcions f i F a la variable discreta
Funcions F i f a la variable continua
Propietats de les funcions f i F

Suposant que X és una variable aleatoria discreta, amb valors
{0,1,...}, escriu les seglents probabilitats, primer en funcio de
només f, i després en funcio de nomeés F:

P(X =38) =
P(X <5)
P(X < 5)
P(X # 8)
P(X > 4)
P(X > 4) =
P1<X<5) =
P(1 <X <5)
P(1 < X <5)
P(1<X<5) =
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Funcions associades a les probabilitats d’'una v.a.

Funcions f i F a la variable discreta
Funcions F i f a la variable continua
Propietats de les funcions f i F

Si X és v.a. continua, podem definir dues funcions:

@ Funcid de distribucié
acumulada:

F(x) =Pr(X < x)

@ Funcidé de densitat de

probabilitat:
Pr(X € (x,x + h))

f(x) = lim
(x) h—0 h
Aquestes funcions estan molt

relacionades:

f(x) = F'(x)
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15

20

Funcions associades a les probabilitats d’'una v.a.

Funcions fi F a la variable discreta
Funcions F i f a la variable continua
Propietats de les funcions f i F

Interpretacio de f a la v.a. continua:

@ Pr(X = x) = 0 sempre (!!!)

@ f(x) # Pr(X = x) (1)

@ f(x) = “versemblanc¢a” del
valor x

° Pr(Xbe (a,b)) = F(b) — F(a)
= [ f(x)dx
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Funcions associades a les probabilitats d'una v.a.

Funcions f i F a la variable discreta
Funcions F i f a la variable continua
Propietats de les funcions fi F

Exercici

Siga una probabilitat amb funcidé de distr. acum.

0, x<O0
F(x)=1¢ £ xc(0,10)
1, x>10

CalculaPr(X = 1),

Pr(X = 5), Pr(X < 3),

Pr(X > 5). Aposta per
l'interval de llargaria 2 amb
mayjor probabilitat.
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Funcions f i F a la variable discreta
Funcions F i f a la variable continua
Propietats de les funcions f i F

Funcions associades a les probabilitats d’'una v.a.

Funcions f i F a la variable discreta
Funcions F i f a la variable continua
Propietats de les funcions f i F

Funcions associades a les probabilitats d’'una v.a.

Exercici

Siga una probabilitat amb funcio de densitat
0, x<0
~J 0.038x, x¢€(0,5) o
f)=9 015, xe (5.10) =
0, x>10 &
Calcula Pr(X = 1), °
Pr(X =5), Pr(X < 3),
Pr(X > 5). Aposta per e
l'interval de llargaria 2 amb R
major probabilitat.
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Exercici

Suposant que X és una variable aleatoria continua amb valors
en (—oo, +00), escriu les seglients probabilitats, primer en
funcio de només f, i després en funcioé de nomeés F:

Ry,
>X< X X
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Funcions fi F a la variable discreta
Funcions F i f a la variable continua
Propietats de les funcions f i F

Funcions associades a les probabilitats d’'una v.a.

Funcions f i F a la variable discreta
Funcions F i f a la variable continua
Propietats de les funcions f i F

Funcions associades a les probabilitats d'una v.a.

Si a partir d’'una probabilitat Pr es definen les funcions F i f:

Propietat

La funcio F compleix:
® F(—o00)=0, F(4+00) =1
@ Es creixent

La funcid f compleix:
@ Es no negativa.

. @ Env.a. discreta,
@ Env.a. discreta, Z f(x) = 1
X

és discontinua (encara
que continua per la e Env.a. continua,

dreta). L
@ En v.a. continua, / f(x)ax = 1.

és continua.

—0o0

Per altra banda, qualsevol funcié F 6 f complint les condicions
anteriors és valida per definir una probabilitat Pr.
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Exercici

Calcula la funcio de massa proporcional a g(x) = x per
xe{1,...,5}.

4
Exercici

Calcula la funcié de densitat proporcional a g(x) = x per
x € (0,5).

Per qué no pot ser f(x) = 0.2[(x — 2)? — 1] per
x € {0,1,2,3,4} una funcié de massa valida?
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Variable aleatoria multidimensional

També és possible associar al resultat d’'un experiment més
d’un valor.

Exemple

Si llancem 1 dau i 2 monedes tenim E = {1CC,1C+,1+ C,1+
+,2CC,2C+,2+ C,2+ +,...,6CC,6C+,6+ C,6 + +}.

Una var. aleat. podria ser X = “numero del dau”, amb

X €{1,2,3,4,5,6}. Una altra v.a. podria ser Y = “‘numero de
cares”,amb Y € {0,1,2}.

Pero una altra variable podria ser I'observacio conjunta Z =
“numero del dau i numero de cares”. Es tindria que
Ze{(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2),...} =
{1,2,3,4,5,6} x {0,1,2} i podriem escriure Z = (X, Y).
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Variable aleatoria multidimensional

Les v.a. multidimensionals també admeten funcions de
distribucié etc. En el cas bidimensional, si Z = (X, Y):
@ V.a. discreta:
f2(x,y) =Pr(X =x,Y =y) i Fz(x,y) =Pr(X <X, Y <)
@ V.a. continua:
Fz(x,y) =Pr(X <X, Y <)
Les distribucions marginals de cada v.a. unidimensional
s’obtenen per definicié com:
(d) X, fz(x,y) { (d) 2y fz(x, )
xx) { @)= endy YT ) 2 R y)ox

FX(X):FZ(X5+OO) Fy(y):Fz(+OO,y)
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Variable aleatoria multidimensional

Les distribucions condicionals, encara que més dificilment
calculables, sén:

(d ) fz(x,y)
f (X) — ’ foz(xvy)
X|Y=y fz(x.y) 4689
(©) = teion (¢

(d.) fz&&)’)
fj;:z fz(X,_}/)dy

FX\ Y:y(X) _ _Fz(xy)

Fz(x,
Fz(tooy) Frix=x(¥) = £

Definicié

Lav.a. X és independent de la v.a. Y si la distribucio de
probabilitat condicionada de X no és afectada pels valors que
prenga Y, és a dir, si fxjy—,(x) = fx(x) per tot (x, y).
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Variable aleatoria multidimensional

Propietat

Dos v.a. X i Y sén independents si i només si la distribucio de
probabilitat de la v.a. conjunta Z = (X, Y) verifica que:

fz(x,y) = fx(x) - fr(y) )
Propietat
Si X1, X5, ..., X, 80N v.a. independents totes amb la mateixa

funcio f, aleshores la distribucio conjunta de X = (Xi,...,Xn)
té com a funcio fx:

fx(X1, X2, ..., Xn) = f(X1)f(X2) - - - f(Xn)
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Variable aleatoria multidimensional

Exemple

Tenim un dau de 6 cares i un altre de 12. Si fg é€s la fn. de prob.
de la v.a. resultat del dau de 6 cares i fj> ho és, respect., del
dau de 12 cares. Es llanga un dels daus 4 vegades...

@ ...obtenint els valors: 2,4,1,2. Calcula la probabilitat amb

Mitjana i variancia d’'una variable aleatoria

Una distribuci6 de probabilitat d’'una v.a. es pot interpretar com
una distribucié de frequiéncies d’'una poblacié. Els descriptors
més importants de la poblacié son la posicio central i la
dispersio i es definen mitjancant:

@ Mitjana o esperanga matematica |E(X) = u = ux

cada dau: f5(2,4,1,2) =

© ...obtenint els valors: 3,7,5,5. Calcula la probabilitat amb

cada dau: f5(3,7,5,5) =

f12(2,4,1,2) =

f12(8,7,5,5) =

(discr.) Z xf(x)

+0o0o
(cont.) / xf(x)dx

Quin dau pareix ser més versemblant per eixos resultats en
cada cas? Per quée?

En els capitols d’inferéncia es trauran conclusions a partir de
les mostres, tal i com s’intuieix en aquest exercici.
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@ Variancia|V(X) = o2 = 0%

+00
(discr.) Y ~(x—px)?f(x) (cont.) / (x—px)2F(x)dx
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Mitjana i variancia d'una variable aleatoria

Exercici

Calcula mitjana i variancia per les distribucions que apareixen
en els exercicis d’aquest tema.

f(x) = & F(x) = 1
xef{1,23,..) xef{1,2,...,10}

0, x<0
0.03x, x € (0,5)
0.15, x € (5,10)
0, x>10

f(x) =
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Mitjana i variancia d’'una variable aleatoria

Propietat

SiX iY sénv.a. iaib son numeros reals, aleshores:
@ E(a+ bX) = a+ bE(X), V(a+ bX) = b2V(X)
@ E(X+Y)=EX)+E(Y)
@ V(X+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)on

(d)D ) (x = wx)(y — uy)f(x,y)
Cov(X, Y) = o) oo
© [ o mt — mite oy

és la covariancia entre lesv.a. X i Y (ival0si X i Y son
independents).
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