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Definició

Pensem a un experiment aleatori que té associat un conjunt de
resultats “físics” E i una probabilitat definida P.
Una variable aleatòria X és un criteri que associa a cada
resultat de l’experiment (element de E) un número real
(element de R).

Exemple

Si llancem 3 monedes tenim
E = {CCC, CC+, C + C, C + +,+CC, +C+,+ + C,+ + +}.
Una var. aleat. podria ser X1 = “número de cares”. Es té que
X1 ∈ {0, 1, 2, 3}
Si un joc consisteix en apostar 1 eur. i guanyes 6 eur. si obtens
les 3 cares, una altra variable podria ser X2 = “benefici final del
joc”. Es té que X2 ∈ {−1,+5}.
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La probabilitat P es trasmet de l’espai d’esdeveniments de E a

l’espai d’esdeveniments de R. Definint

Pr(A) = P(X−1(A))

per qualsevol A esdeveniment de R, es té que Pr és una

probabilitat.

Hi ha dos casos a distingir per a una variable aleatoria X :

Discreta (X (E) és un conjunt discret, tipus N ó Z)

X (E) = {x1, x2, x3, . . .}

Continua (X (E) és un conjunt continu, tipus interval, (a, b)
ó R)

X (E) = (a, b)

(eventualment, podrien ser a = −∞ i/o b = +∞).
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Si x és un número real qualsevol, tenim els esdeveniments

naturals:

Esdev. Notació Interpretació

{x} {X = x} Resultats de l’experiment associats al

valor x
(−∞, x ] {X ≤ x} Resultats de l’experiment associats a

valors inferiors o iguals a x

i la resta d’esdeveniments, igualment naturals, amb les

interpretacions similars

Esdev. Notació

(−∞, x) {X < x}
(x ,+∞) {X > x}
(x1, x2] {x1 < X ≤ x1}

Esdev. Notació

[x ,+∞) {X ≥ x}
R \ {x} {X 6= x}

etc. etc.

Estadística ETIG (IG12) 6. Variables aleatòries

5

university-logo

Definició i tipus

Funcions associades a les probabilitats d’una v.a.

Variable aleatòria multidimensional

Mitjana i variància d’una variable aleatòria

A partir dels dos primers i amb ajuda dels operadors unió i

complementari (∪, ) es poden obtindre els altres

esdeveniments naturals:

Esdeveniment Relació amb els precedents

{X < x} {X < x} ∪ {X = x} = {X ≤ x}

{X > x} {X > x} = {X ≤ x}

{X ≥ x} {X ≥ x} = {X > x} ∪ {X = x}

{X 6= x} {X 6= x} = {X = x}

{x1 < X ≤ x2} {X ≤ x1} ∪ {x1 < X ≤ x2} = {X ≤ x2}
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Funcions f i F a la variable discreta

Funcions F i f a la variable continua

Propietats de les funcions f i F

Si X és v.a. discreta, podem definir dues funcions:

Funció de probabilitat

(massa o quantia):

f (x) = Pr(X = x)

Funció de distribució

acumulada:

F (x) = Pr(X ≤ x)

Aquestes funcions estan molt

relacionades:

F (x) =
∑

y≤x

f (y) f (x) = F (x) − F (x−)
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Exercici

Siga una probabilitat amb funció de massa f (x) =
1

2x per

x ∈ {1, 2, 3, . . .}.
Calcula Pr(X = 1), Pr(X = 5), Pr(X ≤ 3), Pr(X ≥ 5). Aposta pel
resultat amb major probabilitat.

Exercici

Siga una probabilitat amb funció de distr. acum. F (x) =
x
10

per

x ∈ {1, 2, . . . , 10}.
Calcula Pr(X = 1), Pr(X = 5), Pr(X ≤ 3), Pr(X ≥ 5). Aposta pel
resultat amb major probabilitat.
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Exercici

Suposant que X és una variable aleatòria discreta, amb valors
{0, 1, . . .}, escriu les següents probabilitats, primer en funció de
només f , i després en funció de només F:

P(X = 8) = =
P(X ≤ 5) = =
P(X < 5) = =
P(X 6= 8) = =
P(X > 4) = =
P(X ≥ 4) = =
P(1 < X ≤ 5) = =
P(1 ≤ X ≤ 5) = =
P(1 < X < 5) = =
P(1 ≤ X < 5) = =
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Si X és v.a. continua, podem definir dues funcions:

Funció de distribució

acumulada:

F (x) = Pr(X ≤ x)

Funció de densitat de

probabilitat:

f (x) = lim
h→0

Pr(X ∈ (x , x + h))

h
Aquestes funcions estan molt

relacionades:

F (x) =

∫ x

−∞
f (t)dt f (x) = F ′(x)
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Interpretació de f a la v.a. contínua:

Pr(X = x) = 0 sempre (!!!)

f (x) 6= Pr(X = x) (!!!)

f (x) = “versemblança” del

valor x

Pr(X ∈ (a, b)) = F (b) − F (a)

=

∫ b

a
f (x)dx
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Exercici

Siga una probabilitat amb funció de distr. acum.

F (x) =







0, x ≤ 0
x2

100 , x ∈ (0, 10)
1, x ≥ 10

Calcula Pr(X = 1),
Pr(X = 5), Pr(X ≤ 3),
Pr(X ≥ 5). Aposta per
l’interval de llargària 2 amb
major probabilitat.
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Exercici

Siga una probabilitat amb funció de densitat

f (x) =















0, x ≤ 0

0.03x , x ∈ (0, 5)
0.15, x ∈ (5, 10)
0, x ≥ 10

Calcula Pr(X = 1),
Pr(X = 5), Pr(X ≤ 3),
Pr(X ≥ 5). Aposta per
l’interval de llargària 2 amb
major probabilitat.
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Exercici

Suposant que X és una variable aleatòria continua amb valors
en (−∞,+∞), escriu les següents probabilitats, primer en
funció de només f , i després en funció de només F:

P(X = 8) = =
P(X ≤ 5) = =
P(X < 5) = =
P(X 6= 8) = =
P(X > 4) = =
P(X ≥ 4) = =
P(1 < X ≤ 5) = =
P(1 ≤ X ≤ 5) = =
P(1 < X < 5) = =
P(1 ≤ X < 5) = =
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Si a partir d’una probabilitat Pr es definen les funcions F i f :

Propietat

La funció F compleix:

F (−∞) = 0, F (+∞) = 1

És creixent

En v.a. discreta,
és discontinua (encara
que continua per la
dreta).

En v.a. continua,
és continua.

La funció f compleix:

És no negativa.

En v.a. discreta,
∑

x

f (x) = 1.

En v.a. continua,
∫ +∞

−∞
f (x)dx = 1.

Per altra banda, qualsevol funció F ó f complint les condicions

anteriors és vàlida per definir una probabilitat Pr.
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Exercici

Calcula la funció de massa proporcional a g(x) = x per
x ∈ {1, . . . , 5}.

Exercici

Calcula la funció de densitat proporcional a g(x) = x per
x ∈ (0, 5).

Exercici

Per qué no pot ser f (x) = 0.2[(x − 2)2 − 1] per
x ∈ {0, 1, 2, 3, 4} una funció de massa vàlida?
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També és possible associar al resultat d’un experiment més

d’un valor.

Exemple

Si llancem 1 dau i 2 monedes tenim E = {1CC, 1C+, 1 + C, 1 +
+, 2CC, 2C+, 2 + C, 2 + +, . . . , 6CC, 6C+, 6 + C, 6 + +}.
Una var. aleat. podria ser X = “número del dau”, amb
X ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Una altra v.a. podria ser Y = “numero de
cares”, amb Y ∈ {0, 1, 2}.
Però una altra variable podria ser l’observació conjunta Z =
“número del dau i número de cares”. Es tindria que
Z ∈ {(1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2), . . .} =
{1, 2, 3, 4, 5, 6} × {0, 1, 2} i podriem escriure Z = (X , Y ).
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Les v.a. multidimensionals també admeten funcions de

distribució etc. En el cas bidimensional, si Z = (X , Y ):

V.a. discreta:

fZ (x , y) = Pr(X = x , Y = y) i FZ (x , y) = Pr(X ≤ x , Y ≤ y)

V.a. continua:

FZ (x , y) = Pr(X ≤ x , Y ≤ y)

Les distribucions marginals de cada v.a. unidimensional

s’obtenen per definició com:

fX (x) =

{

(d.)
∑

y fZ (x , y)

(c.)
∫ +∞
−∞ fZ (x , y)dy

fY (y) =

{

(d.)
∑

x fZ (x , y)

(c.)
∫ +∞
−∞ fZ (x , y)dx

FX (x) = FZ (x ,+∞) FY (y) = FZ (+∞, y)
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Les distribucions condicionals, encara que més dificilment

calculables, són:

fX |Y=y (x) =







(d.) fZ (x ,y)∑
x fZ (x ,y)

(c.) fZ (x ,y)
∫ +∞

−∞
fZ (x ,y)dx

fY |X=x(y) =







(d.) fZ (x ,y)∑
y fZ (x ,y)

(c.) fZ (x ,y)
∫ +∞

−∞
fZ (x ,y)dy

FX |Y=y (x) = FZ (x ,y)
FZ (+∞,y) FY |X=x(y) = FZ (x ,y)

FZ (x ,+∞)

Definició

La v.a. X és independent de la v.a. Y si la distribució de
probabilitat condicionada de X no és afectada pels valors que
prenga Y , és a dir, si fX |Y=y (x) = fX (x) per tot (x , y).
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Propietat

Dos v.a. X i Y són independents si i només si la distribució de
probabilitat de la v.a. conjunta Z = (X , Y ) verifica que:

fZ (x , y) = fX (x) · fY (y)

Propietat

Si X1, X2, . . . , Xn són v.a. independents totes amb la mateixa
funció f , aleshores la distribució conjunta de X = (X1, . . . , Xn)
té com a funció fX :

fX (x1, x2, . . . , xn) = f (x1)f (x2) · · · f (xn)
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Exemple

Tenim un dau de 6 cares i un altre de 12. Si f6 és la fn. de prob.
de la v.a. resultat del dau de 6 cares i f12 ho és, respect., del
dau de 12 cares. Es llança un dels daus 4 vegades...

1 ...obtenint els valors: 2, 4, 1, 2. Calcula la probabilitat amb
cada dau: f6(2, 4, 1, 2) = f12(2, 4, 1, 2) =

2 ...obtenint els valors: 3, 7, 5, 5. Calcula la probabilitat amb
cada dau: f6(3, 7, 5, 5) = f12(3, 7, 5, 5) =

Quin dau pareix ser més versemblant per eixos resultats en
cada cas? Per què?

En els capítols d’inferència es trauran conclusions a partir de

les mostres, tal i com s’intuieix en aquest exercici.
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Una distribució de probabilitat d’una v.a. es pot interpretar com

una distribució de freqüències d’una població. Els descriptors

més importants de la població són la posició central i la

dispersió i es definen mitjançant:

Mitjana o esperança matemàtica E(X ) ≡ µ ≡ µX

(discr.)
∑

x

xf (x) (cont.)

∫ +∞

−∞
xf (x)dx

Variància V(X ) ≡ σ2 ≡ σ2
X

(discr.)
∑

x

(x−µX )2f (x) (cont.)

∫ +∞

−∞
(x−µX )2f (x)dx
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Exercici

Calcula mitjana i variància per les distribucions que apareixen
en els exercicis d’aquest tema.

f (x) = 1
2x F (x) = x

10

x ∈ {1, 2, 3, . . .} x ∈ {1, 2, . . . , 10}

f (x) =















0, x ≤ 0

0.03x , x ∈ (0, 5)
0.15, x ∈ (5, 10)
0, x ≥ 10

F (x) =







0, x ≤ 0
x2

100 , x ∈ (0, 10)
1, x ≥ 10
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Propietat

Si X i Y són v.a. i a i b són números reals, aleshores:

E(a + bX ) = a + bE(X ), V(a + bX ) = b2
V(X )

E(X + Y ) = E(X ) + E(Y )

V(X + Y ) = V(X ) + V(Y ) + 2Cov(X , Y ) on

Cov(X , Y ) =















(d.)
∑

x

∑

y

(x − µX )(y − µY )f (x , y)

(c.)

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
(x − µX )(y − µY )f (x , y)dxdy

és la covariància entre les v.a. X i Y (i val 0 si X i Y són
independents).
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